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Généralités
I. Introduction

La Statistique est une méthode scientifique qui consiste a réunir des données chiffrées sur des
ensembles nombreux, puis a analyser, a commenter et a critiquer ces données. Elle peut-étre
définie comme étant I'ensemble des « méthodes ou techniques» permettant de traiter
(analyser) des ensembles de données.

Les plus anciennes méthodes sont des méthodes de dénombrement (dénombrement des crues
par le égyptiens, dénombrement des populations et des effectifs militaires). Des la fin du 19éme
siécle, la Statistique a connu un grand essor suite aux développements des autres Sciences,
particuliéerement la Théorie des Probabilités. Depuis les années 60 du 20¢me siecle, I'outil
informatique a facilité les calculs et les représentations graphiques. Depuis la fin du 20éme siecle,
de nombreux logiciels ont été mis a disposition des non mathématiciens. Ce qui n’est pas sans
danger dans la mesure ou certains utilisateurs non avertis des précautions mathématiques a
prendre appliquent des méthodes inadéquates et aboutissent a des résultats et/ou des
interprétations aberrants. A titre d’exemple, dans plusieurs travauy, il y a confusion entre calcul
et estimation. D'un autre co6té, 'on remarque que dans plusieurs cas, au lieu d’adapter 'outil a
'objectif de I'analyse, I'on adapte I'analyse a I'outil a disposition.

On distingue deux branches.

- Statistique descriptive (Statistique exploratoire) qui consiste a présenter et analyser les
données (représentations graphiques et calculs des caractéristiques numériques de
I'échantillon).

- Statistique inférentielle (Statistique mathématique, Statistique inductive) dont I'objectif
est de préciser un phénomene sur une population a partir d'un échantillon. Elle consiste
a induire (inférer) du particulier au général par des approches probabilistes, en se
basant sur les caractéristiques numériques de I’échantillon (derniére étape de la
Statistique descriptive).

Les deux aspects se completent plus qu'ils ne s’opposent. La Statistique descriptive précede, en
général, la Statistique inférentielle.

La Statistique appliquée (data analysis en Anglais) correspond essentiellement a la Statistique
descriptive avec insertion de quelques approches mathématiques (Coefficients, tests, intervalle
de confiance).

Remarque : il y a souvent une confusion entre I’expression frangaise « analyse des données » et
I'expression anglaise « data analysis». L'acception francaise, « analyse des données », désigne
une famille de méthodes statistiques dont les principales caractéristiques sont d'étre
multidimensionnelles (multivariées) et descriptives, c’est-a-dire un sous-ensemble de la
Statistique appliquée. L’acception anglaise, « data analysis», a un sens plus général et
correspond a la «Statistique appliquée » en francais.

Ce cours est divisé en deux parties : Statistique appliquée et Introduction a la Géostatistique,
précédées de quelques éléments de Terminologie de base. En Statistique appliquée seront
développées les Analyses unidimensionnelle et bidimensionnelle, parfois groupées sous le nom
de Statistique appliquée élémentaire. Quant aux Analyses multivariées (« Analyse des données »
selon 'acception francaise), un seul cas (ACP) sera abordé. En Géostatistique, on se limitera au
krigeage linéaire univarié.



II. Terminologie de base

Les premiéres statistiques correctement élaborées ont été celles des recensements
démographiques. Ainsi, le vocabulaire statistique (population, échantillon, individu) est
influencé par celui de la démographie. On évoque ici un certain nombre de termes statistiques
trés courants et qu'il convient de bien connaitre.

Variable: d'un point de vue mathématique, une variable est une application définie sur
I'échantillon. En Statistique appliquée, c’est une observation, ou une caractéristique ou un
caractére. Les caracteres (variables) peuvent-étres qualitatifs (catégoriels) ou quantitatifs
(numériques).

- Variables gualitatives (catégorielles), qui ne se traduisent pas en chiffres (enroulement de
coquille, couleur de sédiment, jeu de décrochement, groupes sanguins, sexe, etc.). On a
souvent recours a un codage dans les tableaux numériques (exp. décrochement dextre = 1;
décrochement senestre = 2). Cependant, le codage n’est pas une variable quantitative, la
variable qu'il code demeure qualitative.

- Variables quantitatives (numériques), qui peuvent étre traduites en nombres. Elles sont
subdivisées en :

eVariables continues: grandeurs mesurables (température, pression, teneurs,
longueurs, surfaces, volumes, poids, densité, porosité, angles etc.).

e Variables discontinues = discretes: grandeurs comptables (nombre de strates,
nombre de séismes, nombre de coulées volcaniques, nombre de filons, nombre de
loges, nombre de sources etc.).

Individu (ou unité statistique) : on désigne ainsi tout élément étudié.

Données (statistiques): le terme «données» est trés utilisé en Statistique. Il désigne
I’ensemble des observations de toutes les variables sur tous les individus. Les données sont, en
général, stockées dans un fichier informatique sous forme de tableaux a deux entrées :

- individus en lignes ;

- variables en colonnes.

Attribut : une observation sur un individu (une cellule du tableau des données).
Population : ensemble concerné par une étude statistique. On parle aussi de champ de I'étude.

Enquéte (statistique) : c'est l'opération consistant a observer (mesurer, compter ou
questionner) I'ensemble des individus étudiés. On distingue :

- Recensement : enquéte portant sur I’ensemble des individus de la population. On parle
alors d'enquéte exhaustive ;

- Sondage : enquéte portant sur un sous ensemble de la population. On parle alors
d'enquéte non exhaustive. L'ensemble des individus concernés par I'étude est appelé
« échantillon ».



Echantillon : dans une étude statistique, il est fréquent que 1'on n'observe pas la population
toute entiére. Les observations du phénomeéne considéré sont donc réalisées sur une partie
restreinte de la population, appelée échantillon. Donc, un échantillon est un sous-ensemble de la
population sur lequel sont effectivement réalisées les observations. En général, on note « N » la
taille de 1'échantillon considéré.

Pour que les résultats observés lors d'une étude soient généralisables a la population statistique,
I’échantillon doit étre représentatif de cette derniere, c’est a dire qu’il doit refléter fidélement sa
composition et sa complexité. Seul I'échantillonnage aléatoire assure la représentativité de
I’échantillon. Un échantillon est qualifié d’aléatoire lorsque chaque individu de la population a
une probabilité connue et non nulle d’appartenir a I'’échantillon. On peut distinguer :

- Echantillon global (N) : 'ensemble des individus analysés ;
- Echantillons fractionnés (n) : résultent d’'une opération de tri et de séparations de
groupes plus ou moins différents. On parle de Décomposition de I'échantillon.

Test : consiste a vérifier une information hypothétique. Il s'agit donc d'une démarche consistant
a rejeter ou a ne pas rejeter une hypothese statistique. Il existe un tres grand nombre de tests
statistiques. Le tableau ci-dessous résume les plus utilisés en Sciences naturelles.

Echantillon(s) Variable(s) Hypothese a vérifier Exemples de Test
1 1 Valeurs extrémes aberrantes ou non Dixon
Grubbs
Moyenn rvé mparable al
1 1 oyenne 0b§e vée compa able ala Student
moyenne théorique ou non
1 1 Distribution observée comparable a la David
distribution normale (Gaussienne) ou non | Khi-deux*
Distribution observée comparable a la .
1 1 . P Kolmogorov-Smirnov
distribution théorique ou non
1 1 (2 séries de mesures | Moyennes observées Student (échantillons
sur les mémes individus) | comparables ou non appariés)
o Interdépendance entre les deux Khi-deux du tableau de
1 2 qualitatives . . *
variables contingence
N Intensité I'interdépendan ntr
1 2 qualitatives tensite d? interdépendance entre V de Cramer
les deux variables
o Interdépendance entre les deux Alpha de Cronbach
1 2 quantitatives . s *
variables Corrélation de Pearson
Plusieurs (sur les . . .
1 N . (. . Les positions sont identiques ou non Cochran (Q)
mémes individus)
2 1 Les moyennes des deux échantillons Student (échantillons non
sont comparables ou non appariés)
Les deux échantillons suivent la méme :
2 1 e Kolmogorov-Smirnov
distribution ou non
1 (2 séries de mesures Les positions sont identiques .
2 R o Wilcoxon
sur les mémes individus) | ou non
2 ou plus 1 Les variances sont similaires ou non Levene
P Bartlett
2 ou plus sur les . . . .
2 ou plus ou pluS SUr Les positions sont identiques ou non Kruskal-Wallis
mémes individus
2 (1 quantitative (s . Cochran (C)
2 ou plus .. .. | Homogénéité des variances .
p une qualitative) & Fisher (ANOVA)*

Exemples de tests statistiques :

(*) exemples traités dans les enseignements de cette année.




Statistique appliqueée

I. Analyse unidimensionnelle

Pour chaque individu, on étudie un seul caractere (variable, dimension). Il faut en premier lieu
vérifier 'homogénéité de I'échantillon a étudier. Les représentations graphiques sont variées :
courbes, histogrammes, diagrammes etc. (voir TD). Les graphiques des analyses
unidimensionnelles sont concus pour étre des graphiques plans, sans épaisseur. Certains
graphiques proposés par divers logiciels utilisant une épaisseur en perspective sont faux.

On peut utiliser soit les effectifs soit les pourcentages. Généralement, le choix se porte sur les
effectifs lorsque I'échantillon est réduit (n < 100), sur les pourcentages lorsque 1’échantillon est
plus important (n = 100). Toutefois, cette limite n’est que conventionnelle.

Les parametres numériques de l'’échantillon sont de trois types: parametres de position,
parameétres de dispersion et paramétres de forme.

[.1. Parameétres de position

IIs permettent de concevoir de maniére facile et concréte la valeur centrale de la variable
étudiée.

* Mode et classe modale (Mo) : valeur la plus fréquente de la variable ou la classe la plus riche.

* Médiane et classe médiane (Me) : la valeur qui se situe au milieu (la moitié des observations lui
est inférieure, 'autre moitié lui est supérieure). Dans le cas de I'étude par classe :

K K+1
Me = — ou Me =

avec K : nombre de classes.

* Moyenne (), ou moment d’ordre 1, exprime la valeur centrale d’'une série de mesures.

Xfixi
N
On peut également utiliser la Médiane (Me) et la somme des écarts a la médiane selon la

formule :

x.
Saformuleest: L = TL (Moyenne simple) ou L = (Moyenne pondérée)

L= Me+ Zfi(xiN— Me)

La signification de la moyenne peut-étre faussée par quelques valeurs trés grandes ou tres
petites par rapport a la plus part des observations, en particulier dans le cas de séries tres
dissymétriques. Ainsi, dans certains cas, pour minimiser I'effet des valeurs extrémes, on ne tient
pas compte de la plus petite valeur (x1) et de la plus grande valeur (x,). On parle alors de
moyenne tronquée.

in B (xl + xn) ol _ Zflxl B (xl + xn)
N —2 H N —2

n=



[.2. Parametres de dispersion

Comme le montre [lillustration ci-contre, deux
échantillons différents peuvent avoir les mémes
paramétres de position. Donc, les paramétres de

position ne renseignent pas sur la répartition \
(dispersion) des attributs, d’ou le recours a des - a
parametres de dispersion qui concernent la maniere - -
dont les différentes observations (valeurs d’une ;.f :"M,,”
variable) se dispersent (se répartissent) dans Me, = Meg

I’échantillon.

* Etendue : écart entre la plus grande et la plus petite des observations d’une variable (Max -
Min).

* Intervalle interquartiles

Rappel sur les quantiles

Les quantiles sont les valeurs qui divisent un jeu de données en intervalles contenant le méme
nombre de données. On distingue :

Quartiles (25%, 50% et 75%) 4 groupes de 25% Me = Q2
Déciles (10%, 20% ........ 90%) 10 groupes de 10% Me = Ds
Vingtiles (5%, 10% ......... 95%) 20 groupes de 5% Me = V1o
Centiles (1%, 2% ......... 99%) 100 groupes de 1% Me = Cso

Certains auteurs utilisent les Quintiles (20%, 40%, 60% et 80%, soit 5 groupes de 20 %).
L’inconvénient est que la médiane ne coincide avec aucun quintile.

Les quantiles les plus utilisés en Géologie sont les quartiles.

Premier quartile Q1= X1/4 25%
Deuxiéeme quartile Q; = x5/, = médiane 50%
Troisiéme quartile Q3 = X34 75%

L'intervalle interquartiles mesure 1'écart qui existe entre les deux valeurs qui bornent la partie
centrale de la distribution concernant 50% des fréquences. Donc, il correspond a l'écart entre le
troisiéme quartile et le premier quartile selon la formule :

1nQ = Q3 — 04
Il permet d’éliminer I'influence des valeurs qui se trouvent aux extrémités de la distribution et
dont certaines peuvent étre aberrantes. L'intervalle interquartiles est utile pour certains
graphiques notamment la courbe cumulative et le diagramme en boite (ou boite a moustaches
(boxplot en anglais)).




* Variance : c’est la moyenne des carrés des écarts a la moyenne ou le moment centré d’ordre 2.
Son but est d’avoir une idée sur la variabilité d’'une variable au sein de I'échantillon étudié. La
variance dépend de I'étendue de I'échantillon et des écarts a la moyenne mais ne dépend pas de
la moyenne elle méme. La variance est toujours positive ou nulle puisque c'est une moyenne des
carrés des écarts a la moyenne. Elle ne peut étre nulle que si tous les écarts sont nuls, c'est-a-dire
si toutes les observations sont égales. Sa formule est :

_ > — w)? ou V= > fi(x; — )2 ou ¥ = SCt
N N N

Avec SC; = somme des carrés des écarts a la moyenne.

V=m2

* Ecart type : son intérét est qu’il s’exprime en méme unité que la variable, ce qui n’est pas le cas

de la variance. Sa formuleest: O = V

* Coefficient de variation : c’est un coefficient sans unité. Il s’exprime en % et permet de
comparer les dispersions de variables en unités de mesures différentes. Sa formule est :

C.V.= 1002
I

* Marge d’erreur : un écart type (o) d'une valeur quelconque n’a pas la méme signification pour
un échantillon de quelques individus et un échantillon de plusieurs milliers d’'individu. La marge
d’erreur permet de tenir compte de la taille de I'échantillon (N) selon la formule :

() Avec tq le coefficient de fonction du niveau de confiance, a lire sur la
ME = g —— table de Student (page suivante) lorsque le degré de liberté est trés
Y grand (oo sur la table de Student).

Les niveaux de confiances (1 - ) les plus utilisés en Géologie sont :
- 95%, donc a = 0,050 (ta = 1,96)
- 99%, donc a = 0,010 (te = 2,5758, généralement majoré a 2,58).



Table de Student

o 0,90 | 0,500 | 0,300 | 0,200 | 0,100 0,050 0,020 0,010 0,001
1 0,1584 | 1,0000 | 1,9626 | 3,0777 | 6,3138 | 12,7062 | 31,8205 | 63,6567 | 636,6193
2 0,1421 | 0,8165 | 1,3862 | 1,8856 | 2,9200 | 4,3027 | 6,9646 | 9,9248 | 31,5991
3 0,1366 | 0,7649 | 1,2498 | 1.6377 | 2,3534 | 3.1824 | 4.5407 | 58409 | 12,9240
4 0,1338 | 0,7407 | 1,1896 | 1,332 | 2,1318 | 2.7764 | 3,7469 | 4,6041 38,6103
5 0,1322 | 0,7267 | 1,1558 | 1,4759 | 2,0150 | 2.,5706 | 3,3649 | 4,0321 6,8688
6 0,1311 | 0,7176 | 1,1342 | 1,4398 | 1,9432 | 2,4469 [ 3,1427 | 3,7074 05,9588
7 0,1303 | 0,7111 | 1,1192 | 1,4149 | 1,8946 | 2,3646 | 2,9980 | 3,4995 5,4079
8 0,1297 | 0,7064 | 1,1081 | 1,3968 | 1,8595 | 2,3060 [ 2,8965 | 3,3554 5,0413
9 0,1293 | 0,7027 | 1,0997 | 1,3830 | 1,8331 | 2,2622 | 2,8214 | 3,2498 4,7809
10 ] 0,1289 | 0,6998 | 1,0931 | 1,3722 | 1,8125 | 2,2281 | 2,7638 | 3,1693 4,5869
11 | 0,1286 | 0,6974 | 1,0877 | 1,3634 | 1,7959 | 2,2010 | 2,7181 | 3,1058 4,4370
12 ] 0,1283 | 0,6955 | 1,0832 | 1,3562 | 1,7823 | 2,1788 | 2,6810 | 3,0545 4,3178
13 | 0,1281 | 0,6938 | 1,0795 | 1,3502 | 1,7709 | 2,1604 | 2,6503 | 3,0123 4,2208
14 | 0,1280 | 0,6924 | 1,0763 | 1,3450 | 1,7613 | 2,1448 | 2,6245 | 2,9768 4,1405
15 | 0,1278 | 0,6912 | 1,0735 | 1,3406 | 1,7531 | 2,1314 | 2,6025 | 2,9467 4,0728
16 | 0,1277 | 0,6901 | 1,0711 | 1,3368 | 1,7459 | 2,1199 | 2,5835 | 2,9208 4,0150
17 | 0,1276 | 0,6892 | 1,0690 | 1,3334 | 1,7396 | 2,1098 | 2,5669 | 2,8982 3,9651
18 | 0,1274 | 0,6884 | 1,0672 | 1,3304 | 1,7341 | 2,1009 | 2,5524 | 2,8784 3.9216
19 | 0,1274 | 0,6876 | 1,0655 | 1,3277 | 1,7291 | 2,0930 | 2,5395 | 2,8609 3,8834

20 | 0,1273 | 0,6870 | 1,0640 | 1,3253 | 1,7247 | 2,0860 | 2,5280 | 2,8453 3,8495
21 | 0,1272 | 0,6864 | 1,0627 | 1.3232 | 1,7207 | 2,0796 | 2,5176 | 2,8314 3,8193
22 | 0,1271 | 0,6858 | 1,0614 | 1.3212 | 1,7171 | 2,0739 | 2,5083 | 2,8188 3,7921
23 | 0,1271 | 0,6853 | 1,0603 | 1.3195 [ 1,7139 | 2,0687 | 2,4999 | 2,8073 3,7676
24 | 0,1270 | 0,6848 | 1,0593 | 1.3178 | 1,7109 | 2.,0639 | 2.,4922 | 2.,7969 3,7454
25 | 0,1269 | 0,6844 | 1,0584 | 1.3163 | 1,7081 | 2,0595 | 2,4851 | 2,7874 3,7251
26 | 0,1269 | 0,6840 | 1,0575 | 1.3150 [ 1,7056 | 2,0555 | 2,4786 | 2,7787 3,7066
27 | 0,1268 | 0,6837 | 1,0567 | 1,3137 | 1,7033 | 2,0518 | 2,4727 | 2,7707 3,6896
28 | 0,1268 | 0,6834 | 1,0560 | 1,3125 | 1,7011 | 2,0484 | 2,4671 | 2,7633 3,6739
29 | 0,1268 | 0,6830 | 1,0553 | 1.3114 | 1,6991 | 2,0452 | 2,4620 | 2,7564 3,6594
30 | 0,1267 | 0,6828 | 1,0547 | 1,3104 | 1,6973 | 2,0423 | 24573 | 2,7500 3,6460
40 | 0,1265 | 0,6807 | 1,0500 | 1,3031 | 1,6839 | 2,0211 | 2,4233 | 2,7045 3,5510
60 | 0,1262 | 0,6786 | 1,0455 | 1,2958 | 1,6706 | 2,0003 | 2,3901 | 2,6603 3,4602
80 | 0,1261 | 0,6776 | 1,0432 | 1,2922 | 1,6641 | 1,9901 | 2,3739 | 2,6387 3,4163
120 | 0,1259 | 0,6765 | 1,0409 | 1,2886 | 1,6577 | 1.9799 | 2,3578 | 2,6174 3,3735

[ o0 [0,1257 [ 0,6745 | 1,0364 [ 1,2816 |

1,6449 | 1,9600

[ 2,3263 | 2,5758 | 3,2905

|

* Intervalle de confiance : il mesure le degré de précision que I'on a sur les estimations issues
de 'échantillon. Autrement dit, il permet d’avoir une idée sur la moyenne de la population a
laquelle appartient I’échantillon étudié. On passe donc de la statistique descriptive a la
Statistique inférentielle.

La formule générale est :

o o o
N PSS .A [ FUA IR
uu OC\/NH O(\/N P- M\/N [P- ]

o
On dit que le produit (t, —) représente la marge d’erreur (ME) entre les données d’'un sondage
q p a N p g g

(échantillon) et les données du champ d’étude (population entiere).



p= 2585 p- 190 p* L96s  p+ 258G

Les intervalles de confiances les plus
utilisés en Géologie en particulier, en
Sciences naturelles en général, sont :

o
[.C395% =p +1,96—
VN
A ' \ 0Q0/ —
e [.C399% = p + 2,58 —
-3 p-IZc p-o n+o  p+lo u+ 3 N
I ! | 6826% | ! !
I I I I
i i 95,46% i i
| 99.73% |
L’intervalle [p + LN] est l'intervalle de confiance de la moyenne de la population a 68,26%.
L’intervalle [pn + 1,96 \/iﬁ] est 'intervalle de confiance de la moyenne de la population a 95%.
L’intervalle [p + 2 \/iﬁ] est 'intervalle de confiance de la moyenne de la population a 95,46%.
L’intervalle [p + 2,581] est 'intervalle de confiance de la moyenne de la population a 99%.

VN

L'intervalle [u + 3 ] est l'intervalle de confiance de la moyenne de la population a 99,73%.
~ y

ﬁ

Exemples de lecture pour I'l.C. 2 95% (t, = 1,96).
* L'intervalle [p + 1,96 \/iﬁ] est un intervalle de valeur qui a 95% de chance de contenir la vraie

valeur de la moyenne de la population.

* L'intervalle [p + 1,96 \%] représente la fourchette de valeurs a l'intérieur de laquelle nous

sommes certains a 95% de trouvez la vraie moyenne de la population.

* 11 y a 95 chances sur 100 (19 sur 20) que la moyenne de la population soit comprise dans
) g

I'intervalle [n + 1,96 \/_N]'

* Si nous tirons d’autres échantillons de la méme population, dans 95 cas sur100 (19 cas sur

20), la moyenne se trouvera dans l'intervalle [u + 1,96 \/iﬁ].

Rappel : les paramétres de dispersion concernent les variables et non pas les individus.



I.3. Parameétres de forme

Les paramétres de forme donnent l'allure de la répartition des individus d’'un échantillon en
comparaison avec une distribution normale ou gaussienne (m = 0 et ¢ = 1 de la figure ci-
dessous). On distingue généralement deux catégories : les mesures d’asymétrie (Skewness en
anglais) et les mesures d’aplatissement ( Kurtosis en anglais).

1 f:m].‘
v =— -
o2
m=0
m=2

.
=

[.3.1. Mesures d’asymétrie :

Les coefficients d’asymétrie sont des grandeurs sans unité. On distingue :

Coefficient de Pearson :

Coefficient de Fisher: ]/1 =

u—Mo

g

1 ,
avee M3 = 33 filx = 1’

C’est le rapport entre le moment centré d’ordre 3 (ms3) et le cube de I'écart-type. Le coefficient de
Fisher a toujours le méme signe que ms.

Asymétrie positive Symétrie Asymétrie négative
|1
Me Me Me
Ma— IM.“ —Mao
A :
u > Me > Mo u= Me = Mo u < Me < Mo

Distribution asymétrique a
gauche (étalée a droite)

Distribution symétrique

Distribution asymétrique a
droite (étalée a gauche)

b1 >0

b1 =0

b1 <0

Y1> 0

Y1=0

Y1<0

On considere que I’échantillon suit une loi normale a 95 % lorsque la valeur de
son asymeétrie (y1) est comprise entre -2 et +2.




[.3.2. Mesures d’aplatissement : elles sont basées sur le moment centré d’ordre 4 (m4)

1
my = = filx = W

m
Coefficient d’aplatissement de Pearson ( Kurtosis non normalisé) souvent noté b bz = —:
o
.. , . . , i , my
Coefficient d’aplatissement de Fisher ( Kurtosis normalisé) souvent noté vy, Vo= 2T
o

Tant que ces coefficients sont fort tant que la
courbe sera effilée et donc grande homogénéité
de I'échantillon.
v2 > 0 (bz > 3) : distribution leptokurtique
v2 = 0 (bz = 3) : distribution mesokurtique
(normale)
v2 < 0 (b2 < 3) : distribution platykurtique

Remarque étymologique : en grec
Kurtos = courbe ou arrondi ;
Lepto = mince;

Platy =large.

On considere que I’échantillon suit une loi normale a 95 % lorsque la valeur de
son coefficient d’aplatissement (y2) est comprise entre -2 et + 2.

[.4. Test de Chi-deux (x2): l'objectif est de vérifier la distribution des individus dans
I'échantillon en comparant le Chi-deux calculé (x2) au Chi-deux théorique (x?). Autrement dit, la
question qui se pose est de savoir a partir de quand peut-on dire que les variations observées
sont dues au hasard, et a partir de quand peut-on estimer qu’elles sont dues a un ou plusieurs
facteur(s) autre que le hasard ?

-Six% < x? :ladistribution est due au hasard.

- Si X2 > x?:il y a un ou plusieurs facteur(s), autre que le hasard, qui contrdle(nt) la
distribution.

Le x? estalire dans le tableau du Chi-deux (page suivante) pour un degré de liberté (dl = N -1).
(Fo - Ft)z

Fy
Avec: F, les fréquences observées et Files fréquences théoriques.

La formule permettant de calculer le x2 est : x% =),

Le calcul de la fréquence théorique 1 B 1 Xi— W 2
est basé sur la densité de probabilité F, =100 % Ec * e E (—)
de la loi normale selon la formule : ovV2m o

Avec : Ec = étendue de la classe
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LOI DU KHI-DEUX AVEC k DEGRES DE LIBERTE
QUANTILES D'ORDRE 1 — o

k| 0895 00890 0975 0950 05900 0500 0100 0050 0025 0010 0.005
| 0.00 000 000 0.00 0.02 0.45 2.711 3.54 02 663 T
2 001 0.02 0.05 0.10 0.21 1.39 4.61 500 738 0 921 1060
3 007 011 0.22 0.35 {058 237 6.25 781 035 1134 1234
4 021 030 D48 071 1.06 3.36 778 0094 1114 13.28 1486
) 041 055 0.83 1.15 1.61 4.35 024 1107 1283 15.09 16.75
fi 0.68 087 1.24 1.64 220 535 1065 1250 1445 16.81 1855
T 0.99 1.24 1.69 217 2.83 .35 1202 1407 1601 1848 20.28
3 134 1.65 2.18 273 3.49 734 1336 1551 17.53 2009 21.96
9 1.73 209 270 333 417 834 1468 1692 19.02 21.67 23.50
10 | 216 256 3.25 3.94 4.87 934 1509 1831 2048 23.21 25.19
11 260 305 3.82 457 558 1034 1728 1068 21.92 2472  26.76
12 | 307 357 440 5.23 630 1134 1855 21.03 2334 26.22 2830
13 | 357 411 5.01 5.80 704 1234 1081 2236 2474 27.60 2082
14 | 407 4.66 5.63 .57 790 1334 2106 2368 2612 20014 3132
15 | 460 523 6.27 7.26 855 1434 2231 2500 2v49 30.58 32.80

16 5.14 5.81 6.01 7.06 9.31 1534 2354 2630 2885 32.00 34.27
17 5.70 641 7.56 867 1009 1634 2477 2759 30.19 3341 3572
18 .26 7.01 8.23 636 1087 1734 25090 2887 3153 34.81 3716
19 6.84  T.63 881 1012 1185 1834 2720 3014 3285 36.19 3858
20 743 826 059 1085 1244 1934 2841 3141 3417 3757 40.00

21 | 803 890 1028 1159 13.24 2034 2062 3267 3548 38.03 4140
22 | 864 054 1098 1234 1404 2134 3081 3392 3678 4029 4280
23 | 926 1020 1169 1309 1485 2234 3201 3517 38.08 41.64 4418
24 | 089 1086 1240 1385 1566 2334 3320 3642 3036 4208 4556
25 | 1052 1152 1312 1461 1647 2434 3428 3765 4065 4431 46.93

26 | 1116 1220 1384 1538 1720 2534 3556 3880 4192 45.64 48.20
27 | 1181 1288 1457 1615 1811 2634 3674 4011 4319 46.96 49.65
28 | 1246 1357 1531 1693 1894 2734 3702 4134 4446 48.28 50.99
20 | 1312 1426 1605 171 1977 2834 3009 4256 45.72 40.50 52.34
30 | 1379 1495  16.79 1849 2060 2034 4026 43.77 4698 50.89 53.67

40 | 2071 2216 2443 2651 2005 3034 5181 5576 5034 63.60 66.TT
50 | 2799 2071 3236 3476 37.69 4933 6317 6750 7142 76.15 7040
60 | 3553 3748 4048 43.19 4646 5033 7440 7008 8330 8838 01.95
70 | 4328 4544 4876 5174 5533 6033 8553 0053 05.02 10042 104.22
80 | 51.17 5354 57.15 6030 6428 7933 9658 10188 106.63 112.33 116.32
o0 | 50.20 6175 65.65 69.13 7320 8033 10757 11314 11814 12412 128.30
100 | 6733 70068 7422 7703 5236 0033 11850 12434 12956 13581 140.17

Remarques.

- L’effectif minimal admis en Statistique pour le calcul du chi-deux est de 5 individus par
classe. Par conséquent, dans certains cas, il faut procéder a des groupements de classes
pour que tous les effectifs utilisés soient > 5.

- Evitez la confusion entre fréquences et effectifs.
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II. Analyse bidimensionnelle

L’objectif essentiel de la Statistique descriptive bidimensionnelle est de mettre en évidence une
éventuelle variation simultanée des deux variables. Sur chaque individu, on étudie deux
variables. Le but est d’avoir une idée sur I'interdépendance des caracteres (exp.: la taille et le
poids sont interdépendants ; la taille et la couleur des yeux ne le sont pas).

Tous les parameétres de I'étude unidimensionnelle peuvent étre utilisés séparément pour chaque
variable, mais certains d’entre eux n’ont pas une grande importance dans I'analyse
bidimensionnelle. En outre, les paramétres de I'analyse bidimensionnelle dépendent de la nature
des deux variables étudiées. Trois cas seront distingués :

- Deux variables qualitatives ;

- Une variable quantitative et une variable qualitative ;

- Deuxvariables quantitatives.

II.1. Deux variables qualitatives

Le plus souvent, les données sont présentées dans un tableau a double entrée (tableau croisé),
appelé tableau de contingence qui indique les effectifs du croisement entre les deux variables
qualitatives. L’analyse statistique consiste a chercher si les effectifs observés sont assez proches
ou assez éloignés des effectifs théoriques. Le test qui permet de répondre a cette question est le
test du x? du tableau de contingence. On peut dire donc que le test du x2 permet de déterminer la
probabilité que les lignes et les colonnes d’'un tableau de contingence sont indépendantes.

On commence par le calcul des marges du tableau (les totaux des lignes et des colonnes). La
deuxiéme étape correspond aux calculs des pourcentages théoriques. On suppose que les deux
variables sont indépendantes. On calcul les % des colonnes sans tenir compte des lignes et les %
des lignes sans tenir compte des colonnes. Le % théorique de chaque cellule est le produit des %
du croisement qu’elle représente. Une fois les % théoriques des cellules calculés on en déduit les
effectifs théoriques. Le xf, de chaque cellule, dit Chi-deux partiel est :

_ 2
xf, = w avec N, : effectif observé et N, : effectif théorique.
t
2 2 2 _ 2 _ (No = Np)?
Le x¢ du tableau estla somme des x;; de ses cellules Xz = pr =), N—t

On compare le (x2) avec le (x?) sachant que le degré de liberté (dl) est égale a
(Nombre de ligne - 1)*(Nombre de colonne - 1) :
- six? < x?:ladistribution est due au hasard ;
- six? > x?:ily aun ou plusieurs facteur(s), autre que le hasard, qui controle(nt) la
distribution.

Remarque : c’est un test extrémement sensible aux effectifs.
Exemple : nous cherchons a comparer les abondances relatives de deux métaux. Nous avons

effectué 350 sondages en trois secteurs miniers. Le tableau ci-dessous résume les nombres de
sondages ou I'un ou I'autre métal est dominant.

Secteur 1 Secteur 2 Secteur 3
Métal 1 dominant 64 62 22
Métal 2 dominant 114 74 14

1. Tracez le diagramme des profils colonnes.
2. Démontrez si la répartition est aléatoire ou s’il y a un ou plusieurs facteur(s), autre que le
hasard, qui contréle(nt) cette répartition.
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[1.2. Une variable quantitative et une variable qualitative

\

Lorsque nous avons a comparer une variable numérique (quantitative) pour un nombre de
groupes (catégories ou classes) = 2, nous utilisons la technique d’analyse statistique connue
sous le nom d’ANOVA, c'est-a-dire « Analyse de la variance », soit « Analysis of variance» en
anglais.

Eléments de vocabulaire pour ’TANOVA

F : valeur calculée pour le test de Fisher N : effectif total

Vi : variance totale n. : effectifs des classes
Vy : variance interclasses (Between groupes variance) K : nombre de classes

V. : variance intra-classes (Within groupes variance) lg : moyenne générale

SC : somme des carrés des écarts a la moyenne e : moyennes des classes
CM : carré moyen des écarts, qui se réfere au degré de liberté | dl: degré de liberté

Variance interclasses (Vp) : elle refléte la variabilité observée entre les moyennes des différentes
classes et la moyenne générale. On I'appelle également « variance expliquée ». Donc elle mesure
la variabilité entre les différents groupes (fluctuations entre les groupes).

- Sielle est faible : pas de grandes différences entre les différents groupes.

- Sielle est forte : grande différence entre les différents groupes.

Variance intra-classes (Vi) : c’est le résidu de la variance « variance résiduelle ». Elle refléte les
fluctuations individuelles (variance mesurée a I'intérieur des groupes).
- Si elle est faible: chaque groupe est constitué d’'individus semblables, donc grande
homogénéité.
- Si elle est grande : les groupes rassemblent en leur sein des individus assez différents,
donc grande hétérogénéité.

L’ANOVA permet de décomposer la variance totale en variance interclasses (intergroupes) et
variance intra-classes (intra-groupes). Cependant, L’ANOVA ne divise pas la variance en parties
additives. Par contre, elle permet de diviser la somme des carrés des écarts a la moyenne en
parties additives.

(Ve Vb + Vw) alors que (SCt = SCp + SCw).

L’'un des Tests qui permettent de dire s’il y a une différence statistiquement significative ou non
entre les différents groupes (classes) est le test de Fisher (F) ou test d’égalité des variances.
C’est le seul qui sera traité dans ce cours. Le tableau ci-dessous résume les éléments nécessaires
pour le calculer.

Variation SC dl CM F

Totale SCe =Y (xi - ug)? N-1 Sc
Interclasse (expliquée) SCh = ¥n¢( g )2 | K-1 5¢ My _ K—_bl
Intra-classe (résiduelle) SCw =2 (Xi - 1o)? N-K N-—-K
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Remarques

Dans la pratique, puisque la somme des carrés des écarts est additive, nous pouvons déduire SCy
sans passer par la formule '3 (xi - o)

SCt = SCp + SCw = SCw = SC; - SCp

Le dl intra-classe est additif

dlw = (ncl '1) + (ncz '1) + anees + (nck - 1) = (ncl + Nc2 + ....+ nck) - K = N - K

Une fois la valeur de F connue, on la compare a la valeur critique sur la table de Fisher au
croisement de la colonne (K-1) et la ligne (N-K). La table de Fisher la plus utilisée est celle du
95¢me centile (soit a = 0,05 = 5%).

Table de Fisher-Snedecor, a = 5 % (95% centile)

v v] (numérateur)

(dén.) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 20 30 40 50 60 80 | 100 | 200 | 500 | 1000
1 161.45199.50 |215.71|224 568|230 16 | 233.99 | 236.77|238.88 | 240 54 |241.88 | 248 02 250,10 25114 | 2561.77 | 252.20 | 25272 |253.04 | 253 68 254,06 | 254 19
2 1851 [19.00 1916 [19.25 |19.30 1933 |[19.35 [19.37 [19.38 [19.40 1945 1946 1947 1945 [1948 (1948 1949 (1949 1949 1949
3 1013 (955 (928 (912 (901 (894 (889 (385 (881 (879 (866 (862 (859 (858 |B57 |(BEG (855 (854 (853 (853
4 771 694 |(659 639 |626 |616 (609 |04 (600 (596 |580 |575 |572 570 |569 |567 |566 |565 |564 (563
5 661 |(579 |541 (519 |505 (495 (488 (482 (477 (474 |456 (450 (446 444 (443 441 (441 (439 [437 437
6 599 (514 (476 (453 (439 (428 421 (415 (410 (406 (387 (381 |377 375 (374 (372 (371 |369 |368 (367
7 559 (474 (435 (412 (397 (387 (379 (373 |368 (364 (344 (338 (334 332 (330 (329 (327 (325 |324 323
8 532 (446 [407 (384 (369 |35 (350 (344 (339 (335 (315 (308 [304 302 |301 299 (297 (295 |294 293
9 512 (426 (386 (363 (348 (337 (329 (323 (318 (314 (294 (286 (283 (280 (279 [277 (276 (273 |272 (271
10 (496 410 (371 [348 (333 (322 |314 (307 302 [298 (277 (270 (266 |264 (262 (260 (259 (256 (255 (254

20 435 (349 (310 |2.87 (271 |260 (251 (245 (239 |235 (212 (204 |1.99 (197 |1.95 (192 |1.91 |1.88 |1.86 |1.85
30 417 (332 (292 |269 (253 |242 (233 227 221 |216 (193 (184 |1.79 (1.6 |1.74 (171 |1.70 |1.66 |1.64 |1.63
40 408 (323 |284 (261 (245 |234 (225 |218 (212 |208 (184 |174 |169 |166 |164 |[161 [159 (155 |1563 (152
50 403 (318 (279 |256 (240 (229 (220 (213 (207 |2.03 (178 |169 |1.63 (160 |1.58 (154 [152 (148 |146 (145
60 400 (315 (276 (253 (237 (225 (217 (210 (204 [1.99 (175 |165 |1.59 (156 |1.53 (150 [148 (144 |141 (140
70 398 (313 |274 (250 (235 (223 |214 (207 (202 |1.97 (172 |162 (157 |1.63 (150 |147 (145 (140 |1.37 (1.36
80 396 |31 272 |24% |233 (221 |213 (206 (200 |1.95 [1.70 |1.60 (154 |151 (148 |145 143 (138 [1.35 |1.34
90 396 (310 271 (247 (232 (220 (211 |2.04 (199 |1.94 |169 |1.59 (153 |149 (146 |143 [141 (136 [1.33 [1.31
100 (3.94 |3.09 (270 |246 (231 |219 (210 |2.03 |1.97 (1.93 |1.68 [1.57 (152 (148 |145 (141 |139 |1.34 (131 |1.30
200 (389 |3.04 |265 |242 (226 (214 (206 (198 |1.93 (188 |1.62 [1.52 [146 (141 |13% (135 [1.32 |1.26 (122 |1.21
300 (387 |3.03 (263 |240 (224 (213 (204 |1.97 |1.91 (186 |1.61 (1.50 (143 |1.39 |[1.36 (132 |[1.30 |1.23 (118 |17
500 (386 |3.01 |262 |239 (223 |212 (203 (196 |1.90 (1.85 |1.59 (148 (142 (138 |135 (130 [1.28 |1.21 (116 |1.14
1000 (3.85 |3.00 (261 |238 (222 |211 (202 (195 |1.89 (184 [1.58 (147 [141 (136 |133 (129 [1.26 |1.19 (113 |[1.11
2000 (3.85 |3.00 |261 |238 (222 |210 (201 (194 |1.88 |(1.84 |1.58 (146 (140 |1.36 |1.32 (128 [1.25 |1.18 (112 |1.09

Si F est inférieur a la valeur critique, les variances de la variable numérique ne sont pas
statistiquement différentes en comparant les différentes classes.

Si F est supérieur a la valeur critique, cela signifie que les variances de la variable numérique
sont trop différentes pour que les différentes classes puissent étre considérées comme
homogeénes.
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[1.3. Deux variables quantitatives

Il est possible de représenter I'ensemble des données sur un graphique plan : « Diagramme de
dispersion » ou « Nuage de points ». Les parametres sont : Covariance ; Coefficient de corrélation
et Régression linéaire.

I1.3.1. Covariance (Cov)
La covariance est la généralisation bidimensionnelle de la variance. C’est un indice symétrique :
COV(x,y) = COV(y,X)_

Elle est basée sur I'écart entre la Somme des produits et le Produit des sommes.

Produit des sommeS)

1
Covixy) = N <Somme des produits — N

ou

1 2LXi Y
Coveay = y (Exn = 25)

Elle peut prendre toute valeur réelle (négative, nulle ou positive ; petite ou grande). Toutefois ;

COU(Zx)y) < Var(x) * Var(y)). C’est ce qu'on appelle I'Inégalité de Cauchy-Schwarz.

I1.3.2. Coefficient de corrélation (r)

Comme la variance, la covariance n’a pas de signification concrete. Dans le cas de la variance, on
doit passer a I'écart-type pour avoir un indicateur interprétable ; dans celui de la covariance, il
faudra passer au coefficient de corrélation. On I'appelle également Coefficient de Pearson. Il est
indépendant des unités de mesure. Sa formule est :

. CO’U(x,y)
T(xy) = 040,

Sa valeur est comprise entre -1 et 1. Son signe indique le sens de la liaison. Sa valeur absolue
indique l'intensité de la liaison. Tant que la valeur absolue tend vers 1, tant que la corrélation est
forte. Tant que la valeur absolue tend vers 0, tant que la corrélation est faible.

On considére que la corrélation entre deux | Corrélation négative positive
Varlables/ e.st for‘Ee quand la valeur absolue de Faible 05<r<0 | 0<r<05
r est supérieure a 0,5.

Forte -1<r<-05] 05<r<1
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r =-1: corrélation négative tres forte. Les points sont alignés. | (==L
[

-1 <r < 0: corrélation négative. Les points sont organisés en un nuage pp A
orienté. Au fur et a mesure que les valeurs de la variable prise en ik s
abscisse augmentent, celles de la variable prise en ordonnées
diminuent.

2

interdépendantes. Les points constituent un nuage diffus, non orienté.

.
0 <r < 1: corrélation positive. Les points sont organisés en un nuage |
orienté. Au fur et a mesure que les valeurs de la variable prise en
abscisse augmentent, celles de la variable prise en ordonnées

augmentent aussi.

[
(oA
bl
A
= 4

r = 0: pas de corrélation. Les deux variables ne sont pas -Tl
r =1 : corrélation positive tres forte. Les points sont alignés. ‘

Coefficient de détermination. C'est le carré du coefficient de corrélation (R?). Il est toujours
compris entre 0 et 1. Il indique l'intensité de l'interdépendance entre les deux variables
indépendamment du sens de cette liaison. Tant que R? tend vers 1, tant que I'interdépendance
des deux variables est forte. Tant que R? tend vers 0, tant que l'interdépendance des deux
variables est faible.

[1.3.3. Droite de régression (Régression linéaire)

Une corrélation entre les deux variables (numériques) de I'analyse bidimensionnelle signifie que
la variable prise en ordonnées (y) varie en fonction de la variable prise en abscisses (x). On dit
que « x » est une variable causale (elle cause la variation de y) ou indépendante. La variable « y »
est dite variable dépendante (elle dépend de x). Du point de vue Mathématique, on dit que «y »
est fonction de « x ». Cette fonction s’appelle la régression de « y » sur « x ». Son équation est :

y=ax+b.

Cette équation est celle d’'une droite. D’ou le nom Droite de régression. C’est la droite théorique
la plus proche de tous les points du nuage.

a: estla pente de la droite, ou le taux de variation du caractere dépendant (ordonnées). Sa
formule est:

Q= COU(x,y) _ COU(x’y)

2
oF: Var,

b : est la valeur a I'origine (valeur théorique de y pour x = 0). Pour la calculer, on suppose
que le centre du nuage de points (barycentre) est occupé par les moyennes des deux
variables. Donc:

Uy = aplx + b et par conséquent b = [y - apx
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Lorsque la valeur absolue de a (|a|) est égale a 1, on parle d’Isométrie. Si la |a| est différente de
1, on parle d’Allométrie.

Dans le cas de Corrélation positive, le taux de variation (a) s’appelle « taux d’accroissement ». Il
permet de comparer la vitesse d’accroissement des deux variables. Trois cas sont différenciés :

a = 1: Isométrie, les deux variables s’accroissent a la
meéme vitesse.

a # 1: Allométrie, les deux variables s’accroissent a des
vitesses différentes.

a < 1: allométrie négative = allométrie minorante.
La variable dépendante (ordonnées) s’accroit
moins vite que la variable indépendante (abscisse).

a > 1: allométrie positive = allométrie majorante. A 7
La variable dépendante s’accroit plus vite que la
variable indépendante.

Dans le cas de Corrélation négative, le taux de variation (a) s’appelle « taux de décroissement ». 1
permet de comparer la vitesse de décroissement de la variable dépendante (y) avec la vitesse
d’accroissement de la variable indépendante (x). La aussi, trois cas sont différenciés.

a=-1:Isométrie, la vitesse de décroissement de la variable
prise en ordonnée est égale a la vitesse d’accroissent de la
variable prise en abscisses.

a # - 1: Allométrie, la vitesse de décroissement de la
variable prise en ordonnée est différente de la vitesse
d’accroissent de la variable prise en abscisses.

a < -1: allométrie positive = allométrie majorante (|a| > 1). Le décroissement de la
variable dépendante (ordonnées) est plus rapide que l'accroissement la variable
indépendante (abscisse).

-1 < a <0 : allométrie négative = allométrie minorante(|a| < 1). Le décroissement de la
variable dépendante (ordonnées) est moins rapide que l'accroissement de la variable
indépendante (abscisse).
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[1I. Analyses multidimensionnelles

[11.1. Généralités

On désigne par Analyses Multidimensionnelles (Multivariate Analysis) 'ensemble des méthodes
de la Statistique descriptive (exploratoire) permettant de traiter simultanément un nombre
quelconque de variables. Elles consistent a chercher des facteurs en nombre réduit et résumant
le mieux possible les données considérées. L’objectif est de revenir a un espace de dimension
réduite en déformant le moins possible la réalité. Il s’agit donc d’obtenir le résumé le plus
pertinent possibles des données initiales. Pour qu'une variable soit intégrée dans I'analyse, sa
distribution doit montrer une certaine variance.

Les bases théoriques de ces méthodes sont anciennes et sont principalement issues de
« psychometres » américains : Spearman (1904) pour I’Analyse en Facteurs ; Hotteling (1935)
pour I'’Analyse en Composantes Principales et ’Analyse Canonique; Hirschfeld (1935) pour
I’Analyse des Correspondances. Leur emploi ne s’est généralisé qu’avec la diffusion des moyens
de calcul dans le courant des années 1960. Actuellement, leur utilisation est intimement liée a
I'outil informatique. On distingue deux grandes familles :

Méthodes de classification :
* Classification ascendante hiérarchique ;
* Algorithmes de réallocation dynamique ;
* Cartes de Kohonen (réseaux de neurones).

Méthodes factorielles, elles sont tres variées. Les plus utilisées sont :
*ACP : Analyse en Composantes Principales (variables quantitatives) ;
*AFD : Analyse Factorielle Discriminante (1 variable qualitative, n variables quantitatives) ;
* ACM : Analyse des Correspondances Multiples (variables qualitatives).

Remarques.

- I'Analyse Factorielle des Correspondances simples (AFC) portant sur 2 variables
qualitatives est parfois considérée comme une analyse multidimensionnelle.

- Pour qu'une structure factorielle soit stable, elle doit avoir été vérifiée sur un minimum de
cas. La régle veut qu'il y ait un minimum de 5 cas par variable.

- 1l faut faire particulierement attention a la tendance qu'ont certains chercheurs a donner
aux facteurs des noms qui font du sens et qui impressionnent mais qui ne reflétent pas ce
qui a été mesuré.

Dans cet enseignement, on se limitera a un seul exemple (ACP). Auparavant, nous reviendrons
sur quelques rappels relatifs aux matrices, nécessaires pour la compréhension de I’ACP.
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[11.2. Rappels sur les Matrices
[I1.2.1. Terminologie et opérations simples

Une matrice est un tableau rectangulaire de nombres. Une Matrice A d’ordre n*m est une
matrice a n lignes et m colonnes. On la note A = [ai]-] avec:

i=1...an

j=1...am
Les nombres ajj appelés éléments de la matrice sont marqués par deux indices dont le premier
(i) indique la ligne d’appartenance et le second (j) indique la colonne d’appartenance.
Exemplel:n=2;m=3

d11  d12 d13

A= ( )

d21 dpz 423
Exemple2:n=2, m=4
A= (311 di2 413 a14)

dz1 dzz dz3  dp4

Une matrice d’ordre « n*1 » est un vecteur colonne ; une matrice d’ordre « 1*m » est un vecteur
ligne et une matrice d’ordre « 1*1 » est un scalaire.

Opérations simples

Addition de deux matrices: s’applique uniquement pour deux matrices de méme ordre.
L’addition se fait en additionnant les éléments de mémes indices.

SoitA = [aij] etB = [bi]-] alors A+B= [ai]- + bi]-]
Soustraction de deux matrices : mémes principes que 'addition.
Multiplication par un scalaire : A * A[ai]-] = A[ai]-] * A= [Aai]-]
Multiplication de deux matrices.

Elle n’est possible que si le nombre de colonnes de la 1¢e matrice est égale au nombre de lignes
de la 2éme matrice.

(a b)*(x y):<ax+bz ay+bt)

c d z t cx+dz cy+dt
I11.2.2. Déterminant et trace de la matrice :
. . d11  dj2
Matrice carrée d’ordre 2 A=
dz1 dAp2
Trace = a1 + az2
Déterminant
Signes |+ _|
Bhes|_ 4

Det A = aii*az; - azi*ar
Matrice carrée d’ordre 3 A=|0az1 QA Qa3

Trace = ai1 + azz + as3

Déterminant :

+ - +

—_ + —

+ - +
Det A = Y (agj *Mingj)tenant compte des signes.

Le Mineur (Ming)) étant le déterminant de la matrice d’ordre n-1 obtenue en éliminant la ligne

«1»etlacolonne «j».

Signes

19



Il faut donc procéder en réduisant la matrice en une série de déterminant (2*2).

Prenons comme vecteur la ligne 1. On commence par la détermination des mineurs (Ming;)).
d21 A2 )

dz1  d323

dz2 323) . dz1 dp3 .
: Min,, = Det( ) : Min,; = Det(
azy azz/’ 12 az; agz/’ 13

Det (A) = a11*Mini; - a12*Minsz + a13Mings

Min,; = Det(

Matrice carrée d’ordre supérieur a 3

Le nombre d’opérations est de plus en plus élevé. Il devient essentiel pour réduire ce nombre a
choisir la ligne ou la colonne qui contient le plus grand nombre de 0 et/ou de 1pour faciliter les
calculs.

d11 412 A3 dq4
dp1 dpp 4dp3z  AdApg
dz1 d3p 4dz3z 4dzs
dg1 dgp A43 Ay

Exemple Matrice d’ordre 4 A=

Trace: ai1 + azz + azz + ass

Déterminant
+ - + -
i - + - +
ignes, _ , _
- + - +

Prenons la aussi comme vecteur la ligne 1.

Det(A) = a11*Min11 - a12*Min12 + a13sMinis - a14*Minia4
Le calcul des déterminants des matrices d’ordre supérieur a 3 nécessitent plusieurs opérations.
A titre d’exemple, le calcul du déterminant d’'une matrice d’ordre 10 nécessite 32.106 opérations.
Heureusement, les ordinateurs sont la.

[11.2.3. Matrices particulieres

- Matrice carrée : c’est une matrice dont le nombre de colonnes est égale au nombre de lignes
(exp : matrice des variances-covariances et matrice des corrélations).

- Matrice transposée : la transposition d’'une matrice est obtenue en inversant la séquence des
indices de tel sorte que les lignes deviennent les colonnes et vis-versa.

Exemple
1 4
_(1 2 0 tg _
G2 ez 3

La matrice tA est dite la transposée de A.
- Matrice symétrique : c’est une matrice égale a sa transposée (A =tA).
- Matrice diagonale : c’est une matrice dont les seuls éléments non nuls se trouvent sur la
diagonale.
- Matrice Identité (généralement notée /n) : c’est une matrice diagonale dont tous les éléments
diagonaux valent 1. Cette matrice multiplie une matrice de méme ordres sans la modifier.
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[11.2.4. Valeurs propres et Vecteurs propres

Valeurs propres
On appelle valeur propre de la matrice A une valeur non triviale (différente de 0) de A pour

laquelle le systéme Ax’ = AIx  donc (A — 11)9_() = (0 ou /est la matrice identité de

méme ordre que A.
Pour calculer les valeurs propres d'une matrice (A) il faut donc résoudre I’équation :

det(A— AI) =0
Une matrice d’ordre «n» posséde au maximum «n» valeurs propres. Si la matrice est
symétrique, toutes les valeurs propres sont réelles.
La somme des valeurs propres d'une matrice est égale a sa trace et leur produit est égal au
déterminant.

YA = tr(A) et [IA = det(A)

Exemple 1 : matrice carré d’ordre 2 A= (; g)
_ 1—-4 2 _
det(A- AN =0 = det(" 7" % )=0

(1-0%2-2) -6=0
A% -3X -4 =0 (équation de deuxiéme degré a A = 25)

—b+ VA~ -b—A~
L, =80y e 2, =8 g
2a 2a
Les valeurs propres de la matrice 4 = (; g) sontA; =4etA;=-1
2 10
Exemple 2 : matrice carré d’ordre 3 A=[1 1 1
0 1 2

2— 1 1 0
det(A—AI)=det< 1 1-2 1 )
0 1 2—- 2
Prenons la ligne 1 comme vecteur.
Det (A - }\1) = a1;1Min11 - a;2Minq2 + a13Minis
Det(A-A)=2-D)[A1-)2-2)-1)]-1[1(2-1)-0]+0
det (A-AJ) =-2A3+ 5A%- 6 A (équation de troisiéme degré)
Dans ce cas, la réduction de I'équation est évidente
-B+5A%-6A=-1(A*-51+6)
det (A-A) =0 = -A(A*-50+6)=0
Les valeurs propres de cette matrice sontdonc: A1 =3;A; =2etA3=0
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Vecteurs propres

djp

a
Soit la matrice 4 = ( 1 azz) de valeurs propres A1 et A;

azq

Le vecteur propre ( 1) associé a chaque valeur propre A est calculé en supposant que :

(A-ADy= 0
a;; — A aqz ) Y1 0
donc( as, Az, — A * (yz) B (0)
((au - Mn (a12)y> ): (0)
(az0)y1 (azz — Ny, 0
Les équations sont :

(a11 - A)y1 + a1zyz = 0 pour la premiére ligne

az21(y1) + (azz2 - A)y2 = 0 pour la deuxiéme ligne
Exemple : matrice A = (5 -3

6 _4) dont les valeurs propres sont A1 = -1 et A;=2

Calcul du vecteur propre pourA;=-1

det(A— Ay =0

(a11 = A) (as2) 0
( a%‘1121))’1y1 ((12;11i 38)12) - (0)
<(5 - (—Dn

6y1 B

=3y, ) _ (0)
(=4 - (=D)y, 0
L’équation est, ici, la méme pour les deux lignes : 6y1 -3y, =0

Donc la base du vecteur propre associé a A; est (
normeés.

doncy; = 2y1
2). En ACP, les logiciels utilisent les vecteurs

Calcul du vecteur propre pour A; =2

det(A— Ay =0

(. e )= )
((5 ~ @2y

=3y, > _ (0)
6y, (—4 -2y, 0
Les équations sont
3y1-3y2 = 0 pour la premiere ligne
6y1 - 6y2 = 0 pour la deuxiéme ligne

D’ou y2=Yy1
1
Donc la base du vecteur propre associé a A; est (1)
. (5 -3 (1) (1)
Les bases des vecteurs propres de la matrice (6 _4) sont 2 et 1
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[11.3. Analyse en Composantes Principales (ACP)
[11.3.1. Principe

L’ACP se base sur les acquis des analyses unidimensionnelle et bidimensionnelle. De 'analyse
unidimensionnelle, elle retient, pour chaque variable, la moyenne et I'écart-type. De I'analyse
bidimensionnelle elle retient la matrice des variances-covariances (si toutes les variables sont
exprimées dans la méme unité) et la matrice des corrélations (indépendamment des unités).

Soit « n » individus décrits par « p » variables quantitatives. L’ACP permet de faire le bilan des
liaisons (corrélations) entre les « p » variables et des ressemblances (proximités) entre les « n »
individus. Le but de I'ACP est donc d'expliquer le plus de variance possible avec un nombre de
composantes le plus restreint possible. C'est-a-dire qu’on cherche des axes portant le maximum
d’inertie. Autrement dit, on cherche a définir « k », nouvelles variables combinaisons linéaires de
« p » variables initiales qui feront perdre le moins d’information possible. Ces variables seront
appelées « composantes principales = facteurs principaux » et les axes qu’elles déterminent sont
les « axes principaux = axes factoriels ».

L’élément clé de I'ACP est la détermination des valeurs propres et des vecteurs propres de la
matrice d’'inertie. Chaque valeur propre détermine un facteur (axe factoriel). Un axe factoriel Fy
est donc une variable artificielle, combinaison linéaire de « p » variables initiales. Plus la valeur
propre est élevée, plus le facteur explique une proportion significative de la variance totale.

Apreés vérification (3A = trace de la matrice), les valeurs propres doivent étre classées dans le
A.
sens décroissant. Le % de chaque valeur propre par rapport a la trace de la matrice (Z_l/'l) traduit

le taux de l'information restituée par elle, ou, la part d’'inertie expliquée par I'axe qui lui est
A+ 2,
YA
taux de I'information restituée par les deux plus grandes valeurs propres. De maniére générale,
les % cumulés rendent compte du taux de I'information restituée par les axes retenus. L'une des
questions qui se posent donc est de savoir combien d’axes sont intéressants pour l'analyse. Deux
types de criteres peuvent étre utilisés.

associé. Le taux traduit la part d’inertie expliquée par le premier plan principal, ou, le

Un critére « absolu » (critere de Kaiser) : ne retenir que les axes dont les valeurs propres sont
supérieures a l'inertie moyenne (IM = YA;j/nombre de variables). Dans le cas de la matrice des
corrélations (IM = 1) on retient donc les axes dont les valeurs propres sont supérieures a 1.

Un critére «relatif» (coude de Cattell):

retenir les axes dont les valeurs propres 5
dominent les autres c’est-a-dire retenir les

axes associés aux valeurs propres situées ¢
avant la cassure et ignorer les axes associés
aux valeurs propres non significatives,
situées apres la cassure (éboulis factoriels).

" Scree plot

Dans l'exemple ci-contre (exercice IL.1. de la i
série TD2) on retiendra les trois premiers
axes, les autres étant situés apres la cassure
et leurs valeurs propres sont inférieures a
I'Inertie moyenne (1).

Le meilleur plan de projection est dirigé par les deux premiers axes (axes associés aux deux plus
grandes valeurs propres de la matrice d’inertie). Les cordonnés sur I'axe 1 sont calculés sur la
base du Vecteur propre associé a A; et les cordonnés sur I'axe 2 sont calculés sur la base du
Vecteur propre associé a A,. Toutefois, les représentations graphiques des variables et des
individus ne se font pas dans les mémes reperes.
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Projection des variables

La carte des variables est le cercle des corrélations (ou cercle corrélatoire). C’est un cercle de
centre 0 et de rayon 1. Le diametre (= 2) varie de -1 a 1. La carte des variables s’interprete en
termes de liaisons (corrélations entre les variables). La matrice d’inertie est la matrice des
corrélations. Les Cordonnés factoriels des variables sont calculés par la formule :

Fi = i * Vi

Deux variables dont les projections sont tres proches sur le cercle corrélatoire sont fortement
corrélées positivement. Deux variables dont les projections sont diamétralement opposées sont
fortement corrélées négativement. Tant que les points représentant deux variables sont proches,
tant que ces deux variables suivent la méme évolution.

Projection des individus.

La carte des individus (plan factoriel) s’interpréte en termes de proximités (ressemblances
entre les individus). Si les variables sont de méme nature (exprimées dans la méme unité), la
projection des individus peut se baser sur la matrice des variances-covariances en utilisant les

données seulement centrées (Z; = X; — ). On parle alors d’ACP centrée.

Si la matrice d’inertie utilisée est la matrice des corrélations, il faut se baser sur les données
Xi— K
g
Soit Zi les données centrées (ou centrées et réduites) et Vi les valeurs du vecteur propre associé

normées, c’est-a-dire centrées et réduites (Z; = ). On parle alors d’ACP normée.

ala valeur propre Ax de la matrice utilisée. La position d’'un individu (i) sur 'axe K est : ZZini

Des individus dont les points sont tres proches sur le plan factoriel sont assez similaires, en
tenant compte de toutes les variables. Des individus dont les points sur le plan factoriel sont
diamétralement opposés sont les plus différents en tenant compte de toutes les variables.

En Pratique, les étapes de I’ACP peuvent se résumer comme suit :
Résultats sur les variables
Matrice des corrélations
Valeurs propres ( Figenvalues)
Vecteurs propres ( Eigenvectors)
Calcul des coordonnées factorielles (Fy; = \//1_,{ * Vi)
Projection des variables (cercle des corrélations)
Résultats sur les individus
Matrice d’inertie (variances-covariances ou corrélations)
Valeurs propres ( Eigenvalues)
Vecteurs propres ( Eigenvectors)
Données centrées (Z; = x; — ) ou centrées et réduites (Z; = %)
Calcul des coordonnées factorielles (}zivii)
Projection des individus (plan factoriel)

Rappel. La matrice d’inertie pour la projection des variables est la matrice des corrélations. Pour
la projection des individus :
- si toutes les variables sont de méme nature, on peut utiliser les données seulement
centrées (Z; = x; — ) et la matrice des variances-covariances.
- si non, on utilise les données centrées et réduites (Z; = %) et la matrice des

corrélations.
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I11.3.2. Exemple simple pour assimiler la méthode.
Des cas géologiques concrets seront étudiés en TD et TP. En cours, la démarche a suivre sera
expliquée par un exemple simple. Les notes de 9 étudiants en 4 modules de STU-S5

(Hydrogéologie, Géophysique, Métallogénie et Géochimie).

Données brutes Données centrées Donnee’s ce.:ntrees et
réduites
Hydro | Gphy | Métallo | Gchi Hydro | Gphy | Métallo | Gchi Hydro | Gphy | Métallo | Gchi
Amina 6 6 5 5,5
Brahim 8 8 8 8
Chafik 6 7 11 9,5
Driss 14,5 | 14,5 | 15,5 15
Mohamed 14 14 12 12,5
Naima 11 10 5,5 7
Rachida 5,5 7 14 11,5
Saleh 13 12,5 8,5 9,5
Zineb 9 9,5 12,5 12
Moyenne
Ecart-type
Matrice des variances-covariances Matrice des corrélations
Hydro Gphy | Métallo | Gchi Hydro Gphy | Métallo | Gchi
Hydro Hydro
Gphy Gphy
Métallo Métallo
Gchi Gchi
Valeurs propres et taux d’information restituée
Matrice des variances-covariances ‘ Matrice des corrélations
A %A % cumulés A %A | % cumulés
M |
A |
s |
A |
Somme \
Valeurs propres et vecteurs propres
Matrice des variances-covariances Matrice des corrélations
Valeurs propres (1) M A As A A A2 A3 A4

V2

Vecteurs propres
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Cordonnés factoriels des variables

..| Cordonnés sur ., | Cordonnés sur
. Vecteur associé , Vecteur associé ,
Variables A1 (Vi) l'axe 1 A (vVa) I'axe 2
1 1i (.Jxl * Vli) 2 2i (‘\/A.Z * sz)
Hydro
Gphy
Métallo
GChi
Projection des variables sur le Projection des individus sur le
cercle des corrélations plan factoriel
il}'dm‘ ok
A 6
Liphy
i ._'
7,
..... T wmw :
T e i
3 B4 & L 10
e ¥ . "
udu‘ 1-1 -2 A
Métallo o® -
all

On remarque que I'Hydrogéologie et la Géophysique d’une part; la Géochimie et la Métallogénie
d’autre part sont fortement corrélées (ce qui peut-étre déduit également de la lecture de la
matrice des corrélations). C.-a-d. que les étudiants qui sont bons en Hydro sont bons également
en Gphy ; ceux qui sont mauvais en Hydro sont mauvais également en Gphy (méme chose pour la
Métallo et la Gchi).

Sur I'axe 1 du plan factoriel, les bons étudiants a gauche, les mauvais a droite (Ia moyenne la plus
élevée (14,88) a été obtenue par Driss (D), la moyenne la plus basse (5,6) a été obtenue par
Amina (A). Sur I'axe 2, en bas les étudiants mauvais en Métallo et Gchi; en haut les étudiants
mauvais en Hydro et Gphy.

Remarque : les signes des vecteurs propres sont fixés arbitrairement. IIs peuvent étres inversés
selon les calculateurs utilisés. Cependant, les positions relatives entre les variables
(corrélations) et les individus (proximités) sont préservées.

1,0 - 1
*
05 1 lﬁ’. . Mt 05
Gp Gc
! o5 o5 ! 1 -0,5 05 1
0,5 G‘
-0,5 1 C
o GH 0,5 -
t I-fy
-1,0 -
1
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Géostatistique

I. Généralités et Historique

Dans plusieurs phénomenes naturels, les corrélations diminuent et la variabilité augmente avec
la distance. Autrement dit, deux observations situées l'une prés de l'autre devraient, en
moyenne, se ressembler davantage que deux observations éloignées. On parle alors de données
spatialisées (régionalisées). La Géostatistique, appelée également Statistique Spatiale, est la
branche de la Statistique qui cherche a déterminer la structure spatiale d'une variable. La
structure spatiale, au sens large, d'une variable régionalisée est tout simplement la maniére dont
se comporte la variable dans son champ.

On classe habituellement les approches de la Statistique spatiale en trois grands domaines, qui
correspondent a des types de données distincts.

- Lorsque les données sont échantillonnées irréguliéerement mais peuvent en principe étre
mesurées en tout point d'un domaine continu (exp. les teneurs en un métal dans un
secteur minier, les teneurs en matiére organique dans un champ agricole, la profondeur
du toit d’'une couche, le pH du sol etc.) on utilise le formalisme des champs aléatoires
continus ; c’est le domaine habituel de la Géostatistique (seul ce cas sera traité).

- Lorsque, par leur nature méme, les données sont liées a un réseau (pour des images ou
des données récoltées sur des entités administratives, etc.), il est certes possible
d’utiliser le formalisme de la Géostatistique, mais celui des champs de Markov est
souvent plus adapté.

- Enfin, lorsque ce sont les coordonnées qui portent I'information principale (positions
des arbres dans une forét, points d’'impact de la foudre dans une région, etc.), on parle de
processus de points.

Durant les années 1950, I'ingénieur minier sud-africain D.G. Krige (1919-2013) avait développé
une série de méthodes statistiques empiriques pour estimer la teneur d'un bloc de minerai a
partir d'échantillons pris autour du bloc a exploiter. Le francais Georges Matheron (1930-2000)
a formalisé cette méthode qu'’il a appelée, en hommage a son initiateur, le krigeage (et non pas
krigéage). Signalons que Matheron fut également le premier a utiliser le terme Géostatistique
(1962), correspondant a un rapprochement entre deux domaines :

- problémes techniques du monde minier ;
- méthodes mathématiques de régression.

Durant la premiére période (1950-1960), l'utilisation des méthodes géostatistiques portaient
essentiellement sur les estimations minieres. Jusqu'aux années 1970-1980 les méthodes
géostatistiques n’étaient connues que de quelques chercheurs. Depuis longtemps, le champ de la
Géostatistique ne se limite plus a la Géologie et la Géographie. Actuellement, les méthodes de la
Géostatistique sont appliquées dans des domaines tres divers (démographie, Economie,
Météorologie, pollutions, épidémiologie, trafique routier, Pédologie, etc.) a tel point que certains
chercheurs contestent la conservation du terme « Géostatistique ». A titre d’exemple, Matheron
lui-méme avait proposé, en 1978, I'utilisation du terme « Modeles topo-probabilistes ».

Lorsqu’on mesure une caractéristique en un point, on peut considérer la valeur obtenue comme
la réalisation d’une variable aléatoire en ce point. Il en est de méme pour tous les points d’'un site
donné. On a donc un grand nombre (ou une infinité) de v.a. représentant conjointement un site.
Les valeurs d’une variable dans un champ ne sont connues que dans quelques points (ou lignes).
Le géostatisticien cherche a estimer les valeurs de cette variable en dehors des points (ou lignes)
données. Si les estimations sont calculées pour des zones situées a I'intérieur du champ d’étude,
il s’agit d'une interpolation. Si elles (estimations) sont calculées pour des zones en dehors du
champ d’étude, il s’agit d’'une extrapolation.

27



Il y a deux étapes principales dans une étude géostatistique :

- identification des caractéristiques des v.a., I'outil principal utilisé est le variogramme ;
- utilisation de ces caractéristiques et des valeurs connues pour l'estimation optimale aux
points (ou lignes ou volumes) non mesurés ; la méthode utilisée est le krigeage.

Ces deux étapes n’ont rien de figé et il est naturel en cours de travail de revenir en arriére et
d’affiner ou corriger un modéle a la lumiére des premiers résultats obtenus.

Dans ce cours, qui n’est qu'un apercu introductif a la Géostatistique, I'accent sera mis sur les
principes et les problémes méthodologiques plus que sur les techniques mathématiques. Il sera
question de la notion de variographie puis de quelques notions sur le krigeage linéaire univarié.

II. Variographie

I1.1. Eléments de vocabulaire

Le variogramme est la mesure de la demi-variance d’'une variable régionalisée. Il est
indépendant de la position géographique et dépend uniquement de la distance entre les points.
Soit z; et z; les valeurs d’une variable régionalisée en deux points.

2
(zi— zj)
La dissemblance entre les deux points est : T
Y(zi-z j)z 1 2
La moyenne des dissemblances est donc — on — on Z (Zi - Zj)

Un point du variogramme expérimental est la moyenne des dissemblances entre les valeurs
pour toutes les paires reliées par un vecteur distance « h ». Sa formule est :

1 avec « nh » le nombre de paires pour le

— 2
y(h) — nh Z(Zi o Zi+h) vecteur distance « h ».

Lorsque la dissemblance moyenne des valeurs est constante pour toutes les distances h, il y a
une absence complete de structuration spatiale des valeurs.

Le variogramme peut étre borné (avec palier) ou non borné (sans palier), avec ou sans effet de
pépite.

palier

h

Variogramme non borné Variogramme borné
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Effet de pépite (nugget en anglais) : variation a tres courte échelle (erreurs de localisation,
erreurs d'analyse et précision analytique) due a un saut de discontinuité a l'origine du
variogramme souvent notée (Co).

y(h) y(h) y(h) yih)
\ _/ pépite

h h h h
grande régularnité sontinu discontinu aléatoire pur

Exemples de comportement de variogramme a l'origine

Le variogramme est une fonction paire (Y(h) = Y(-h)) nulle en h = 0 et positive partout ailleurs.

Palier (si//en anglais) : il correspond a la variance du champ d’étude et est définie par I’'équation

(6%=Co+ C)
- Co est I'effet de pépite ;
- Cest la variance expérimentale des données qui peut s’exprimer comme la demi-moyenne
des carrés des écarts de tous les couples qui peuvent étre formés a partir de ces données.

y(h) »

Palier : =G+ C ™ -

Effet de pépite : C,

L

Portée : a
Ih|

Portée (range en anglais) : distance (a) a laquelle le variogramme atteint son pallier, soit de
facon exacte (portée vraie), soit asymptotiquement (portée pratique). La portée pratique est
définie par la distance a laquelle le semi-variogramme atteint 95% de la valeur de son palier.
Pour les distances h < a, les échantillons sont corrélés ; pour les distances h > a ils ne le sont pas.

gl asymplolicue

palier

“(h)

..:1fer de pépite _FT-'I'ME Effet de pépite __pmlél:r pratgue

h| S I

Rappel : une droite asymptote a une courbe est une droite telle que, lorsque l'abscisse ou
I'ordonnée tend vers l'infini, la distance de la courbe a la droite tend vers 0.
Remarque : la portée est propriété du champ, non de la variable régionalisée elle-méme.
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I1.2. Covariogramme et variogramme

Le covariogramme C) est la fonction covariance de variable régionalisée.

(Chy = Cov(zi, Zi +h)
C’est également une fonction paire (Cny = C(n)). La aussi, existent des modeles avec, et des
modeles sans, effet de pépite. La fonction de la covariance est bornée et n’excéde pas la variance.

Elle s’éteint lorsque la portée vraie est atteinte. La portée pratique est définie selon le méme
principe que celle du variogramme (95%).

Effet pépite

portée vraie
5
{ portée pratique

/

=]
w

T

o - =
L]
=2 |
=1

L'existence du covariogramme implique l'existence du variogramme. L'implication inverse n'est
vraie que si le variogramme est borné. Il se peut donc que le covariogramme d'une fonction ne
soit pas défini. Par conséquent, le variogramme, d’ailleurs plus facile a estimer, est le plus utilisé.

Le variogramme est alors simplement la variance totale (0'2) moins la covariance (C(h)) en
fonction de la distance (h) entre les points.

o* y(h)

Chy = 02 -y

Yy = 06° - Cny
C(h)

I1.3. Variogramme expérimental

Il mesure la variabilité a différentes échelles d’'une variable régionalisée. Normalement, il faut au
moins une trentaine de paires pour le calcul des points du variogramme. Evidemment, une
certaine régularité (homogénéité) du phénomeéne est requise dans le champ. Des zones tres
différentes géologiquement doivent étre traitées séparément.

Variogramme directionnel. On parle de variogramme directionnel lorsqu’on calcule un
variogramme pour une distance h ayant une direction donnée. Dans ce cas, le minimum de
points pour que l'analyse variographique soit statistiquement admissible est 60 points.
Toutefois, pour comprendre le principe, prenons un exemple avec un nombre réduit de paires.
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Exemple simple : soit, pour une variable régionalisée, les valeurs (z1 a zg) mesurées en huit
points alignés (x1 a xg) distants, 'un de I'autre d’'une distance de 1 km.

h=1km

x 15 2 3 1 5 6 7 8
b h=2km -

z 3 6 5 7 2 2 4 0

Le tableau ci-dessous résume les différentes étapes pour calculer les différents points (’Yh ) du
variogramme expérimental.

Xi X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 Z nh 2
h |z 3|6|/5[7[2]2]4]0 T | Tm
1km | (zi-zi+ 1)2 9 1 4 25 0 4 16 59 7 8,43 4,21
2km | (zi-zi+ 2)2 4 1 9 25 4 4 47 6 7,83 3,92
3km | (zi-zi+ 3)2 16 | 16 9 9 4 54 5 10,80 | 5,40
4km | (zi- zi+4)2 1 16 1 49 67 4 16,75 | 8,38
S5km | (zi-zi+ 5)2 1 4 25 30 3 10,00 | 5,00
6 km | (zi-zi+ 6)2 1 36 37 2 18,50 | 9,25
7km | (zi-zZi+ 7)2 9 9 1 9,00 4,50

Des distances entre les échantillons plus grandes que la moitié de la région étudiée ne sont pas
utilisées, car le nombre de paires serait faible. Pour la méme raison (nombre de paires faible) le
tragage ne va pas, en général, au-dela de la moitié de la distance maximale entre deux points. Les
points du semi-variogramme expérimental de I'exemple sont donc :

h (km) Y 10 1 Variogramme expérimental

0 0 3 .
1 4,21 ’

2 3,92 =

3 5,40 &4
4 8,38 2 -

o . h(IKm)
0 1 2 3 4 5

Variogramme omnidirectionnel. Il est toujours possible, sur un jeu de données distribuées dans
I'espace, de calculer un variogramme expérimentale. Il suffit, pour un vecteur distance «h »
donné, de considérer tous les couples de valeurs distants de « h ».

On parle de variogramme omnidirectionnel si les points ne sont pas tous alignés. Le minimum de
points pour que I'analyse variographique soit statistiquement admissible est 30 points, mais il
est recommandé d’avoir une centaine de points.
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Exemple simple : les valeurs d’une variable régionalisée dans un secteur de 16 km? échantillonné
selon une grille réguliére a nceuds distants de 1 km sont :

5 4 0
£
R,
i
6 6 3
5 6 8 7 5
2 5 5 4 1
0 1 2 1 0

Pour cet exemple, plusieurs variogrammes expérimentaux peuvent étre tracés. En se limitant
aux quatre exemples les plus simples (Est-Ouest; Nord-Sud; SW-NE et NW-SE), calculez les
points des variogrammes expérimentaux (TD).

I1.4. Variogramme théorique (modele)

Le variogramme expérimental est basé sur un nombre fini de distances seulement. Le vrai
variogramme est celui qui serait calculé a partir d’'une connaissance exhaustive de la variable sur
son champ. En pratique, un tel variogramme est inconnu.

Le géostatisticien dégage les caractéristiques importantes du variogramme expérimental et peut
alors lui ajuster une fonction mathématique (le variogramme théorique ou modele de
variogramme), qui peut étre considéré comme une estimation du vrai variogramme. On dit que
la substitution d'une fonction mathématique a la structure empirique permet d'estimer les
fonctions théoriques C et y sous-jacentes aux fonctions empiriques C* et y*. C'est ce qu’on appelle
I'ajustement ou la modélisation.

L'intérét de la modélisation d'un variogramme expérimental est essentiellement pratique : il
s'agit de passer d'une fonction définie par des points a une fonction continue dans l'espace et
possédant une expression mathématique.

L'étape de I'analyse variographique qui influence le plus le résultat final de l'interpolation est la
sélection du modeéle variographique. Ce choix doit idéalement tenir compte des analyses
variographiques antérieures effectuées sur des variables régionalisées modélisant le méme
phénomeéne naturel, de I'analyse exploratoire et de 1'allure du semi-variogramme expérimental.
Par exemple, une apparente discontinuité a l'origine du semi-variogramme expérimental
suggeére l'ajout d'un effet de pépite dans le modéle.

L’ajustement peut se faire a l'ceil, mais il s’effectue habituellement a l'aide de méthodes
d’estimation. Si l'utilisateur désire automatiser I'ajustement, il doit sélectionner une procédure
d'estimation. Les différentes procédures devraient mener a des estimations assez semblables. Il
est bon de toujours vérifier apres coups le bon sens des parametres estimées obtenus.
Notamment, les estimations d'un effet de pépite, d'une portée ou d'un palier doivent toujours
étre positives.
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¥ (h)
Variogramme
Expérimental
Palier: Lo sawdimam o | / -
Modele
“Pente a l'origine”
Effet de
Pépite ! i
Portée

Il existe un catalogue de modeles. La figure ci-dessous montre quelques exemples de ce
catalogue (d’autres modeles peuvent étres facilement consultés sur internet). Toute somme de
modeles élémentaires est aussi un modéle admissible

Pégite Expcasntiel Gaussien Lineaire
— 2 -t
1 1 — P -
rd _J/'
1
2] LS -
- ‘/-/
N L v 50 00 150 nn 50 106 150 200
o 50 100 150 200 ] 50 100 150 200 -
Sphéfique Cireulaire Lingaime aves palier Fadal gvecb=15
k]
1t e Lh -
- = 2 -
oS 05| e L~
1} =
o - - - . - - - 6w A
L] L 100 150 20 o 50 100 150 00 i h
Gradmetngue Magnetique Fractal awec b= 5 DeiMjsien
1 L}
e 1 _ Si— |
- - ul 4 "
05 o . L P
05 -
b 2
o= . . gt . . . | - . - " [ . .
o L] 20 300 &0 500 (] 1o 200 300 400 500 o = o = o 52 e 50 Ho
Cubigue Pentz-sphéd que Chrigaios, 1984 p 264 Effet de trou codnu s Effet de trow sinus
- r - - - 1 15
1 o 1 . - -~ _
- 3 1 e ~
us 0y os
Qe d [ - o < " e . (= " J
o 50 100 150 200 ] 50 100 150 200 ] 50 0 150 o [ 0o 50 ]

Le choix et I'ajustement d’'une fonction au semi-variogramme est la partie la plus délicate du
Krigeage. On peut dire que les modéles (variogrammes théoriques) sont des expressions
analytiques que l'on tente d'ajuster le mieux possible aux points des variogrammes
expérimentaux. Ces modeéles tentent d'ajuster au mieux la croissance du variogramme pour les
courtes distances (excepté le premier point), mais ne tiennent pas compte des oscillations du
variogramme expérimental pour les grandes distances.
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Cammah)

i {im)
Exemples d’ajustements

Les modeles les plus utilisés en Géologie sont les modéles Sphérique ; Exponentiel et Gaussien,
avec ou sans effet de pépite.

Sphérique Exponentiel Gaussien
-'I_.-“” o e e o s e r.r[|-|_| e ’."I"”.............................
Avec
effet de
pépite
h h
u Tin .
i} /(n)
Sans
effet de
pépite
0 h 0 h 0 h
Sphérique
- h=0> Yh) = 0
3z 3
- 0<h<a= ]/(h)— 5—5 Z
- hza=>ym=C
' =3h
Exponentiel ]/(h) =C|l—ea

Ces deux modeéles (sphérique et _exponentiel) sont les plus utilisés pour les teneurs des

gisements miniers, les propriétés mécaniques des roches et les analyses géochimiques.
i 2

Gaussien y(h) =Cl|1— e_?’(g)

Ce modele est utilisé pour les variables continues (topographie, champ gravimétrique, charge
hydraulique). Son utilisation est déconseillée dans le cas de variables discrétes.
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Le schéma ci-dessous donne un apercu comparatif des trois modeles les plus utilisés en
Géologie.

v(h) ‘
!

0.95q2

—— exponentiel
=== gaussien

----- spherique

Cas particuliers

Puissance Y(h) = Chb avec0<b<2

Sib =1, on parle de modéle linéaire
Effet pépite pur.

h=0=2ym=0
h#0=vymn = Co

C’est le cas extréme de I'effet de pépite. Il caractérise une absence totale de corrélation entre
échantillons.

Puissance Effet pépite pur

1) o
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II1. Krigeage
I11.1. Définitions

Du point de vue mathématique, le Krigeage n'est autre qu'une application de la théorie des
fonctions aléatoires a 1'étude de phénomenes naturels fluctuants dans le temps et/ou l'espace.
On dit que le krigeage est une régression multiple de variance minimum, a partir de données
corrélées.

Exemples de définition :

-« En terme miniers, le probléeme du krigeage consiste a trouver la meilleur estimation
lineaire possible de la teneur d’un panneau, compte tenu de l'information disponible, c’est-
a-dire des teneurs des différents échantillons qui ont été prélevés, soit a l'intérieur, soit a
l'extérieur du panneau que I'on veut estimer » (Matheron 1970).

-« Le krigeage est une méthode stochastique d'interpolation spatiale qui prévoit la valeur
d'un phénoméne naturel en des sites non échantillonnés par une combinaison linéaire
sans biais et & variance minimale des observations du phénoméne en des sites voisins»
(Baillargeon 2005).

-« Lekrigeage est, en géostatistique, la méthode d’estimation linéaire garantissant le
minimum de variance. Le krigeage réalise [linterpolation spatiale d’une variable
régionalisée par calcul de l'espérance mathématique d’une variable aléatoire utilisant
l'interprétation et la modélisation du variogramme expérimental. C'est le meilleur
estimateur linéaire non-biaisé ; il se fonde sur une méthode objective. Il tient compte non
seulement de la distance entre les données et le point d'estimation, mais également des
distances entre les données deux-d-deux» (http://fr.wikipedia.org/wiki/Krigeage
consulté le 04 février 2015).

Donc, I'idée de base du krigeage est de prévoir la valeur de la variable régionalisée étudiée en un
site non échantillonné par une combinaison linéaire de données ponctuelles adjacentes. On dit
que le Krigeage sert a effectuer I'interpolation spatiale, c.-a-d. qu'il permet de prévoir la valeur
prise par un phénomene naturel sur un site a partir d’observations ponctuelles de ce
phénomeéne en des sites voisins.

Comparé aux autres méthodes d’interpolation, le Krigeage se distingue par sa prise en compte
de la structure de dépendance spatiale des données. Ainsi, le krigeage est souvent considéré
comme la méthode optimale (au sens statistique du terme) d’estimation spatiale.

Les fondements du krigeage se basent sur une connaissance de la structure de dépendance
spatiale des données. Cependant, en pratique, cette structure n'est pas connue. Elle est estimée
lors de 'analyse variographique.
Soit:

- Ziles valeurs d’une variable régionalisée dans les points (xi) ;

- (m) 'espérance mathématique de la fonction aléatoire ;

- (xp) un point du plan non échantillonné.

L’estimation de la valeur de cette variable par krigeage pour le point (x;) est:
72, = Z WiZi + (1= YWi)m
i

Les poids Wi (Weight en anglais) associés a chacune des valeurs régionalisées observées
dépendent de leur localisation par rapport au point x,. Le krigeage consiste donc a déterminer la
combinaison des poids Wi qui garantit que les (x;) se trouvent sur le variogramme.

On se limitera au Krigeage ponctuel univarié. Ils existent plusieurs techniques, trois seulement
seront évoquées: Krigeage simple; Krigeage ordinaire et Krigeage universel. Les deux
premieres sont stationnaires, la troisiéme est non stationnaire.
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I11.2. Modéles stationnaires

[11.2.1. Krigeage simple (variable stationnaire de moyenne connue)

Puisque la variable est stationnaire, on peut poser m = 0.
Léquation Zg = YWIZi + (1 —YWi)m serésumea Zy = YWiZi.

Le Krigeage simple consiste a calculer les Wi (les poids) de I’équation a l'aide des valeurs de la
fonction Cy ou ym) correspondant aux n points choisis.

Le probléme peut s’écrire sous forme de [A l]] * [Wl] = [B lp] avec:
- [Aij] une matrice carrée d’ordre n *n ;

- [Wn] et [Bip] des matrices d’ordre n*1
(vecteurs colonnes).

Par simplification, I'équation [Al]] * [Wl] = [Blp] est souvent notée A*W = B

Chiy Cry  ® Com w, Cnap)
a=| Crd Cnd ® Coaw | .= [ W2 |erp = | Czm

) o ) ) ’ o )

Conpyy Cinzn)y  ® Cinpp) W Cinnp)

ou

T Yy 0 Y w;y Y(n1p)

o) Tne)  ® Vnew W. Y (h2p)
e B G IS IO Y I

Y Y ® V) Wa ¥ (hnp)

Les Caij) sont les valeurs du covariogramme expérimental et les ymij celles du variogramme
expérimental qui correspondent a la distance entre les points x; et X;. Les Cip) et ymip) sont
calculés a l'aide de la fonction analytique qui a été ajustée aux points du covariogramme et
variogramme théoriques.

La matrice des variances-covariances étant symétrique, définie positive, elle est inversible et on
résout le systéme de krigeage en l'inversant : A*W=B = W= A-1*B
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Comme nous l'avons évoqué auparavant, I'utilisation du variogramme est plus facile que celle du
covariogramme. Dans ce qui suivra, on utilisera donc le variogramme. Il faut donc résoudre les
équations :

Wiymin) + Waeyamiz) + ... +Whyhin) = Y(hip)
Wiymzy) + Waymez) + ... +Why(h2n) = Y(hzp)

Wiymny + Waytnz) + ...... +Why(hnn) = Y(hnp)

C’est un systeme linéaire ou le nombre d’équations et le nombre d’inconnues sont égaux aux
nombres de points de données utilisées.

Une fois les poids (Wi) des différents points calculés, la valeur estimée pour le point x;, est :

N

Zp - W1Z1 + W2Z2 + W3Z3 ...... + WTLZH
Ou
2, = YWiZi
Remarque : il n'est pas possible d'effectuer un krigeage simple si le variogramme ne présente
pas de palier.

[11.2.2. Krigeage ordinaire (variable stationnaire de moyenne inconnue)

Dans la réalité, il est rare que I'on connaisse avec certitude la valeur de la moyenne. Il convient
donc d’élargir le krigeage aux cas ou celle-ci est inconnue. C'est ce qu'on appelle le Krigeage
ordinaire, par ailleurs le plus fréquemment utilisé.

Dans ce cas, m étant inconnue, une condition dite condition d’'universalité est imposée.

Condition d’universalité: ~ YWi=1
Par conséquent ().Wi-1)m =0
Il s’en suit que, la aussi, I'équation :
Zo=SWiZi + (1 —3Wi)m serésumea Zy = YWiZi
Un degré supplémentaire est utilisé en ajoutant une variable libre (A) appelée parameétre de
Lagrange, dans le but de minimiser I'erreur d'estimation.
Dans ce qui suit, juste pour alléger I'écriture :
- Cnij) sera notée Cij;
- Y(hij) sera NOté vij;
- Y(hip) sera notée Yip

Le systeme du krigeage ordinaire s’écrit alors :

YWiCj + A =Cp Vi
ou
Y Wiyij- A = 7ip Vi
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Parameétre de Lagrange (1) : permet de trouver les points stationnaires (maximum, minimum)
d’une fonction dérivable d’'une ou plusieurs variables, sous contraintes.

Le probléme peut s’écrire sous la méme forme que le krigeage simple ([Aij] * [Wi] = [Bip])
avec dans le cas du krigeage ordinaire :

- [Aij] une matrice carrée d’ordre (n +1)*(n+1) ;
- [Wn] et [Bip] des matrices d’ordre (n+1)*1 (vecteurs colonnes).

La visualisation du systéme du krigeage ordinaire sous forme matricielle s’écrit donc:

Ci1n G2 Ci3 o Cip 1 W Cip
C21 C22 o o o 1 WZ Czp
I A £ B e
Ch1 o e Gy 1 \Wn / Cnp
1 1 1 1 1 0 A 1
ou
Yii Y12 Vi3 ° VYin 1 Wi Vip
/ Y21 Y22 ¢ o o 1\ W, V2p
[ V31 ° c . i | % =1 °
Yn1 ¢ Ynn 1 Wn Ynp
1 1 1 1 1 —2 1

Comme évoqué plus haut, le Krigeage consiste a calculer les Wi (les poids) correspondant aux n
points choisis de I'équation. Ce systeme comporte une inconnue et une équation de plus que le
systeme de krigeage simple. Il faut donc résoudre les équations :

Wiyminy + Waymiz) + ... +WhiYmin) - A= Y(nip)
Wiymen + Waymez) + ... +Whymzn) - A = Y2p)

Wiymny + Waymnz) + ... +Wiythnn) - A = Yunp)
Wi+ W+ ... + Wn =

Une fois les poids (Wi) des différents points calculés, la valeur estimée pour le point x;, est :

Z, = YWiZi
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I11.3. Modéles non stationnaires
I11.3.1. Généralités

La stationnarité requise dans les cas précédents (krigeage simple et krigeage oridinaire)
suppose que le comportement de la variable régionalisée est invariant dans 'espace. Or dans
certains cas, cette supposition ne peut pas étre retenue. A titre d’exemples :

- en bathymétrie, la profondeur augmente en s’éloignant de la cote ;

- en géothermie, le gradient augmente avec la profondeur ;

- En hydrologie, la charge hydrique diminue dans le sens de I’écoulement ;

- En environnement, la charge en polluants diminue en s’éloignant de la source polluante.

Dans de tel cas, les modeles stationnaires se révelent insuffisants pour rendre comptes de la
régionalisation, d’ou la nécessité de recourir a des approches permettant de traiter les processus
non stationnaire (krigeage universel, krigeage intrinseque d’ordre K, krigeage transitif, Krigeage
avec dérive externe, Cokrigeage etc.). Le cas le plus simple, et le seul qui sera évoqué, est celui du
krigeage ponctuel univarié a variable non-stationnaire qui contient une tendance connu
sous le nom de Krigeage universel.

[11.3.2. Krigeage universel

Le krigeage universel est basé sur une dichotomie de la régionalisation, c.-a-d. la décomposition
de la fonction aléatoire Z(x) en deux composantes :

- Y(x) résidu aléatoire, qui satisfait de « bonnes »

Z(x) — Y(x) + m(x) condition,s .de stationnari'té; o
- m(x) dérive de la fonction aléatoire.

La composante Y(x) peut étre traitée par les méthodes de la Géostatistique stationnaire.

- les af sont des coefficients inconnus ;
m(x) = Za{’f_f - les £ sont un jeu de fonctions de base, avec la premiére d’indice 0
l toujours fixe (fj = 1) et toutes les autres connues.

Le systeme du krigeage universel s’écrit :

z Wi Ci,j + /10 + Za{)fi{) = Ci,p

ou Avec | Ao : Lagrangien du krigeage ordinaire

—z Wivij+ 2o + Za'ff = —vip

(p) : le point a estimer

La aussi, la condition d’'universalité (3 Wi = 1) est imposée.
En plus, une autre condition s’ajoute : ZWiff = fp*’

Le probleme semble consister a estimer les Wi et les a’. En fait, la variance de l'erreur
d’estimation ne dépend pas des a, (la démonstration mathématique dépasse les ambitions de ce
cours). Par conséquent, la visualisation du systeme du krigeage universel sous forme matriciel
s’écrit :
£ . £ ,
Cij fi . (Wl) _ Clp Yij fi . ( W; ) . <ylp>
ted )]~ ? ted ) = \ £t
fi 0 A f it 0 A fo
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Les composantes Cj; Yij; Wi et Yip étant celles des matrices du systéme de krigeage ordinaire et

Af est le vecteur des parameétres de Lagrange.

La présentation matricielle (cas de ygj)) est la suivante :

Y11 V12 Yin 1
Y21 ® i . 1
Yn1 ® ° Yon 1
1 1 J 1 0
for foz *  fon O
fir fiz ° fin O
frr ° ° fin O

En supposant qu'il y ait « n » points de donnée et (k + 1) fonctions de base, il s’agirait alors d’'un

for fi1 ° fr1
foz ° ® frz
fon ° ® fn
0 o . 0

0 ° ° 0

systeme an + 1 + k équations et inconnues (les Wi et les A?).

wi=Y, Wif{

[11.4.Comparaison

Comme noté auparavant, il ne s’agit pas de krigeage"s
krigeage dont le systéme de base est A*W= B. Soit n le nombre de données et k le nombre de
fonctions de base, le tableau ci-dessous résume, pour les trois techniques discutées, les

A{)

n_n

Wl ylp
w, Y2p
Wn Ynp
* - A 0 = 1
—A fo
i fy

= Zn Affif

différents mais d'un seul et unique

dimensions des matrices, les conditions et les nombres d’équations et d'inconnues.

Krigeage simple Krigeage ordinaire Krigeage universel
(n*n) m+DH*(n+1 (n+1+kK*(n+1+k)
_ vy 1 f
Matrice A [ ] [71" 1] i] 0 0
i 10 (o
ff 0 0
(n*1) (n+1)*1 (n+ 1W+ k)*1
Matrice W W; ¢
Wi ] i)
.y
(n*1) (n+ 1)*1 (n+1+k*1
Y
Matrice B [ Vip
i) 7] !
1
fy
Ywi =1
L Ay
Conditions Variogramme borné Avea/\ﬁ I 1 in A 'ZWllflz Jip
=1.. vec i=1,2,..an
£=012..ak
Equations & inconnues | n n+1 n+k+1
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I11.5. Validation croisée

Comme déja souligné, les deux étapes (variographie et krigeage) ne sont pas figées et il est
naturel en cours de travail de revenir en arriére et d’affiner ou corriger un modele a la lumiere
des premiers résultats obtenus. La méthode la plus simple pour cette démarche est connue sous
le nom de validation croisée. Elle consiste a retirer une a une les observations (z;) pour ensuite
les estimer par krigeage (Z;) a partir des autres données. L’écart est appelé erreur d’estimation
(€). On calcul alors la moyenne de cette erreur () appelée EQM pour « Erreur Quadratique
Moyenne » ; 'EQNM (Erreur Quadratique standardisée (Normalisée) Moyenne) et leurs
variances.

1 A
-EQM: =~ ¥(Z — z)
1 A
-Variancedel’EQM:O'g2 = ;Z(Zi - Zi)z
~ 1 (Z2i— zp)
o = 25()

5 2
— 1 (Z._ Z.)
- Variance de 'EQNM : 0'82 = 5 Z (;)
o

L’EQM qui doit tendre vers zéro, permet de vérifier si le krigeage est effectivement non-biaisé.
Les points pour lesquels EQNM est comprise dans l'intervalle [-2,5 ; 2,5] (par analogie au cas de
la loi normale centrée réduite, ou cet intervalle contient 95% des valeurs) sont dits robustes et
retenus pour la suite des calculs.

La variance de 'EQNM qui doit se rapprocher de 1, correspond au rapport entre les variances
expérimentale et théorique de krigeage. Elle permet de vérifier que les erreurs de krigeage sont
cohérentes avec la variance calculée.

On cherche a minimiser I'EQM. On test plusieurs modeéles et ceux obtenant les plus petits EQM
sont jugés meilleurs. Une fagon du choix du modele (variogramme théorique) est donc de retenir
celui qui minimise I'EQM. Cependant, il peut étre préférable de sélectionner un modele
présentant une EQM légerement moins bonne, si la variance de 'EQNM est proche de 1.
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