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CHAPITRE 1

(ROUPES

I Rappels

I.1 Factorisation d’une Application
Définitions 1.1.1. 1. Soit R une relation binaire sur un ensemble E. R est dite une
relation d’équivalence sur E si les propriétés suivantes sont vérifiées :
— R est reflerive i.e. Vx € E:  xRx
— R est symétrique i.e. Vx,y € E: xRy —=— yRx
— R est transitive i.e. Vr,y,z € /1 xRy et yRz — =Rz
2. Soit R une relation d’équivalence sur 'ensemble non vide E.

— Pour tout élément x de E, l'ensemble {y € E/xRy} est appelé classe d’équiva-
lence de x suivant R. On la note T (ou & ou encore cl(z)) et le sous-ensemble
de P(E), constitué par les classes d’équivalence suivant R s’appelle ensemble

quotient de E par R, on le note E/R.

Proposition 1.1.1. Soit E un ensemble non vide et R une relation d’équivalence sur F,
alors :

— (i) z#0,Vr € E,

— (ii))Vr,ye B\t =y <= x € J <=y € T <= xRy,

— (44) l'ensemble quotient E/R est une partition de E.

Preuve. 1. (iii)
— Vz € E, T#0 (Dapres la réflexivitée de R)
— Vx,y € B, si ze€xNy alors xRz et zRy, d’ou xRy, et d’aprés (ii), T = 7;
ainsl, TNy #AD =T =7



,. P > I AT — e
— Ve e B,z €z, don E—UieE/RJ,.

]

Soit R une relation d’équivalence sur F, d’aprés ce qui précéde pour tout z € FE, il
existe un élément X unique de E/R tel que x € X, X n’est autre que la classe de x
suivant R. On pose X = 7. L’application

p: E — FEJ/R

s’appelle I'application (ou la projection) canonique.

Proposition 1.1.2. Soit R une relation d’équivalence sur ’ensemble non vide E et p :
E — FE/R [application canonique. Si f : E — F est une application telle que f est
constante sur les classes d’équivalence suivant R, alors il eviste une application f : E/R —

F unique telle que : fop=f.

E ! F
,/
P ,,"/
IR
E/R f="fop

Preuve. Soit 7 € E/R, comme [ est constante sur les classes, Vy € 7, f(y) = f(z).
On considére alors

7 : E/R — F
T = f(@) = f(x)

La valeur f(x) ne dépend que de T et non du représentant particulier x de Z. Ainsi, f
est bien définie et par construction on a fop = f. Pour I'unicité : si ¢ est une application
de E/R — F telle que gop = f alors Vo € E, gop(x) = f(z) = fop(x) dou
f(@) =g(x), VT € E/R. O

Proposition 1.1.3. Soit f : E — I une application et R la relation binaire sur E définie
par xRy <= f(x) = f(y) alors R est une relation d’équivalence sur E ; Si j: f(E) — F
désigne Uinjection canonique il existe une application unique f : E/R — f(E) telle que
jofop = f, de plus f est bijective. La décomposition f = jo fop s’appelle la décomposition
(ou la factorisation) canonique de f.
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P J

Preuve.
Soit f; : E — f(E)
= fi(z) = f(z)

f1 est une application constante sur les classes d’équivalence suivant R. D’apreés la pro-
position précédente, il existe une application unique f : E/R — f(E) telle que fop = fi,
et par suite jo fop=jo fi = f.

Il reste & montrer que f est bijective. Soit y € f(F), il existe donc # € E tel que
y = f(x). Or, f(T) = f(x) =y, ce qui prouve que f est surjective. Soit 7,7 € E/R tel
que f(z) = f(y) d’ou f(x) = f(y) et donc xRy. Ainsi, T = 7, donc f est injective. O

I.2 Lois de Composition Interne sur un Ensemble

Définitions et Propriétés 1.2.1. 1. Une loi de composition interne sur un ensemble

E est une application de E x E dans E. On la note souvent + ou - ou * ou 1 ou

L.

Soit * une loi de composition interne sur E, l’image de (x,y) par * sera désignée

par x x 1y et appelé le composé de x et y par .

2. Soit x une loi de composition interne sur un ensemble E et ' une partie de F.
On dit que F est stable par la loi * si ¥(x,y) € F X F,xxy € F. Dans ce cas, la

restriction de Uapplication x a F, notée x/F :

x/F : FxF — F
(z,y) = wxy
est une loi de composition interne sur F appelée loi induite par x sur F.

3. Soit x une loi de composition interne sur un ensemble E et R une relation d’équi-
valence sur E. La relation R est dite compatible avec la loi x siVx,y, 2",y € E :

(xRx' et yRyYy)=xxyRa xy

Dans ce cas, la correspondance ¥ : E/R x E/R — E/R définie par Txy = T x y
est une loi de composition interne sur E/R, appelée loi quotient sur E/R, induite
par celle de E.
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En effet, soit (T,7), (2/,y) € E/RXE/R; si (7,y) = (2/,y) alorsT =2’ ety =1y et
donc xRz et yRy' et d’apres la compatibilité de R avec la loi on obtient xxy R’y
et doncT*y =a' xy i.e. TxY =2’ %y .
4. Soit x une loi de composition interne (L.C.I.) sur E.
— x est dite commutative si Ve, y € E, xxy=y*x

— * est dite associative siVr,y,z € B, (x*y)*z=1xx*(y*2)

— un élément e de E est dit neutre o droite (resp. & gauche) pour la loi x si
Vee B, xxe=ux (resp.Vr € E, exx =ux). e est dit neutre pour x s’il est
a la fois neutre a gauche et a droite pour x, i.e. Vo € E, x*xe=1x =e*xT.

Remarque. Sie est un élément neutre de EJ pour x alors e est ['unique élément
neutre. En effet, si €' est un autre élément neutre on aura : e x ¢ = e, mais
aussi ex e’ = ¢’ don e =¢.

Soit x une L.C.I. sur E et e I’élément neutre de E pour x. Soit x € E. On
appelle syméltrique & gauche (resp. & droite) de x, tout élément z' € E tel
que : o' xx = e (resp. x x &' = e) et on appelle symétrique de x toul élément
2 € E qui est symétrique a gauche et a droite de x. Un élément v € E est
dit symétrisable s’il admet un symétrique par rapport & *, i.e. 3x' € E tel que
xxx' =a' xx =e. Un élément est dit idempotent si v * x = x.

St x est une L.C.I. sur E associative et e [’élément neutre et si v € E admet
un symétrique y G gauche (y x x = e) et un symétrique z & droite (v z = e)
alorsy =z cary=y*xe=yx (rxz) = (yxx)*xz=-ex*xz =z Cel élément
y € E vérifie donc yxx = xxy = e et il est le seul a les vérifier. Donc, x
admet un symétrique et un seul (qui est aussi l'unique symétrique & gauche et
l'unique symétrique & droite).

I.3 Notion de Groupe

Définitions 1.3.1. Soit G un ensemble non vide muni d’une L.C.I. notée T'. On dit que

(G,T), (par abus que G), est un groupe si on a les propriétés suivantes :
— T est associative
— 4l existe dans G un élément neutre e pour T’
— tout élément de G est symétrisable.

Si de plus la loi T' est commutative, le groupe (G, T) est dit abélien ou commutatif.
Lorsque le cardinal de l’ensemble G est fini et égal a n, on dit que le groupe (G,T) est
fini d’ordre n, noté |G| = n.
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Remarques. — Si (G, T) est un groupe, le symétrique d’un élément quelconque de G
est unique et ['application :
G — G
xr +— a7 ! est bijective.

— 81 G est un ensemble non vide muni d’une L.C.1. associative notée T, alors : (G, T)
est un groupe
(1)— JeelG |/ VYeeG : ale=x
(i)— Ve e G, J'eG : aTa'=e
de méme (G,T) est un groupe <= (Z)i deeG [ VeeG i elw=u
(ti)— Ve eG, dJ'eG : dTx=e
(& montrer!)

Exemples. 1. Les ensembles 7,Q, R, C munis de ’addition usuelle sont des groupes

abéliens. Il en est de méme pour Q*, R*, C* munis de la multiplication.

2. Soit E un ensemble non vide. L’ensemble des bijections de E sur E munt de la
composition usuelle des applications est un groupe.
Lorsque E = {1,2,--- n} ce groupe est noté (S,,0) ou (Sy,-) et|S,| =n!. Sin >3,
S, n'est pas abélien.

3. Soit X un ensemble non vide et (G, T) un groupe. On munit l'ensemble G~ des

applications de X dans G de la loi * définie par :

(fxg)(x) = f(z)Tg(x), VexeX
(G, %) est un groupe.

4. Pour tout n > 1, l’ensemble GL,(K) (K =R ou C) des matrices carrées d’ordre
n inversibles a coefficients dans K muni de la multiplication est un groupe.

Conventions de Notations et Propriétés

On convient généralement de noter la loi de composition interne d’'un groupe G quel-
conque soit multiplicativement soit additivement. On réserve la notation additive aux
groupes abéliens.

Dans le premier cas, le composé de deux éléments x et y est noté x-y ou tout simplement
xy et appelé produit de x et y.

Le symeétrique d'un élément x € G est appelé son inverse et noté z=1. On a la pro-
priété :

Ve,ye G, (z-y) =y o

Soit n € Z et x € G. On définit =" par :

=gxox=axx" ! si n>1
—

n fois
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et par convention :
P =e 2"=(@H =" Vn<-1

Dans le cas additif, le composé de deux éléments de G est noté x + y et appelé somme
de x et y. L’élément neutre de G est noté 0. Le symétrique d’un élément x € G s’appelle
son opposé et est noté —x.

Soit n € Z et x € G. De facon analogue, on définit nx par :

nec=x+x+---4+x st n>1

Vv
n fois

et par convention 0x = 0 et nz = (—n)(—z) = —(—nx), Vn < —1.

Propriété 1.3.1. Soit (G,-) un groupe et a € G. On note 7, (resp. &) la translation
& gauche (resp. a droite) par a, Uapplication de G — G définie par : 7,(x) = ax (resp.
do(x) = xa) pour tout x € G. On a alors :

— (i) Ya,b e G, T,0T, = Tap €t 640 0p = Opa,
— (ii) Ya € G, 1, el d, sont bijectives,
— (i3) tout élément de G est régulier,
— (iv) Uélément neutre est le seul élément idempotent de G.
Preuve. — (i) Soit a,b € G. Vo € G, 7, 0 7p(x) = Tu(7p(x)) = T.(bx) = a(bx) =
(ab)x = Typ() et d, 0 dp(x) = (zb)a = x(ba) = dpa(T)

— (ii) Soit @ € G. D’aprés (i), on a
Ta OTg-1 = Tge—t = ldg et 71,107, = 7,1, = ldg,

donc 7, est bijective et (7,)”! = 7,-1. De méme, on a (§,) "' = d,-1.

— (iii) Soit a € G. D’aprés l'injectivité de 7, et d, on a Vr,y € G :

(ra(@) =Tu(y) =z =y) et (3u(r) = daly) = =)
ie. (ar =ay =1z =1y) et (ra=ya=z=y)

donc a est régulier.

— (iv) En particulier, pour tout z € G : zr =z rr=re=1=ec.
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Chapitrel. Groupes 7

I.4 Homomorphismes de Groupes

Définitions 1.4.1. Soit G et G' deux groupes. On appelle homomorphisme de G dans G’,
une application f de G dans G', telle que :

Vo,y € G, f(zy) = f(2)f(y)

On note Hom(G,G") Uensemble des homomorphismes de G dans G'.

Si f € Hom(G,G") et [ est surjective (resp. [ est injective), f est dite un épimor-
phisme (resp. monomorphisme).

On dit que [ € Hom(G,G") est un isomorphisme de groupes si f est bijective.

Sl existe un isomorphisme de G sur G', on dit que les groupes G et G’ sont isomorphes
et on note G = G'.

Un homomorphisme de G dans lui-méme est appelé endomorphisme de G. On note
End(G) Uensemble des endomorphismes de G.

On appelle un automorphisme de G, un isomorphisme de G sur lui-méme. L’ensemble

des automorphismes est noté Aut(G).

Propriétés 1.4.1. Soit G et G' deux groupes d’éléments neutres e et €. Si f est un
homomorphisme de G vers G’ alors :

— (1) fle) = ¢
(@) fa) = (f@), Vred
— (3)Vk € Z,Vx € G, j(xk) = (j(a:))k

— (4) Si de plus f est bijective, i.e. si [ est un isomorphisme de G dans G’ alors f~!
la réciproque de f est aussi un isomorphisme de G' dans G. En effet, Yo,y € G :

fHay) = FH(fof @) fof ™ y) = FH A @) F(FH W)
= [ )W) = o f(FH () f ()
= @) ()
Exemples. — Soit G et G' deux groupes d’éléments neutres e et € respectivement.

foIGHG/
r — €

est un homomorphisme appelé homomorphisme nul.
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— Soit G un groupe et a € G. L’application :

o,: G — G
r — azra !

est un automorphisme de G appelé automorphisme intérieur déterminé par a.
(0,)" Y = 04-1. En effet, on remarque que o, = 7, 00, donc, o, est bijective. C’est

un homomorphisme car :

1 1 1

= Ja(x)aa (y)

— On considére le groupe (Z,+) et un groupe G noté multiplicativement d’élément

Vo, y € G, o.(vy) = arya™ = ava taya™! = ava " aya”

neutre e. Soit x € G. L’application :

f+zZ — G
k — zF

f est un homomorphisme de groupes (voir TD).

Proposition 1.4.1. Soit G,G" et G" trois groupes. Si f : G — G’ et g : G' — G" sont

deuz homomorphismes alors la composée go [ : G — G" est un homomorphisme.

Corollaire 1.1. L’ensemble des automorphismes d’un groupe G, munt de la composition

est un groupe.

Preuve. On sait que la composition est une L.C.I. sur '’ensemble des applications de
G dans G qui est associative et admet Idg comme élément neutre. Il résulte de la pro-
position précédente et du fait que la composition de deux bijections est une bijection
que Aut(G) est stable par la composition, et par suite, la composition sur 1’ensemble
des automorphismes est une L.C.I., associative et admet Ids comme élément neutre car
Idg € Aut(G). Finalement, d’aprés la propriété précédente, pour tout [ € Aut(QG)
on a f~! € Aut(G) donc tout élément de Aut(G) est symétrisable. O

I.5 Groupes Quotients

Proposition et Définition 1.5.1. Soit G un groupe noté multiplicativement et d’élé-
ment neutre e. Soit R une relation d’équivalence sur G compatible avec la lov” -7 de G.
L’ensemble quotient G /R muni de la loi =" définie par : T-y = Ty, VZ,y € G/R a alors

la structure d’un groupe appelé groupe quotient.

Preuve. D’aprés §2., il résulte du fait que "-" est une L.C.I. sur G et R est une relation
d’équivalence sur G compatible avec la loi "-", que """ est une L.C.I. sur G/R.

Les autres propriétés de la loi quotient de G/R découlent de celles vérifiées par la loi de
G. ]
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Chapitrel. Groupes 9

Remarque. — La loi quotient induite par celle de G est l'unique L.C.I sur G/R telle
que la surjection canonique p : G — G/R soit un homomorphisme de groupes.

— Si G est abélien alors G/R [’est aussi.

Exemple. On considére le groupe (Z,+). Soit n € N* et R la relation de congruence
modulo n sur Z (on rappelle que z est congru & y modulo n et on écrit x = y[n| si x —y
est divisible par n, autrement dit si x —y € nZ), alors Z/ R muni de la loi + est un groupe

abélien qu’on note Z/nZ.

Exercice 1. Montrer que Z/nZ = {0,1,2,--- ,n — 1}. En conclure que le groupe (Z/nZ, +)
est d’ordre n.

Dans la suite on utilisera la méme notation pour la loi quotient () induite par
la loi de G et la loi de G.

I.6 Produit Direct de Groupes

Proposition 1.6.1. Soit (G4,-) et (G, ) deuz groupes. On définit sur l’ensemble G x G
la lov :

V(z1,22), (Y1,92) € Gy x Gy 0 (21,22) - (Y1, 42) = (T1°Y1, T2-Y2)
On a alors :
— (i) (G1 x Gs,-) est un groupe appelé groupe produit direct de Gy et Go,
— (ii) les projections canoniques :

p1 G1XG2 — G1 et P2 : G1XG2 — G2
(x1,m9) +—> 1 (x1,m9) +—> X9

sont des épimorphismes de groupes.

Preuve. — (i) Laloi "-" est une L.C.I. sur G x Go

— (ii) Passociativité de la loi de Gy x G5 découle de Passociativité de la loi de Gy et
de celle de Go.

On vérifie aisément que (e, e5) est ’élément neutre de Gy X G5 pour la loi et que tout
élément (11, 75) € G x Gy est symétrisable : (71, 29) 7" = (271, 25 1). O

Remarque. — G x Gy est abélien si et seulement si G et G5 le sont,

— le produit direct G X G4 est isomorphe au groupe produit direct G5 x Gy,
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— plus généralement : si (G;)ic; est une famille de groupes, [’ensemble
EIGz' ={(@i)ier / Vi€l z;€Gi}

munit de la lot :
(z3)-(ys) = (zays)  Y(xa), (ys) € ilé[]Gi
alors, (11 Gy, ) est un groupe appelé groupe produit.

el

I.7 Sous-groupes

Définition I1.7.1. Soit H une partie non vide d’un groupe G. H est dit sous-groupe de G
et noté H < G st H est stable par la loi de G et st H muni de la loi induite par celle de

G est un groupe.

Exemples. — 7 est un sous-groupe de (R, +).
— Aut(G) < B(G) ot G est un groupe.
— Q* est un sous-groupe de (R*,-)

Proposition 1.7.1. Soit H une partie d’un groupe G. H est un sous-groupe si et seule-

ment si :
— (i) H # 0,
— (ii)Yx,y € H, xzy€ H
— (i) Vex € H, x7'€H.

Remarque. — (i) et (i) & Vr,ye H, wzy '€ H,
— Tout groupe admet toujours au moins pour sous-groupes {e} et G,
— Tout sous-groupe d’un groupe abélien est lui-méme abélien,

— St H est un sous-groupe de G et si K est un sous-groupe de H alors K est un

sous-groupe de G.

— Soit H et K deux sous-groupes de G.

L’intersection de H et K, H N K, est un sous-groupe de G. D’une maniére
générale, si (H;)icr est une famille quelconque de sous-groupes de G, alors (., H;
est un sous-groupe de G.

H U K est un sous-groupe de G si et seulement st H C K ou K C H.

On désigne par HK le sous-ensemble de G formé des éléments qui s’écrivent
comme le produit d’un élément de H par un élément de K : HK = {hk [h €
H. k€ K}. HK est un sous-groupe de G si et seulement si HK = KH. (@ mon-

trer!).
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Exercice 2. Montrer que tout sous-groupe de Z est de la forme nZ ot n € N.

Proposition 1.7.2. Soit G et G' deux groupes d’éléments neutres e et € respectivement.

Soit f un homomorphisme de G dans G'.

— (i) Si H est un sous-groupe de G alors f(H) est un sous-groupe de G'. En particulier,
f(G) est un sous-groupe de G appelé image de f et noté Im(f).

— (i) Si H' est un sous-groupe de G' alors f~'(H') est un sous-groupe de G. En

particulier, f~1({e'}) est un sous-groupe de G.

e ={zeG/ flz)=¢}
est appelé noyau de [ et noté Ker(f).
— (i) f est injectif < Ker(f) = {e}
Preuve. Exercice! O

Exercice 3. Soit G et G' deux groupes. Soit [ € Hom(G,G") et A une partie de G.

Montrer que

fHf(A) = AKer(f) = Ker(f)A en notation multiplicative
= A+ Ker(f)=Ker(f)+ A en notation additive

Proposition 1.7.3. Soit f : G — G' un homomorphisme de groupes et R la relation
d’équivalence sur G définie par xRy <= f(x) = f(y) alors R est compatible avec la loi
de G et l'ensemble quotient G/R muni de la loi quotient est un groupe; Si j : f(G) —
G’ désigne l'injection canonique et p : G — G/R la surjection canonique, il existe un
homomorphisme unique f : G/R — Im(f) tel que jo fop = f, de plus f est bijective (f

est un isomorphisme de groupes).

Preuve. R est une relation d’équivalence compatible avec la loi de GG, d’aprés I'homomor-
phisme de f, et par suite G/R muni de la loi quotient est un groupe. Par ailleurs, d’aprés
la décomposition de I'application f, il existe une application unique f : G/R — Im(f)
tel que jo fop = f. De plus f est bijective.
Il reste & montrer que f est un homomorphisme, sachant que j, p et f sont des homo-
morphismes de groupes. Soit 7,7 € G/R.
jo f(@y)=jo [(@y)=jo [oplxy) = f(xy)
= f(x)f(y) =jo fop(x)-jo fop(y)
=jo f(@-jofy) =if@) i(f@)

= j(f(@)f (@)
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Et d’aprés I'injectivité de j, on conclut que f(z%) = f(Z)f (). ]

Corollaire 1.2. Soit f : G — G’ un homomorphisme de groupes et R la relation binaire
sur G définie par xRy <= xy ' € Ker(f) alors R est une relation d’équivalence compa-
tible avec la loi de G et 'ensemble quotient G /R noté G/Ker(f) muni de la loi quotient

est un groupe isomorphe a Im(f).

Produit Direct de deux Sous-groupes

Définition 1.7.2. Soit G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. On dit que G est le

produit direct (interne) de H par K lorsque les trois conditions suivantes sont vérifiées :
(1): G=HK ; (2): HnK={e} ; (3):Yhe HVk e K,hk = kh.

1l est clair qu’alors, on a ausst G = KH et que G est donc le produit direct de K par H.

1 0 ¢ 1 0 0
Exemple. Soit G={|0 1 b| /bceR}, H={]0 1 b| /beR},
0 0 1 0 0 1
1 0 ¢
K={|0o 1 0| /ceR}
0 0 1

G est un sous-groupe de GL3(R), H et K sont des sous-groupes de G, et G est le
produit direct de H par K.

Remarques. Soit G un groupe et H, K deuz sous-groupes de G.

— (a) Si HN K = {e}, tout élément de HK s’écrit de fagcon unique sous la forme hk
avec h € H k € K.
— (b) SiHNK = {e} et si H et K sont finis alors HK est fini et card(HK) = |H|| K]|.

— (¢) Si G est le produit direct interne de H par K alors G est isomorphe au groupe
produit H x K.

En effet, (a) : si hik; = hoks avec hy, hy € Hy et ki, ky € Ky, on a h;lhl = k‘gkfl. Le
premier produit est dans H puisque H est un sous-groupe, et le second est dans K puisque
K est un sous-groupe. Donc hy 'hy = kok;' € HN K, c’est-a-dire hy 'hy = kok; ' = e, et
donc he = hy et ky = k.

(b) : il résulte du point précédent que H x K est alors équipotent & H K, par la bijection
(h, k) — hk.

Proposition 1.7.4. Soit G et Gy deuz groupes d’élément neutre e et ey respectivement,
et G = G1 X Gy leur produit direct. On pose : H = G1 X {es} et K = {e1} x Go. Alors,
H est un sous-groupe de G isomorphe a G, K est un sous-groupe de G isomorphe a G,
et G est le produit direct interne de ces sous-groupes, H et K.
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Chapitrel. Groupes 13

Les notions de produit direct de deux groupes et de produit direct interne de deux
sous-groupes d’un groupe sont en fait deux formulations d’une méme notion.

Sous-groupe Engendré par une Partie

Définition 1.7.3. Soit A une partie d’un groupe G. L’intersection de tous les sous-groupes
de G qui contiennent A est appelée le sous-groupe engendré par A dans G et noté < A >.
Si A={ay,as, - ,a,} est une partie finie de G, on note < A >=< ay,aq,--- ,a, >
et on dit que c’est un sous-groupe de type fini.
Soit a € G. Le sous-groupe engendré par le singleton {a}, noté < a >, s’appelle sous
groupe monogene ou cyclique engendré par a.

Exemple. < () >={e}; <G >=G

Proposition 1.7.5. Soit G un groupe et A une partie de G. Le sous-groupe engendré par
A est le plus petit sous-groupe (pour Uinclusion) de G contenant A.

Preuve. Soit C I'ensemble des sous-groupes de G contenant A, on a < A >= (.. H,
donc A C< A > et < A >€ C. Par ailleurs, VH € C :< A >C H. Donc < A > est le plus
petit sous-groupe de GG contenant A. O

Proposition 1.7.6. Soit G un groupe et A une partie non vide de G. Alors,

n

<A>={a{a -z /| neN Vie{l,2,---,n}, z;,€A ete; ==%1}
En particulier, < a >={a* | ke Z}.

Remarque. L’égalité ci-dessus peut s’écrire aussi :
<A>: {l‘le..-gjn / neN*)Vi c {1,2,---,71}7 T; EAUAil} o1l Afl —
{z=t | zeA}

Preuve. On pose

H={af2g -z | neNVie{l,2,--- ,n}, z,€Aeteg==1}

n

On montre que H est un sous-groupe de G contenant A.
A est non vide, soit alors x € A, e = zx~! € H d’ou H # 0.
Soit hy,hy € H,
hy= 11 x" ot ne N Vie {1,2,--- 'n}, x;€A et ==l

1<i<n

ho = 11 y]% ou me N Vje{l,2,--- ,m}, y;€Aeta==1

1<j<m
On a alors, d’une part, :

hihy = ) Iz 1I y;-lj € H, par définition de H.
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D’autre part,

-1 _ e\l _ €1 ,.€2 en\"1 _ —en, . —€n—1 —€2 . —€1
hi = (1<Ii1<nx-) = (afag - afr)  =a, w7y €H

Ainsi, H est un sous-groupe de G. Et Vo € A, z =2' € H dou A C H, donc H est
un sous-groupe de G contenant A et par conséquent < A >C H.

Inversement, soit h € H donc In € N*,  Fzy,--- 2, € A tel que h = [[]_, =" avec
e; = +1. Comme A C< A >donc Vi€ {1,--- ,n}, 1z, €< A> et daprés la stabilité de
< A > par la loi et par I'inverse, on conclut que h €< A > d’on H C< A >. Conclusion
H=<A>. O
Remarques. — <e>= {e}

— si Hy et Hy sont deux sous-groupes de GG,
< HiUH, >= {xle---xn/ neN Vie{l,---,n}, x€ H1UH2}

St de plus Hy Hy = Hy Hy alors < Hy U Hy >= H{H,.

— si G est un groupe dont la loi est additive, Vo € G, < x>={kx [k € Z}.
On considere le groupe (Z,+), on a alorsVp € Z*, <p>={kp k€ Z} = |p|Z.

Proposition 1.7.7. Soit f : G — G’ un homomorphisme de groupes. Si A est une
partie non vide de G alors f(< A >) =< f(A) >. En particulier, si A est de type fini,
alors f(< A >) est un sous-groupe de type fini. L’image d’un groupe de type fini par un

homomorphisme de groupes est un groupe de type fin.

Preuve. < f(A) >C f(< A>) car A C< A > et < f(A) > est le plus petit sous-groupe
contenant f(A). Réciproquement, soit y € f(< A >), 3z €< A > tel que y = f(x), donc,
In e N*, 3y, oz, € Atel que z =[] 2y ou ¢ =xl et y = f(J], «5) .

Il résulte de 'homomorphisme de f que y = [[;, f(x;) avec f(x;) € f(A) et ¢ =
+1, V1 < i < n. Ce qui prouve que y €< f(A) > . ]

II Ordre d’un Elément et Groupe Cyclique

II.1 Ordre d’un Elément

Définition I1.1.1. Soit G un groupe et a un élément de G.

— (i) On dit que a est d’ordre infini dans G si le sous-groupe de G engendré par a,
< a >, est infini.

— (ii) Si < a > est fini, on dit que a est d’ordre fini et | < a > |, i.e. le cardinal de
< a > s’appelle lordre de a et on le note o(a).
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Chapitrel. Groupes 15

Exemple. 1. o(e) =1 et e est l'unique élément de G d’ordre 1.

2. Dans (Z,+), Vpe€Z*, p estd’ordre infini.
Remarques. Va,b € G, o(a) =o(a™'), o(bab™') =o(a), o(ab) = o(ba).

Exercice 4. Montrer que si a est 'unique élément d’ordre 2 d’un groupe G, alors a
appartient au centre de G, Z(G).

Théoréme I1.1. Soit G un groupe et a un élément de G. Soit ’lhomomorphisme

f:Z — G

p = ad

On a alors
1. Si f est injectif, a est d’ordre infini.
2. Sinon, a est d’ordre fini et son ordre est 'entier n strictement positif tel que Ker(f) =
nz.
Preuve. On a I'm(f) =< a > donc f est un homomorphisme surjectif de Z sur < a >.
1. Si f est injectif alors f est un isomorphisme de Z sur < a >, ainsi a est d’ordre
infini.
2. Si f n’est pas injectif alors Ker(f) est un sous-groupe non nul de Z. Dans ce cas,

il existe n € N* tel que Ker(f) = nZ et par factorisation de f & travers son noyau
nZ, on obtient Z/nZ =< a >, par suite a est d’ordre fini et o(a) = n.

]

Corollaire I1.1. Soit G un groupe et a € G.

a est d’ordre infini <= VkcZ*, d"#e

— VkeZ, d'=esk=0

Soit m € N*,

o(a) =m <= m est le plus petit entier strictement positif tel que a™ = e

— (Vk€Z, " =ec<=m divise k).

Preuve. La preuve se déduit du fait que Ker(f) = {k € Z : a* = e} et du théoréme. O

Corollaire I1.2. Soit G un groupe et a € G.
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1. Si a est d’ordre infini, les éléments de < a > sont distincts deur d deuz.

2. Sio(a) =m oum € N* alors < a >= {e,a, -+ ,a™ '}

Preuve. 1. Sia est d’ordre infini, f est injectif, donc Vk, k' € Z, k # k' = a* # o'

2. o(a) = m <= Ker(f) = mZ, et d’apreés la factorisation de f,

fiZ/m7Z — <a>

p — [(B)=/f(p)=a"

est un isomorphisme de groupes. D’ou
<a>:{?(2_)) / 6§p§m_1}2{67a7a27'“7am_1}'

Proposition 11.1.1. Soit G un groupe et a un élément de G d’ordre m. Alors :
Vk €Z, ofd¥)=—12

" pged(m,k)
Preuve. Soit k € Z. On pose d = pged(m, k), donc Im/ k' € Z tels que m = dm/, k = dk’
et pged(m/, k') = 1. On a (a¥)" = a"™ = ¥ = gF'™ = e.
Et, Vp € N*,  (a*)P = e <= 0" = ¢ <= m/kp <= m//k'p < m’/p, donc

k_ _ _ )
o(d") =m' =7 = ey -

Proposition II1.1.2. Soit G un groupe et a,b deux éléments de G d’ordres respectifs m
et n. On suppose ab = ba. On a alors : o(ab) = mn <= pged(m,n) = 1.

Preuve. On suppose o(ab) = mn. Soit d = pged(m,n), alors m = dm’ et n = dn/,
d’ott (ab)®™™ = (a®" )" (b™"')™" = e. 1l résulte alors de I’hypothése que mn/dm'n’ donc
dm’dn’ /dm'n’ ce qui donne d/1 d’ou d = 1.
Réciproquement, on suppose que pged(m,n) = 1.
— On a (ab)™ = (a™)"(b")™ = e.
— Soit k € N*,

(ab)" =e <= da"V*" =e¢ (car ab = ba)

— d'=vF=bF=dle<a>n<b>.

On pose ¢ = b=F = a*. Par hypothése, m et n sont premiers entre eux, donc d’aprés
le théoréme de Bézout, Ju, v € Z tel que mu +nv = 1 on a alors ¢ = ¢! = ™™ =
e = (am)ke(br) kv = e d’ott a* = b7F = e. Par suite, m/k et n/k et il résulte

de 'hypothése que mn/k.
L]
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Proposition I11.1.3. Soit G, G’ deux groupes et a,b deux éléments de G,G' respective-
ment, d’ordre fini. Alors I’élément (a,b) € GxG" est d’ordre fini et o(a,b) = ppem(o(a), o(b)).

Preuve. Soit m = o(a),n = o(b). On note u = ppcm(m,n) donc, Im’/,n’ € N tel que
pw=mm' et u=nn', dou (a,b)* = (a* ") = ((a™)™, (")) = (e, ).
Soit p € N* :
(a,b)? = (e,€/) <—= (aP,b") = (e, ¢€)
= (a? =€ et WP =¢)
= (oa)/p et o(b)/p) <= ppem(o(a), ob))/p
donc le plus petit entier strictement positif tel que (a, b)? = (e, €’) est le ppcm(o(a), o(b)).
[

I1.2 Groupes Cycliques

Définition 1I1.2.1. Un groupe G est dit cyclique lorsqu’l est engendré par un de ses

éléments, i.e. lorsqu’il existe un élément x € G tel que G =< x >.

Exemple. — Z =<1 > est un groupe cyclique infini.
— Pour n > 2, on a Z/nZ = {0,1,--- ,n—1}, et Vk € Z/nZ, k = k1. Donc
Z/nZ =< 1> est un groupe cyclique fini.
— Tout sous-groupe nZ (ou n € N*) est un groupe cyclique infini, nZ = {nk k €
L} =<n>.
— Soit n € N*, le sous-groupe U,, = {z € C*/z" = 1} de C* est un groupe cyclique fini

engendré par >7/".

Théoréme 11.2. Tout groupe cyclique infini est isomorphe a 7, et tout groupe cyclique

fini d’ordre n est isomorphe & Z/nZ.

Preuve. Soit GG un groupe cyclique, Ja € G, G =< a >. [’homomorphisme
f+Z — G=<a>
k — af
est surjectif et d’aprés la factorisation de f on a Z/Ker(f) = G. Si G est infini, a est

donc d’ordre infini et d’aprés le [théoréme I1.1| f est alors injectif, i.e. Ker(f) = {0}, et
par suite G = Z. Si G est fini d’ordre n, a est d’ordre n et donc d’apres le [théoréme IT.1]
Ker(f)=nZ, et G = Z/nZ. O

Corollaire I1.3. Deuz groupes cycliques finis sont isomorphes si et seulement si ils ont

le méme ordre.

Preuve. Si G et G sont isomorphes, ils ont le méme cardinal. Réciproquement, si G et
G’ sont cycliques, |G| = |G| = n, le théoréme montre que G et G’ sont isomorphes a
Z/nZ. O
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Proposition I1.2.1. 1. (i) Tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.

2. (i1) Soit G un groupe cyclique et f : G — G" un homomorphisme de groupes surjectif.
Alors G’ est cyclique.

3. (i) Le groupe quotient d’un groupe cyclique est cyclique.

Preuve. 1. (i) Soit H un sous-groupe d’un groupe cyclique G =< a > avec H # {e}.
Soit m le plus petit entier strictement positif tel que ™ € H. On a alors < a™ >C H.
Réciproquement, soit a”? € H avec p € N*, la division euclidienne de p par m
donne p = mq +r avec (¢,r) € N> et 0 < 7 < m. a’? = (a™)%a" et par suite
a” = aP(a™)"? € H. Puisque 0 < r < m et m est le plus petit entier strictement
positif tel que a™ € H on a alors 7 = 0 et il s’ensuit a? = (a™)? €< o™ >, donc
HcCc<a™ >.

2. (ii) G est cyclique donc Ja € G tel que G =< a > et comme f est un homomor-
phisme de G dans G, il résulte de la proposition f(G) = f(<a>)=< f(a) >
et finalement d’aprés la surjection de f, on obtient G' =< f(a) > .

3. (iii) G/R est I'image homomorphe de G par ’homomorphisme surjectif canonique
p: G — G/R donc d’aprés ce qui précéde G/ R est cyclique.
m

Proposition 11.2.2. Soit Gy et Gy deux groupes finis d’ordres respectifs m et n. Le
produit G x Gy est cyclique si et seulement si Gy et Gy sont cycliques dont les ordres

sont premiers entre euz.

Preuve. Supposons que GG; x Gy est cyclique et engendré par (a,b). La projection p;
(resp. po) de G sur Gy (resp. sur G3) sont des homomorphismes surjectifs. D’aprés la
proposition précédente, G; = Im(p;) et Go = Im(py) sont cycliques engendrés par a et
b, donc m = |G| = o(a) et n = |Go| = o(b). 1l s’ensuit alors, d’aprés la proposition
que o(a,b) = ppcm(m,n). D’autre part, et comme

O(CL, b) = |G1 X G2| = ‘G1HG2‘ =mn

On conclut alors que ppem(m,n) = mn, ainsi m et n sont premiers entre eux.
Réciproquement, supposons que (G; et (G sont cycliques, d’ordres m et n premiers

entre eux. Soit a un générateur de GG; et b un générateur de G5, d’aprés la proposition
11.1.3) o(a,b) = ppcm(m,n) = mn = |G41||G3| = |G1 X Gs, donc G1 x Gy =< (a,b) > . O

Corollaire I1.4. Soit m,n € N*,  Z/nZ x Z/mZ = Z/nmZ <= pgcd(n,m) = 1
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Générateurs d’un Groupe Cyclique

Théoréme I1.3. — (i) 1 et —1 sont les seuls générateurs du groupe cyclique (Z,+).

— (i) Vk € Z/nZ, (ot n € N*) :  k est un générateur de Z/nZ <= pgcd(k,n) = 1.

Preuve. — (i) S’il existe p € Z \ {—1,1} tel que Z =< p >, on aura alors 1 €< p >,
donc dk € Z tel que 1 = kp, ceci est impossible.

— (ii) Pour n > 2, Vk € Z/nZ,

ZIn7 =<k> < 3Ime€Z | 1=mk<ImpeZ | mk—1=pn
< dm,peZ | mk+(—p)n=1<= pgcd(n, k) =1.

]

Définition I1.2.2. La fonction d’Euler (ou encore indicateur d’Euler) est lapplication
¢ : N* — N* définie par p(1) = 1 et pour n > 2, p(n) est le cardinal de ’ensemble
{keN /0<k<n-—1 et pgcd(k,n)=1}

Exemple. p(2) =1, ¢(3) =2,0(4) =2, p(5) =4,9(6) =2, (7) =6, et ¢(8) =4
Exercice 5. Montrer que p(p) = p — 1 si et seulement si p est premier.
Remarque. p(n) est le cardinal de I’ensemble des générateurs de (Z/nZ,+).

On va généraliser ce résultat.

Théoréme I1.4. Soit G =< a > un groupe cyclique.
— (i) Si G est infini alors a et a~' sont les seuls générateurs de G.

— (1) Si G est fini d’ordren, V0 < k < n—1,a" est un générateur de G < pged(n, k) =
1. Il existe donc p(n) générateurs distincts de G. En particulier, si n est premier,

tous les éléments de G distincts de e sont des générateurs de G.

Preuve. — Si (G est infini, alors G = Z. Comme 1 et —1 sont les seuls générateurs de
Z, on a alors a et a~! sont les seuls générateurs de G.

— Si |G| = n, alors G = Z/nZ, ainsi, a* est un générateur de G <=> k est un générateur
de Z/nZ <= pgcd(k,n) = 1.
[
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IIT Classes. Sous-groupes Distingués. Groupe Quotient

II1.1 Classes & Droite et Classes & Gauche

Définition ITI.1.1. Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. On définit une relation
d’équivalence R, sur G par : Vx,y € G xR,y < v 'y € H. D’une maniere similaire on
définit aussi une relation d’équivalence Ry sur G par :Vr,y € G xRy < xy ' € H.
Soit x € G. La classe d’équivalence suivant R, de x est 79 = {zh/ h € H} = zH,
appelée classe a gauche modulo H. De méme, la classe d’équivalence suivant Ry de x est
7 ={hx/ he H}= Hux, appelée classe a droite modulo H.
On désigne par (G/H), et (G/H)q 'ensemble des classes & gauche et ['ensemble des

classes a droite modulo H respectivement.

Remarque. — S5i G est abélien, les relations R, et Ry coincident,
— en général, aucune de ces relations n’est compatible avec la loi de G,
— la classe a gauche et la classe a droite de l’élément neutre de G est H,

— Vr € G, xH, Hx et H sont équipotents via la translation a gauche et la translation a
droite, respectivement. Donc, si H est fini, on a |H| = card(zH) = card(Hz), Vo €
G.

Proposition ITI.1.1.

Soit ¢: (G/H), — (G/H)q4

_ B —d
79 =xH —— Hz '=gzg1

@ est une application bijective. En particulier, si (G/H), est fini, alors (G/H)q est

fini et ils ont méme nombre d’éléments.

Preuve. Montrons que ¢ est bien définie et injective : V29, 3¢ € (G/H),.

Y=y srRysrlyveHesrs (y ) 'eH e 'Ry

e =y T e Hol = Hy ' & (@) = o(7)

Il est clair que ¢ est surjective. O]

Définition ITI1.1.2. Si (G/H), est fini alors on note |G : H| = card(G/H )y, (= card(G/H)q4)

et on Uappelle l'indice de H dans G.
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Théoréme II1.1. (Théoréme de Lagrange) Si G est un groupe fini et H un sous-groupe
de G, on a |G| =[G : H||H|. En particulier, |H|/|G|.

Preuve. Comme l'ensemble des classes distinctes a gauche (resp. a droite) forme une
partition de G et toutes les classes & gauche (resp. & droite) ont le méme cardinal |H|, on

a alors |G| = m|H| ot m est le nombre de classes distinctes a gauche (resp. a droite) i.e.
G : H]. O

Si Uordre de |G| =n et d € N* est un diviseur de n alors il n’existe pas néces-
sairement un sous-groupe de GG dont l’ordre est d. Par contre, si G est cyclique
d’ordre n, alors pour tout diviseur d de n, il existe un et un seul sous-groupe
de G dont Uordre est d. (voir TD.)

Corollaire IT1.1. Soit G un groupe fini.
— (a)Vz € G, o(x)/|G| en particulier /% = e.

— (b) Si H est un sous-groupe de G' et K un sous-groupe de H, alors |G : K| =[G :
H]-[H : K].

Preuve. — (a) Il résulte du théoréme de Lagrange que
Vee G, |G=[G:<zx>]|<z>|=[G: <z >]o(x)

donc o(z)/|G| et, par suite, z!¢ = e.

— (b) H est un sous-groupe de G et K un sous-groupe de H ; donc,
|G| =[G : H]|H| et |H|=[H : K]|K]|.

Or,on a: |G| =[G : K|-|K|. Par conséquent, |G : K] =[G : H|[H : K].

[
Théoréme II1.2. Soit H et K deux sous-groupes finis d’un groupe G. Alors, card(HK) =
| H|| K|
|HN K|
K
Preuve. Soit L = HN K. On a [K : L] = ||L|| = n et (Lk;)1<i<n est une partition de

K, dou K = J._, Lk; et par suite, HK = J;_, HLk; = J_, Hk; car HL = H. Comme
(HFE;)1<i<n sont disjoints deux-a-deux, (en effet, s’il existe i # j tel que Hk; N Hk; # 0,
il existe h,h' € H tels que hk; = h'k; ot h'"'h = kjk;' € HN K = L et par suite
kj € Lk;, ceci est contradictoire avec Lk; N Lk; = (), on a alors

card(HK) = Z card(Hk;) = n|H| =

=1

|H||K]|
|[HN K|
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ITI.2 Sous-groupes Distingués

Définition II1.2.1. Un sous-groupe H d’un groupe G est dit distingué ou normal si
Ve € G, xHx'=H. On notera H < G.
Remarque. — Tout sous-groupe d’un groupe abélien est distingué.

— G et {e} sont des sous-groupes distingués de G.

Proposition IT1.2.1. Soit H un sous-groupe d’un groupe G alors les conditions suivantes

sont équivalentes :
— (i) xH = Hzx, Yz ed(d
— (i) xHz"' C H, Vzed
— (i) tHe ' = H, VxeGie HLQG.
Preuve. — (i) < (7i7) : les translations a gauche étant bijectives, Vo € G, xH =
Hy < xHo '=Hyx ' aoHo ' =H

— (1) = (44i) : on suppose que tHx™' C H, Ve G.
Soit h € H et v € G. h = z(z 'ha)x™" avec z7'he € H d’aprés ’hypothése, d’ou
he€xHx™!, ainsi, H C xtHa™', Vr € G.

O
Exercice 6. — Z(G)<JG.
— Int(G) < Aut(G).
— Tout sous-groupe d’indice 2 d’un groupe G est distingué.
Propriétés I11.2.1. — (a) Si H et K sont deuz sous-groupes de G tel que K C H et

K <G alors K< H.
— (b) Soit H et K deux sous-groupes de G. Si H QG (resp. K <G) alors HK est un

sous-groupe de G.
— (¢) L’image réciproque d’un sous-groupe distingué par un homomorphisme de groupes
est un sous-groupe distingué. En particulier, le noyau est un sous-groupe distingué.

— (d) L’image directe d’un sous-groupe distingué par un homomorphisme de groupes

surjectif est un sous-groupe distingué.

— (e) Soit (H;)icr une famille de sous-groupes distingués de G, (\;c; H; et < U;c; Hi >

iel
sont des sous-groupes distingués.

Attention ! Soit H et K deuz sous-groupes de G tel que K C H : K < H et HLG
+ KJdG
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Il est clair que si H QG on a Ry, = Ry, et par suite (G/H), = (G/H)4. On notera
alors G/H = (G/H), = (G/H),.

La proposition sutvante est une caractérisation du groupe quotient.

Proposition II1.2.2. Soit H un sous-groupe de G. H est distingué de G si et seulement
si Uensemble (G/H), est un groupe pour la loi : T-y = xy, VZ,y € (G/H),. Et dans
ce cas, G/H est appelé groupe quotient et la surjection canonique p : G — G/H est un
homomorphisme de groupes.

Preuve. On suppose que H < G. Pour montrer que ((G/H)g, ) est un groupe il suffit
de montrer que R, est compatible avec la loi de G. V1,29, y1,72 € G tel que z1 Ry, et
z9Ryya, donc z7'y; € H et 25"y, € H. Comme H est distingué, x5 (z7'y1)re € H; et
puisque H est stable par la loi, on a alors (x5 'y 'y120) (25 'ye) € H, donc (z125) 'y1y €
H, ie., x129R,y1y2. Ainsi R, est compatible avec la loi de G.

Et finalement, puisque H est distingué dans G, alors (G/H), = (G/H); = G/H.

On conclut alors que G/H est un groupe.

Inversement, on suppose que (G/H), est un groupe et donc que R, est compatible
avec la loi de G. Montrons que H < G. Soit v € G et h € H. On a vR,x et hRje. Par
hypothése, h R,z i.e. zha™" € H donc H est distingué. O

Exemple. (Z,+) est un groupe abélien, d’ot tout sous-groupe nZ ot n € N de 7 est
distingué, et par suite Z./nZ est un groupe abélien.

Remarque. 1. Si G est abélien alors G/H est abélien. Mais réciproquement, G/H
peut étre abélien sans que G le soit! (c¢f. TD)

2. Si H est un sous-groupe distingué et d’indice fini dans G alors G/H est un groupe
fini et |G/H| =[G : H].
3. Si G est fini et H un sous-groupe distingué de G alors G/H est un groupe fini et

G|
G/H| = |
Attention ! G/H peut étre fini sans que ni G' ni H le soient (exemple : Z/nZ pour
n>1).

Proposition I11.2.3. Soit H un sous-groupe d’un groupe G. H est distingué si et seule-

ment st H est le noyau d’un homomorphisme de groupes.
Preuve. Soit H < G. On considére 'homomorphisme canonique surjectif

p: G — G/H
r —— T

Ve € G, x € Ker(p) <= T=¢<=z € H, donc Ker(p) = H.
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Inversement, si f : G — G’ est un homomorphisme de groupes, on a Ker(f) <G, donc
si H= Ker(f), HJG. O

Définition II1.2.2. On dit qu’un groupe G est simple s’il ne contient aucun sous-groupe
distingué non trivial (i.e. différent de G et {e}).

Proposition II1.2.4. Un groupe G est d’ordre premier si et seulement si il est cyclique

et stmple.
Preuve. Exercice! O

Dong, les groupes (Z/pZ,+) ol p est un nombre premier, sont les seuls groupes commu-
tatifs simples. On verra dans la suite (chapitre 2) que les groupes alternés A,, pour n # 4
sont simples.

Propriété Universelle du Groupe Quotient

Théoréme IT1.3. (Décomposition canonique d’un homomorphisme de groupes) Soit H un
sous-groupe distingué d’un groupe G et p homomorphisme surjectif canonique de G vers
G/H. Pour tout homomorphisme f : G — G’ tel que H C Ker(f), il existe un unique
homomorphisme de groupes f : G/H — G’ tel que fop = f, Ker(f) = p(Ker(f)) =
Ker(f)/H et Im(f) = Im(f). f est un isomorphisme si et seulement si f est surjective

et Ker(f)=H.

Preuve. Comme [ est constante sur H de valeur ’élément neutre ¢ € G, on voit que f
est constante sur toute classe T = x H modulo H. D’aprés la décomposition de I’application
f, il existe une application f de G/H dans G’, unique, tel que fop = f et il est facile de
vérifier que f est un homomorphisme.

On a Im(f) = Im(f) car f(z) = f(z),Vz € G. Et VT € G/H,

TE€Ker(f) e f(@)=¢ & f(r)=¢ & v € Ker(f) & 7 € p(Ker(f))
Ce qui prouve que Ker(f) = p(Ker(f)). O

On déduit du théoréme précédent le résultat suivant qui, en raison de son importance
et usage fréquent, a été montré précédemment. Ce résultat est connu sous le nom de
"Premier théoréme d’isomorphisme". Et de ce dernier vont découler deux autres théorémes

d’isomorphisme.

Corollaire III.2. (Premier théoréme d’isomorphisme) Soit f : G — G’ un homomor-
phisme de groupes alors G/Ker(f) = Im(f). Si de plus G et G’ sont finis, |f(G)|/|G]| et

[F(G)I/1E-
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Preuve. D’aprés le théoréme précédent H = Ker(f) < G, Ker(f) = p(H) = {e} et
Im(f) = Im(f). Donc f est un isomorphisme de G/Ker(f) sur Im(f). O

Exercice 7. Montrer que G/Z(G) = IntG.

Exercice 8. Soit G un groupe. On suppose que G est le produit direct de deux sous-groupes
H et K. Montrer alors que H 1G et G/H = K.

Théoréme I11.4. (Deuziéeme théoreme d’isomorphisme) Soit H un sous-groupe distingué
d’un groupe G. Pour tout sous-groupe K de G, ona HNK <K, H<HK et K/HNK =
HK/H.

Preuve. On a H <G d’ou HK est un sous-groupe de GG et puisque H C HK on a alors
H <4 HK et par suite HK/H est un groupe.

HNK <K, en effet, soit h € HNK et v € K, on a zha~! € H puisque H < G.
On a aussi zha~! € K puisque x,h € K. On conclut alors que xzhaz=! € H N K, donc
HN K QK et par suite K/H N K est un groupe.

Soit ¢: K — HK/H
k — k=kH=Hk
¢ est un homomorphisme de groupes. D’aprés le Premier théoréme d’isomorphisme,
K/Ker(p) = Im(yp).
Vk € K, k& Ker(p) <= plk)=e<+=k=¢<=kec H=kc HNK, donc
Ker(p) = H N K. Ainsi, ¢ est injectif. Soit maintenant hk € HK/H avec h € H et
k€ K.Onahk=hk=¢ek=k= k), donc, ¢ est surjectif, ainsi Im(p) = HK/H. On

conclut que K/HNK = HK/H. O
Remarque. Lorsque H et K sont finis, on en déduit I'égalité suivante : |HK| =
|HI| K]

|HN K|

Exercice 9. Soit H et K deux sous-groupes distingués d’un groupe fini G. On suppose
que le pgcd(|H|, |K|) = 1, montrer que pour tout h € H, k € K, hk = kh. En déduire que
HxK=HK.

Sous-groupe d’un Groupe Quotient et Troisiéme Théoréme d’Isomorphisme

Proposition IT1.2.5. Soit G un groupe et H un sous-groupe distingué dans G. L’ensemble
des sous-groupes de G /H est en bijection avec l’ensemble des sous-groupes de G' contenant
H. En considérant p : G — G/H [’homomorphisme surjectif canonique, pour tout sous-
groupe K de G/H, il existe un unique sous-groupe K de G contenant H tel que K =
p(K)=K/H.
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Preuve. Exercice! O

Théoréme II1.5. (Troisiéme théoréme d’isomorphisme) Soit G un groupe et H, K deux
sous-groupes de G tel que K C H, H <G et K G, alors
(H/K) < (G/K) et (G/K)/(H/K) = G/H.

Preuve. Notons py (resp. px) ’homomorphisme surjectif canonique G — G/H (resp.
G — G/K). 1l est clair que H/K = px(H) est un sous-groupe distingué de G/K comme
image par un homomorphisme surjectif d’un groupe distingué dans G. Done, (H/K) <
(G/K) et par suite, (G/K)/(H/K) est un groupe.

Par ailleurs, en appliquant le théoréme de la propriété universelle d’un groupe quotient
(théoréme II1.3) & py : G — G/H puisque Ker(py) = H D K, il existe un homomor-
phisme f: G/K — G/H, unique, tel que f o px = py et

Ker(f) = px(Ker(pn)) = px(H) = H/K

Comme f o px = py est surjectif, on a f est surjectif, d’'ott : Im(f) = G/H. On
conclut d’aprés le Premier théoréme d’isomorphisme que G/K /Ker(f) = Im(f) donc
(G/K)/(H/K) = G/H. 0
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