Université My Ismail A. U. 2020-2021
Faculté des Sciences—Meknes S. IV
Département de Mathématiques Algébre 6

Série 1 (Corrigé/Indications)

Exercice 1
1. On vérifie facilement que R, est réflexive, symétrique et transitive et que pour tout x € E, 274 = z1tn A.

2. On applique le théoréme de décompostion d’une application a Uapplication ps = p|4 : A — E/R laquelle
est constante d’apres (1) sur les classes de R 4.
Il existe donc une application j4 : A/R,, — E/R qui vérifie py = jaop avecp : A — A/R,, la
projection canonique de A sur le quotient relativement a la relation déquvalence R,,, induite par ps sur
A @Ry, y < pa(x) = pa(y)).
D’autre part, on vérifie facilement que pour tout z,y € A, ona : zR,,y < xRay et par suite les deux
relations déquivalences R,, et R4 sont identiques sur A.
Il en ressort que A/R,, = A/R4 et donc que q : A — A/R4 est exactementp : A — A/R,,. Dol le
résultat.

3. Par sa construction, j4 est injective (car ps est constante sur les classes) et elle est canonique (provient
de la décomposition canonique de p4).

Exercice 2
Il est a noter tout d’abord que Uimplication directe est évidente puisque tout groupe admet une élément
neutre (a droite et a gauche) et tout élément admet un symétrique (a droite et a gauche).

Pour la réciproque, en remarque au début que eTe = e. Ensuite, si x € G vérifie xTx = z, alors en
composant les deux membres (a gauche) par z’, on obtient d’aprés (ii), U'associativité puis (i) que © = ¢
(noter que puisque T est une l.c.i, la composition préserve U'égalité). On en déduit que e est le seul élément
idempotent de G.

Ensuite, on a par associativité et (i) : (xTx' )T (zTx") = 2T (eTx') = T2’ et donc que xTx' est un idempotent,
ce qui entraine d’aprés ce qui précéde que xTx' = e et donc que x' est aussi un inverse a droite de x.

Enfin, par associativité et (i), on a : 2Te = 2T(x'Tx) = (zT2')Tx = eTx = z et donc e est aussi un élément
neutre a droite.

Exercice 3
1. Il s’agit de trouver une condition nécessaire et suffisante sur G pour que ¢ soit un automorphisme.
Remarquons alors que ¢ est un endomorphisme, si et seulement si Vx,y € G, ¢(zy) = ¢(x)p(y) si et
seulement si p(xy) = p(yx) car, (par définition de @) on a : o(x)p(y) = 271y~ = (yx)~! = p(yz). On
applique ensuite p~! et on obtient que Vz,y € G, zy = yx c-a-d que G est commutatif.
Il est d’autre part évident que si G est commutatif, alors ¢ est un automorphisme. Par conséquent la C.
N. S. est que G soit commutatif.

2. Notons tout d’abord que par définition :

v | ax...xa(k fois)sik >0, (1)
T et x .. xat ((=k) fois) si k < 0.

En particulier a® = e. Par suite, on a les relations suivantes :

(@) :sik>0,d" =a"ta=ad"?t, etdoncafa=t = ak1

(b) :sik<0,ad" =(a')* =a*"1a=aa*"', etdoncaaF = (a71)FHt = (a71) "D = gF1

(¢) :Vk € Z : a* = (a=%)~'. L'application f : Z — G, k + a* est un homomorphisme de groupes si

1/4



Série 2 Algebre

Vk, k' € Z, a***¥ = aka*'. En utilisant les propriétés (a), (b) et (c). on a successivement :
(i) si k, k' >0, alors
aka¥ = akalaa® = gkl tl = =HR gk—igk'+i —
ak’—ia—laak/+z’ — ak—(i+1)ak’+(1:+1) — PR ak—i—k’_
(2)
(i) si k, k' <0, il suffit de remplacer a par a~' et appliquer (c).
(iii) () si k > 0et k' <0,
aka¥ = aFaalak = aFtiah Tl = | =HR ghtigh'—i =
abFiga—Lgh —i — gkt gk —(i+1) —  _PR gkt
(3)

Exercice 4
1. Pour N¢(K), on a successivement Ng(K) C G (par définition); e € Ng(K) # 0; V9,9 € Ng(K) :
(99")'K(99') = (¢") " (97" Kg)g' = (¢') ' K¢ etparsuitegg’ € No(K);enfing 'Kg=K = g(g~'Kg)g~' =
gKg ' = K = gKg ! = (¢g7})"*Kg! et donc g~ € Ng(K). On conclut alors que N¢(K) est un sous-
groupe de G et on montre de méme que Cq(K) est aussi un sous-groupe de G. Enfin, Uinclusion
Ca(K) C Ng(K) se déduit de leurs définitions.

2. Supposons que Ng(K) = G et montrons que K = UgeGgflKg. Comme K = e ' Ke, il reste @ montrer

queUy,cq9 ' KgC K c.a d queVg e G,onag 'Kg C K, en fait, de plus : Vg € G, onaalors g € Ng(K)
etdoncg 'Kg=K.
Réciproquement, supposons que K = | JeG g 1Kg et soit g € G un élément quelconque. Il faut montrer
que g € Ng(K). On a évidemment g-'Kg C K. D'autre part, tout k € K s’écrit k = (g %) (gkg=1)g €
g 1Kg car gkg7' = (g7 tk(g7!) € (¢7H)"IK(g7!) C K (par hypotheése). Par suite, K C g~ 'Kg et donc
g 'Kg=K.

Exercice 5

Supposons que HK est un sous-groupe de G et montrons que HK = KH. Six = hk € HK (qui est un
sous-groupe), alors ' € HK et dong, il existe ' ¢ H,k' € K tel que x~' = h'k'. D'ottz = k'~'h'~! € KH (car
K et H sont des sous-groupes de G). Ainsi, on a montré que HK C KH. Soit maintenant x = kh € KH, son
inverse v~! = h=1k~! € HK qui est un sous-groupe et par suite x € HK. Dou KH C HK.

Supposons maintenant que HK = K H et montrons que HK est un sous-groupe de G. Ona) # HK C G
et six = hk, y = W'k’ € HK, alors xy = hkh'k' = h(kh K = h(WE”)k' = (hR)(K”K') € HK pour un certain
couple b’ € H, k" € K issus de 'hypothese HK = KH. D’autre part, t = hk € HK = KH s’écrit donc sous
la forme = = kih; (dans KH) et donc x~' = hi'k;! € HK. Par conséquent HK est un sous-groupe de G.

Exercice 6
Dans cet exercice, on appliquera le premier théoreme d’isomorphisme pour un homomorphisme de groupes
spécifique a chacune des deux questions.

1. Dans ce cas, on écrit U = {e?™ t € R} (c’est une écriture parmi d’autres, mais ici convenable). On
considere alors Uapplication f : R — U définie par f(t) = %™, Il est clair qu'elle est bien définie,
surjective (par definition de U) et que c’est un homomorphisme de (R, +) dans (U, x) considéré comme
sous-groupe de (C*, x).

Ker(f) ={t € R: €2 = 1}. Mais alors €™ =1 < 2wt =0+ 2knw, k€ Z <t € Z. Dot Ker(f) = Z et par
le premier théoréme d’isomorphisme, on déduit que R/Z = U.

2. Dans ce cas (trés facile), considérer 'homomorphisme f : (C*, x) — (R%, x) donné par f(z) =| z | (le

module) et appliquer le premier théoréme d’isomorphisme de groupes.

Exercice 7 0 1 0 i
Soit Qg le sous-groupe de GL-(C) engendré par les deux matrices A = <_1 0> etB = (z 0) .

1. On vérifie facilement que A? = B? = — I, et donc A> = —A et BA = —AB.

2. Montrons au début que

Qs = H={+A"B"A2B" A" Bi" : i =k =—1, 0, ou + 1etn > 0}.
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Il s’agit de montrer que H est le plus petit sous-groupe de GL>(C) contenant A et B. Par définition
de H,ona:A Be Hetl # H C GLy(C). D'autre part, le produit de deux éléments de H est un
élément de H. De méme pour Uinverse. Finalement, si K est un sous-groupe de Qs contenant A et B, il
contient leurs inverses A~! et B~! et donc tout produit A" B/ A2 BJ2 .. Ai» Bin» et comme A% = B2 = —1I,
et BA = —AB, un tel produit peut s’écrire sous la forme A" Bt A2 B2 ... A% Bi» . Par conséquent
HCK.Dou Qs =H.

Utilisant encore une fois de plus les relations A?> = B2 = —I, et BA = —AB (celle-ci exprime lUanti-
commutativité), on conclut que

Qs = H = {£I,, £A, £B, +AB}.

Il en résulte que Qs = Hest un sous-groupe d’ordre 8. En dit que (s est défini par les générateurs A
et B et les relations A2 = B2 = —], et BA=—AB.

N.B; Vous pouvez faire des recherches sur internet pour avoir d’autres définitions de ()3 et de méme
pour le groupe des octonions.

Exercice 8
1. La réponse est non grdace au contre exemple suivant :
k=co 2imtm
Lipoo = U Lyi; OU Lk = {e 7 Ogmgpk—l}
k=0

En effet :

2im
(i) Chaque Z,. est un sous-groupe cyclique de U = S! qui est engendré par e»* . (facile).
(ii) (Z,x)r>0 est une suite croissante de sous-groupes de U :

imm 2ixmpk’ —F 2imm

Si0 < k<K, alors p* = p*p¥'—* et donc = ppk_,k ce qui entraine e (e " " et
par suite Zpk C Zpk/.

(iii) Z, est aussi un sous-groupe de U :
Pour cela : sizy, z; € L, il existe alors k, k' > 0 tels que z1 € Z,» et z; € Zpk/ et en supposant (par
exemple) que k < k’, on obtient que z1, 23 € Z,w et donc 21(29)71 € Ly C Loso-

(iv) Tous les sous-groupes propres de 7., sont finis :
Pour cela, remarquons tout d’abord que chaque élément de Z., est d’ordre une puissance p" (n >
0). Considérons H un sous-groupe propre de Z., et supposons que l'ensemble des ordres de ses
éléments est infini. Nécessairement, pour tout z € Z.,, il doit exister ' € H tel que o(z') = p* >
o(z) = p’C et donc Ly C Zpk/ =< 2/ >C H par suite Z,, C H ce qui est une contradiction. Il en
ressort que les éléments de H sont tous d’ordre fini et que 3h € H d’ordre maximal égal a p™. Par
conséquent, H = Zyn.
En conclusion, Z., est un groupe infini dont tous les sous-groupes sont finis (et en fait tous cy-
cliques).

2. G est un groupe abélien. Montrons que 'ensemble de ses éléments d’ordre fini noté T'(G) est un sous-
groupe de ce groupe.

OnaT(G) C Geteestdordrel donce € T(G), par suite, T(G) # 0. Soient maintenant x, y € T(G)
d’ordres respectifs o(x) = n et o(y) = m. On a alors, puisque G est commutatif, (zy)"™ = "™y = e car
"M = (z™)™ = e et de méme y"™ = (y™)" = e et donc zy € T(G). On a aussiVk > 0, (z71)*2* = e (par
récurrence), donc, en particulier (xr=1)" = (2")~! = e, par suite x=! € T(G). Par conséquent, T(G) est un
sous-groupe de G.

Pour T(T(G)), remarquer que T(T(G)) C T(G) et que puisque tous les éléments de T(G) sont d’ordre
finialors T(G) C T(T(Q)). Dot T(T(G)) =T(G).

Exercice 9
Soit (G, .) un groupe d’ordre fini n.

1. Supposons que n est premier et montrons que G est cyclique. On sait d’aprés le Théoréme de Lagrange
que lordre de tout él’ement de G divise celui de G. Mais, comme n est premier (donc n > 2) ses seuls
diviseurs sont 1 et n. Par suite, G\{e} contient un élément d’ordre n qu’on note z. Ainsi, le sous-groupe
< x > de G engendré par x est d’ordre n, et par conséquent, il est égal a G ; et donc G est cyclique.
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2. Soit ¢ un endomorphisme de G. On sait que pour tout x € G :
oz)=ne (" =cetVk >0, (¥ =e=n/k)).

(i) Supposons que ¢ est un automorphisme de G. On a alors pour tout x € G d’ordre o(x) = n, (p(x))" =

o(z") = ple) = e etVk > 0; (p(z))F = e = p(aF) = e = ¥ = e = n/k (on a utilisé Uinjectivité de ).
Par suite o(x) = n = o(p(z)) = n. Inversement, en appliquant le méme raisonnement a p~!, on a :
o(p(z)) =n = o(p " (¢(x))) =n = o(z) =n. DoncVz € G, o(p(z)) = o(z).
Réciproquement, supposons que Vx € G, o(p(x)) =o(z).Vz € G,onap(x) =e=o(p(z))=1=x=c¢
et par suite ¢ est injective. Mais comme par hypothése G est fini, ¢ est aussi surjective (toute
application entre deux ensembles finis de méme cardinaux est injective ssi elle est surjective ssi
elle est bijective).

(i) D’'aprés (i) il revient a montrer que Vx,y € G, o(zvy) = o(yx). Supposons donc que o(zxy) = n donc
(zy)™ = e etVk > 0, (zk)* = e = k/n. Mais alors

(zy)" == (zy)(zy) ... (xy) =n = x(yz)(yz)... (yr)y =e= (yo)" ' =27y~ = (y2) ' = (ya)" =e.
et de méme Yk > 0 (yz)* = e = (zy)* = e, par suite puisque o(zy) = n, on a k/n et donc o(yz) = n =
o(zy). Idem, sio(yx) = n alors o(zy) = n.

Exercice 10

Soit G un groupe cyclique d’ordre n et k un diviseur de n ; on écrit n = kq. Soit H un sous-groupe de G d’ordre
k (on peut supposer que k > 2 sinon H = {e} est alors unique). Montrons que H =< x% > (ce qui impliquera
qu’il ne dépend que de n et k et donc qu’il est unique). On sait que tout sous-groupe d’un groupe cyclique est
cyclique, donc il existey € G tel que H =< y >. Ory € G donc 3l > 1: y = z'. Ainsi

YVr=e=at=e=>n/lk=lk=ng+7r, 0<r<n.

Sir # 0, alors z!F = 2"2" = e = 2" = e = n/r, ce qui est absurde et par suite r = 0 et donc n = lk et comme
n = kq on obtient | = q. Par suite H =< y >=< 29 >.

Exercice 11
Soit G un groupe d’ordre 4. Si G est cyclique, alors G = Z/47. Supposons donc (pour compléter la dis-
Jjonction des cas) que G n’est pas cyclique. Comme lUordre d’'un élément divise celui du groupe, alors Yz €
G\{e}, o(x) = 2. Soient z,y € G, comme zy € G, onaalorso(zy) =2 = (zy)’ =e=a(yr)y = = yr =z ly 1 =
xy (car x? = y? = e). Par suite G est commutatif. Il en résutlte que G = {e,z,y, 1y} =<z >< y >= {e,z}{e,y}.
On considere

g: (G,.) — (Z)2ZxZ/2Z,+)
e — (0,0)
x —  (1,0)
xy — (1,1).
On vérifie facilement que g est bien définie et que c’est un isomorphisme de groupes.
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