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Corrigé de la série 1 : Calcul d’intégrales et de primitives

Corrigé de I’exercice 1. (Définition de I'intégrale)
1. Pour montrer que F' est une primitive de f sur R il suffit de vérifier que F est dérivable
sur R et que pour tout x dans R, F'(x) = f(x).
En effet, on a F est dérivable sur R et

et te” 4
N 2 (e* + e—@)?2
= f()

donc F est une primitive de f sur R.

2. D’apreés la question précédente et la définition d’une intégrale définie,

/01 f(z) do = [F@)I — (1) - F(0)

(=)
= arctan [ ————
2
) e? —1
= arctan :
2e
3. D’apreés le tableau des primitives usuelles (voir le cours), on peut écrire
1
1
/ = [1H(I+\/$2+1)L1],
0

?2+1
= In(1+V2).

En remarquant que la fonction t — est paire, on obtient

1
NZEY
L | | /3

=2 =2In(1 4+ V2).
/_1 t2+1 /ovt2+1 ( )

Corrigé de I’exercice 2. o

[arctan(tQ)} ,

arctan(1),

ol AN~ DN



= [ = [ ey e
o (L) )2 ’

fn+1
en utilisant la formule /f’f” =
n+1

3
u
J=[ —% _qu =
/2<1+u2>2 !

, on obtient

w/4 /4
K = / tan(t)dt = / sin(?) dt
0 o cos(t)

= [ ~In| cosa)q

w/4

0




Sz/lg%dt = /18(t)’(t)_1/3dt
- [53),

8
i
2 1
_ 9
= 5
[
%arcsin(t) o1 :
P= 0 1—_152dt = /0 — arcsin(t)dt
= /ﬁ(arcsin(t))’ arcsin(t)dt
0
B [arcsinQ(t)}\}§
2 0
_
32
[ ]
Q- / costn(®) 4 _ / L cos(in(t)) dt
1 t 1t
= / (In(t))" cos(In(t)) dt
1

en utilisant la formule la dérivée de la composée

~—~

flg(2)) = g'(x)f(g(x)), on déduit que
Q= [Sin(ln(t))] = sin(1).
1
Corrigé de D’exercice 3. (Intégration par Changement de variable)

e calcul de I : Posons t = p(x) = €%, la fonction o est de classe C* (bijective) de l'in-

1
tervalle [—1, —In 2] dans e}, 5], de plus
1
Y'(x)=¢e", p(—In2) = 3 et o(—1)=e1,
d’apres la formule d’intégration par changement de variable, on a

1 e o dt
I, = —dz = _——
—1n2 \/1—62I % \/1—t2 t

2

e ! 1
= dt
1 /1 —¢2
—1

= [arcsint]i
2
1
= arcsin(e ') — arcsin(ﬁ)
. -1 ™
= arcs - =
resin(e” ) 5



e calcul de J; : Posons u = ¢(x) = sinx, la fonction ¢ est de classe C' (bijective) de linter-

valle [0, g] dans [0,1] et plus précisement,
x:0:>u:(),.7c:g:>u:1 et du = cosz dx
d’ot

w/2 1 9
J1:/ Vsin x cos x dx:/ Vu du = [gu\/ﬂ]é:—
0 0

e calcul de K (facultatif) : Rappellons que les fonctions hyperboliques sh et ch sont définies
el —et et +et

et ch(t) =

sur R réspectivement par : sh(t) =

. Elles vérifient ’égalité

suivante pour tout réel t,
ch*(t) — sh*(t) =

Si Uon pose x = sh(t), il vient /1 + 22 = \/ch?(t) = cht et dxz = ch(t) dt et par suite

1
K, :/ V1+ 22 de
Oargshl
= / ch(t) - ch(t)dt
Oargshl
= / ch(t)dt

0

1 [e2t . e—2t argshl
12 T,

t
e calcul de Ly : Posons, comme il a été indiqué, x = tan(§) (&t =2arctanz) on a

s 7 s s dx
tzzix:tan(g), t:§:>x:tan(z):1 et dt:21+x2.
: 2 :
Sachant que sint = ———, on obtient
1+ 22

E| ! 1 d

Kl :/ — dt :/ 2 * 3
= sint tan(Z) 2z 1+

1+ 22

1
/ 1 dx
tan(g) z
1
= [ln]m\]
n(

= —In ( tan(

:—ln(\/_
=In(1+v2)

oo\:i

)
)
)

H00|>]

Corrigé de ’exercice 4. (Intégration par parties)

Posons { ue) =z { u'(r) =1

V' (z) = e” v(x) =e”



Les fonctions u et v sont de classe C* sur [In2,1], d’aprées la formule d’intégration par parties,

1
I = [xex]llnz - /mzex dr = [xeﬂllw - [ex]lan
= [xe”‘“ — eﬂ

=2—-2In2

1
In2

de la méme maniéere

™

0
7r

0

[
= [—xcosa:}g—k [Sinx}
[sinx—xcosx]

T

et
t

1 1
Ky = arccost dt = |t arccost o / dt
? /—1 [ :|_1 -1 \/1 — t2

2t

1
= [tarccost]i - 1/
b2 vVI-¢
= [tarccos t]l_l + % [2v1— tﬂl_l
= |tarccost + V1 —t2 i
1

dt

¢ t? “t°1
2 e
H2:/1z1ntdt:[§1nt}l— ——dt

L 3t
t3 1 [
:[glnt}l—g/l t*dt

e 1 are
:g—g[tg]l

2 +1
9

Posons u(t) = t3 et v'(t) = e'. Les fonctions u et v sont de la classe C' sur R, donc par une
primitivation par parties, il vient

Ly, = /t3et dt = t3e! —3/t26t dt

Pour terminer le calcul, nous utilisons la méme technique pour calculer la primitive [ t*e* dt.....

Corrigé de I’exercice 5. (Primitivation de fractions rationnelles)

2t —1
1.e Calcul de /—dt
(t—1)(t—2)

L’intégrale est définie sur ] — oo, 1{U]1, 2[U]2,400[. La décomposition en éléments simples de

2t —1
la fraction rationnelle ————— donne

(t—1)(t—2)
2t —1 —1 3
=+

t—1(t—2) -1 t_2



ce qui entraine que

/%dt:/(_—lJr%)dt:—ln|t—1!—|—3ln|t—2|+0(t),

ot c(-) est définie par

¢, site]—oo,1]
C(t) = ca, Sil 6]1,2[ (CZ' eR, i= 1,2,3)
cs3, Sit€]2,400]

1
L] OQZCUZ de /mdt

Cette intégrale indéfinie est définie sur R. En écrivant le trinéme 2t> + 2t + 1 sous sa forme
canonique, on obtient

1 1 2

2 _ - - —1)2
202 — 2t + 1 (2t —1)2 + 1) (2t —1)2+1

1
2

ce qui implique que (effectuer le changement de variable u = 2t — 1 si nécessaire)

1
/ m dt = arctan(Zt — 1) + ¢,

ot ¢ est constante réelle.
2. e Calcul de /coth dt

1 2t
En linéarisant cos®>t on obtient cos*t = ++S(> ce qui implique que
1 2t 1 in(2t
/cos2t dtz/%s() dt = EHSHIEl e ceR,

e Cualcul de /tan3t dt

L’intégrale /tan?’t dt est définie sur Dtan I’ensemble de définition de la fonction tan et

/tan3t dt = /tanzttant dt = /(1—|—tan2t)tant—tant dt
:/(1+tan2t)tantdt—/tant dt
1
:§tant—1n|cost|+c(t),

ou c(+) est constante sur chacun des intervalles qui composent Diay,.

o Calcul de/ 14 dt
cos*t

™ ™
1. Dtan: U] _§+kﬂ',§+k/’ﬂ'[
keZ




= 1+ tan%t, on

Aucune régle de Bioche n’est appliquable, mais en remarquant que 2
cos
peut écrire

1
—— dt = [ (1 +tan®t)* dt
/cos4t /( + tan’?)
:/(1+tan2t)+(1+tan2t)tan2tdt

1
= tant + 5 tan®t + c(t)

ou c(+) est constante sur chacun des intervalles qui composent Diay,.
cost

3. o Calcul de /— dt
1+ cost

L’intégrale est définie sur D = {t € R/cost # —1} = R\ {(2k + 1)n/k € Z}.

Aucune régle de Bioche ne s’appliquant, nous sommes conduit a effectuer le changement de
1—a?  dt 2dx

et dt = .

+ 2?2 14 a2

Soit n € Z. Sur | — 7+ 2nmw, 7+ 2nw|, on a

/ cost dt—/ };—ii 2dx
14cost ) 14 1=22 1422

142

variable T = tan % On a cost =

= —x + 2arctanz + C,, C, €R,

ce qui donne

t t !

t
:t—tan§+0n

1
o Calcul de /— dt
sint + sin 2t

1

————dt, cet élément différentiel vérifie
sint + sin 2¢

Posons w(t) =

w(—t) = w(t)

donc d’apres les régles de Bioche (ou comme il a été indiqué) on effectue le changement de
variable en posant x = cost.
On a dr = —sintdt et puisque sin(2t) = 2sint cost, alors

1 1
—— dt = - dt
sint + sin 2t sint(1 + 2cost)
1
= / —5 sint dt
sin®t(1 + 2 cost)

|
= / @ =11+ 20) @




or
1 1 1 4

@ —1)(1+20) 6x—1)  2w+1)  301+20)

par conséquent

1 1 1 4
/+ dt:/( + — )dx
sint + sin 2¢ 6(z—1) 2(z+1) 3(1+22)
_ln]a;—1|+ln\x—|—1\ 2In |2z + 1|
6 2 3
In(1 —cost) In(l+cost) 2In|2cost+ 1|
6 + 5 - 3 +c.

Corrigé de I’exercice 6. (intégrales et ordre)

1) Les fonctions x +— 1 et x — — sont continues et positives et pour tout x dans [a,b], on a

x
b b

Hare [
b/, o T

ce qui implique, puisque 0 < a < b, que

1
— < — et par suite
x

b

b —
d—$>b a>0.

a '/’U_

1
D’autre part, en appliquant l'inégalité de Cauchy-Shwarz (pour f(z) =1 et g(x) = =), on
T

obtient
b 2 b b
([5) <[5 [ e
a x a a: a
< [,
- ﬁL' a a
- ab
il en résulte que
bdr b-—a

2)i) Soit n € N tel quen > 2 et x € [0,1], on a =2 < =2z < 0 et la fonction exp est
croissante donc 0 < e 2 < e72% < 1, par suite

0 S xn—26—2x S xn—2

it) En appliquant la propriété d’intégrale et l'ordre sur l'inégalité établie dans la question i)

on obtient ) )
0< / 2" ey < / " 2dx
0 0

1
n—1

ce qui donne
0<U, <




1

on a lim =0, donc d’apres le théoreme de comparaison des limites
n—+oon —
lim U, =0
n——+o0o

iii) Posons u = 2" 1 et v = e, par une intégration par parties, on obtient
1
Uni1 :/ " e 2 dy
0

1 1 !
=[- —x”_le_%}(l) + §(n -1) / " e dy

0

1

-+ —(n—1)U,

qui s’écrit
1
(n — 1)Un = 2Un+1 + g .

De cette relation de reccurrence, on déduit que

1
lim (n - 1)U, = .

n—-+4o0o e



