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CHAPITRE 2

GROUPES SYMETRIQUES

I Notion de Groupe Symétrique

Soit n un entier strictement positif. Soit X un ensemble fini & n éléments. L’ensemble
S(X) des bijections de X sur X muni de la composition des applications est alors un
groupe fini. Si Y est un autre ensemble de méme cardinal n ; il existe une bijection f de
X sur Y et 'on construit de fagon évidente un isomorphisme de groupes ¢ de S(X) sur
S(Y') en posant ¢(c) = fooo f~! pour tout o € S(X). Le groupe S(X) est donc, & un
isomorphisme prés, indépendant du choix de I'’ensemble X et ne dépend donc que de son
cardinal.

Notation : On note dans toute la suite 7, = {1,2,--- ,n} et S, ’ensemble des bijections

de I,, sur lui-méme.

Définition 1.0.1. (S, 0) s’appelle le groupe symétrique sur n éléments ou n-iéme groupe

symétrique.

Remarques. — (a) Les éléments de S,, sont appelés les permutations sur n éléments.
On choisit de noter une telle permutation en écrivant ['un au dessous de autre les
éléments de I, et leurs images, ce qui conduit a l’écriture :

— (b) On note e, ’élément neutre de S,,, qui est l'identité sur I, le composé o o1 de
deux permutations de S, sera désigné par o-7 ou tout simplement par oT.

Ezemples : n=1 S;={e},[S1] =1

1 2 1 2
7122,]2:{1,2};@2:(1 2);7':(2 1);52:{€2>T}§ |S2] =2, ToT =€y
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n=3, I3=1{1,2,3}, les permutations de S3 sont

1 3 1 2 3 1 2 3
€3 = , 01 = ;, 02 =

1 3 2 31 3 1 2

1 3 1 2 3 1 2 3
= , T2 = T3 =

1 2 3 2 1 2 1 3

La table de S5 est la suivante :

w N [N V]

o €3 (o] 09 T1 T2 T3

€3 | €3 | 01| 02| T1 | T2 | T3

01|01 |02 | €3 | T3 | T1 | T2

Og | 02 | €3 |01 | T2 | T3 | T1

L | T | T2 | T3 | €3 | 01 | O2

To | T2 | T3 | T1 | O2 | €3 | 01

T3 | T3 | T1 | T2 | 01 | O2 | €3

Sz est un groupe non commutatif : (o171 = T3, Ti01 = To, To # 73); Cest le plus
petit groupe fini non commutatif!

Sy contient trois sous-groupes d’ordre 2 : {es, T}, {es, o} {es, T3} et un sous-groupe
d’ordre 3 : {e3, 01,09}

— (¢) Soit n > m. L’application :

jn,m: Sm — Sn

o — 0':{

est un homomorphisme injectif dont l'image est le sous-groupe de S, formé des

(1) =0(1), Viel,
(1) =i, Sinon.

SES!

permutations laissant fizes m + 1, m +2,--- ,n. En particulier, j, m(en) = €,.

Donc, on peut considérer, par identification, S,, comme un sous-groupe de S,,.
Théoréme 1.1. Pour n > 1, le groupe symétrique est d’ordre n!.

Preuve. Par récurrence sur n € N*. L’assertion est vraie pour n = 1.

Soit n € N*, on suppose I’assertion vraie pour n. Soit I,, 1, ko € L, 1 et Y = I,1\{ko}.
D’aprés 'hypothése de récurrence, |S(Y)| = nl.

On considére maintenant ’application

f:Sn-‘rl — [n+1

o +— o(ko)
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Chapitre2. Groupes Symétriques 29

f étant surjective par construction, par ailleurs, si 0,0’ € S,,,1,
flo) = f(o)) <= a(ky) = o' (ko) = o 0’ (ko) = ko

o~ 1o’ appartient au sous-groupe de S,,,; formé des permutations laissant fixe kg et qu’on
identifie avec S(Y), (S(Y) = S,).

flo) = f(0) == 070" € S(Y)

Ainsi, on peut conclure, d’aprés la factorisation de I'application f, qu’il existe une bijec-
tion f:(S,1/S(Y)), — L1, unique, tel que fop = f.
D’ou card(Sy+1/S(Y)), = card(l,4+1) = n+ 1, et d’aprés le théoréme de Lagrange,

card(S,1/S(¥))y = [Ss1: SOV = (g3
Par conséquent, [S,41| = (n+1)[S(Y)]| = (n+ 1)n! = (n+ 1)! O

Théoréme 1.2. Pourn > 3, S, n’est pas abélien.

Preuve. On a S3 n’est pas abélien et d’aprés la remarque (c), pour tout n > 3, S3 est
un sous-groupe de S, donc S,, n’est pas abélien. n

II Support d’'une Permutation

Définition I1.0.1. On appelle support d’une permutation o de S,, noté supp(c), l'en-
semble {k € I,, | o(k)#k}.

Deux permutations o et o' de S, tel que supp(o) N supp(c’) = 0 sont dites disjointes.

Lemme 1. Pour toute permutation o non triviale de S,,, la restriction de o a supp(o)

est une permutation de supp(o).

Preuve. Soit i € supp(c) et notons j = o(i). Par absurde, supposons que j ¢ supp(o), on
a alors o(j) = j, et par suite 0(i) = o(j) donc i = j d’ott (i) = i ce qui est contradictoire
avec i € supp(o). Donc, supp(o) est stable par o, et par conséquent, la restriction de o a
supp(c) qui est une application injective est donc bijective de supp(o) dans lui-méme. [

Proposition I1.0.1. Deux permutations de S, disjointes commutent.

Preuve. On suppose n > 2. Soit 0,71 € S, tel que supp(o) N supp(n) = 0. Soit i € I,,. Si
i ¢ supp(o) U supp(n) alors o(i) =i = n(i), done, on(i) = no(i).

Supposons maintenant i € supp(o), on a alors d’une part, i ¢ supp(n) donc n(i) =i
et par suite on(i) = o(7). D’autre part, puisque i € supp(c) d’aprés le lemme précédent,
on a alors o(7) € supp(o) et par suite o(i) ¢ supp(n) donc no(i) = o(i). On conclut que
on(i) = no(i). D’une fagon analogue on montre que si i € supp(n), on(i) = no(i). O
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III Décomposition d’une Permutation en Produit de

Transpositions

Définition II1.0.1. Soit n > 2. On appelle transposition toute permutation T de S, qui

échange deux éléments distincts i et 7 de I, en laissant fizes les n — 2 autres.

(ry =3, G)=i et kel —{ij} v(k) = k)

Lo . P 2 _ : -1 _
7 est alors noté (i, j) ou bien 7. Il est évident que Ti; = €, b€ T =Ty

Théoréme II1.1. Pour tout n > 2, toute permutation de S,, est un produit fini de trans-

positions. En d’autres termes, le groupe S,, est engendré par ses transpositions.

Preuve. On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 2, Sy = {e,(1,2)} ona ey = (1,2)%
Supposons le résultat vrai pour S,_; ot n > 3. Soit ¢ € S5,,. Distinguons deux cas :

ler Cas, o(n) = n. Par suite ¢’ = o/I,,_1, la restriction de ¢ & I,_; est un élément de
Sp—1. Donc, par hypothése de récurrence : ¢’ = 7{75 - - - 7, ol 7;, est une transposition
de S,—1 pour tout 1 < k < r. Chaque 7, se prolonge en une transposition 7, de
S, en posant 7,(i) = 7,(i) pour tout 1 < ¢ < n—1 et 7(n) = n et on alors
O=TiTo" " Ty

2eme Cas, 0(n) = p < n.Soit alors 7 = (p,n) et 0; = 7-0. On a oy(n) = n. En appliquant
le 1¢" cas, 07 se décompose en produit fini de transpositions, i.e. o1 = 775 - - - 7,., par

conséquent, o = TT Ty Ty

]
Remarque. Cette décomposition n’est pas unique, par exemple, dans Sy,
1 2 3 4
it o = — (1,4)(2,4)(1,4)(1,3) = (2,3)(1,2
soit 0 <3124> o = (L4290 4(1,3) = (2,3)(1,2)
IV Décomposition d’'une Permutation en Cycles
Définition IV.0.1. Soit 1,19, i avec 1 < k < n des éléments deux a deux distincts
de I,,. On désigne par (i1,1,- -+ ,ix) la permutation ¢ de S,, telle que c(i;) = ;11 (1 <1<
k—1),clix) =iy et c(is) = is pour is & {i1,ia,--- ,ir}. Une telle permutation est appelée

un cycle. L’entier k est la longueur du cycle, et on écrit ¢ est un k—cycle.

Remarques. — Un cycle de longueur 2 est une transposition.

— supp(c) = {iy, g, ,ix} ot c est le k-cycle (i1,19,- - ,iy).
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Chapitre2. Groupes Symétriques 31

— La notation ¢ = (iy,1iy, -+ i) n'est pas unique. En effet, les cycles
(11,09, y0k), (lo, + ik, 1),y (Gg, 01,09, -+ ,ik_1) Sont identiques.
Propriétés IV.0.1. Soit ¢ = (i, i, - ,ix) un k-cycle, on a alors :

— o(c) = k. Car k est le plus petit entier strictement positif tel que ¢* = e, = Idy,.
— = (i17i27 e 7216) = (ila i?)(i2>i3) T (ik—laik>'

— L’inverse de ¢, ¢! est un k-cycle : ¢ = (ig,ip_1) - (in,11) = (i, th_1, - - 12, 1).

Attention ! Si c est un k—cycle et si 2 < 1 < k — 2, alors ¢ n’est pas nécessairement un
cycle. En effet : soit ¢ = (1,2,3,4) de Sy, ¢* = (1,3)(2,4) n’est pas un cycle.

Proposition IV.0.1. Tout élément o de S, est un produit de cycles disjoints et cela

d’une maniere unique, a l’ordre des cycles preés.

Preuve. Soit n > 2. Soit 0 € 5, avec o # Id;,. On considére la relation binaire R,
définie sur [, par :
iRyj <= 3k € Z/j = 0" (3)

R, est une relation d’équivalence et la classe d’équivalence de tout élément de I, fixe
par ¢ est un singleton. Soit Oy, O,, -+, 0, les classes distinctes qui ne sont pas réduites
a un singleton (il en existe au moins une car o # Idy, ), on a alors J, ., <, O = supp(c).
Soit i € O; donc (i) # i, soit [, le plus petit entier strictement positif tel que o' (i) =

i, ainsi Oy = {i,0(i),02(i), - ,0171(i)}. O; définit un cycle ¢, de longueur [; de la
maniére suivante : ¢;(j) = o(j) si j € Oy et ¢1(j) = j sinon. Autrement dit, ¢; =
(i,0(i),0%(i), -, 0 71(i)). Comme les classes Oy, O, - - - , O, sont distinctes deux a deux,

alors elles sont disjointes deux a deux, par suite, les cycles associés respectivement sont
disjoints deux & deux et commutent entre-eux, et o(j) = cica---c,(j) pour tout j €
supp(o). Les autres éléments de I, sont fixes par o et par le produit ¢icy - - ¢,. Donc,

O =C1Ca " Cp. ]
P

Exemple. On montre sur un exemple comment cette décomposition s’obtient facilement.

On consideére la permutation o dans Sg définie par :
1 2 3 45 6 7 8
g =
36 45 18 7 2
On ao(l)=3+#1 (1 nest pas fixe par o). On va calculer l'image de 1 par les puissances

de o jusqu’a obtenir 1.
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On obtient ainsi le cycle c = (1,0(1),0%(1),0°(1)) = (1,3,4,5).
Comme il existe encore des éléments de I3\ supp(c) que o ne laisse pas invariants, on
en prend un, par exemple 2, et de méme, on va calculer l'image de 2 par les puissances

de o jusqu’a l'obtention de 2 :

Ce qui donne le cycle ¢ = (2,6,8).

On a Ig \ supp(c) U supp(c) = {7} et 7 est fize par o, donc o = cc’ = cc.

Remarques. — Soit 0 € 5, si 0 = cica--- ¢, est la décomposition de o en cycles

disjoints, alors o(o) = ppem(o(cy),o0(ca), -+ ,0(cp)).
— On a montré que toute permutation est un produit de transpositions et la démons-

tration du résultat donne une méthode pour obtenir une telle décomposition.
Une seconde méthode, qui est tres commode, est la suivante :
on commence d’abord par décomposer la permutation en produit de cycles disjoints,
ensuite on applique la propriété (2) donnée auparavant, on obtient la décom-
position de o en produit de transpositions. Comme illustration, on reprend [’exemple
précédent dans Ss : la décomposition de o en produit de cycles disjoints o = (1,3,4,5)(2,6,8).
D’aprés la propriété (2)
(1,3,4,5) = (1,3)(3,4)(4,5) et (2,6,8) =(2,6)(6,8) d’ou
o=(1,3)(3,4)(4,5)(2,6)(6,8)

Proposition IV.0.2. — (i) Sic = (i1,i2,- - ,i,) est un cycle de longueurp et o € S,

alors oco_y est le cycle ¢ = (0(i1),0(iz), - ,0(ip)).

— (i) Deuz cycles de méme longueur sont conjugués (i.e. si ¢y et ¢y sont deux p-cycles

alors il existe o € S, tel que ¢y = acla_l).

Preuve. — (i) Soit A = {iy,49,--- ,4,} le support de ¢, 0(A) = {o(i1),0(is),0(ip)} =
supp(c’). On montre que oco™! = ¢ : soit k € I,
sik € 0(A), 31 < j < p, tel que k = o(ij). On a oco (k) = oco(o(i;)) =
oelis) = olizn) = ¢(ois)) = ¢ (R)
sik ¢ o(A) alors d’'une part (k) = k, d’autre part o~ !(k) ¢ A et donc c(o71(k)) =
o~ 1(k), par suite oco ™ (k) = oo (k) = k = d(k),
donc oco™! (k) = (k) pour tout k € I,,.

— (i) Soit ¢ = (4,19, -+ ,4p), = (J1,J2, - -+ , Jp) deux p-cycles. Soit A = {iy,ig, -+ ,i,} =

supp(c) et B = {j1, 2, -+ ,jp} = supp(c’). On a card(C;, A) = card(C;, B) =n — p,
donc il existe une bijection f de C; A sur C; B. Soit ¢ : I, — I,, définie par :
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Chapitre2. Groupes Symétriques 33

o(k) = f(k), si keCA
o(ir) =jr, VI<r<p
et d’apres (1) oco™?

o est alors une bijection de [, sur I,,, doncon a o € 5,

=c.

]

Remarque. Plus généralement, deux permutations de S, sont conjuguées si et seulement
st dans leur décomposition canonique en cycles disjoints apparait le méme nombre de

p-cycles pour tout 2 < p < n.

Corollaire IV.1. Toute transposition (i,j) ot i < j est conjuguée d’une transposition
simple. En particulier, (i,7) = c(j —1,5)c "t ovc= (i,i+1,i+2,---,5—1).

Exercice 1. Montrer que les transpositions simples T; 11, notées aussi (i,i+ 1), ou 1 <
i <n—1 engendrent S,.

Montrer que les deux permutations 115 et ¢ = (1,2,--- ,n) engendrent S,,.

V Signature d’une Permutation

Définition V.0.1. Soit n > 2. Soit 0 € S,,. On dit que le couple (i,7) ou 1 <i<j<mn
est une inversion pour o si o(i) > o(j). Notons I(o) le nombre d’inversions de o, l’entier
(—=1)1) est appelé signature de o et noté e(o).

Si e(o) =1, on dit que la permutation est paire.
Si (o) = —1, la permutation est dite impaire.

Exemples. 1. SiT = (i,i+1) = 7,41 est une transposition simple de S,, alors le couple
(i,i+1) est le seul couple de I,, qui présente une inversion, donc (1) = (—1)! = —1.

2. Dans Ss, considérons la transposition

1 2 3
o ( ) ) 7-1,3 ( 3 2 1 >

les couples (i,j) qui présentent une inversion pour i3 sont (1,2),(1,3) et (2,3).
Donc, I(o) = 3 et, par suite, €(113) = (—1)* = —1.

Proposition V.0.1. L’application € : o + €(o) est un homomorphisme surjectif du
groupe (S,,0) sur le groupe multiplicatif ({—1,1}, x), et c’est le seul homomorphisme
surjectif de S, sur {—1,1}. Si 0 = Ty7y-- -7 est un produit de k transpositions, on a

(o) = (=1)~.
Preuve. Soit 0,7 € S,,. On montre que €(on) = €(o)e(n). On pose :
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N, = card({l <i<j<mn, /n()<n(y)
Ny = card({l <i<j<m, /ni)<nj) et on(
Ny = card({1 <i<j<mn, /n(i)>nj)
et Ny=card({1<i<j<n, [n(i)>n(j) et o(n(
Onal(on) =N+ Ny ; I(0)=Ny+Ns et I(n)= N3+ Ny d'ou:

F()el) = (~DVHN (1NN = (215N = (o)

Donc, € est un homomorphisme de groupes. Et comme €(e,,) = 1, et €(7;,41) = —1 ol
T;.i+1 est la transposition simple (i,7 + 1), alors € est surjectif.
Par ailleurs, on a pour tous 1 <i < j <mn, (i,7) =c (j—1,j)couc= (i,i+1,---,j—1),
autrement écrit, Tij = CTj_1;j ¢ 1. On a alors

€(7ij) = €(c) e(rj15) €(c™) = €(c) (e(e)) T e(Tjo1,5) = €(Tjo1,5) = —1

On en déduit que si 0 € S, tel que 0 = 775 - - - 7 (produit de k transpositions), alors
e(o) = e(r)e() - (1) = (—=1)*.
Unicité
Soit ¢ un homomorphisme surjectif de S, sur {—1,1}. Il existe alors une transposition 7
tel que ¢(7) = —1, car si 'image de toute transposition par ¢ est 1, on aura alors ¢(o) = 1
pour tout o € S, (S, étant engendré par les transpositions), ceci contredit la surjection
de ¢. Soit alors T une transposition tel que ¢(7) = —1. Sachant que toute transposition 7’
est une conjuguée de 7 alors I'image de 7/ par 'homomorphisme ¢ est —1. Et finalement,

pour tout o € S, il existe k transpositions 71,79, , 7% tel que 0 = 775 - - - 7. Dot :

On conclut que ¢ = o. n

Corollaire V.1. — Si 0 se décompose d’une part en un produit de m transpositions
et d’autre part en un produit de m’ transpositions, alors les entiers m et m’ sont de
meéme parité.

— Si ¢ est un p-cycle alors e(c) = (—1)P~1.
Preuve. — Onsupposeque o = 7Ty« Ty, = 7174 -~ 7, alors (—1)™ = e(0) = (—1)™
d’ott m et m’ sont de méme parité.

— Soit ¢ = (41,42)(42,43) - - - (ip—1,7,) est produit de p — 1 transpositions donc €(c) =
(-1t
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Chapitre2. Groupes Symétriques 35

VI Groupe Alterné

Définition VI1.0.1. Pour tout n > 2, le noyau de € est un sous-groupe de S, appelé le

n'me groupe alterné et noté A,. Les éléments de A, sont les permutations paires.

Remarque. A, est I’ensemble des permutations de S, qui se décomposent en un nombre

pair de transpositions.

Proposition VI.0.1. Pour tout n > 2, A,, est un sous-groupe distingué de S,,, d’indice

2. C’est le seul sous-groupe distingué d’indice 2.

Preuve. L’homomorphisme € : S, — {—1,1} a pour noyau A,, donc A, est un sous-
groupe distingué et par la factorisation de ¢, on a S, /A, ~ {—1,1}, donc [S, : A4,] =
=2
Soit H un sous-groupe distingué de S,, d’indice 2.

H étant distingué donc il existe un homomorphisme ¢ : S,, — {—1, 1} tel que Ker(¢) =
H et d’preés le premier théoréme d’isomorphisme, on a S,,/H ~ Im(¢) ; Comme [S,, : H] =
2, ¢ est alors surjectif. Or, € est le seul homomorphisme surjectif de S, sur {—1,1}, d’on
e = ¢ et donc A, = Ker(e) = Ker(¢) = H. O

|
Corollaire VI.1. Pour tout n > 2,|A,| = %

Exemple. Pourn =2, Ay ={es}.
Pourn =3, Az={es c,*} =<c> ouc estle3-cycle (1,2,3).

Proposition VI1.0.2. Pour n > 3, le groupe alterné est engendré par les 3-cycles de S,,.

Preuve. Considérons deux transpositions distinctes 7, 7.

Si 71 et 75 sont non disjointes, alors i, j, k distincts deux-a-deux de [, tel que 7, =
(1,7), 7o = (i, k) d'ott 7o = (4,4, k) = (i, k,j) est un 3-cycle.

Si 71 et 7y sont disjointes, alors on a 7 = (4, 7), 70 = (k, 1), avec i, j, k, | distincts deux-
a-deux, et par suite 1y = (4,7)(k, 1) = (¢,1,k)(7,j, k) est un produit de deux 3-cycles, et
puisque toute permutation de A, est le produit d’'un nombre pair de transpositions, on

conclut que les 3-cycles engendrent A,,. O

Lemme 2. Pour n > 5, les 3-cycles sont conjugués dans A,.
Preuve. Soit ¢ = (7,7, k) un 3-cycle, il existe alors o € S,, tel que (1,2,3) = o (i, j, k)o~!

d’aprés la proposition [V.0.1]
Sio ¢ A,, commen > 5, on a alors (4,5)0 € A, et

(4,5)0co™(4,5) = (4,5)(1,2,3)(4,5) = (4,5)*(1,2,3) = (1,2,3)
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donc (4,5)oc((4,5)0)"" = (1,2,3); Ainsi, pour n > 5, tout 3-cycle est conjugué de
(1,2,3) dans A,,. O

Lemme 3. Pour n > 3, Si H est un sous-groupe distingué de A, contenant un 3-cycle
alors H = A,,.

Preuve. Soit ¢ un 3-cycle tel que ¢ € H, comme, d’aprés le lemme [2| tout 3-cycle ¢ est
un conjugué de ¢ dans A, et puisque H < A,,, alors H contient tous les 3-cycles. Or, A,
est engendré par les 3-cycles, donc H = A,,. O]

Lemme 4. Pour n > 5, si H est un sous-groupe distingué de A, qui contient le produit
de deux transpositions, alors H = A,,.

Preuve. Soit ¢ = (4,7)(k,l) € H ou (i,j) et (k,1) sont deux transpositions disjointes.

Puisque n > 5, il existe h € I, \ {i,7, k,l} et on considére ¢ = (i,7,h) € A, ; On a alors
cloce H (car H<A,) et ctoc= (i,h)(k,1) et

ol loc = (i, ) (K, D)(@, h) (k, 1)
= (i,7)(k, D)@, h) = (i, h,j) € H
donc H contient un 3-cycle et d’apres le lemme [3| H = A,,. O

Théoréme VI1.1. Pour n > 5, le groupe alterné A, est simple.

Preuve. Soit H un sous-groupe distingué, différent de {e}. Soit ¢ € H avec o # e. Donc
0 = c1C - - - ¢, est un produit fini des cycles deux-a-deux disjoints et donc permutables,

on peut supposer que la longueur de ¢; est supérieure a la longueur de ¢; 1. D’ol les cas

suivants :
Cas 1- ¢; = (aj,az, -, a,) est un m-cycle avec m > 3.
On considére ¢ = (ay,as,as3), ¢ € A,. Puisque H < A, on a alors 0 '¢ loc € H.
On a alors
1. -1 (-1
cloc= c ey e = (clec)eg g
= (a3, a1, as, a4, as, -, Q) C2C3 -+~ Cy,
et par suite,
B . | -1 -1
olcTroc= ¢ -y ¢ (as,a1,a2, a4, 0, Q) C2Cs - - - C,
cyMas, ar, ag, aq, -, ap) (en commutant )
- (amaam—h”' 7a3aa2al)(a37a17a2aa’47”' 7am)

= (as,as,a,) dou (ag,as,an) € H
et d’aprés le lemme [3 on conclut que H = A,,.
Cas 2- m = 3 et ¢y est aussi un 3-cycle.
Soit alors ¢; = (ay,as,a3) et o = (a4, as,aq), on prend n = ¢ = (az,a3,a4) € Ay,

alors
k k

H Gl = Hn_lcm =n e reaqn T esn oo € H
i—1 i=1

nton=n""
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Par suite,
o lnlon = il tet et ten) (0 ean)esca - e
cy ey (i en) (™ ean)
= eyt Ma, ay, az)(as, as, ag)
(ag,az,al)(a6,a5,a4)(a1,a4,a2)(a3,a5,aG)
(a1, ag,as,as,a4) € H
(a1, a6, as,as, ay) est un cycle de longueur > 3. D’aprés le premier cas, on conclut

que H = A,,.

Cas 3- m=3et V2 <1 <k, ¢ sont des transpositions.

Soit ¢; = (aq, ag,a3). On a alors

o? = (Clh a2, CL3)02€3 e 'Ck(ah a2, a3)0203 Gk
(a1, as,a3)?cic3 - c2
- <a17a37a2) S H

et donc H = A,,, d’aprés le lemme [3]
Cas 4- V1 < i <k, ¢; est une transposition, (k est alors un nombre pair).

Si c; = (a1,a92) et o = (as,aq), on prend n = (ag,as,aq) € A, d’ou H contient

n~ton avec

k
n~ton = Hn‘lcm =" teumn T eanes - - e = (ag, az)(ag, as)es - - ¢

i=1

et par suite H contient o~'n~'on = (a1, a4)(az,az). On conclut alors, d’aprés le
lemme [4] que H = A,,.

]
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