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Chapitre 1

Introduction a la logique
mathématique, ensembles et
applications

1.1 Eléments de logique

Les mathématiques sont un langage pour s’exprimer rigoureusement, adapté
aux phénoménes complexes, qui rend les calculs exacts et vérifiables. Le raison-
nement est le moyen de valider ou d’infirmer une hypothése et de I'expliquer
a autrui. Il y a des notions difficiles a expliquer avec des mots : par exemple
la continuité d’une fonction est souvent expliquée par «on trace le graphe sans
lever le crayon». Il est clair que c’est une définition peu satisfaisante. Voici la
définition mathématique de la continuité d’une fonction f : I — R en un point
xg€el:

Ve>0,30>0,Vz el (lz—zo| <d=|f(z)— flzo)] <e.

1.1.1 Assertion

Définition 1.1.1. Une assertion ou proposition est un énoncé auquel on
peut attribuer la valeur de vérité vrai (V) ou fauz (F'), mais jamais les deuz a
la fois. C’est le principe du tiers-exclu.

Nous représentons une assertion par une lettre P,Q, R...
o Quand D'assertion est vraie, on lui affecte la valeur V' .
o Quand D’assertion est fausse, on lui affecte la valeur F.
Ces valeurs sont appelées “Valeurs de vérité de ’assertion”. Ainsi, pour définir
une assertion, il suffit de donner ses valeurs de vérités. En général, on met ces
valeurs dans un tableau qu’on nommera "Table de vérité” ou "Tableau de vérité”.



Exemples 1.1.1.

1. «Tous les nombres entiers relatifs sont positifs.»
«Je suis plus grand que toi.»
«il existe un nombre premier qui n’est pas impaire.»
«2-3=1.»

«Pour tout € R, on a 22 > 0.»

S Gt o e

« Il existe z € C, tel que |z| = 1.»

1.1.2 Les connecteurs logiques

Si P est une assertion et () est une autre assertion, nous allons définir de
nouvelles assertions construites a partir de P et de Q a ’aide des connecteurs
logique.

a. La négation, ”non”

A chaque assertion P, on associe son contraire appelée négation de P, noté
(non P) ou =P ou P . (non P) est vraie si P est fausse. (non P) est fausse si
P est vraie.

b. La conjonction, et”

Soit P et @ deux assertions alors (P et ) qui est noté aussi (P A Q) est
une assertion appeléee conjonction de P et de Q. (P et Q) est vraie seulement
dans le cas P est vraie et () est vraie.

c. La disjonction ”ou”

Soit P et () deux assertions alors (P ou ) qui est noté aussi (P V Q) est
une assertion appelée disjonction de P et de Q. (P ou Q) est vraie dans 1'une
au moins des assertion P, () est vraie.

d. L’implication ="
Soit P et ) deux assertions alors ((non P) ou @) est une assertion appelée

I’ implication de @ par P notée (P = Q). On lit P implique Q.
On a le tableau de verité suivant :

non P Q P=Q

< <
< <=4
bm<E<
<<H|m<



e. L’equivalence, "( < )"

Soit P et Q deux assertions alors 'assertion(P = Q) et (@ = P) se note
P <= @. On a le tableau de verité suivant :

P nonP Q nonQ P=Q Q=P P <= Q
A% F \Y% F A% A% \Y%
\% F F A\ F \% F
F A% A% F \% F F
F A% F \Y% A% A% A%

Remarque 1.1.2. Deuz assertions équivalentes ont méme valeur logique. Elles
sont bien simultanément vraies, ou bien simultanément fausses.
Exemples 1.1.2.

1. P < (non(non P)) dite la régle de Morgan.

2. (PetQ) < (QetP).

3. non(P et Q) <= (non P ounon Q).

4. P=Q < (non Q = non P). (La contraposé).

1.1.3 Les quantificateurs

i) Le quantificateur V «pour tout»

Une assertion P peut dépendre d’un paramétre x, par exemple « x2 > 4»,
Passertion P(x) est vraie ou fausse selon la valeur de z. L’assertion

Vx € E, P(x)

est une assertion vraie lorsque les assertions P(z) sont vraies pour tous les
éléments = de ensemble E. On lit « Pour tout = appartenant & E, P(x) »,
sous-entendu « Pour tout = appartenant & F, P(x) est vraie ».

Exemples 1.1.3.
1. &z € [2,4+0a[, 2% =4 » est vraie.
2. &<vn €Z, n(n+1) est pair » est vraie.

3. vz €R, 23 <0 » est fausse.

ii) Le quantificateur 3 «il existe»

Soit P(z) une assertion, dont la valeur de verité dépend de 1’ objet x si P(z)
est vraie pour au moins un objet x on écrit : Iz, P(x). On lit : il existe au
moins un x tel que P(x) est vraie.



iii)La négation des quantificateurs

La négation de lassertion « Vz € E, P(z) » est « 3x € E, non(P(z)) ».
Par exemple la négation de « Vo € [2,+oo[, 22 = 4 » est « Tz € [2, +o00], 22 < 4

».

La négation de l'assertion « 3z € E, P(x) » est « Vo € E, non(P(x)) ».
Exemple : La négation de « 3n € N, n?4+n+1=0»est « Vn € N, n?24+n+1#£0

».

1.1.4 Quelques régles logiques

Proposition 1.1.3. Soient P, Q, et R trois assertions, on a :

1.

S G %o

(Pet (QetR) < ((PetQ)etR) (lassertion P et Q et R a un

sens) ;

(P ou (Q ou R)) < ((P ou Q) ou R), (I'assertion P ou Q ou R a un
sens) ;

(Pet(QouR)) < ((PetQ)ou(PetR));

(Pou (QetR) < ((Pou@)et(PouR));

(P <= (Q <= R)) <= ((P <= Q)< R);

(P= Q)et (Q= R) < (P = R) (l'implication est transitive).

Exercice 1.1.4.

1.
2.
3.

Ecrire la négation de « P = Q».
Ecrire la négation de « P et (Q ou R) ».

Ecrire o Uaide des quantificateurs les assertions suivantes Puis écrire ses
négations : a) « Pour tout nombre réel, son carré est positif ».

b) «Pour chaque réel, je peuz trouver un entier relatif tel que leur produit
soit strictement plus grand que 1 ».

¢) «Pour tout entier naturel n, il existe un unique réel x tel que exp(x) =
n ».

Exercice 1.1.5. Ecrire la négation des assertions suivantes :

AN SN

1l existe un triangle isocéle qui a au moins un angle réctangle ;
pour tous x € R, FJy € R tel que v > y ;

a<—2ouaz=3;

Ve =0, g € R*T tel que 0 < ¢ < €;

Ve € Z Jy € Z tel que Yz € Z, la relation z < y implique la relation
z<z+1;

CcR.



1.1.5 Les Raisonnements Mathématiques

1) Raisonnement direct

On veut montrer que 'assertion P = @ est vraie. On suppose que P est
vraie et on montre que Q) est vraie.

Exemple 1.1.1. Pour tout rationnel strictement positif, il existe un entier stric-
tement plus grand que lui.

Soit x € Q. Il existe des entiers p et q avec q > 0 tels que x = % (propriété
de Q). Comme q est entier strictement positif, ¢ > 1. Alors p = xq > = . En
particulier, p > 0 . D’ot 2p > p . Il vient 2p > x . Comme 2p > 0 , on remarque
que 2p € N . On conclut que le double du numérateur n = 2p convient.

2) Disjonction de cas

Si l’on souhaite vérifier une assertion P(x) pour tous les z dans un ensemble
E, on montre ’assertion pour les z dans une partie A de E, puis pour les x
n’appartenant pas a A. C’est la méthode de disjonction de cas.

Exemple 1.1.2. Montrons que pour tout k € N, k(k + 1) est un entier paire.
On distingue deuz cas.

Ou bien k paire . Dans ce cas, Uentier k(k + 1) est paire comme produit d’un
nombre paire et un entier. Ou bien k impaire. Dans ce cas, Uentier (k + 1) est
paire, alors k(k + 1) est paire.

3) Raisonnement par contraposée

Pour démontrer une assertion du type P = @, il suffit de démontrer sa
contraposée non @@ = non P.

Exemple 1.1.3. Montrons que si x et y sont des réels distincts de 1, et si

x #£ vy, alors ﬁ yil.
La contraposée de I’énoncé est : si x et y sont des réels distincts de 1, et si

1 _ 1 _ ’ .
1T T alors x = y. Et c’est vrai, car

1 1
=—=zr—-1l=y—-1=2x=y.
r—1 y—1

4) Raisonnement par un contre exemple

Pour démontrer une assertion du type (3z € E), P(x), il suffit de donner un
exemple d’un x qui convient. En passant & la négation, pour démontrer qu'une
assertion du type (Vx € E) P(x) est fausse, il suffit de donner un exemple d'un
2 qui ne convient pas. On appelle cela un contre-exemple a la propriété P.



Exemple 1.1.4. L’assertion tout entier positif est somme de trois carrés
est-elle vraie ? fausse ?
Sachant qu’il n’y a que deuzx carrés non nuls inférieurs ou égaux a 7, a savoir
1 et 4, le nombre 7 n’est pas somme de trois carrés. Cela prouve que l’assertion
est fausse.

5)Le raisonnement par 1’absurde

Pour démontrer qu’une assertion P est vraie, on peut supposer que P est
fausse et en déduire une contradiction.

Ty _
AT = T alors x = y.

y%:%ﬂetx;«éy. Comme
71 = 77 alors x(z + 1) = y(y + 1) donc 2?2 —y? =y — x. Cela conduit a
(r—y)xz+y) =—(x—y). Orz #£y onobtient x+y+1=0 et z,y > 0 ce
z 7 alors

Exemple 1.1.5. Soient x,y > 0. Montrer que si
Nous raisonnons par l’absurde en supposant que

qui donne une contradiction. On déduit que pour x,y > 0, si 7T = #
T =y.

6) Le raisonnement par récurrence

Le principe de récurrence permet de montrer qu’une assertion P(n), dé-
pendant de n, est vraie pour tout n > ny avec ng € N. Le raisonnement par
récurrence se déroule en trois étapes : lors de la premiére étape on prouve P(ny).
Pour ’étape deux , on suppose n > ng donné avec P(n) vraie, et on démontre
alors que 'assertion P(n+1) au rang suivant est vraie. Enfin dans la conclusion,
on rappelle que par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n = ng.

Exemple 1.1.6. Montrer que pour toutn € N, 1 +2+3..... +n = w
Pour n = 0, notons P(n) lassertion suivante :

1
142430 +n= ”(”TH
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n = 0.
*pourn =0 on a 0 = %. Donc P(0) est vraie.

* Soit n € N Supposons que P(n) est vraie. Montrons que P(n+1): (1+2+
3ot n+(n+1) = W est vraie .
14243 +n+n+1)=[1+2+3.+n]+(n+1) =" 4 (4 1)
_ 2(nt+1)+n(n+1)
2
donc14+2+43..+n+(n+1)= w +(n+1)= %2(7”2), on déduit que
P(n+1) est vraie.
* On conclut que pour tout n € N, 1 4+2 4+ 3..... +n:w.

Exercice 1.1.6.



1. Démontrez par Uabsurde que la somme d’un rationnel et d’un irrationnel
est irrationnelle.

2. Montrer par l'absurde que pour tout n € N*, v/n2 + 1 n’est pas un entier.
3. Montrer par récurrence que pour tout n € N, 2" > n.

4. Fizons un réel x > 0. Montrer que pour tout entier n > 1, (1 + )™ >
1+ nx.

1.1.6 Formule du bindome

Par multiplication nous trouvons :

(a+b)? = a® + ab + b*
(a+b) =a® + 3a®b + 3ab* + b*

(a+0)* = a* + 463 + 6a2b* + 4ab® + b*

etc... On peut tirer pour n € N la formule :

(n—1)

(a+b)n:an+nan—lb+n (n_l)(n_2)

a(n—2)b2+”

(n—3)13
1.2 1.2.3 e

....... nab™ 1 4+b"

On peut écrire cette formule comme suit :

k=n
(a+b)" =Y ChaFp=H
k=0

k _ n!
avec Cn = m

Application : Pour a € R, calculer (1 + a)® en fonction de a.

1.2 Les ensembles

1.2.1 Quelques notions de base

Définition 1.2.1. Un ensemble est une collection clairement définie ou décrite
d’objets que l’on appelle élément de ’ensemble.

Exemples 1.2.1.
. {a,b,¢c} ,{1,2,3} et R sont des ensembles.

. L’ensemble vide, noté ) est {’ensemble ne contenant aucun élément.

. Soit E un ensemble et soit A un ensemble dont les éléments sont également
éléments de E. On dit dans ce cas que A est inclus dans E et on note
A C E. On dit de fagon équivalente que A est une partie de E.
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. L’ensemble constitué de toutes les parties de E est note P(E).

. Deuzx ensemles A et B sont égauz s’ils ont les mémes éléments, c’est a dire
si tout €lément de A est un élément de B et si tout élément de B est un
€lément de A.

1.2.2 Opérations sur les ensembles

Soient A et B deux ensembles.

a . On appelle union de A et de B et on écrit A|JB lensemble définit par
AUB =A{z,x € Aoux € B}.

b . On appelle intersection de A et de B et on écrit A B l'ensemble définit
par AN B ={x,x € Aetz € B}.

c . Deux ensembles sont dits disjoints si leur intersection est vide.

=R

. Soit E un ensemble et A une partie de E. On appelle complémentaire de
A relativement & E et on note C4 ou E \ A ou A I'ensemble donné par
Ca={re€FE, v¢ A}. A noter que C(CH)p = A.

d Soient A et B deux ensembles non vides, on note A x B I’ensemble des couples

(z,y) tels que x € A et y € B. 1l est appelé produit cartésien de A parB.

Exemple 1.2.1. Soient E = {a,b,1,2,3,5} un ensemble et A = {a,b}, B =
{1,2,3}, et C ={a,3,5,2} trois parties de E on a :

A C ={a},
AlJB={1,2,3,a,b} et C| JB ={1,2,3,a,5},

ca =1{1,2,3,5}

11



A x B ={(a,1),(a,2),(a,3),(,1),(b,2),(b,3)},
Bx A={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}.
Proposition 1.2.2. Soit A, B et C trois parties d’un ensemble E, on a :
1. ANB=BNA.
2. ANBUC) = (ANB)UMANCO).
5. AUBNC) = (AUB)N(AUC).
4

. ANMBNC) = (ANB)NC, (on peut donc écrire A(YB(C sans ambi-
guité) .

5. caVP = cancs.
6. calP =ca|ycs.

Remarque 1.2.3. Les preuves sont pour ’essentiel une reformulation des opé-
rateurs logiques.

Exercice 1.2.4.

a) Soit E = {a,b,c,d,e, f,g} un ensemble et soit les parties suivantes de E :
A = {a7b,C,d,€}, B = {a7c7e}7 C = {aabvdvevg} et D = {C7d7eag}'
Caleuler (ANB)UJC, (AUD)N(BUC), caNPncgYP,

b) On appelle différence symétrique de deux sous ensembles A et B d’un en-
semble E le sous ensemble :

AAB = (AN ).

i) Déterminer AAA, AAD, et AAE.
it)Montrer que AAB = BAA et (AAB)AC = AA(BAC).

Remarque 1.2.5. AAB=(AUB)\ (AN B).

Correction de ’exercice b)
b)i)-

ANA =

12



AAE =

I
=
C
5N

ii) Montrons que AAB = BAA et (AAB)AC = AA(BACQC).

AAB = (AnB)U(ANB), (VE,F€P(E), EUF=FUE)
(BNA)U(ANB)
= AAB

Posons AAB = D. On a

(AAB)AC = DAC

et

Il
Q Q
D D

Alors
(AAB)AC = (ANBNC)U(ANBNC)U(CNANB)U(CNBNA).

x € (AAB)AC alors soit il est dans les trois ensembles a la fois ou il est dans
I’'une des trois et n’est pas dans les deux autres. De la méme fagon on trouve

AN(BAC) = (AAB)AC = (ANBNC)U(ANBNC)U(CNANB)U(CNBNA)

puisque A, B, C jouent le méme role.

13



1.3 Les applications

1.3.1 Généralités

Définition 1.3.1.

Une application f est définie par son ensemble de départ E, son ensemble
d’arrivée F', et une relation qui permet d’associer a tout x € E un élément
unique y dans F'. On le note f(z) . On note

f: E — F
r — flx)=y

y est dit l'image par f de x et x est dit un antécédent de y.

Remarque 1.3.2. Soit f une application de E dans F'. Tout élément de E a
une unique image ; en revanche un élément de F' peut avoir zéro, un ou plusieurs
antécédents par f.

x —> f(x)

Exemples 1.3.1.
1. Idg : E — E définie par Idg(x) = x est dite application identité de E.

2. E=A{a,b,c}, F={1,2,3} et f: E — F définie par f(a) =2, f(c) =3,
f n’est pas une application car b n’a pas d’image.

14



E——F

3. E ={a,b}, F={1,2,3} et g: E — F définie par g(a) =1, g(b) =1 est
une application sur E.

Définition 1.3.3. On appelle graphe de Uapplication f d’une partie E de R
dans R, le sous ensemble (partie) de R? noté T'y définit par :

Iy ={(a, f(a))/a € E}.

Définition 1.3.4. On dit que deux applications f et g de E dans F sont egaux
et on écrit f =g sur E siVe € E f(z) = g(z).

15



f:R*‘—>]R‘*‘tg:R*—)R+
z — a  © r — Va2

f =g sur RT car Vo € R, Va2 = z.

Exemple 1.3.1.

Attention f # g sur R, car f(—=1) = —1 et g(—1) = 1.

Définition 1.3.5. On appelle fonction de E dans F, toute application f d’un
sous ensemble Dy C E dans F. Dy est appelée ensemble de définition de f.

1.3.2 Composition des applications

Définition 1.3.6. Soient f: E — F et g: F — G deux applications. La com-
posée de g et f est Uapplication go f : E — G définie par :

(9o f)(x) = g(f(x)).

f: R — R g: R

z — x+1 et x
fog etgof sont des applications de R dans R telles que f
go f(z)=(z+1)3, Vz e R.

— R3 . Alors
—

og(z)=a*+1 et

Exemple 1.3.2. Soient

1.3.3 Injection, Surjection et bijection

Définition 1.3.7. Soit f une application d’un ensemble E dans un ensemble

F.

- f est injective siVx,z € E, flx) = f(:c/) Sr=uz.

- [ est surjective si Vy € F, 3x € F tel que f(x) =vy.

- f est byective si f est a la fois injective et surjective. Cela équivaut a;
Yy € F, Jz € E tel que f(x) =y.

Une autre formulation : f est surjective si et seulement si f(E)=F.

Exemples 1.3.2.

. E={ab,c}, F={1,2,3} et f: E — F définie par f(a) =2, f(b) =3 et
fle) =1 est une application injective et surjective donc elle est bjective.

. E ={ab,c}, F={1,2} et g: E — F définie par g(a) = 1, g(b) = 1
et g(c) = 2 est une application qui n’est pas injective car g(a) = g(b) et
a # b, mais elle est surjéctive car 1 et 2 ont des antécédents.

Théoréme 1.3.8. f : E — F est bijective si et seulement si, il existe une
unique application g : F — FE telle que go f = Idg et fog = Idr. On note
g=1f""

f=1 est dite application réciproque de f sur E.
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Exemple 1.3.3. Soit

f: [O,+OO[ — [17+OO[
r — 2241

On pose y = f(x) avec x € [0,+oo[ et y € [1,+oo[ donec 22 = y — 1 alors
x = £y—1 et puisque x € [0,+00[ alors x = \/y — 1, donc lapplication
réciproque de f est :

7t [0 — [0,+0c0]
z — V-1
Remarque 1.3.9. Si f: E— F et g: F — G sont deux applications telles que
go f=1dg alors f et g ne sont pas forcément bijectives.

Par exemple, f : RT — R définie par f(z) = \/z pourz >0etg: R — RT
définie par g(x) = x® pour x € R wvérifient g o f = Idr+, mais f nest pas
surjective, et g n’est pas injective.

Proposition 1.3.10. Soient f: E — F et g: F — G deux applications on a :
a) Si f et g sont injectives alors go [ est injective.

b) Si f et g sont surjectives alors g o f est surjective.

c) Sigo f estinjective, alors f l’est aussi.

d) Sigo f est surjective, alors g l'est aussi.

e) Si f et g sont bijectives alors go f est bijective et (go f)~t = f~Log™.

Preuve
On va montrer e).
On a
(gof)o(ftog™) = go(fof Hog™!
= goldpog™!
= gog™
= Idg

et

(fTtogolgof) = flolglog)of
= floldpof
= [Tlof
= Idg
Donc go f est bijective de réciproque f~' o g~t.
Pour a) b) ¢) et d) (Voir Série 1 TD).

Remarque 1.3.11. Les réciproques de ces implications ne sont pas toujours
vraies.
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Etant données les applications suivantes :

f+ R — R
r —> ev

et
g: R — R
x — In|z|

on a fog(x) =z Vx € R donc fog est injective malgré que g ne l’est pas
et go f est surjéctive malgré que f ne l’est pas.

1.3.4 Image directe image réciproque

Définition 1.3.12. Soient f : E — F une application et A, B deuz ensembles
tel que ACE et BCF.

1) L’image directe de A par f est f(A) ={f(a)/a € A}.
2) L’image réciproque de B par f est f~1(B) = {x € E/f(z) € B}.

Exemple 1.3.4. Considérons l'application f N — N définie par f(n) = 2n+1
et A=1{0,1,3} et B = {5,11,21}. On a f(A) = {1,3,7} et f~1(B) = {2,5,10}.

Remarques 1.3.13. Si f est une application de E dans F alors :

1) f(A) est un sous-ensemble de F et f~1(B) est un sous-ensemble de E.

2) La notation « f~1(B)» ne signifie pas que f est bijective. L’image réciproque
existe quelque soit application.

Exercice 1.3.14.
Soit A, B deux parties d’un ensemble E et f une fonction définie sur E.
A-t-on nécessairement :

FLANB) C f(A)NS(B) et f(AUB) C fF(A)UF(B).

Exercice 1.3.15.
Déterminer les injections, les surjections et les bijections parmi les applica-
tions suivantes, :

i)

f: R — R
r — 2x+1
ii)
g: R — [0,4+00]
x — z2

iii)
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vi)
kE: R — [0,+00]
Exercice 1.3.16.
Soient f : N — N et g: N —= N les applications définies par :

k+1 - S

= sik est impair

Vk e N, f(k) =2k et g(k) = 2 . 5
eN, f(k) et g(k) {’; si k est pair.

a FEtudier linjectivité, la surjectivité et la bijectivité de f et g.

b Préciser les applications go f et fog puis étudier leur injectivité, surjectivité
et bijectivité.
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Chapitre 2

Factorisation des polyndomes

2.1 Rappel sur les nombres complexes

2.1.1 L’ensemble C
Théoréme 2.1.1. (admis) Il existe un ensemble noté C, appelé ensemble des
nombres complexes, qui posséde les propriétés suivantes :

1. C contient l’ensemble des nombres réels : R C C,

2. il existe un nombre compleze, noté i tel que i* = —1,

3. tout nombre complexe z s’écrit de maniére unique sous la forme z = x+iy,

ot x et y sont des nombres réels.

Exemples 2.1.1.
2=342€C; 20=-5€R, donc 20 €C; 23 =+7—6i€cC.

Remarques 2.1.2.
o L'écriture z = x + iy, ot x € R et y € R s’appelle la forme algébrique du
nombre compleze z.

e x est la partie réelle de z, notée R(z), et y est la partie imaginaire de z,
notée Im(z).
D’apres le premier théoréme et l'unicité de l’écriture sous forme algébrique,

on a donc :

Théoréme 2.1.3. Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils
ont la méme partie réelle et la méme partie imaginaire : soit z = a + ib et
7z =d +1b, avec a, b, a’ et/ quatre nombres réels, alors,

z:z’<:)(a:a’ et b:b’).
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2.1.2 Plan complexe

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O; 7, 7) direct.
. A tout nombre complexe z = x + iy, x € R, y € R, on associe le point M
de coordonnées M(x;y).

——
On dit que z est laffize du point M, ou du vecteur OM ; et que le point M,
ou le vecteur OM est l'image de z.

. Soient deuz points A et B d’affize za et zp, alors laffize du vecteur B est
Zp — ZA-

. Soit W et ¥ deuz vecteurs d’affize z et 2, alors le vecteur U@ + U a pour
affize z + 2'. De plus, si k € R, le vecteur ki a pour affize kz.

Exercice 2.1.4. Les points A, B et C ont pour affize respective —2 +1i, 3+ 3i,
13
2+ —i.
+ 5 1

a) Calculer les affizes des vecteurs AB et AC.
b) En déduire que les points A, B et C sont alignés.
c) Representer graphiquement les points A, B et C.

2.1.3 Opérations sur les nombres complexes

Les régles de calcul sur les nombres réels s’étendent aux nombres complexes
avec la prise en considération de i*> = —1.

Exercice 2.1.5. Ezxprimer sous forme algébrique les nombres complexes :
1) (2+3i)+ (—1+6i) 2) (5+14)—(3—2i) 3) (141)(3—2i)

4) (4+14)(—5+ 30) 5) (2 —1)? 6) (x+iy)(z' +iy’)
7) (z + iy)? 8) (a+ib)(a — ib).

2.1.4 Conjugué d’un nombre complexe

Définition 2.1.6. Soit z = x + iy, * € R, y € R, un nombre complere. On
appelle conjugué de z, noté z, le nombre complere Z = x — iy.

Proposition 2.1.7. Dans le plan compleze, si le point M a pour affize z, alors
Uimage M’ de Z est le symétrique de M par rapport & l’aze des abscisses.

Exemples 2.1.2.
1. z =3+ 2i, alors Z =3 — 2i,
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2.1.5 Module et argument d’un nombre complexe

Définitions 2.1.8. Soit dans le plan complexe un point M d’affize z = x + iy,
x € R, y e R. Alors,

OM = /22 +y2 =2z

Ce nombre, réel et positif s’appelle le module du nombre complexe z, et est

noté |z| = OM = \/z2 + y2.

On appelle argument du nombre complexe non nul z, noté arg(z), toute

—
mesure en radians de 'angle orienté (0 ,OM).

b M(z)
21,/
v 1
arg2) |
0 o a
u

Remarques 2.1.9.

1.
2.

Un nombre complexe non nul z a une infinité d’arguments.

Si 0 est un arguments d’un nombre z € C, alors tous les autres sont de
la forme 0 + k2w, k € Z et on écrit arg(z) = 0 (modulo 27 ), ou arg(z) =
0 [27], ou encore, pour simplifier, arg(z) = 6.

3. si|z| =r et arg(z) = 6 on écrit z = [r,0]

. Si |z| = r, Le nombre complexe z s’écrit alors de fagon unique :z =

|z|(cosO + isind), cette écriture s’appelle forme trigonométrique de z.

Si|z| = et arg(z) = 0 alors z = rexp(if) s’appelle forme exponentielle
du nombre complexe z.

Proposition 2.1.10. Soit z et z deuz complezes et n un entier relatif
on a:

Lo| =z =z et 2] = |2,

22| = |2| '],
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n| — n
2" = 12",
=12
2] — 1271

|z 4+ 2| < |z| +|2'| (inégalité triangulaire),
arg(z) = —ary(2),

arg(zz") = arg(z) + arg(?’),

arg(z") = narg(z),

arg(5) = arg(z) — arg(2)

z

© %0 RS> G

Exercice 2.1.11. Ecrire sous forme trigonométrique et exponentielle les nombres
complexes suivants :

1) 5 2) 4+ 4i 3) (4 + 4i) 4) & 5) V3=
6) (V3—i)~?

2.1.6 Racines n-iémes d’un nombre complexe

a. Racines carrées d’un nombre compleze

Définition 2.1.12. Soit z = a+1ib un complezxe avec a,b € R. On appelle racine
carrée de Z, un nombre complexe u vérifiant u? = z.

1. Méthode de résolution algébrique de u? = z.

Posons z = a+ib, on cherche les racines carrées de z sous la forme u = x+iy,
avec (z,y) € R%
2?2 —y? =a,
W=z (x+iy)i=a+ibe{ 2zy=0,

22 4+ y? = Va2 + b2,

La résolution de ce systéme nous donne les racines carrées u de z.
1. Méthode de résolution trigonométrique de u? = z.

Posons z = [r,a] un complexze. Le nombre compleze u = [p,0] est racine
carrée de z si et seulement si z = u>

[02,29][1",04}@{ p2=r,[2ﬁ]7 @{ p=r,

20 = o

Exemple 2.1.1. D’aprés la méthode algébrique, on cherche les racines carrées
de z =1+ sous la forme u = x + iy, avec (z,y) € R2.

Onaz=u?ie.

.’,132 _ y2 — 1’

1+i:(m+iy)2:$2+2myi—y2©{ Sy = 1
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On ajoute Uéquation 2° +y> = [ul?> = |2| = VI + 1 =2 :

22—y =1, - xQ:\/i;‘l, - o=+ @7
22 +y? = /2, y2:\/§2717 —_— \/5271

Enfin, l’équation 2xy = 1 > 0 nous dit que = et y doivent étre de méme signe.

11 vient donc :
u—:i:( \/§2+1 +z’\/\/§2_1>.

b. Racines n-iémes d’un nombre complexe

Définition 2.1.13. Soit z un complexe. On appelle racine n-ieme de z, tout
nombre complexe u vérifiant u™ = z avec n € N*.

Remarque 2.1.14. Pour extraire les racines n-iémes (n > 3) d’un nombre
compleze z, il faut impérativement passer par la forme trigonométrique de z.

Soit z = [r,a] un compleze. Posons u = [p, 0] une racine n-iéme de z i.e.
n
ut =z

n n n:”nv = YT,
wzelat=ae {570 e {025

Conclusion : L’ensemble S des solutions de l’équation u™ = z est :

2km

S = {20, 21,y Zn—1} aVEC 2}, = [{‘/;,g—l—i},og k<n-—1.
n n

c. Racines n-iémes de l’unité

Définition 2.1.15. Soit n € N . On appelle racine n-ieme de l'unité tout
nombre complexe z tel que z™ = 1.

On en déduit le résultat suivant :

Proposition 2.1.16. L’ensemble des racines n-iémes de ['unité est : {exp(%)“@ €
{0,1,....,(n—=1)}} .
Exemple 2.1.2. L’ensemble des solutions dans C de Iequation z* =1 est :

{exp(224)|k € {0,1,2,3}} = {eap(0), exp( %), exp(wi), exp(35)}
={1,i,—1,—i}.

Exercice 2.1.17. Résoudre dans C les équations suivantes :
1) 25 =1,
2)25 = 2i.
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2.1.7 Equations du second degré dans C

Théoréme 2.1.18. On considére l’équation az>+bz+c = 0 tel que (a,b,c) € C3
et a # 0, de discriminant A = b — 4ac.
e Si A = 0, l’équation admet une unique solution (dite solution double)

b
Zz=—2-.
2a
o Si A # 0 l’équation admet deux solutions distincts z; = _g:d et z9 =
—b—d

5., avec d une racine carrée de A.

Exemple 2.1.3. On résoud dans C l'équation z* + (1 — i)z — 231 = 0.
Le discriminant A = (1 —i)* — 4(—253) = —2i + 24 3i =2+ # 0.

Les racines carrées de 2 + i sont i(\/ @ + iy / ‘/522> Les solutions de

[’équation sont donc :

1+i+< VB2 4 \/52—2>

21 = et zo =

2

—1+i- <\/“52+2+Z\/¢52—2>
5 .

Exercice 2.1.19. Résoudre dans C les équations suivantes :
a) 22—2z+1=0.

b) 2% —3iz +2=0.

c) —2i22+92—-4=0.

d) -2+ (1+v3)z—V3=0.

2.2 Les polyndémes

2.2.1 Définitions et notations
Dans tout ce qui suit K désignera l'un des ensembles R ou C.

Définition 2.2.1. Un polynéme a coefficients dans K est une expression de la
forme
P(X)=ao+ a1 X +asX?+ ..ap_ 1 X" ' +a,X",

avecn € N et ag,aq,...,a, € K.

Notations et Terminologies
. L’ensemble des polynomes a coefficients dans K est noté K[X].
. Les a; sont appelés les coefficients du polynome.

. Si tous les coefficients a; sont nuls, P est appelé le polynéme nul, il est noté
0.

. On appelle le degré de P le plus grand entier i tel que a; # 0, on le note
deg P ou d°P . Pour le degré du polynéome nul on pose par convention
deg(0) = —o0.
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. On note K,[X] = {P € K[X] | deg P < n}.

. Les polynémes comportant un seul terme non nul (du type ap X" ) sont appelés
mondémes. Tout polynome est donc une somme finie de mondomes.

. Un polynéome de la forme P = ag avec ag € K est appelé un polynéome constant.
Si ag # 0, son degré est 0.

. Sii est le plus petit entier 0 < i < n tel que a; # 0, alors a; est appelé le
coefficient dominant de P(X).

. Un polynéme est dit unitaire si son coefficient dominant est égal a 1.
. deuzx polynomes P et Q@ de € K[X] sont associés s’il existe « € K* tel que
Q= aP.

Exemples 2.2.1.

a. X% —3X2+2 est un polynome de degré 4 & coefficients dans R.

. X7+ V2 —2iX°% + 3X est un polynome de degré 9 a coefficients dans C.

. X"+ 1 est un polynéme de degré n o coefficients dans R.

. 2 est un polyndéme constant, de degré 0.

CPX)=(X DX+ X"+ +X+1). Ona P(X) = (X"+ X34+ +
X2+ X)— (X34 X"+ +X+1) = X?—1. P(X) est donc un polynome
de degré 9, il est unitaire.

f. Les polynomes P(X) = 3X?—2X +1 et Q(X) = —X?+2X — 1 sont associces

car P(X) = —-3Q(X).

o Q6 g

2.2.2 Opérations sur les polynomes

* Egalité. Soient P = apn X" + ap 1 X" '+ -+ a1 X +ag et Q = b, X" +
b1 X" L+ ..+ b X + by deux polyndmes a coefficients dans K.

P=Q <<= VitdqueO0<i<n a;=0>0,

et on dit que P et () sont égaux.
Comme conséquence, un polyndéme est null ssi tous ses coefficients sont
nulls.

* Addition. Soient P = ap, X™ + ap 1 X" '+ a1 X +ag et Q =0,X"+
bp 1 X" L+ 4+ b X + by avec m = n.
On définit :

P+Q = apn X"+ A(an+b) X"+ (an_1+by_ 1) X" - A-(a1+b1) X +(ag+bo).

* Multiplication par un scalaire. Si A\ € K alors A - P est le polynéme dont
le i-éme coefficient est Aa;.
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* Multiplication. Soient P = a4, X" + ap 1 X" '+ -+ a1 X +ag et Q =
by X™ + bmlem_l + -+ b0 X +bg. On définit

PxQ=cX"+c 1 X" '+ +aX+c

avecr =n—+m et ¢ = Z a;b; pour k€ {0,...,r}.
itj=k

Exemples 2.2.2. Soient P = aX? +bX?+cX +d et Q=aX?+BX + et
A e K. Alors :

~P+Q=aX3+0b+a)X*+ (c+B)X +(d+7),

— AP = XaX3 + AbX2 + AeX + M,

- PxQ=(aa)X®+ (aB+ba)X*+ (ay +bB +ca) X> + (by +cB+da) X% +

(cy +dB)X + dn.

- P=Q sietseulement sia=0,b=a,c=0 etd=r.
Proposition 2.2.2. Pour P,Q,R € K[X] on a :

1.0O+P=P, P+Q=Q+P, (P+Q)+R=P+(Q+R);

2.1-P=P, PxQ=QxP, (PxQ)xR=Px(QxR);

3. Px(Q+R)=PxQ+PxR.

Proposition 2.2.3. Soient P et QQ deuzx polynémes a coefficients dans K. On
a

1. deg(P x Q) = deg P + deg Q,

2. deg(P + Q) < max(deg P,deg Q).

Remarque 2.2.4. Il faut faire attention au degré de la somme de deux poly-
nomes.

Exemple 2.2.1. P(X) = X* —3X? + 2 est un polynéme de degré 4, Q(X) =
—X* 4+ 5X3% — 3 est un polynome de degré 4 et (P + Q)(X) = 5X2 —3X2%2 —1
est de degré 3.
Exercice 2.2.5.

i) Soit Q(X) = 2X%2 -3, P(X) = X3 —2X +1 et R(X) = aX + b avec
a,beR.

1. Calculer P+Q, PxQ, (P+Q)Xx R et PxQ x R.

2. Trouver a et b pour que P soit égal a QR si c’est possible.

3. Trouwver a et b afin que le degré de P — QR soit le plus petit possible.
it) Montrer que si deg P # deg Q) alors deg(P + Q) = max(deg P, deg Q).
Définition 2.2.6. Soit P = a, X" +a, 1 X" '+ - +a1X +ag € K[X]. Pour

un élément x € K, on note P(x) = apa™ + -+ a1 + ag. On associe ainsi au
polynoéme P une fonction polynéme (que l’on note encore P),

P:K—=K, zw— Plx)=ayz"+- -+ az+ag.
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2.2.3 Division suivant les puissances croissantes

Soit A(X) et B(X) deuz polynomes de K[X] tel que le coefficient constant
B(0) de B(X) est non nul. Pour un entier n € N fizé, peut-on trouver Q(X) et
R(X) tels que A(X) = Q(X)B(X) + X" R(X) avec deg(Q(X)) <n ?

Dans le cas affirmatif, comment peut-on trouver les polynome Q(X) et R(X) ¢

Théoréme 2.2.7. Soient A(X) et B(X) deuzx polynémes de K[X] tel que
B(X) # 0 pour tout entier n, il existe un couple et un seul de polyndémes
(Q(X), R(X)) de K[X] vérifiant

A(X) = Q(X)B(X) + X" R(X) avec deg(Q(X)) < n.

L’entier n est appelé lordre de la division suivant les puissances croissantes de
A(X) par B(X).

Exemple 2.2.2. On effectue la division suivant les puissances croissantes du
polynome A(X) = X? —3X%2+1 par B(X) = X? - X +1 a l'ordre n = 3.

135X [ 1x+X
1-X+X7 1 +x3X23X%°
X-4x3 X
XXX
_3X
T 3xa3xiaX
-3 X+3X
"_3xF3xiax’
3x°

Ona A(X) = (14X —3X2—3X3)B(X)+ X4(3X), alors Q(X) =1+ X —
3X2 - 3X3 et R(X) =3X, degQ = 3 < 3.

Exercice 2.2.8.
Effectuer la division suivant les puissances croissantes de P par Q a l’ordre
k dans les cas suvants :

1. P=3X34+X2-2 Q=X+2, ke {1,2}.
2. P=X*42X?-X+1,Q=X>-X+1,k=3.
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2.2.4 La division euclidiénne des polynoémes(division sui-
vant les puissances décroissante)

Soient A(x) et B(X) deux polynomes de K[X] avec B(X) non nul, existe-t-il
Q(X) et R(X) dans K[X] vérifiant :
A(X) = Q(X)B(X) 4+ R(X) avec deg(R(X)) < deg(B(X))?

Théoréme 2.2.9. Soient A, B € K[X], avec B # 0, il existe un couple de
polynomes (Q(X), R(X)) de K[X] vérifiant

A(X) =Q(X)B(X) + R(X) avec deg(R(X)) < deg(B(X)).
Remarques 2.2.10.

1. QQ est appelé le quotient et R le reste et cette écriture est la division
euclidienne de A par B.

2. Notez que la condition degR < degB signifie R = 0 ou bien R # 0 et
degR < degB.

Définition 2.2.11. on dit que B(X) divise A(X) si et seulement si le reste de
la division euclidienne de A(X) par B(X) est nul.

Exemples 2.2.3.

a- SiP(X)=X3-3X2+1 et Q(X) = X?—1. Effectuons la dévision euclidienne
de P par Q.

X’ ax?. 1 X1

XX S

3XHX+1
3X43

X-2

Alors P(X) = (X —3)Q(X) + X — 2, degR =1 < 2 = deg Q.
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b- pour P(X)=X?-3X+2etQ(X)=X—-1ona:
X?2-3X+2=(X-1)(X-2)= (X —-1)Q(X). Dans ce cas Q divise P.
c- Si A(X) =4X —3 et B(X) = X2 —2X +1 alors on peut écrire :
4X —2 = 0(X?2 —2X + 1) +4X — 2 et par conséquent Q(X) = 0 et
R(X)=P(X).
Exercice 2.2.12. Effectuer la division euclidienne de P par QQ dans les cas
suvants :
1. P=2X%-3X2+1,Q=X+2.
2. P=3X*+2X?-X+1,Q=X?-X+2.
3. P=3X"4+X34+X?>-X-1,Q=X%-1.
4. P=X"42X34+X -2, Q=X%2+X—4.

Exercice 2.2.13. Determiner les réels a et b pour que le polynéme P = 3X* +
aX3 —2X + b soit divisible par Q = X2+ X — 1.

2.3 Racine d’un polynéme, factorisation

2.3.1 Racines d’un polynéme

Définition 2.3.1. Soit P € K[X] et a € K. On dit que a est une racine de P
si P(a) = 0.

Exemple 2.3.1. Soit P(X)=3X*-2X34+ X —2.
On a P(1) = 0 donc 1 est une racine du polynéme P, P(2) = 32 alors 2 n'est
pas une racine de P.

Théoréme 2.3.2.
Pla)=0 <= X —a divise P.

preuve
Soit @ le quotient et R le reste de la division euclidienne de P par X —a. Alors
P=Q (X —a)+ R ot R est une constante car deg R < deg(X —a) = 1.
Donc P(a) =0 <= R(a) =0 <= X —a divise P.

Définition 2.3.3. Soit k € N*. On dit que a est une racine de multiplicitée
k de P si (X —a)¥ divise P alors que (X —a)**! ne divise pas P. Lorsque k = 1
on parle d’une racine simple, lorsque k = 2 d’une racine double, etc.

On dit aussi que a est une racine d’ordre k.

Exemple 2.3.2. On considére le polynome P(X) =5X3 — 21 X? + 14X — 6.
On a P(2) =0 donc 2 est une racine du polynéome P. En effectuant la division
euclidienne de P par X — 2, on trouve P(X) = (X — 2)Q(X) avec Q(X) =
5X% — LIX — 3. On remarque que Q(2) = 0 et Q(X) = (z — 2)(5X + 2).
Finalement P(X) = (X — 2)*(5X + 3). 2 est une racine de multiplicité 2 de P
car (X —2)? divise P et (X — 2)% ne divise pas P.
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Théoréme 2.3.4 (Théoréme de d’Alembert-Gauss). Tout polynéme & coef-
ficients complexes de degré n > 1 a au moins une racine dans C. Il admet
exactement n racines si on compte chaque racine avec multiplicité.

Exemples 2.3.1. Soit P(X) = aX? + bX + ¢ un polynome de degré 2 a
coefficients complexes : a,b,c € C et a # 0.
~ 8i A = b? —4ac # 0 alors P admet 2 racines complexes distinctes
—b—d
et 5
- 81 A =0 alors P admet une racine réelle double g—b

—b+d
2a

avec d une racine carrée de A.

En tenant compte des multiplicités on a donc toujours exactement 2 racines.
Pour les autres ensembles que les nombres complexes nous avons le résultat plus
faible suivant :

Théoréme 2.3.5. Soit P € K[X] de degré n > 1. Alors P admet au plus n
racines dans K.

Exemple 2.3.3. Considérons le polynome P(X) = —3X3 +2X2 -3X +2. a
coefficients dans Q ou R, P n’a qu’une seule racine (qui est simple) o = % et
il se décompose en P(X) = —3(X — 2)(X?+1). Si on considére maintenant P
comme un polynome a coefficients dans C alors P(X) = —3(X —2)(X —i)(X +1i)
et admet 3 racines simples.

2.3.2 Formule de Taylor

Soit P(X) = ag+ a1 X +as X%+ -+ +a, X" un polynome de K[X] et k € N.
Définition 2.3.6. Le n°™¢ polynome dérivée de P(X) est le polynome P (X)
définie par :

1. PO(X) = P(X).

2. P 1)(X) ay + 2a3X + -+ na, X" L.

3. PMW(X) = (P"=D(X)W, pour k > 2

1"

On note PM(X) = P'(X) et P@(X) = P"(X).

Exemple 2.3.4. Si P(X) = X3 —3X2+1 alors P'(X) =3X%—-6X, P'(X) =
6X —6, PO (X)=6 et PF)(X)=0Vk > 4.

Proposition 2.3.7. Soit P(X) € K,[X] et a € K, la formule de Taylor de
P(X) en a s’ecrit :

M (q @) (g 3)(q
P(X) = P(a)+P7()(X—a)+P7()(Xfa)2+PT()

1 21 (X—a)4

Exemple 2.3.5. Soit P(X) = X® — 3X2 4+ 1. Alors P'(X) = 3X? — 6X,
P (X) =6X -6, P®)(X)=6. Ona P(2) = -3, P'(2) =0, P (2) =6 et
PGI(2) = 6.

La formule de Taylor de P au point 2 s’écrit :
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P(X) = P(2) + 5&(X —2) + 1@ (x —2)2 4 252 (x —2)2
=3+ (X -2+ §(X -2+ §(X - 2)°
=-3+3(X —2)2+ (X —2)3.

Proposition 2.3.8. Soit P un polynome, k € N et a € K. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(i) a est une racine de multiplicité d’ordre k de P.

(ii) Il existe Q € K[X] tel que P = (X — a)kQ, avec Q(a) # 0.

(iii) P(a) = P'(a) =--- = P*D(a) =0 et P¥)(a) #0.

Preuve
Voir la série 2 de TD.

Exemple 2.3.6. P(X) = X" — 1 admet n racines distinctes. Sachant que P
est de degré n alors par le théoréme de d’Alembert-Gauss on sait qu’il admet n
racines comptées avec multiplicité. 1l s’agit donc maintenant de montrer que ce
sont des racines simples. Supposons —par l'absurde— que o € C soit une racine de
multiplicité > 2. Alors P(a) =0 et P'(a) =0. Donc a™ —1=0 et na"~! = 0.
De la seconde égalité on déduit o = 0, contradictoire avec la premiére égalité.
Donc toutes les racines sont simples. Ainsi les n racines sont distinctes.

2.3.3 Polynoémes irréductibles

Définition 2.3.9. Soit P € K[X] un polynome de degré supérieure a 1, on dit
que P est irréductible si pour tout Q € K[X]| divisant P, alors, soit Q € K*,
soit P et Q sont associés.

Remarques 2.3.10.

1. Un polynoéme irréductible P est donc un polynéme non constant dont les
seuls diviseurs de P sont les constantes ou P lui-méme.

2. Dans le cas contraire, on dit que P est réductible; il existe alors des
polynomes A, B de K[X] tels que P = AB, avec deg A > 1 et deg B > 1.

Exemples 2.3.2.
— Tous les polynomes de degré 1 sont irréductibles.
- X2 -3X +2= (X —1)(X —2) € R[X] est réductible.
~ X2 -3 = (X —3)(X+/3) est réductible dans R[X] mais est irréductible
dans Q[X].
- X2+ 4= (X —2i)(X + 2i) est réductible dans C[X] mais est irréductible
dans R[X].

Théoréme 2.3.11. Tout polynéme non constant A € K[X] s’écrit comme un
produit de polyndémes irréductibles unitaires :

A= PP Py ... Pk
ou A € K*, r € N* k; € N* et les P; sont des polynomes irréductibles distincts.

De plus cette décomposition est unique a l’ordre prés des facteurs.
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Théoréme 2.3.12. Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polyndémes de
degré 1.

Pour P € C[X] de degré n > 1 la factorisation s’écrit P = (X —aq)* (X —
az)k2 . (X — )P, ol ay, ..., sont les racines distinctes de P et ky, ..., k,
sont leurs multiplicités.

preuve
Ce théoreme résulte du théoréme de d’Alembert-Gauss.

Théoréme 2.3.13. Les polynémes irréductibles de R[X] sont les polynémes de
degré 1 ainsi que les polynomes de degré 2 ayant un discriminant A < 0.

Soit P € R[X] de degré n > 1. Alors la factorisation s’écrit P = MX —
) (X —ag)k2 - (X — ) Q5 - Q% o les o sont exactement les racines

réelles distinctes de multiplicité k; et les QQ; sont des polynémes irréductibles de
degré 2 : Q; = X? + Bi X +; avec A = 32 — 4v; < 0.

Exemples 2.3.3.

1) Soit P(X) = X3 —3X?+4. Ecrivons La formule de Taylor de P au point
2.

On a P'(X)=3X2—-6X, P'(X)=6X —6, P®(X)=6. Alors P(2) =0,
P'(2)=0, P"(2) =6 et P®)(2) =6.
La formule de Taylor de P au point 2 s’écrit :

PX) = P(2)+ (X —2) + (X — 22 4 L5 (X — 2
=3(X —2)? + (X —2)3,
=(X-223+X -2).
= (X -2)2(X +1).
2) Soit P(X) =2X4(X —1)3(X?2 +1)2(X2+ X +1).
P(X) est déja décomposé en facteurs irréductibles dans R[X] alors que sa dé-
composition dans C[X] est

P(X) = 2X1(X = 1)} (X —i)*(X +4)*(X = 5)(X = j7)
Zn —1-51‘\/5_

onj=e3
3) Soit P(X) = X* 4+ 1.
— Sur C. On peut d’abord décomposer P(X) = (X2 +14)(X?—1i). Les racines
de P sont donc les racines carrées complezes de i et —i qui sont i§(1 +1)
et :t@(l — 1) respectivement. Ainsi P se factorise dans C[X] :

P(X) = (X—?(Hi))(XJr@(Hi))(X— (1)) (X +2(1—1)).

— Sur R. Pour un polyndome a coefficient réels, si o est une racine alors &
aussi. Dans la décomposition ci-dessus on regroupe les facteurs ayant des
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racines conjuguées, cela doit conduire a un polynome réel :

P(X) = [(X - ?(1 +1)) (X — g(l — i))] (X + ?(1 +i)) (X + ?(1 — i)

= [X?+V2X +1][X? - V2X +1],
qui est la factorisation dans R[X].

Exercice 2.3.14.

1. Factoriser dans R[X] et C[X] les polynomes suivants :
a)X*—2;
b) X8 —1;
0)(2X?% + X —2)3(X* —1)3.

2. Factoriser dans C[X] le polynome P = X3+ (4+14) X2+ (5—2i) X +2— 3i.
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Chapitre 3

Fractions rationnelles

Dans tout ce qui suit, K désignera l'un des ensembles R ou C.

3.1 Définitions et propriétés générales

Définition 3.1.1.
On appelle fraction rationnelle a coefficients dans K toute fraction F de la forme

F = B ot A et B sont deux polynémes avec B # 0, dans ce cas on dit que
A
5 est une forme de F, si de plus A et B n’admettent aucun facteur commun

A
dans leur décomposition en produit de facteurs irréductibles on dit que 5 est

une forme irréductible de F'.
L’ensemble des fractions rationnelles dans K est noté K(X).

Exemples 3.1.1.

1. Tout polynome P de K[X] est une fraction rationnelle car P = 1

2X 1
2. Les fractions F = -1 et G = X213 sont sous la forme irréductible.
X2 -3X +2
3. Soit la fraction rationnelle F(x) = % Alors
X2 -3X+2 X3-3X%2+2X X -2
. X7 1+ , X5 ; et X1 sont trois formes de F.

X -2
« La forme irréductible dans R de F est .
X+1

Propriétés 3.1.2.
A C
Soient F,G € K(X), 5 est une forme de F' et D est une forme de G.

i) F'4+ G et F x G sont des fractions rationnelles dans K(X).
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F
i) Si G # 0, alors € K(X).
1) Si F'oG = F(Q) existe, alors F o G € K(X).
iv) F =G« AD = BC.

Exemple 3.1.1. Soient F(X) = ¢ et G(X) = % deuzx fractions ration-
nelles dans R(X). On a :

1 X -1
X122  X+1
X+1+(X—1)(X+2)

(X + 1)(X +2)
X2+2X -1
X243X+2

(F+G)(X) =

1 ><X—l
X+2 X+1
X -1

X24+3X+2

(FxG)(X) =

Q=

(FoG)(X) = (

3.2 Le degré d’une fraction rationnelle

Définition 3.2.1.
Soient F € K(X) et 5 est une forme quelconque de F. On appelle degré d’une

fraction rationnelle F' la quantité
d°F =d°A—d°B € ZU {—o0}.
Exemples 3.2.1.
3X*-5X +3

— Slem, alors d°F =4 —3 =1.
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iX%4+4X2 -2

7SiF:W,GZOTSdOF:575:0.
. 2 -2 o
— SZF:—X4—X2+3X’al0r8d F=1-4=-3.

Remarque 3.2.2.
d°F = 0, ne signifie pas que F une constante non nulle.

Propriétés 3.2.3.

Soient F, G € K(X), on a :
1. d°F = —co& F=0.
2. d°(F + G) < max(d°F, d°G).
3. d°(F x G) =d°F + d°G.

F
4. SiG#£0, alors d° (5) — d°F — d°G

3.3 Les poles d’une fraction rationnelle

Définition 3.3.1.
Soit F = 3 € K(X) sous forme irréductible. Soit a € K. On dit que o est un
pole de F' si a est une racine de B. Si a est une racine de B d’ordre k, on dit
que « est un pole de F' d’ordre k. Un pole d’ordre 1 est dit simple.

X?42X -3
(X2+4)(X —1)3
F n'est pas sous forme irréductible car on a : X?+2X -3 = (X —1)(X +3) alors

X +3

(X2 +4)(X —1)2

Exemple 3.3.1. Soit F =

X —1 est diviseur commun du numérateur et dénominateur.

est une forme irréductible de F,
1) Dans R(X), 1 est un pole double de F'.
2) Dans C(X), les poles de F sont 2i, —2i et 1,

.« 26, —2i sont simples.

. 1 est double.
Remarque 3.3.2.

Sia € K est un pole d’ordre k d’une fraction F = %, alors il existe un polynéme
B tel que
F = A avec Bi(a) # 0.
(X —a)kBy
Proposition 3.3.3.
Soient F € K(X), % est une forme quelconque de F et « € K . Si A(a) # 0,

alors :
a est un pole de F d’ordre k < « est une racine de B d’ordre k.
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A X?-3X
Exemple 3.3.2. Soit F = 5= X(X7—32)4' OnaA(2) =—-2#0 et 2 est une

racine de B d’ordre 4, alors 2 est un pole de F' d’ordre 4.

3.4 Décomposition d’une fraction rationnelle en
éléments simples

3.4.1 Etape 1 : Partie entiére et partie principale

Théoréme et définitions 3.4.1.
Soit F = 5 € K(X). Il existe un unique polynéme E et une unique fraction

rationnelle G telle que
F=E+G,

d°G < 0.

Le polynome E est le quotient de la division euclidienne de A par B et G = %
avec R est le reste de cette méme division euclidienne. Le polynome E est appelé
la partie entiére de F' et G sa partie principale (ou polaire).

M¢éthode : Pour déterminer la partie entiére d’une fraction rationnelle F =

ol

. Si d°F <0, alors la partie entiére est le polynome nul.

. Si d°F > 0, alors on effectue la division euclidienne de A par B, et la
partie entiére est le quotient de la division. On obtient en effet A= BE +
R, avec d°R < d°B, donc

p_A_BEXR_BE R_ R
"B B B 'B B

X4 —3X34+ X2 -1+

Exemple 3.4.1. Soit F = ?{2 —+X i i .

Effectuons la division euclidienne de X* —3X3 + X2 — 1414 par X? — X +2.

X+ - 3X3 +  X? — 1+ X2 —-X+2
X+t — X3 4 2Xx? X?-2X -3
— 2X° —  X? — 1414
— 2X3 4+ 2X? — 4X
— 3X? + 4X — 1+
— 3X? + 3X - 6
X + 541
X+54+1
On trouveF:X2—2X—3+X2j7X—:Z2, alors la partie entiére de I est

E=X?>-2X-3
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et la partie principale de F' est

a— X+5+1
TX2 X492

Exercice 3.4.2.

Déterminer la partie entiére et la partie principale de la fraction rationnelle
F dans les cas suivants :

1. F= M‘

X
2 F=X3Xy
3. F = Xag-
J. F= 5X4+((2;-21‘)+)§:)—X+1

3.4.2 Etape 2 : Décomposition du dénominateur en fac-
teurs irréductibles
R

R
Soit F' = 5= FE+ 5 ot B une forme irréductible de la partie principale
de F.

i) Si K= C, B peut avoir l’écriture suivante
B = dH —a) =d(X —a)* - (X —a,)*,

ol ay,as, - a, sont les racines de B de multiplicités respectives oy, Qg+ -+ Qp,
et d est le coefficient dominant de B. On a ainsi

R
d(X — al)a1 (X _ G,n)a” .

F=E+

1) St K =R, on sait que B se décompose sur R sous la forme

k=p
B = dH —ai) H(Xz—i-ka—i—ck)B"'

k=1

= ﬂX—m)~{X—%W%ﬂ+hX+qW~(ﬁ+%X+%W7
o ay,- - ,an sontles racines réelles de B de multiplicités respectives ay, - -+ , Qp,
et d est le coefficient dominant de B, (X2 +b;X +¢;) des trinomes de discrimi-
nant strictement négatif et 51, -+, Bp étant des entiers strictement positifs. On
a arnsi
R

F=F+

d(X —a1)® - (X — ) (X2 + 01 X 4+ 1) -+ (X2 + b, X + ¢)Pr
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3.4.3 Etape 3 : Décomposition de la partie principale en
éléments simples
a. Cas : K(X)=C(X)
Théoréme et définitions 3.4.3.
Soit F' = — une fraction rationnelle dans C(X). On note ay,--- ,a, les

poles de F de multiplicités respectives oy, - -+ , o, i.€..
B=(X—-a)* (X —a)*.

Alors la fraction rationnelle F s’écrit de maniére unique sous la forme

k=ay k=a,
)\nk

Ak
+;(X—a1)k+ +kz:l(X—an)’€

A1 A1z Ao
LA GRS G R § g T

+ ( >\n1 + >\n2 4t >\no¢n )
X—a, (X—ay)? (X —ap)on

ot E la partie entiére de F' est un polynéme nul, ou de degré d°A—d°B et
les coefficients \;; sont des complexes. Cette écriture s’appelle la décom-
position en éléments simples (DES) de F dans C(X).

i
(Xi])j’ sont appelés les éléments simples de F' dans C(X).
—a

Ai1 Ai2 Aia;

X —a + (X—ai)2+"'+7(X—ai)aj
F' associée au pole a;.

est appelée la partie principale de

Remarque 3.4.4.
Dans la partie associée a chaque pole, le coefficient correspondant a 1’élé-
ment simple de plus haut degré est mécessairement non nul. En d’autres

termes
)‘1011 ?é Oa te 7)\nan # 0.

Exemples 3.4.1.
X+2

1) Fy = XXX +3)’ on a d°Fy = =2, donc la partie en-
tiére de Fy est nulle. Ainsi F1 a une DES de la forme
A B C
F = A B R.
! X—2+X—1+X+3”’C€
2X4 4+ X +1 2X*+ X +1
2) Fy = Tt = taA T —., on a d°Fy = 1,

(X —-1)(X2+1) (X —D)(X =) (X +14)’
donc la partie entiére de Fy est un polyndome de degré 1. Ainsi Fs a
une DES de la forme
A B C

Fy=aX +b A,B,C,abeC.
2SRt I T g T Xy O
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£

_X5

3) I3 = m , on a d°F3 = 0, donc la partie entiére de F5 est
égale a —1. Ainsi F3 a une DES de la forme
A B C D L
Fy=—14+=—+ + + + A, B,C,D,L eR.

X (X-2) (X-2)2 X+2 (X+2)?%

b. Cas : K(X) =R(X)
Théoréme et définitions 3.4.5.
Soit F' = — wune fraction rationnelle dans R(X), la décomposition en

facteurs irréductibles dans R[X] du dénominateur s’écrit :
B=X-a) (X —a)" (X + 01 X +¢c1)? - (X2 +b,X +¢,)°

Alors la fraction rationnelle F' s’écrit de fagon unique sous la forme

k=« k=an,
Ak Ank

r — E Mk ___fnk
Akggﬂﬂwﬁw% PSR TR

=

k= =Bp
25:1 t1eX + Y1k I HpkX + Vpk
= X2+ 0 X +c1)F Pt (X2 +b,X +¢p)k
)\11 >\12 )\104
+ X_a1+(X_a)2+ Tt

( Ani An2 4+t %) +
X — an (X —ap)? (X —ap)2n
11X + 11 12X + 12 g, X + 1,
+ g )
X2+b1X+Cl (X2+b1X+C1)2 (X2+b2X+Cl)ﬁ1

fp1 X + Yp1 P2 Xt e L M X s, )
X24+b,X +¢p (X24b,X +¢p)? (X2 4+ b, X +¢p)8

+

ot E la partie entiére de F est un polynéme nul, ou de degré d°A —
d°B et les coefficients Aij, 1i; et vi; sont des réels tels que Ao, # 0 et
(1ig;>vig;) # (0,0). Cette écriture s’appelle la décomposition en éléments
simples (DES) de F' dans R(X).

ﬁ, sont appelés les éléments simples de premiére espéce.
—a;

ii X + Vij .
(ij_ 5 X,—tj i sont appelés les éléments simples de seconde espéce.
i Ci

Exemples 3.4.2. A,B,C,D,L, M désignent des réels.
2X —1
a. Gp = X DX 12° a une DES de la forme

G_ A B C
X1 X 42 (X427
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3X+1

b. Gy = X —3)(X215)2 a une DES de la forme
A BX +C DX+ L
Gy = + .
(X —-3) X2+5 (X2 +5)2
Xt-1
c. G = ()(23—2—X—|—3)3 a une DES de la forme
AX + B CX+D LX + M

C= %o ox 13 T (X2-2X 437 | (X2 2X 1)

3.5 Techniques de DES : calcul des coeffcients

3.5.1 Meéthode de décomposition par identification des co-

efficients

Exemple 3.5.1. Décomposons la fraction rationnelle G = X;}fi(;l en éléments

simples par identfication des coefficients.
On a d°G = —1 et G admet trois poles simples 0, 1 et —1. Alors la DES de

G est sous forme :

X2+ X+1
G —
X(X —1)(X +1)
_ e b
X X-1 X471
implique que
a(X?2—1)+bX*+ X)+c(X?-X)  (a+b+)X?*+(b—c)X —a
X(X -1)(X+1) N X(X -1)(X+1)
_ X2+ X+1
X(X-D(X+1)
alors
(a+b+c)X?+(b—c)X —a = X* +X+1,

N

donca=—-1b+c=2ectb—c=1. Alorsa:—l,b:% et c =
D’ot la DES de G est :
-1 3/2 1/2

C=x*tx 1t %11
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3.5.2 Technique de base : multiplication/substitution
Proposition 3.5.1.

A
Soit a un pole d’ordre m d’une fraction rationnelle F = B Le coefficient A du

terme # dans la DES de F est
(X —a)m

A= [(X — a)"F](a)

Remarque 3.5.2.

Cette technique va permettre de déterminer entiérement la DES d’une fraction
rationnelle n’admet que des podles simples. Pour les pdles multiples, d’autres
techniques sont données ci-dessous, mais on peut également raisonner de proche

en proche : en calculant F — — (ou A est le coefficient déja trouvé), on
a

(X —
obtient une fraction dont a est pole d’ordre m — 1, et on peut recommencer.

Exemples 3.5.1.

X -2
1. Décomposons la fraction rationnelle Fy, = XX 1 2)(X — 1) en éléments
stmples dans R(X).
On a d°Fy = —3, donc la partie entiére de Fy est nulle. Ainsi F1 a une

DES de la forme

ol ()\1, )\2, )\3) S R

Calculons A1, Ao et A\3. D’aprés la proposition on obtient

= R0 = [ | =
=R = [ m =5

da= (X +2) x Fil(-2) = [ (-0 =

o 1 -1/3 —2/3
A DE F ==+ -4+ -
mnsi, la S de Iy est I X+X—1+X+2

X4+ X34+X+2
2. Décomposons la fraction rationnelle Fo = (X+ 1)(;; T ;;2 en éléments

simples sur R.

On a d°Fy = 1, donc la partie entiére de Fy est un polynéme de degré

1 qui est le quotient de la division euclidienne de X* + X3 + X + 2 par

(X — 1)(X + 1)2, on obtient E = X et la partie principale de Fy est
X2 +2X +2

(X —1)(X +1)%
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Ainsi la DES de Fy est de la forme

@ 2! B2
Fro=X
2 Yot xr i T e
ot 05751362 S ]R
- Calcul de « et (o
- (X XEH X427 5
@ =[x Rl = | X 1 1) Jo=7
X+ X3+ X +2) 1
(X 17 x B)(-1) = [ 1) =—.
Donc F2 =X + % + Xﬂ_;,l_l + ();-1"_/12)2
- Calcul de By. On peut calculer
2T T X122 T X)X 41?2 (X412 (X-D(X+1)2

En divisant X* + X? + 3/2X + 3/2 par X + 1, on obtient X* + X3 +
3/2X +3/2= (X +1)(X3®+3/2), et on a donc
[ X4+ X343/2X +3/2

2T (X -D(X+1)

On ré-applique la méthode ci-dessus (sur la fraction , —1 n’est plus pdle
double, mais simple), et on obtient

3 —
sr=10+ ) x By = [ o = 2L

On en déduit alors la décomposition de Fy en éléments simples sur R

54 —1/4  —1/2
P =X .
Aty I T x T e

3.5.3 Evaluation

Lorsqu’il ne reste plus qu’un ou deux coeffcients a déterminer dans la DES,
on peut remplacer X par des valeurs particuliers.

Exemple 3.5.2. Revenons a l’exemple précédent dans lequel on a trouver pour
la fraction rationnelle Fy
5/4 51 —1/2

=X
At Y I T X T X

au lieu de répéter la méthode multiplication/substitution, on peut remplacer X

par la valeur 0. On a donc F5(0) = —2 = O—%—i—ﬂl—l—% alors B = —2—|—%+%,
ce qui donne 1 = _Tl.
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3.5.4 Parité

Soit F est une fraction rationnelle paire ou impaire. Si a est un pole d’ordre
m de F | alors —a est un pole d’ordre m de F . En comparant les DES de
F(X) et F(—X) = F(X), et en utilisant leur unicité, on obtient des relations
entre les coeffcients de la DES de F.

3X2+1
(o7 - 1p
La factorisation irréductible sur R du dénominateur s’écrit :

(X2 -4)? = (X -2)}(X +2)2

Exemple 3.5.3. Considérons la fraction rationnelle F' = de R(X).

La fraction F posséde sur R deux poles doubles (les réels 2 et —2) . Sa décom-
position en éléments simples sur R s’écrit (la partie entiére est nulle) :

A o N, A
F =
X2 (X-22 X+2 (X+22
avec A1, A2, \] et A, sont des réels. F est paire : F(X) = F(—X). Donc
A1 A2 A Ny
F(X) =
X) = ¥ oo Tx 2 (x1op

= F(-X)

W Do Y X,

Xt2 (Xt2f X-2 (X-22

Lunicité de la DES impose \j = —A1 et Xy = A2. On a donc

)\1 )\2 )\1 )\2

F= -
X2t x—2f X+2 (X122

et il faut calculer seulement deuz coefficients (A1 et \a) au liew des quatre coeffi-
cients. Le coefficient Ao s’obtient en multipliant par (X —2)? puis en remplageant
X par 2 :

(3X2%+41)
(X +2)2
Pour obtenir le coefficient A1 on peut remplacer X par 0 par exemple, on obtient :

1 1
F0) = — = — A + = o
(0) 16 1+22

Ao = [(X —2)2 x FJ(2) = [ }(2) = 13/16.

On conclut que A\, = % Alors

11/32 n 13/16 11/32 13/16

F = .
X—2 (X-2?2 X+2 (X+2°2

Exercice 3.5.3.
X+3
3 dans

Décomposer en élément simple la fraction rationnelle F' = ﬁ

R(X).
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3.5.5 Limite de zF(x) a l'infini

Soit F est une fraction rationnelle de degré strictement négatif. Alors la
fonction ¥ — xF(x) a une limite finie en Uinfini. On peut ainsi trouver des
relations entre les coeffcients de la DES de F.

Exemple 3.5.4. Considérons la fraction rationnelle G = de R(X) La

X4t -1
factorisation irréductible sur R du dénominateur s’écrit :

X' —1=(X-1)(X+1)(X2+1).

La fraction G posséde sur R deux poles simples (les réels 1 et —1). Sa décompo-
sition en éléments simples sur R s’écrit ainsi (la partie entiére est nulle) :

a1 (6] azX + ay

G:
X—1+X+1 X2+1

avec o, 2, a3, a4 dans R. G est impaire : G(X) = —G(—X). Donc

- aq Qg a3 X + oy
G = X71+X+1 X2 +1
X —
_ (651 + (65) + Qa3 Qg _ —G(—X)

X+1 X-1 X2+1
Par unicité de la DES, on en déduit an = a1 et oy = 0. On a donc

(651 (65} OégX

G = .
X1 X+1 X241

Le coefficient a s’obtient en multipliant par X — 1 puis en remplageant X par

1:
4X

[(X+1)(X2+1) (=1

ar = [(X —1) x G](1) =

Pour calculer as, on a d’une part

422
mgrlloo zG(x) = wﬂrfoo i 0,
et d’autre part
lim zG(z) = lim ( T 4+ ° a3m2):1+1+o¢3:a3+2
z—+o00 s+ \z—1 x4+1 2241
on obtient alors ag + 2 = 0 puis ag = —2. Finalement,
G 1 1 —2X

X_1 X+1 x2+1
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3.5.6 Division suivant les puissances croissantes

A
Soit F' = — wune fraction de K(X) irréductible, posséde (au moins) un pole

a € K d’ordre n. Le dénominateur B se factorise alors sous la forme suivante :
B = (X —a)"By avec By(a) # 0.
ot By est un polynéme de K[X]. Donc

A

F=—"—
(X - a)”BO

Dans la décomposition de F' en éléments simples sur K(X), la partie principale
associée au pole a s’écrit :

Al )\2 )\n
X—a X-a) (X —a)n
ot, parmi les scalaires A1, g, - , A, de K, seul \,, est nécessairement non nul.
Calcul simultané des coefficients A1, A2, -+, A\p. La méthode se décompose en

trois €tapes.

Etape 1 : elle consiste en un changement d’indéterminée : Y = X — a alors X =

Y +a. D’ou

A(Y +a)

= ViBo(Y £ a) avec Bo(Y 4+ a)(0) = By(a) # 0.

FEtape 2 : en effectuant la division suivant les puissances croissantes a l’ordre n — 1

du polynome A(Y +a) de K[Y] par le polynome By(Y +a) de K[Y]. Donc
il existe Q(Y), R(Y) € K[Y] tels que

AY +a) = Bo(Y +a)Q(Y) + Y"R(Y)

Q) <n—1

Alors
P Bo(Y +a)Q(Y)+Y"R(Y)
o YnBo(Y + Cl)
_ o), R
Yn Bo (Y =+ (L) ’
Comme d°Q(Y) < n— 1, alors il existe a1, g, -, € K tels que

QY)= Y M Y 2+ a1 Y + ap.
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Etape 3 : on déduit de égalité précédente :

QY) Y 4 apY" 2 41 Y +an

yn Yyn
- M1 2, %
Y * Y2 toet Yn»
- a1 a9 B (679
T X—d X Tt Zan

Par conséquent, \{ = a1, g = o, , Ay = Q.
Exemple 3.5.5.
—4X
Soit F' = . Appliquons cette méthode pour déterminer la

(X —1)2(X2+1)2
DES de F dans R(X).
On a d°F = =5 < 0, alors la partie entiére de F est nulle. Posons Y = X — 1,
alors X =Y + 1. On obtient :

—AX =AY —d et (X2 H1)?2 = (Y +1)>+1)2 =448Y +8Y2 +4Y3 + Y.

Donc
e —4Y — 4
Y2(4+8Y +8Y2+4Y3 + Y1)’
En faisant la division suivant les puissances croissantes a l'ordre 1 de —4Y — 4
par 4 +8Y +8Y2 +4Y3 + Y4

—4 — 4Y 44+ 8Y +8Y2 +4Y3 +Y*
4 + 8 + 8Y? 4+ 4y® 4+ Y4 —1+Y
4y + 8Y? 4+  4y® + Y*
-4y — —8Y2? — —8Y3 — 4y* — Y?°
—4Yy® — 3Y* — Y°©

On peut ainsi écrire : —4—4Y = (—1+Y)(4+8Y +8Y2+4Y3+Y*4)+ V2 (—4Y —
3Y2 — V3. D'od

(Y —1)(Y*+4Y3 +8Y2 +8Y +4) + Y?(-Y3 —3Y2 —4Y)

Fo= YV2(Y44+4Y3 £ 8Y2 + 8Y +4)
Y -1 —Y3 —4Y? —4Y
Y2 +Y4+4Y3+8Y2+8Y—|—4
1 -1 —-Y? —3Y? —4Y
S Y Ve Ty i svirsy i 4
Revenons enfin a lindéterminée X. Remplageons pour cela Y par X —1 . On
obtient :
1 -1 -X3-X+2
F= + +

X-1 (X-1)2 (X2+4+1)2
car —(X =12 =3(X —1)2 —4(X -1)=-X3 - X +2.
Remarquons que la partie associée au polynéme X2 +1 s’obtient alors facilement
a partir de la derniére fraction rationnelle de ’égalité ci-dessus. On a

X3 - X +4+2=-X(X%+1)+2.
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On en déduit alors :

-X?-X+2 —X(X*+1)+42 X L2
(X2+1)2 (X2+1)2  X2+1  (X2+1)?

On en déduit alors la DES de F sur R :

RN S S -X N 2
X -1 (X —-1)2 0 X241 (X241)2

Exercice 3.5.4.
i)Décomposer les fractions rationnelles suivantes en éléments simples sur R,
en raisonnant par substitution

X4+ X441
1F = 2555,

X34 X+
2. G= X-12(X+1)"

it)Décomposer la fraction rationnelle suivantes en éléments simples sur R. a
laide d’une division selon les puissances croissantes :

4X* —10X3 4+8X%2 —4X +1

¢= X3(X —1)2

Exercice 3.5.5.
Décomposer en éléments simples sur R et sur C les fractions rationnelles :

X°+ X +1
X4-1
X3 -2

X4X2+ X +1)%
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Chapitre 4

Calcul matriciel,
déterminants et résoltution
des systémes linéaires

Dans tous le chapitre, on notera K =R ou C.

4.1 Calcul matriciel

4.1.1 Définitions et notations

Définition 4.1.1.

Soit m et n deux entiers naturels . On appelle matrice A de type (m,n) (ou
d’ordre m x n) a coefficients dans K tout tableau de m lignes et n colonnes
d’éléments de K. L’ensemble des matrices de type (m,n) a coefficients dans K
est noté M, »(K).

Les nombres du tableau sont appelés les coefficients de la matrice A.

Le coefficient situé a la i-éme ligne et a la j-éme colonne est noté a; ;.

Une matrice A est représentée de la fagon suivante :

ail aie ... a1n aii aiz ... A1n

azi @22 ... G2n a21 a2 ... Q2n
A= . . ] . ou A =

Am1 Am2 ... Omnp am1 Am2 ... (mn

ou encore

A= (aij)icism  ou A= [aijlici<m.
1<j<n 1<j<n

1 -2 5
A‘(o 3 7)

30

NN

Exemples 4.1.1.
1.



A est une matrice 2 x 3 c--d A € Ma3(R) avec a11 = 1, a12 = —2,
a2,2 = 3 et az3 = 7.

2.
-3 0 -2
A=1-1 6 4
2 3 5

A S Mgg(R) ayp = —3, ago = 6 et ass — 5

4.1.2 DMatrices particuliéres

Soient m et n deux entiers non nuls et A une matrice d’ordre m X n.

1) Sim =1, on dit que A est une matrice ligne, on la note
A= (an aiz - alp)

2) Sin=1, on dit que A est une matrice colonne, on la note

3) Sim = n, on dit que A est une matrice carée d’ordre n. On note par
M, (K) lensemble des matrices carées d’ordre n & coefficients dans K.

Exemples 4.1.2.
i) A= (—2 3 -1 \ﬁ) est une matrice ligne d’ordre 4.

0
i) B=1| 1 | est une matrice colonne d’ordre 3.

-3

0 5 0 6
i) C -2 1 -1 3 y i e d'ordre 4
141 =5 7 3 _s5| cstune matrice carrée d’ordre 4.

o 0 2 -1

Définitions 4.1.2.

On dit qu’une matrice carrée A = (a;j)1<i<n €St :
1<j<n

1. Triangulaire supérieure sii > j alors a;; = 0.
2. Triangulaire inférieure si i < j alors a;; = 0.
3. Diagonale sii# j = a;; =0. Une matrice diagonale est de la forme

a1 0 PN 0
0 a2 :
0 0  ann
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On appelle diagonale de A ’ensemble des coefficients de A telle que i = j
et on la note Diag(A) = {a11,a22, "+ ,ann}-

4. La matrice diagonale d’ordre n dont les éléments de la diagonale sont tous
égaux a 1 est appelée matrice identité d’ordre n notée 1,,.

10 ... 0

01 ... 0
I, =

00 ... 1

5. La matrice de type (m,n) dont tous les coefficients sont des zéros est
appelée matrice nulle et notée 0,,, ou 0.

Exemples 4.1.3.
-3

1. La matrice A =

S O O

5

2 ) . . .

4 1 est une matrice triangulaire supérieure.
0

(G230 V)
o O

est une matrice triangulaire inférieure.

at
|
EN |

0
-1

3. La matrice C = O

0
0
0

2. La matrice B = (
2
0 . .
0 est une matrice diagonale.
0

O o OO
o O O O

0
5. 043 =

1 00
4. I3=10 1 0] la matrice tdentité d’ordre 3.
01
0
8 la matrice nulle de type (4,3) .
0

0 0
0 0
0 0
0 0

Définition 4.1.3. (Egalité de deux matrices)

Soient A = (ai;)1<i<m €t B = (bij)1<i<m deuz matrices de méme ordre m X n
1<5<n 1<5<n

sur K. Les matrices A et B sont égales, et on note A = B, si pour tout couple
(4,7) tel que 1 <i<m et 1 <j<n, on aa;; =by

Exemple 4.1.1.

Soient les deux matrices de type (4,3)

1 a 0 1 0 0
4 1 -3 4 ¢ -3

A= 9 1 5 et B = 9 1 5 a,b,c,d,e € R
-3 0 b e d -1

Alors A=B < a=0,b=—-1c=1d=0ete=-3
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4.1.3 Opérations sur les matrices

* Addition de matrices

Définition 4.1.4.

Soient A = (aij)1<ism €t B = (bij)i<ism deux matrices de méme type
1<j<n 1<5<n

(m,n). La somme A + B est aussi une matrice de type (m,n), définie
par :
A + B = (aij + bij)1<i<m~
1<5<n

Exemple 4.1.2. Soient les deux matrices de type (3,4)

0 2 -3 5 3 1 2 4
A=|-1 4 —4 0] e¢eB=|-1 0 4 -1
6 2 5 O -3 4 -2 5

Alors la somme de A et B est la matrice de type (3,4) suivante :

0+3 241 —-3+2 544 3 3 -1 9
A+B=|-1-1 440 —-44+44 0-1)=|-2 4 0 -1
6-3 244 5—-2 545 3 6 3 10

Remarque 4.1.5. La somme de deuzr matrices d’ordres différents n’est
pas définie.
Proposition 4.1.6. Soit A, B, C trois matrices de méme ordre m X n.
(a) A+ B = A+ B, (commutativité).
(b) (A+B)+C = A+ (B+C), (associativité).
(c) A+ Opy = A.
(d) Si A= (a;j) et B=(—aij;), alors A+ B = Oy, (B est dite 'opposé
de A).
* Produit d’une matrice par un scalaire

Définition 4.1.7.
Soient A = (a;5)1<i<m de type (m,n) sur K et a € K. On appelle produit
1<5<

VA

de A par «, et on note a. A ou aA, la matrice de type (m,n) sur K définie

par
Oé.A = (Oé.aij)1<i<m
1<j<n
. 0 2 -1
Exemple 4.1.3. Sia = 3 et A = 15 4) Alors . A = 3A =

0 6 -3
3 15 12

Proposition 4.1.8. Soient A, B € M, (K) deur matrices de méme
ordre et (o, 8) € K.

i) 0.A= 0, ¢t 1.A=A.
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i) a.(A+ B)=«a.A+ a.B.
1) (a+ B)A=a.A+ B.A.
w) (ax B)A=a(p.A).
* Produit de matrices
b1

ba
Soient L = (a1 as - an) € M1n(K) et C' = . € Mnl(K)

bn

Alors L x C, noté aussi LC, est une matrice de taille 1 x 1 dont 'unique
coefficient est L x C = ZZ? a;b; = a1by + asby + - - - + apb,. Ce nombre
est le produit scalaire des vecteurs L et C.

4
Exemple 4.1.4. U= (1 -2 0) etV =|-1

1
Ona UV =6.

Définition 4.1.9.

Soient A = (aij)liiim une matrice de type (m,n) surK et B = (bij)léifn
1<jsn 1<j<p

une matrice de type (n,p) sur K . On appelle produit de A et B, et on
note A x B ou AB, la matrice de type (m,p) sur K, définie par : Ax B =
(cij)igism avec
1<ji<p
n
¢y =L;Cj = Zaikbkj~

k=1
Remarque 4.1.10.
Le produit A x B n’est défini que si le nombre de colonnes de la premiére
matrice du produit est égal au nombre de lignes de la deuzxiéme matrice .
matrice de type (m,n)X matrice de type (n,p) = matrice de type (m,p).

Exemple 4.1.5.

2 20 2 1
Soit A=10 1 1]etB=1(4 0
-2 0 1 3 0
A est de type (3,3) et B de type (3,2). Le nombre de colonnes de A est

égale au nombre de lignes de B, donc la matrice A X B existe et de type
(3,2).

2 20 2 1 12 2
OnaAxB=[10 1 1 4 0l=(7 -0
-2 0 1 3 0 -1 =2

Dans ce cas, le produit B x A n’est pas défini car le nombre de colonnes
de B n’est pas égal au nombre de lignes de A.

Proposition 4.1.11. Soient A, B et C trois matrices telles que les pro-
duits écrits ci-aprés existent et soit a € K.

(a) (AxB)xC=Ax (BxC)=AxBxC (associativité)
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(b)) Ax(B+C)=AxB+AxCet(A+B)xC=AxC+BxC
(distributivité)

(c) (aAd) x B=A x (aB) = a(A x B)

(d) AxI,=I,x A=AetAx0=0x A=0.

(e) Pour toute matrice A € M,,(K), on pose A° =1, et

VEeN* AF=AFTx A=Ax---xA.
—_—

k fois

La matrice A* s’appelle puissance k-ieme de A.

Exemples 4.1.4.

2 0 -1
SoitA=[1 1 0
2 0 1
2 0 -1\ /2 0 -1 2 0 -3
Alors, A2=AxA=[1 1 0 11 0]=1(3 1 —-1] et
2 0 1 2 0 1 6 0 —1
-3\ /2 0 -1 -2 0 -5
A3 =A2x A= 3 1 11 0]=(5 1 —4
2 0 10 0 -7

* Transposée d’une matrice
Définition 4.1.12.
Soit A une matrice de type (m,n) sur K. On appelle matrice transposée
de A et on note 'A (ou parfois AT), la matrice de type (n,m) sur K
obtenue a partir de A en échangeant les lignes et les colonnes.

rool 2 -1 3
Exemple 4.1.6. Soient A=12 -1 1 eth( ).Alors

5 3 0 3.0 5
7 2 5 2 3
FA=(0 -1 3| e 'B=|-1 0
1 1 0 35

Proposition 4.1.13. (Propriétés de la transposée)
a) Si A€ My n(K), alors '(*A) = A.
b) Si Ae My n(K) et a €K, alors '(a A) = atA.
¢) Si A,B € My, ,(K), alors'(A+ B) = "A+ 'B.
d) Si A€ Mpn(K) et Be M, ,(K), alors *(Ax B) = 'B x 'A.
Définition 4.1.14. Une matrice carrée A = (a;;) d’ordre n est dite symétrique

(resp. antisymétrique) si (a;;) = (a;;) (resp. (aij) = —(aj;) pour tout 1 < i,j <
n.

Exemples 4.1.5.
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1. A=|-1 3 1 est une matrice symétrique.
0 1 —4
0 1 2

2. B=|-1 0 —1] estune matrice antisymétrique.
-2 1 0

Proposition 4.1.15. Une matrice carrée A est symétrique <= 'A= A.

4.1.4 DMatrices carrées inversibles

Définition 4.1.16.
Soit A une matrice carrée d’ordren sur K. On dit que A est inversible s’il existe
une matrice carrée d’ordre n sur K, notée A~! et appelée matrice inverse de
A, telle que

AV x A=1, et Ax A =1,

, 2 1 1 -1
Exemple 4.1.7. Soient A = (1 1) et B = (1 9 )
1 0

0 1

1 -1
71_ _
]
Proposition 4.1.17.

Soient A et B deux matrices carrées inversibles de méme ordre on a :

On vérifie facilement que A x B = ( ) =1y et Bx A =15 alors A est

inversible et

1. A1 est unique.
2. (tA)~! = t(A- ).
3. (AxB)'=B"1x AL

4.1.5 Matrices échelonnées

Définition 4.1.18.
Soit A € Myn(K) une matrice non nulle. On appelle pivot d’une ligne non
nulle de A le premier élément non nul, les pivots des lignes non nulles sont
appelé pivots de A.
On dit que A est sous forme échelonnée (ou simplement échelonnée) lorsque
les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

1) Toutes les lignes non nulles sont situées au-dessus des lignes nulles.

i) Le pivot de chaque ligne non nulle se trouve dans une colonne (stricte-
ment) & droite du pivot de la ligne précédente.

On dit que A est sous forme échelonnée réduite (ou simple échelonnée réduite)
si de plus les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

i) Le pivot de chaque ligne non nulle vaut 1.
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i) Le pivot de chaque ligne non nulle est le seul coefficient non nul de sa
colonne.

Exemples 4.1.6.

1 0 -3
1. La matrice A= |0 0 0 | nlest pas échelonnée (i) n’est pas vérifiée).
2 0 -1
-3 4 -1
2. La matrice B= | —1 0 1 | n’est pas échelonnée ( ii) n’est pas véri-
0 0 O
fiée).
2 -3 -1
8. La matrice C = |0 0 1 est échelonnée, mais pas échelonnée ré-
0 0 0
duite (iii) et iv) ne sont pas vérifiées).
150
4. La matrice D = |0 0 4] est échelonnée, mais pas échelonnée réduite
0 00
(iii. n'est pas vérifiée).
1 -2

5. La matrice E = | 0

0
1| est échelonnée réduite.
0 0

0
0

4.1.6 Le rang d’une matrice

Définition 4.1.19.
Le rang d’une matrice A est le nombre de lignes non nulles dans sa forme
échelonnée en lignes. On le note rgA.

1 5 -6 2
Exemple 4.1.8. Soit A= |0 0 1 =5, A est une matrice échelonnée,
00 0 4
alors rgA = 3.
-3 3 2
Soit B=| 0 1 1], B est une matrice échelonnée, alors rgB = 2.
0 0 0

Théoréme 4.1.20.
Pour toute matrice A € My, ,(K) on a

rgA < min(n, p).

4.1.7 Opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice

Définition 4.1.21.
On appelle opération élémentaire sur les lignes d’une matrice ['une des trois
opérations suivantes :
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1. L’échange de deux lignes L; et Lj, parfois noté L; «— L;.

2. La multiplication d’une ligne par un scalaire o € K non nul, parfois noté
L;+— al;.

3. L’ajout a une ligne une autre ligne multipliée par o € K, parfois noté
Li+— L+ al;.

Définition 4.1.22.
Soit A,B € M, ,(R). On dit que A et B sont équivalentes, si l'une est la

transformation de l'autre par un nombre fini d’opérations élémentaires, et on
note A ~ B.

Exemple 4.1.9.
-2 4 6
SoitA=111 0 3
3 1 -1

o Permutation de L1 avec Lo.

A Ll(?)Lz

e Mulitiplication de Ly par %1

Li+— St x Ly
~

A

e L’ajout a L3, Lo multipliée par —3.

L3<—L3+(—3)x Ly
~

A

4.1.8 Applications

a) Calcule du rang d’une matrice
1 2 -1 0
Soit B=|4 2 -3 1
-2 -4 2 0
On cherche a obtenir une matrice B’ une forme échelonnée équivalente a
B.

1 2 -0 L Lo—4L4, L Ls+2L 2 -1 0
B = 4 2 31 2¢—La2— 1y 3<—L3+2L, 0 1 1 _ B,.
-2 -4 2 0 0 0 0 0

Donc B ~ B’ et B’ est une matrice échelonnée, posséde deux lignes non
nulles, alors rgA = 2.
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b) Calcule de l’inverse d’une matrice
Soit A € M,(R), si A est inversible, alors pour calculer A=% on suit les
étapes suivantes :
(a) On construit une matrice & n lignes et 2n colonnes notée (A|l,) (ap-
pelée matrice élargie, en écrivant la matrice identité o droite de A.
(b) En appliquant les opérations élémetaires, pour transformer A en une
matrice échelonnée notée A et on applique les mémes opérations sur
I,. La matrice obtenue sera notée (A|I).
(c) Si A a une ligne nulle, alors A n’est pas inversible.
(d) Sinon, en appliquant des nouwvelles opérations élémetaires jusqu’on
transforme A en L,, les mémes opérations élémetaires transforment

I, en A~
3 0 2
Exemple 4.1.10. Calculons Uinverse de A= -2 4 1
1 -1 0
Voici la matrice augmentée, avec les lignes numérotées

3 0 2 1 0 0\ Iy

(AlIs)=(-2 4 1 0 1 0] Lo

1 -1 0 0 0 1) Ls

On applique les éliminations de Gauss sur les lignes de (A|l3) d’abord,
pour avoir 1 comme pivot de la pemiére ligne, on effectue l’opération élé-
mentaire L1 <— L3, on ontient

1 -1 0 0 0 1
3 0 2 1 00
pour faire apparaitre des 0 sur la premiére colonne, on effectue successi-

vement les deux opérations élémentaires suivantes, Ly «— Lo + 2L et
L3 +— L3 —3L,

1 -1 0] 0 0 1 10
Lo+—ILo+2L, 0 2 1 0 1 2|3 (g 2 1
3 0 2 100 0 3 2

On multiplie la ligne Lo par % afin qu’elle commence par 1

1 -1 0 0 0 1
SRR VU B I

On continue afin de faire apparaitre des 0 partout sous la diagonale

1 -1 0 0 0 1 1 -1 0
L3 +— L3 — 3L 0 1 % 0 % 1 L3ﬁ2L3 0 1 %
0 0 3 1 32 -6 0 0 1
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Faire apparaitre des O au-dessus de la diagonale

1 -101] 0 o0 100 | -1 2
Lo+ Lo—3iLy (0 1 0o | -1 2 7 |"R™ (o 10 | -1 2
0 0 1 | 2 -3 -12 001 | 2 -3
Ainsi
-1 2 8
Al=|-1 2 7
2 -3 12

4.2 Déterminant d’une matrice carrée

4.2.1 Définitions et propriétés
Définition 4.2.1. Soit A une matrice carrée d’ordre n sur K, le déterminant
de la matrice A est noté det A telle que :

1. Sin=1 avec A= (a), alors det A = a.

2. Sin=2 avec A= (Z 2), alors det A = ad — be.

3. Sin 2 2 et A= (aij)lliiim; alors det A = Zzz?(—l)i+jaij detAij =
IR
;jf(fl)”jaij det A;; avec A;; est la matrice extraite de A , obtenue en

supprimant la ligne i et la colonne j de A .

Remarques 4.2.2.

aip -0 ai; ot QGin
1. SiA € M, (K) son déterminant est noté aussi |a;1 -+  Qij - Gin|-
a/nl .« .. an] ... ann

2. L’écriture Z?Z?(—l)i“'ja“ det A;; s’appelle le développement du détermi-
nant par rapport a la ligne 1.

8. L’écriture Zzz?(fl)i“aij det A;; s’appelle le développement du détermi-
nant par rapport a la colonne j.

4. Le déterminant d’une matrice carrée ne dépend pas du choix de la ligne i
et la colonne j.

Exemples 4.2.1.

1 -2
a2

det A=1x3—0x(—2) =3
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6 4 0 4 1 -2
071@1411(3 5>,A12<2 5)7/132(0 4>-

Calculons le déterminant de la matrice A.

-En dévelloppant suivant la premiere ligne,

det A = (—=1)1 1 x1xdet (g §)+(1)1+2x0xdet <(2) §>+(1)1+3(2)X

det <0 6) =18+ 24 = 42.

2 3
-En développant suivant la deuziéme colonne,
det A = (—1)'"2x0xdet ((2) g) +(=1)2T2 x6x det (; _52> +(=1)32x
1 -2
3><det<0 4>—54—12—42.

Propriétés 4.2.3. Soit A € M,(K). On a :

1. Si une colonne (resp., une ligne) de A est nulle, alors la valeur de det A
est nulle.

2. La valeur de det A ne change pas en ajoutant o l'une des colonnes (resp.,
des lignes) de A une combinaison linéaire des autres colonnes (resp., des
autres colonnes) de A.

3. Si on multiplie une colonne (resp., une ligne) de A par un scalaire a, la
valeur de det A est multipliée par .

4. Si on échange deux colonnes (resp., deux lignes) de A, alors la valeur de
det A est multipliée par —1.
Proposition 4.2.4. Soient A et B deux matrices carrées d’ordre n, Alors :
1. det(AB) = det Adet B.
2. det(*A) = det A.
3. det(aA) = a" det A.

Corollaire 4.2.5. Soit A une matrice d’ordre n. A est inversible <= det A #

: ; : -1 _ _1
0. De plus si A est inversible alors det A~ = 54—

2 5
0, alors A est inversible et det A~! = _?1.

Exemple 4.2.1. Soit A = <0 4) une matrice d’ordre 2. On a det A = —8 #

4.2.2 Déterminants des matrices particuliéres

Proposition 4.2.6. Le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure (ou
inférieure) est égal au produit des termes diagonauz.
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Pour une matrice triangulaire A = (a;;), on a

a1 a1 ... QA1p
0 a2 e N N aA2n,
det A=| . . . | =aiam - an.
0 ... ... ... 0  ann
Exemples 4.2.2.
-3 4 5 0
. 0 -1 2 4 . . . L
1. Soit A = 0 0 4 —1 une matrice triangulaire supérieure, on a
0 0 0 5
det A =(-3) x (=1) x 4 x 5 = 60.
2 0 0
2. Soit La matrice triangulaire inférieure B= |5 —2 0|, on adetB =
5 3 1

2x(=2)x1=—-4.
Comme cas particuliérement important on obtient :

Corollaire 4.2.7. Le déterminant d’une matrice diagonale est égal au produit
des termes diagonaux.

Exemple 4.2.2. Vn € N, det,, = 1.

4.2.3 Deéterminant et inverse d’une matrice

Définition 4.2.8. Soit A = (a;;) € M,,(K) une matrice carrée d’ordre n > 2. Si
(i,7) € {1,...,n}> , on appelle mineur du coefficient a;; le déterminant, det A;;
de la matrice A;;, obtenue en supprimant dans A, la i-iéme ligne et la j-éme
colonne. Le scalaire (—1)"*7 det A;; s’appelle le cofacteur du coefficient a;;. La
matrice dont les coefficients sont les cofacteurs s’appelle la comatrice de A et
on la note com(A).

1 -
Exemple 4.2.3. A=[-2 1
4 3
comatrice de la matrice A.

Posons com(A) = (bj), i, € {1,2,3}, alors bj; = (—1)"*7 det A;; avec A;j
est la matrice obtenue en supprimant dans A, la i-iéme ligne et la j-éme colonne.
On a donc

1
une matrice d’ordre 3. Déterminons la

ot W N

1 3 -2 3
b11 = (—1)1+1 det <3 5) = —4, b12 = (—1)1+2 det ( 4 5) = 22, blg =

-2 1 -1 3

(—1)1+3 det ( 4 3) = —10, b21 = (—1>2+1 det ( 9 5) = 11, b22 = (—1)2+2 det (
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1 -1 -1 2
—3, b23 = (—1)2+3det (4 3> = —7, b31 = (—1)3+1 det(l 3> = —5,

1 2 1 -1
b3z = (—1)3+2 det <_2 3> = —7 et bgz = (—1)3T3 det <_2 1 ) =—1.
Alors

-4 22 -10
com(A)=|11 -3 =7
-5 -7 -1

Proposition 4.2.9. Soit A € M, (K) une matrice carrée d’ordre n. Alors :
o A(fcom(A)) = (fcom(A))A.
o A est inversible si et seulement si det(A) # 0, dans ce cas, on a :

Exemples 4.2.3.

i) Si A= (CCL Z) telle que A est inversible, alors :

1 1 '"(d —c pr il
-1 _ t _ _ ad—bc ad—bc
A B detA( com(A)) ad — be <b a ) (ad_—cbc ad(ibc) .

-4 11 -5

ii) Dans (Ezemples|4.2.5), on atcom(A) = | 22 -3 —T| et det A= —46.
-10 -7 -1

On conclut que
2 -1l 5
23 46 46

1
A7l = m(tcom(A)) = % f—G 4—76

23 46 46

Exercice 4.2.10. Montrer que la matrice suivante de Ms(R) est inversible,

3 0 2
puis calculer son inverse par la méthode des cofacteurs : A= | -2 4 1
1 -1 0

Remarque 4.2.11. Cette derniére formule pour calculer l'inverse est peu pra-
tique pour de grandes valeurs de n.

4.3 Reésolution des systémes linéaires

4.3.1 Deéfinitions et notations

Définition 4.3.1. Soient p un entiers naturels et a;, i = 1...p des éléments de
K. On appelle équation linéaire de variables (ou inconnues) x1, ... ,x, toute

relation de la forme
ayry + -+ apTy =0, (4.1)
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-les a;, 1 = 1...p sont les coefficients.
-b € K est le second membre de l’équation.
-Le p-uplet (x1, ..., zp) est solution de l’équation s’il satisfait I’égalité .

Exemple 4.3.1. 3z — 2y + 4z = 2 est une équation linéaire a trois inconnues,
a coefficients dans R. Le triplet (%,0,0) est une solution de [’équation.

Définition 4.3.2. On appelle systéme linéaire de n équations et p inconnues
et a coefficients dans K toute conjonction de n équations linéaires a p inconnues
et a coefficients dans K, c’est a dire tout systeme (S) de la forme :

anzi  +a2r2 taizrs 4+ - tapr, = b
2171 +aTe  +asrs + - Hagpxr, = by
CIE . .' .' e
;177 +a 22 +a;3rs  + +a2pxp - i
Ap1T1  +ap2T2  +0p3T3 A+ 0 FappT, = by
- X1, ...,Tp Sont les inconnues du systeme,
- Les a;j sont les coefficients du systéme,
- La matrice A = a;; € My, (K) est la matrice du systéme,
- Le rang de la matrice A s’appelle le rang du systéme (S),
b1
ba
- La matrice b= | . | est le second membre du systéme,
bn,
- (A|b) est la matrice élargie du systéme,
- Le p — uplet (z1,...,xzp) est solution du systéme (S) lorsqu’il est solution

de chacune des équations formant le systéme,
- Résoudre le systéme, c’est déterminer l’ensemble de toutes ses solutions.

Interprétation matricielle
Le systéme linéaire (S) s’écrit sous la forme d’une équation matricielle (équi-
valente au systéme) :

a11ry  +aiprs  +a13rz + - Fapr, = b
2171 a2z  +asrs + - Hagpr, = b
AX =b — (S ' : ' -

() a;1T1  +aprs  +aizr3 + o tapT, = b
Ap1X1  +anp2T2  +ap3x3 + o0 FAppTp = by

ail a12 . a1p X1 b1 Xr1

a1 a22 e a2p T2 bQ T2

<— . . ) . . = . avec X =
Gp1l Gp2 ... Gpp Tp bn, Tp
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Exemples 4.3.1.

1. Le systéme suivant a 2 équations et 3 inconnues :

3r1 — 219 + 4dz3 = 2
—x1 + 32 + 33 = 5
2. Le systéme
I — 31’2 + I3 = 1
—2xr7 4+ 4z — 3x3 = 9

est un systéme linéaire de deuz équations et trois inconnues.

1 -3 1 . .
-(_2 4 _3) est la matrice du systéme,

-b = (é) est le second membre du systéeme,

1 -3 1 1 S .
-(2 4 _3 9) est la matrice élargie du systéme,

1 -3 1) (™ 1
- L’écriture matricielle du systéme est :(_2 4 _3) iQ = (9) ,
3

- (—18,—6,1) est une solution du systeme, (7,2,0) n’est pas une solution
du systéme car il ne satisfait que la premiére équation.

4.3.2 Existence des solutions d’un systéme linéaire

Théoréme 4.3.3. Soit (S) un systéme linéaire de n équations et p inconnues
et & coefficients dans K. Soient A la matrice de (S) et (A|b) sa matrice élargie.
On note r le rang de A et m le rang de (A|b) Alors :

—Sir=m=p, (S) admet une seule solution.

—Sir=m <p, (S) admet une infinité de solutions.

—Sir #m, alors (S) nadmet pas de solutions.

Remarque 4.3.4.

1. Si un systéme linéaire a 2 solutions différentes, alors ce systéme admet
une infinité de solutions.

2. Un systéme linéaire qui n’a aucune solution est dit incompatible.

3. Un cas particulier important est celui des systémes homogénes, pour

lesquels by = by = -+ = b, = 0, c’est-a-dire dont le second membre est
nul. De tels systémes sont toujours compatibles car ils admettent toujours
la solution sy = sp = --- = s, = 0. Cette solution est appelée solution
triviale.
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4.3.3
1.

Méthode de Gauss

Résolutions des systémes linéaires

Soit (S) un systeme linéaire, de matrice A et de second membre b :

- On consideére la matrice élargie (A|b) du systéme,

- On cherche la forme échelonnée lignes réduite de (A|b). La matrice finale
correspond & un systéme équivalent a (S).

- Les inconnues dont le coefficient est un pivot = 1 s’appellent inconnues

principales,

-les autres sont les inconnues secondaires.

- Si le systéeme admet une infinité de solutions, on exprime alors les in-
connues principales en fonction des inconnues secondaires.

Exemples 4.3.2.

(a) Le systéme linéaire suivant a 4 équations et 4

T
2(E1
3371
433‘1

La matrice élargie du systéme est :

+2x5 +3x3 +4x4
+3x2 +4x3 +x4
+4xo +1lxz +2x4
+xo  42x3 +314

1 2
2 3
3 4
4 1

3
4
1

2

mnconnues.

DN

3

11
12
13
14

11
12
13
14

Pour faire apparaitre des O sur la premiére colonne, on effectue suc-
cessivement les trois opérations élémentaires suivantes, Lo <— Lo —
2Ly, Ly «— L3 — 3Ly et Ly +— L4 — 4L1. On trouve la matrice

suvante :
1 2 3 4
0 -1 -2 -7
0 -2 -8 -10
0 -7 —-10 -13
1 2 3 4
0 1 2 7
“lo —2 -8 -10
0 -7 —-10 -13
12 3 4 11
01 2 7 10
“lo 0 -4 4 o0
0 0 36 40
12 3 4 11
01 2 7 10
“1lo 0 -4 4 0
0 0 4 36 40

11
-10
-20
-30

11
10
—20
-30

L3 <+— L3+ 2Ly
Ly<+— Ly+ 7L

L3 <— L3+ 2L
L4 — L4+7L2
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(b)

1 2 3 4 11
01 2 7 10
001 -1 0O 1
00 4 36 40) L3 als
1 2 3 4 11
01 2 7 10
001 -1 0
0 0 0 40 40/ Ly<+— Ly—4Ls
12 3 4 11
01 2 7 10
001 -1 0
000 1 1) Ly« 5514
1 2 3 4 11
01 2 7 10
001 0 1
0001 1) B latls
1 2 3 4 11
01 00 1
~ 00 10 1 L2<—L2—2L3—7L4
0 00 1 1
1 0 0 0 2
0100 1 Ll(—L1—2L2—3L3—4L4
0 01 01
0 00 11
1
Alors la forme échlonnée réduite de (A|b) est la matrice 8
0
On a donc l’ensemble des solutions :
S= {(2, 1,1, 1)}
z 4y 47z = -1
20—y 45z = -5
—xr -3y —9z = -5

La matrice €élargie du systéme est :

1 1 7 -1
2 -1 5 =5
-1 -3 -9 -5

La forme échelonné réduite de la matrice €largie est :
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10 0 2
01 0 4
0 01 -1
On obtient ainsi x = 2, y = 4 et z = —1 et lunique solution du

systéme est (2,4, —1).

(c) Le systéme linéaire suivant G 3 équations et 4 inconnues.

T +2x3 = 25
T 721’3 = 16
Ty = 1

Ce systéme se résout trivialement en

ry = 25 — 2.’,E3
T2 = 16+2(E3
Tyg = 1.

L’inconnue x3 est secondaire les valeurs de x1, xo et x4 s’expriment
en fonction de x3. On a donc l’ensemble des solutions :

S = {(25 — 233,16 + 2x3,23,1) | 23 € R}.

2. Méthode de Cramer

Définition 4.3.5. Un systéme linéaire de n équations a p inconnues est
dit de Cramer s’il posséde autant d’équations que d’inconnues (c ’est-a-
dire sim = p) et si le rang de sa matrice associée est égal a n . Un systéme
de Cramer est aussi appelé systéme régulier.

-Un systéme de Cramer est un systéme carré dont la matrice associée est
inversible. Il est donc de la forme

anxr +aiprz  +aizry + - Fap®, = b
(211 +agerz +azzrz + - Fapr, = b
;171 A;2X2 ;373 AinTn )
Ap1%1  +an2T2  +ap3xrs + - Fapp®n, = by
a/ll .« .. alJ “ e a/ln
avec |a;1 -+ Qi v Q| 7# 0.
Gnp1 = Gpj - dpn

Un systeme de Cramer posséde une solution et une seule (Théoréme.
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Proposition 4.3.6. Les coordonnées x1,%a,...,T, de l'unique solution
d’un systeme de Cramer d’équation matricielle AX = B, sont données

par :
. o det(Cl,C’g...C’j,17B7C’j+1...Cn)
Vje{l.n}, z; = et A

ot C1,Cy, ..., Cy, représentent les n colonnes de la matrice A et ou le nu-
meérateur est le déterminant de la matrice déduite de A en remplacant la
J -ieme colonne C; par la matrice-colonne B.

Exemple 4.3.2. Considérons le systéme suivant :

T —Tr3 = 1
—xo H4x3 = 1
—x1 +2x9 =1
1 0 -1
Ona|0 -1 1|=-1#0.
-1 2 0
C ’est un systéeme de Cramer. On trouve :
1 0 -1 1 1 -1 1 0 1
1 -1 1 0o 1 1 0 -1 1
1 2 0 -1 1 0 -1 2 1
N=—"F—"""=0%,1="—"—"=3¢etr3="—"7F—"" =
4

Donc 8§ ={(5,3,4)}.
. Méthode de la matrice inverse
On considére le systéme linéaire carrée

a11x1  +apre  +azrs + - T, = by
a2171  +aTs  +azrz + - FaaTn, = by
(S) : : : : =
anry  +aprs  +airs + - Faprn, = b
n1T1  +FpaTa +ap3Tz + 0 FOpnTn = by

de forme matricielle AX = b.

Proposition 4.3.7. Si la matrice A est invérsible, alors le systéme (S)
admet une unique solution X = A~1b.

Exemple 4.3.3. Soit le systeme linéaire

- +2y +8 = 1
—r 2y +7z = 2
20 =3y —-12z = -1
-1 2 8
La matrice associée au systeme (S) est : A = | =1 2 7 |. Son
2 -3 -12
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3 0 2
invérse est la matrice A== -2 4 1].
1 -1 0
On a
-1 2 8 T 1 x 3 0 2 1
-1 2 7 vyl =1 2 — |y]l=1-2 4 1 2
2 -3 -12 z -1 z 1 -1 0 -1
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