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Exercice 1.
— Donner la décomposition des permutations suivantes en cycles disjoints et donner
leur ordre et leur signature.
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— Calculer ¢2020,

Exercice 2.
— Dans Sy, calculer le produit des 3-cycles ¢icac3 ol

€1 = (17273) ;G2 = (27374) y C3 = (17372)

— Pour n > 3, montrer que le produit de deux transpositions de .S,, est un commu-
tateur.
— Pour n > 3, montrer que le centre du groupe symétrique est réduit a l'identité, i.e.

Z(Sn) = {idy, }-

Exercice 3. Montrer qu’il n’existe pas d’homomorphisme surjectif de S5 sur As.

Exercice 4.
1. Montrer que chacun des ensembles suivants engendre .S, :
— lensemble des n — 1 transpositions simples : {(1,2),(2,3),---,(n —1,n)}
— Densemble formé par la trasposition (1,2) et le cycle (1,2,3,--- ,n)

— Densemble formé par les n — 1 transpositions {(1,2), (1,3),---,(1,n)}.

2. Pour n > 3, montrer que I'ensemble formé par les n — 2-cycles ¢; = (i,i+ 1,1+ 2,)
ou 1 <i<n-—2, engendre le groupe alterné A,.

Exercice 5. On considére dans le groupe symétrique S, les sous-groupes suivants : V; =
{idy,, (1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)} et H = {idy,,(1,2)(3,4)}

— Montrer que Vj est distingué de S;. En déduire que A, n’est pas simple.

— Montrer que H est un sous-groupe distingué de V; mais H n’est pas distingué dans

Sy.

Exercice 6. Montrer que les groupes S et S sont résolubles.
Exercice 7. Montrer que le groupe alterné A, n’a pas de sous-groupe d’ordre 6.
Exercice 8. Pour n > 3, montrer que A, est le groupe dérivé de S, i.e. D(S,) = 4,.

Exercice 9. Soit n > 5 et H un sous-groupe distingué de .S,,.

1



. Montrer que H N A,, est un sous-groupe distingué de A,,. En déduire que
A, € Hou bien H N A,, = {Id;,}

. On suppose que H N A,, = {Idy,}.
Montrer que la restriction de 'homomorphisme signature ¢ & H est injectif. En
déduire que H C Z(S,,) puis déterminer H.

3. On suppose que A,, C H. Déterminer dans ce cas H.

4. Donner alors tous les sous-groupes distingués de S,,.



