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CHAPITRE 3

ANNEAUX ET CORPS

I Rappels et Préliminaires

I.1 Généralités sur les Anneaux

Définition I.1.1. Un anneau est un ensemble A muni de deux lois de composition in-
ternes, l'une, notée comme une addition (additivement), l’autre, comme une multiplication
(multiplicativement), vérifiant les propriétés suivantes :

— (i) (A, +) est un groupe abélien,

"1 est associative,

— (ii) la multiplication
— (iii) la multiplication est distributive (& gauche et a droite) par rapport a laddition,

ie. x(y+z)=xy+axz et (r+y)z=xz+yz pour tous x,y, z € A.

L’anneau est dit commutatif si de plus la multiplication est commutative.
L’anneau est dit unitaire (ou uniféere) lorsque A admet un élément neutre pour la
multiplication, distinct de son élément neutre pour [’addition. Noter qu’un anneau unitaire

admet au moins deuzr éléments.

Notation
L’élément neutre de + sera noté 04 ou tout simplement 0 et est appelé élément nul.
L’élément neutre de la multiplication, s’il existe, sera noté 1,4 ou tout simplement 1 et est

appelé élément unité.
Exemples. — L’ensemble {0}, muni des lois 0+0 = 0 et 0-0 = 0 est un anneau appelé
anneau nul. Cet anneau n’est pas unitaire car 04 = 14.
— (Z,+, ) est un anneau commutatif unitaire. Il en est de méme de Q,R et de C.

— L’ensemble des matrices carréees d’ordre n > 2 a coefficients réels, muni de [’addi-

tion et de la multiplication est un anneau non commutatif unitaire (1 =1, ).



— Soit (G,+) un groupe abélien. (End(G),+,0) est un anneau unitaire (1 = Idg) non
commutatif.

— (A, +,-) est un anneau (commutatif, unitaire) et X un ensemble non vide quel-
conque. L’ensemble F(X, A) des applications de X dans A muni des lois + et -
définies comme suit :

Vi,ge F(X,A) Ve e X, (f+g)(x)=f(z)+g(x) et (f-g)(x) = f(z)g(x)
(F(X,A),+,-) est un anneau (commutatif, unitaire). En particulier, ’ensemble des
suites réelles, (F(N,R),+,-), est un anneau commutatif unitaire.

— Soit n > 2. (Z/nZ,+) est un groupe abélien. On définit une multiplication dans
Z/nZ a partir de celle de Z en posant Ty =Ty, YT,y € Z/nZ.

Cette multiplication est bien définie (la congruence est compatible avec la multipli-
cation), commutative, associative et distributive par rapport a +, et 1 est ’élément
unité pour ”-". On conclut que (Z/nZ,+,-) est un anneau commutatif unitaire.

Calcul dans un Anneau
Dans un anneau (A, +,-) quelconque. On a les propriétés suivantes :
— VYaeA, a04=04=04a
— Va,be A, a(—b) = —(ab) = (—a)b
— VYa,be A, (—a)(—b) =ab
— Ya € A,VYn € N*, on définit a” par récurrence : a' = a et a” = a" 'a. On a alors,
Vm,n € N*,  a™" = q™a" et (a™)" = a™". Si A est unitaire, on définit de plus
a’ =1 et les formules ci-dessus restent valables pour tous n,m € N.
— (A, +) étant un groupe abélien, on rappelle qu’on a déja défini Vk € Z,Va € A le
symbole k-a et on a Vk,p € Z,Va € A :
(k+pla= ka+pa
(kpla=  k(p-a)

Théoréme 1.1. Soit (A, +,-) un anneau unitaire. Pour tous x,y € A tels que -y = y-x

et pour tout n € N*, on a les formules suivantes :

" - . B n!
(x) (z+y)"= szo Eﬁx PyP  ou EZ = P’il(” )

(o) 2" —y" = (z—y) (X" Py

En particulier :

(formule du bindme)

" —1a=(z—-1)(Ia+ax+2>+- 2"
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Chapitre3. Anneaux et Corps 3

La preuve de (%) se fait par récurrence su n et en utilisant la formule (2 = C?~) +
C? |, Vn,pe& N

Eléments Inversibles

Définition I.1.2. Soit (A, +,-) un anneau unitaire. Un élément © € A est dit inversible
s’il est inwversible pour la loi multiplicative dans A, i.e. sl existe un élément y € A tel
que -y = y-xr = 1.

L’ensemble des éléments inversibles de A est noté U(A).
Remarques. — 14 est inversible.

— 04 n’est pas inversible.

— Tout élément inversible de A est régulier pour ”-”.
Proposition I.1.1. Soit (A,+,-) un anneau unitaire. Alors U(A) est stable pour la mul-

tiplication dans A et (U(A),-) est un groupe d’élément neutre 1 4. On Uappelle groupe des

unités de A.
Preuve. Vo,y € U(A), z7' ety ! emistent et (xy)(y o=t =14 = (y ') (zy), donc
zy € U(A).
— L’associativité de ”-” dans U(A) découle de I’associativité de ”-” dans A.
— lacU(A) etVe eU(A), zla=1sax=1x
— Ve elU(A), Try=z"'eAtelquerz ™ =atx =14 doncxt € U(A). Ainsi, x
est symétrisable dans (U(A), ).l
Exemples. — U(Z)={—-1,1}.

— U@Q) =0\ {0} =Q".
— Soit n > 2. Montrer que U(Z/nZ) ={T € Z/nZ /x est premier avec n}.

Définition 1.1.3. On appelle Corps (resp. corps commutatif ), tout anneau unitaire (resp.
anneau unitaire commutatif) dans lequel tout élément non nul est inversible.

Remarque. — Soit A un anneau unitaire. A est un corps si et seulement si U(A) =
AN{04}

— Vn > 2, sin est premier alors Z/nZ est un corps.
Diviseurs de Zéro

Définition 1.1.4. Soit A un anneau non nul. Un élément x € A est dit diviseur de zéro

st x # 04 et s’il existe un élément y # 04 € A tel que xy = 04 ou yr = 4.
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Remarque. Pour tout élément x non nul de A, x est un diviseur de 04 si et seulement

% 9

st x n’est pas régqulier pour la loi

Définition I.1.5. Un anneau A est dit integre s’il est commutatif unitaire et ne contient

aucun diviseur de zéro.

Remarque. Dans un anneau intégre, tout élément non nul est régulier pour la multipli-

cation.

Proposition 1.1.2. Soit A un anneau commutatif unitaire. A est intégre si et seulement
siVr,y€ A, ay=04=(x =04 ou y=0y4).
Exemples. — 7Z est un anneau intégre.

— Q, R, C sont des anneaux intégres.

— ZJ67 n’est pas integre (23 =0 et 2#0,3#0).

— (F(R,R),+,-) n'est pas intégre : soit

f: R — R g: R — R
r — flr)=2 siz>0 et r — g(z)=0 six>0
flz)=0 six<0 glx)y=x siz <0

Onaf#06etg+#60mais f-g==0 ou 0 est application nulle de R vers R.
Proposition 1.1.3. Tout corps commutatif est un anneau intégre.

Preuve. Soit K un corps commutatif. K est alors un anneau commutatif unitaire. Soit
x,y € K tel que vy = Og. St x # Ok alors x est inversible dans K par définition d’un

corps, donc  x lwy =210k, d.e y=0.1
Remarques. — La réciproque de la proposition n’est pas vraie : 7. est un anneau in-
tegre mais 7, n’est pas un corps.

— Soit n > 2, sin est premier alors Z/nZ est inlégre.

1.2 Anneaux Produits

Proposition et Définition 1.2.1. Soit (A;)ic; une famille d’anneauz. L’ensemble produit

[Lic; Ai muni des lois suivantes :
T+y=(zi+yi)ier e vy = (TiYi)ier, VT = (Ti)ics € HAi VY = (yi)ier € HAi7
iel iel
est un anneau, dit anneau produit des A;.

Si de plus A; est commutatif (resp. unitaire) pour tout i € I, alors [],., A; est com-

mutatif (resp. unitaire, d’élément unité 1174, = (14,)).
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Chapitre3. Anneaux et Corps 5

Remarques. — Si tous les anneauzr A; sont égaux & un méme anneau A, l'anneau
[1,c; Ai, noté A" peut étre identifié a Uanneau F(I, A).

— Sil1={1,2,3,--- ,n}, n €N,

HAi: H Ai= A x Ay x - x Ay, 2= (Ti)ier = (01,72, , Tp).

el 1<i<n

— Un produit Ay x Ay d’anneauz unitaires commutatifs n’est jamais intégre (méme si
Ay et Ay le sont, et méme si ce sont des corps commutatifs). En effet, les éléments
(14,,04,) €t (04,,14,) sont non nuls alors que leur produit [’est.

Proposition 1.2.1. Soit A et B deuz anneaux unitaires. Alors U(Ax B) = U(A) xU(B).
Preuve. Ezercice.

Remarque. Le produit de deux corps n’est pas un corps.

1.3 Sous-Anneaux

Définition 1.3.1. Soit (A, +,-) un anneau et B une partie de A. B est dite sous-anneau
de A, si B est stable pour les lois + et 7" et si (B,+,-) est un anneau.

Il est clair que si A est un anneau commutatif, B est aussi commutatif. Par contre, si
A est unitaire, B n’est pas forcément unitaire. En effet, Z est un anneau unitaire mais 27
est un sous-anneau de 7Z non unitaire. Il existe des sous-anneaux d’un anneau unitaire A

ayant un élément unité différent de celui de A. D’ou la convention de définition suivante.

Définition 1.3.2. Soit (A, +,-) un anneau unitaire et B une partie de A. B est dite sous-
anneau unitaire de A, si B est stable pour les lois + et 77 et si (B, +,) est un anneau
unitaire d’élément unité 1g = 14.

Proposition 1.3.1. Soit (A, +,) un anneau (unitaire) et B une partie de A. B est un

sous-anneau (unitaire) de A si et seulement si :
— (1) B#10
— (ii)Vx,ye B, x—y€EB et xzye B
— (iii) (1 € B)

Preuve. Ezercice.

Exemples. — {04} et A sont des sous-anneaux de l’anneau A.
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— Les sous-anneaux de (Z,+,-) sont les nZ ou n € N. L’unique sous-anneau unitaire
de (Z,+,-) est Z.

— 7 est un sous-anneau unitaire de Q (de R et de C).

— Soit (G, +) un groupe. Aut(G) est un sous-anneau unitaire de 'anneau (End(G),+, o).

— Soit I un intervalle de R. Dans U'anneau (F(I,R),+,-), l'ensemble des fonctions

continues forme un sous-anneau unitaire.

— L’intersection quelconque de sous-anneauz (unitaires) d’un anneau A (unitaire) est

aussi un sous-anneay (unitaire) de A.

Exercices 1. 1. Soit Z[i] = {a +ib /a,b € Z}.
(-) Montrer que Z[i| est un sous-anneau unitaire de (C,+,-) et que Z est un
sous-anneau unitaire de 7Z[i].
(-) Montrer que Z[i| est intégre.
(-) Pour a,b € Z, on pose N(a+ib) = a®>+b*, montrer que N(zy) = N(x)N(y),
pour tous x,y € Z[i| et déterminer U(Z[i]).
(-) Conclure.
2. Soit (A, +,-) un anneau (unitaire). Montrer que Z(A) = {x € A /Va € A, xa = ax}

est un sous-anneau (unitaire) de A.

Définition 1.3.3. Soit (K, +,-) un corps. On appelle sous-corps de K tout sous-anneau
unitaire L de K tel que [inverse de tout élément non nul de L appartient a L.

Exemples. — Q est un sous-corps de R.

— Q@) ={p+iq/p,q € Q} est un sous-corps de C : Z[i] est un sous-anneau unitaire

de Qli], et non pas un sous-corps de Qli].

I.4 Homomorphismes d’Anneaux

Définition 1.4.1. Soit A et B deuz anneauz. On appelle homomorphisme d’anneauz de
A dans B toute application f: A — B vérifiant : Vx,y € A

fle+y)=f@)+fly) 5 flaey) = f2)f(y)
Remarque. Si A et B sont des anneaux unitaires et f un homomorphisme d’anneauz de
A wvers B, on n’a pas forcément f(14) = f(1p). En effet,

— soit f: A — B définie par f(x) = 0p, Vo € A. f est un homomorphisme d’anneaux
appelé homomorphisme nul (noté 6). On a f(14) =0p # 14,

— soit f: A — A X B définie par f(a) = (a,0p), f est un homomorphisme d’anneaux
et f(14) = (14,08) # (14,1p).
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Chapitre3. Anneaux et Corps 7

Dans la suite, on convient la définition suivante :

Définition 1.4.2. Si A et B deux anneauz unitaires. On appelle homomorphisme d’an-
neaur de A dans B, soit ’homomorphisme nul, soit toute application f : A — B vérifiant

les trois propriétés suivantes : Vx,y € A

flety)=f@)+fly) 3 flay)=f@)fy) e [f(la)=1s

Si K et K' sont deux corps. Un homomorphisme de corps de K dans K' est un
homomorphisme d’anneaux unitaires de K dans K.
Exemples. — p:7Z — Z/n7Z tel que k — k est un homomorphisme d’anneauz.

— Soit A, et Ay deus anneauxr unitaires.
p12A1XA2 —>A1 ) p21A1XA2 —>A2
(a,b) —a (a,b) b
sont deux homomorphismes d’anneau.

Propriétés 1.4.1. Soit A, B et C' des anneaux (unitaires).

— (i) Soit f : A — B un homomorphisme (non nul) d’anneauz, alors l'image par f
de tout sous-anneau (unitaire) de A est un sous-anneau (unitaire) de B. L’image
réciproque par [ de tout sous-anneau (unitaire) de B est un sous-anneau (unitaire)
de A
En particulier, Ker(f) est un sous-anneau de A et [ sera injectif si et seulement si
Ker(f)={04}.

— (i) si f: A— B et g: B — C sont deux homomorphismes d’anneauz, alors
go f:A— C est un homomorphisme d’anneauz.

— (iii) Si f © A — B est un homomorphisme d’anneauz bijectif alors sa bijection
réciproque f~': B — A est un homomorphisme d’anneaus. On dit dans ce cas que
f est un isomorphisme et que les deux anneaur A et B sont isomorphes.

Théoréme 1.2. Soit K un corps et A un anneau unitaire. Soit f : K — A un homomor-
phisme d’anneauz. Si [ est non nul, f est alors injectif et 'anneau unitaire f(K) est un

CoTPS.

Preuve. Si f # 0 alors on a f(1x) = 14.
Supposons que [ est non injectif, i.e. Ker(f) # {0k}, il existe alors x € K tel que
x # Ok et f(x) = 04. On en déduit que x admet un inverse ' € K et que

04 = f2)f(z7") = flzz™") = f(1g) = 14

Ce qui est absurde. Donc f est injectif. Il est alors clair que f(K) est un corps isomorphe
o KN

Remarque. Un homomorphisme non nul de corps f : K — K’ est toujours injectif.
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IT Idéaux

II.1 Notion d’Idéal

Définition I1.1.1. Soit (A, +,:) un anneau. Une partie I de A est dite idéal o gauche
(resp. & droite) de A si (I,+) est un groupe et pour tout a € A, pour tout v € I, ax €
(resp. xa € 1).

On dit que I est un idéal bilatére si I est un idéal a gauche et un idéal a droite.

Proposition I1.1.1. Soit (A, +,-) un anneau et I une partie de A. I est un idéal bilatére
de A si et seulement si
— (i) (I,+) est un sous-groupe de (A,+),
— (ii) Ya,be A, ¥Yx €I, axbel.
Remarques. — {04} et A sont deur idéaux bilatéres de l'anneau A, appelés idéaux
triviauz.
— Si A est un anneau unitaire et I C A, I est un idéal bilatére de A si et seulement si
(i) 140,
(i) Ve,y eI, xz+yel,
(iii) Ya,b € A,¥Vx € I, azxbel
— Lorsque A est un anneau commutatif, les notions d’idéal & gauche, a droite et bilatére
sont identiques et on parle alors simplement d’idéal de A.
— Les idéauz de (Z,+,-) sont les nZ ou n € N.

— Soit (A, +, ) un anneau unitaire et I un idéal & gauche (resp. & droite) de A. On a
alors : 1, €1 < 1 =A.

— Tout 1déal bilatére d’un anneau A est un sous-anneau de A.

Proposition 11.1.2. Soit f: A — B un homomorphisme d’anneau.

— (a) Soit J un idéal & gauche (resp. & droite, bilatére) de B, alors f~(J) est un
idéal a gauche (resp. a droite, bilatére) de A (il contient Ker(f)). En particulier, le
noyau Ker(f) est un idéal bilatére de A.

— (b) Supposons que [ est surjectif. L'image f(I) de tout idéal & gauche (resp. a droite,
bilatére) I de A est un idéal G gauche (resp. 4 droite, bilatére) de B (de f(A) si f
n'est pas surjectif).

— (¢) Supposons que [ est surjectif. L’application ¢ : J — f~1(J) est une bijection de
l'ensemble € des idéauz bilatéres de B, sur ’ensemble & des idéauz bilatéres de A
contenant Ker(f) et ¢ respecte l'inclusion.
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Chapitre3. Anneaux et Corps 9

Preuve. — (a) et (b) : exercice.

— (c) : d’apres (a), si J est un idéal bilatere de B alors f~'(J) est un idéal bilatére
de A et comme 04 € J, on a alors Ker(f) = f~1({0}) C f~YJ) d’ot ¢ est une
application de € sur 9.

Soit J,J € € tel que ¢(J') = &(J), i.e. f7HT) = f71(]), alors f(f71(J])) =
FOfYT)), ceci équivaut o J' = J (car [ est surjectif). Ainsi, ¢ est injective.
Finalement, comme pour toute partie X de A, f~'(f(X)) = X + Ker(f), on a
alors, pour tout idéal I de A tel que Ker(f) C I, f~1(f(I)) =1+ Ker(f) =1,
i.e. o(f(I)) =1, ce qui prouve que ¢ est surjective.

I1.2 1Idéal Engendré par une Partie - Idéal Principal

Proposition I1.2.1. L’intersection d’une famille d’idéauz & gauche (resp. a droite, bila-

tere) d’un anneau A, est un idéal & gauche (resp. a droite, bilatére) de A.
Preuve. Ezercice.

Définition I1.2.1. Soit (A, +,-) un anneau commutatif et X une partie non vide de A.
On appelle idéal engendré par X, noté (X), Uintersection de tous les idéaur de A qui
contiennent X. C’est le plus petit idéal, au sens de linclusion, contenant X. St X =

{ai,as, -+ ,a,}, on note (X) par (a1, as, -, ay).

Proposition I1.2.2. Soit (A, +, ) un anneau unitaire commutatif et X une partie non

vide de A. Alors,
(X) = {alml +asxe + -+ apx, /n e N*Vie {1,2,--- ,n}a; €A et x; € X}.

Preuve. Soit I = {ajz1 + -+ apyz, /n €N Vi€ {1,2,--- n},a; €A et z;€ X}.

On montre que I est un idéal de A contenant X. Pour tout x € X, x = 142 € I, donc
X C 1. Pourtousx,y € I, v =% ., ax; oun € N ay, - ,a, € Az, - 2, € X
ety = Zlg_jgmbjyj oum € N*,bl,--i,ibm eA vy, ym € X. On a alors x +y € I par
définition de I, et Va € A,ax =) ;. aa;x; € 1.

Soit K un idéal contenant X . Soit x € I,x=>% ... ax; avecn € N* ay,--- ,a, € A
et x1,x9, - ,x, € X. x1,T9,--- ,x, € K et par suite v € K puisque K est un idéal, d’ot
I C K. Ainsi, I est le plus petit idéal contenant X, ce qui prouve que I = (X).1H

Définition I1.2.2. Soit (A, +,-) un anneau commutatif unitaire. Un idéal I de A est dit
principal s’il existe x € A tel que I est engendré par {x}, i.e. 3x € A tel que I = () =
{ax /a € A}.

Remarque. (z) = 2A = Az, Vo € A.
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Exemple. Tout idéal de 7. est principal.

Proposition I1.2.3. Soit (A, +,-) un anneau commutatif unitaire.
Vo€ A A=Az cU(A).

Preuve. Soit v € A. Si xA = A alors 14 € A, i.e. il existe y € A tel que xy = 14, ce
qui prouwve que x© € U(A).

Réciproqguement, si x € U(A), Jy € A tel que vy = 14, d’ott 14 € TA et par suite
A=A

Le corollaire suivant est important et montre aussi que la notion d’idéal n’a d’intérét

que pour des anneaux qui ne sont pas des corps.

Corollaire I1.1. Soit A un anneau commutatif unitaire.
A est un corps <= les seuls idéauz de A sont {04} et A.

Preuve. Supposons que A est un corps. Soit I un idéal de A. Si I # {04}, il existe
dans I un élément x non nul, donc inversible dans A puisque A est un corps, et par suite
ly=atzecl, doul=A.

Réciproquement, supposons que A n’admet que {04} et A comme idéauz. Soit x un
élément non nul de A. L’idéal xA engendré par x étant alors distinct de {04}, et, par
suite, nécessairement A = A, d’ou v € U(A) d’aprés la proposition précédente. Ainsi,
tout élément non nul de A est inversible dans A. On conclut alors que A est un corps.l

Exercice 1. Montrer que si A est un anneau intégre fini alors A est un corps.

I1.3 Somme et Produit d’Idéaux

Proposition et Définition II.3.1. Soit (A, +,:) un anneau commutatif unitaire. Soit
I, I deuz idéaux de A. La somme de Iy et Iy est l'idéal noté I, + Iy engendré par (I;U15).
On a alors I, + I, = {x—i—y/xell et yelg}

Preuve. Soit I et Iy deux idéaux de A. Alors I, et Iy sont deux sous-groupes du groupe
abélien (A, +) et par suite I, + Iy est le sous-groupe engendré par Iy U Iy, donc I, U I, C
I + L.

Soit maintenant a € A et z € Iy + 5. Il existe x € I, et y € Iy tel que z = x +y, d’ou
az = axr + ay. Comme ax € Iy et ay € Iy car I, et Iy sont des idéaux, on conclut que
az e I+ 1,1

Remarques. Soit A un anneau commutatif unitaire.

— Soit x,y € A, () + (y) ={ax +by/a,be A}.
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Chapitre3. Anneaux et Corps 11

— On définit de méme la somme d’une famille (1;);c; d’idéaux de A, (ou J est un
I

Un élément de cet idéal est somme finie d’éléments d’un nombre fini d’idéauz de la

ensemble fini ou infini) comme l'idéal engendré par ;. ; I;, on la note -, _;

famille.

Définition I1.3.1. Soit (A,+,:) un anneau commutalif unitaire et Iy, I, deux idéaux
de A. On appelle produit des idéaux Iy par Iy, 1'idéal noté 1115 engendré par ’ensemble
{371(172 /(L'1 € ]], To € IQ} i.€. ]]]2 = ({1’1.732 /371 € [1, To € [2})

Proposition I1.3.1. Soit (A, +,-) un anneau commutatif unitaire et I, Iy deur idéaux
de A. Alors LI, = {>" zy; /| neN Vie{l,2,--- n},a; € L1, y; € I}.

Preuve. On vérifie que {Z?:l vy, |/ neN Vie{l,2--- n}lax, €,y € _[2} est
un idéal contenant la partie X = {ZEleQ Jxy € I}, x5 € Ig} de A et que c’est le plus petit

1déal contenant cette partie.ll

Proposition I1.3.2. Soit (A, +,-) un anneau commutatif unitaire et I,J des idéauzx de

A.
— @)IJcInJetsil+J=AonaalrslJ=1NJ,
— (i) A =1,
Preuve. [l est clair que IJ C I NJ. Montrons que si A =1+ J on a l'inclusion inverse.

Comme A =1+ J alors 1, € I +J ie 1y =u+vouué€cletve . Soit alors,
relnNJ,z=xly=2u+zrzv=ur+avel/. R

Application au cas de ’anneau Z (A montrer!)
On considére Panneau (Z, +, -). Pour tous n,m € N*, on a :

nZ +mZ = dZ ou d = pged(n, m)

nZ NmZ = pZ ou p = ppem(n, m)

nZmi = nmi.

En particulier, si n et m sont premiers entre-eux, on aura alors nZ + m#Z = 7 et
nm#, = nf N\ mz = nfsmi.

On rappelle que nZ C mZ < m divise n

I1.4 1Idéaux Premiers et Maximaux

Définition II1.4.1. Soit A un anneau commutatif unitaire.
Un idéal P de A est dit premier si

P44,
— Ve,ye Ajazye P=(z € P ou y € P)
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Un idéal M de A est dit mazimal s’il est mazimal au sens de Uinclusion parmi les idéaux
de A différents de A. Autrement dit, M est maximal si

— M # A,
— VJ idéalde A, MCJCA= (J=M ou J=A).

Exemples. — {0} est un idéal premier de Z mais il n’est pas mazimal : {0} C 27 C Z
avec 27 # {0} et 27 # Z.

— 6Z n’est ni premier (on a 6 =2 x 3 € 6Z, 2 ¢ 6Z et 3 ¢ 6Z), ni mazimal (67 C
3Z C 7 avec 37 # 6Z et 3L +7.)

Propriétés 11.4.1. Soit A un anneau commutatif unitaire.
1. {0} est un idéal premier si et seulement si A est intégre.
2. {0} est mazimal si et seulement si A est un corps.
3. St M est un idéal mazrimal de A alors M est premier.

4. Soit f: A— A, un homomorphisme d’anneaur unitaires, non nul.
(a) L’image réciproque par [ d’un idéal premier de A’ est un idéal premier de
A

(b) on suppose de plus f surjectif alors l'image réciproque par f d’un idéal maxi-
mal de A" est un idéal mazimal de A contenant Ker(f).

Preuve. 1. est triviale.

2. On utilise le fait que les seuls idéauz d’un corps K sont {0} et K.

3. Soit I un idéal marimal de A. On a alors I # A. Soit x,y € A tel que xy € 1.
On suppose que x ¢ I, par conséquent, I & I + (x) et puisque I est mazximal, il en
résulte que I + (x) = A et donc 14 € I + (x); ainsi 14 = i + ax pour un certain
i €I et un certain a € A, d’ouy = yla = yi + axy, comme par hypothese xy € 1
on a alors y € I. Ce qui montre que I est premier.

4. Soit f: A— A', un homomorphisme d’anneauzr commutatifs unitaires.

(a) Soit P un idéal premier de A', on a alors f~*(P) est un idéal de A contenant
Ker(f).

— [TYP) # A. Car sinon 14 € f~1(P), ceci équivaut a f(14) € P, et donc,
en vertu de I’homomorphisme de f, 14 € P, ce qui est contradictoire avec
P#£A.

—VnyeA mye fUP) & fay) € P e f(x)f(y) € P o
(f(x) € P ou f(y) € P)(d’apres Uhypothése) < (v € f~1(P) ou y €
f7HP))
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(b) On suppose de plus que f est surjectif. Soit J un idéal mazimal de A'. Alors

f7H(J) est un idéal de A contenant Ker(f). Montrons qu’il est mazimal. On a
FYJT) # A car sinon f(f~Y(J)) = f(A); comme [ est surjectif on aura alors
J = A'. Contradiction.
Soit K un idéal de A tel que f~1(J) C K G A, on a alors f(f~'(J)) C
f(K) C f(A). D’ou, d’apres la surjection de f, J C f(K) C A, et comme
par hypothese J est mazimal, on en déduit que J = f(K) ou f(K) = A". Si
f(K) = A, on aura [~ (f(K)) = f[TYA) = A, i.e. K+ Ker(f) = A, or
Ker(f) C f7%(J) C K. Dot K = A, ce qui est contradictoire avec K # A.
Ainsi, f(K) # A', par conséquent [(K) = J et par suite f~1(f(K)) = f~1(J).
Donc K = f~1(J).

Exercice 2. soit f: A — A" un épimorphisme d’anneaur commutatif unitaire.

— Montrer que si P est un idéal premier (resp. mazimal) de A contenant Ker(f),

alors f(P) est un idéal premier (resp. mazimal) de A’

— Montrer que Uapplication ¢ : Q — [~1(Q) est une bijection de 'ensemble des idéauz
premiers (resp. mazimauzx) de A" sur l'ensemble des idéauz premiers (resp.mazimauz)
de A contenant Ker(f).

Théoréme II.1. (Théoreme d’existence d’idéaur mazimauz). Tout anneau commutatif

unitaire posséde un idéal maximal.

Preuve. Ordonnons l’ensemble & des idéaux de A, distincts de A par la relation d’inclu-
sion. Cet ensemble & est non vide car {0} € &. Vérifions que & est inductif.

Soit F = (I;)ics une famille totalement ordonnée d’éléments de &. 1 = J,.,
idéal de A, et puisque pour tout i € J, 14 ¢ I, et I; C I, on a alors [ € & et I est un

magjorant de F, donc toute famille de & totalement ordonnée est majorée, ce qui prouve

I; est un

que & est un ensemble inductif.

On conclut alors, d’apres le lemme de Zorn, que € admet un élément mazximal. B
On rappelle le lemme de Zorn :
Lemme 1. Tout ensemble ordonné inductif admet un élément maximal.

Théoréme I1.2. Soit A un anneau commutatif unitaire et I un idéal de A, distinct de

A. Alors I est contenu dans un idéal mazimal de A.

Preuve. Soit & ={J /Jidéalde A et ICJGA}. Onale & dou & #0. & est
ordonné par inclusion. On montre que & est inductif et par le lemme de Zorn, & admet
un élément mazximal. Donc [ est contenu dans un idéal mazimal.l
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Corollaire I1.2. Dans un anneau commutatif unitaire, tout élément non inversible ap-

partient a un idéal mazximal.

Preuve. Si z est non inversible, l’idéal (x) est distinct de A et d’aprés le théoréme pré-
cédent, il existe un idéal mazximal M tel que (x) C M, (x € M).1
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