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CHAPITRE 3

ANNEAUX ET CORPS

I Rappels et Préliminaires

I.1 Généralités sur les Anneaux

Définition I.1.1. Un anneau est un ensemble A muni de deux lois de composition in-
ternes, l'une, notée comme une addition (additivement), l’autre, comme une multiplication
(multiplicativement), vérifiant les propriétés suivantes :

— (i) (A, +) est un groupe abélien,

"1 est associative,

— (ii) la multiplication
— (iii) la multiplication est distributive (& gauche et a droite) par rapport a laddition,

ie. x(y+z)=xy+axz et (r+y)z=xz+yz pour tous x,y, z € A.

L’anneau est dit commutatif si de plus la multiplication est commutative.
L’anneau est dit unitaire (ou uniféere) lorsque A admet un élément neutre pour la
multiplication, distinct de son élément neutre pour [’addition. Noter qu’un anneau unitaire

admet au moins deuzr éléments.

Notation
L’élément neutre de + sera noté 04 ou tout simplement 0 et est appelé élément nul.
L’élément neutre de la multiplication, s’il existe, sera noté 1,4 ou tout simplement 1 et est

appelé élément unité.
Exemples. — L’ensemble {0}, muni des lois 0+0 = 0 et 0-0 = 0 est un anneau appelé
anneau nul. Cet anneau n’est pas unitaire car 04 = 14.
— (Z,+, ) est un anneau commutatif unitaire. Il en est de méme de Q,R et de C.

— L’ensemble des matrices carréees d’ordre n > 2 a coefficients réels, muni de [’addi-

tion et de la multiplication est un anneau non commutatif unitaire (1 =1, ).



— Soit (G,+) un groupe abélien. (End(G),+,0) est un anneau unitaire (1 = Idg) non
commutatif.

— (A, +,-) est un anneau (commutatif, unitaire) et X un ensemble non vide quel-
conque. L’ensemble F(X, A) des applications de X dans A muni des lois + et -
définies comme suit :

Vi,ge F(X,A) Ve e X, (f+g)(x)=f(z)+g(x) et (f-g)(x) = f(z)g(x)
(F(X,A),+,-) est un anneau (commutatif, unitaire). En particulier, ’ensemble des
suites réelles, (F(N,R),+,-), est un anneau commutatif unitaire.

— Soit n > 2. (Z/nZ,+) est un groupe abélien. On définit une multiplication dans
Z/nZ a partir de celle de Z en posant Ty =Ty, YT,y € Z/nZ.

Cette multiplication est bien définie (la congruence est compatible avec la multipli-
cation), commutative, associative et distributive par rapport a +, et 1 est ’élément
unité pour ”-". On conclut que (Z/nZ,+,-) est un anneau commutatif unitaire.

Calcul dans un Anneau
Dans un anneau (A, +,-) quelconque. On a les propriétés suivantes :
— VYaeA, a04=04=04a
— Va,be A, a(—b) = —(ab) = (—a)b
— VYa,be A, (—a)(—b) =ab
— Ya € A,VYn € N*, on définit a” par récurrence : a' = a et a” = a" 'a. On a alors,
Vm,n € N*,  a™" = q™a" et (a™)" = a™". Si A est unitaire, on définit de plus
a’ =1 et les formules ci-dessus restent valables pour tous n,m € N.
— (A, +) étant un groupe abélien, on rappelle qu’on a déja défini Vk € Z,Va € A le
symbole k-a et on a Vk,p € Z,Va € A :
(k+pla= ka+pa
(kpla=  k(p-a)

Théoréme 1.1. Soit (A, +,-) un anneau unitaire. Pour tous x,y € A tels que -y = y-x

et pour tout n € N*, on a les formules suivantes :

" - . B n!
(x) (z+y)"= szo Eﬁx PyP  ou EZ = P’il(” )

(o) 2" —y" = (z—y) (X" Py

En particulier :

(formule du bindme)

" —1a=(z—-1)(Ia+ax+2>+- 2"
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Chapitre3. Anneaux et Corps 3

La preuve de (%) se fait par récurrence su n et en utilisant la formule (2 = C?~) +
C? |, Vn,pe& N

Eléments Inversibles

Définition I.1.2. Soit (A, +,-) un anneau unitaire. Un élément © € A est dit inversible
s’il est inwversible pour la loi multiplicative dans A, i.e. sl existe un élément y € A tel
que -y = y-xr = 1.

L’ensemble des éléments inversibles de A est noté U(A).
Remarques. — 14 est inversible.

— 04 n’est pas inversible.

— Tout élément inversible de A est régulier pour ”-”.
Proposition I.1.1. Soit (A,+,-) un anneau unitaire. Alors U(A) est stable pour la mul-

tiplication dans A et (U(A),-) est un groupe d’élément neutre 1 4. On Uappelle groupe des

unités de A.
Preuve. Vo,y € U(A), z7' ety ! emistent et (xy)(y o=t =14 = (y ') (zy), donc
zy € U(A).
— L’associativité de ”-” dans U(A) découle de I’associativité de ”-” dans A.
— lacU(A) etVe eU(A), zla=1sax=1x
— Ve elU(A), Try=z"'eAtelquerz ™ =atx =14 doncxt € U(A). Ainsi, x
est symétrisable dans (U(A), ).l
Exemples. — U(Z)={—-1,1}.

— U@Q) =0\ {0} =Q".
— Soit n > 2. Montrer que U(Z/nZ) ={T € Z/nZ /x est premier avec n}.

Définition 1.1.3. On appelle Corps (resp. corps commutatif ), tout anneau unitaire (resp.
anneau unitaire commutatif) dans lequel tout élément non nul est inversible.

Remarque. — Soit A un anneau unitaire. A est un corps si et seulement si U(A) =
AN{04}

— Vn > 2, sin est premier alors Z/nZ est un corps.
Diviseurs de Zéro

Définition 1.1.4. Soit A un anneau non nul. Un élément x € A est dit diviseur de zéro

st x # 04 et s’il existe un élément y # 04 € A tel que xy = 04 ou yr = 4.
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Remarque. Pour tout élément x non nul de A, x est un diviseur de 04 si et seulement

% 9

st x n’est pas régqulier pour la loi

Définition I.1.5. Un anneau A est dit integre s’il est commutatif unitaire et ne contient

aucun diviseur de zéro.

Remarque. Dans un anneau intégre, tout élément non nul est régulier pour la multipli-

cation.

Proposition 1.1.2. Soit A un anneau commutatif unitaire. A est intégre si et seulement
siVr,y€ A, ay=04=(x =04 ou y=0y4).
Exemples. — 7Z est un anneau intégre.

— Q, R, C sont des anneaux intégres.

— ZJ67 n’est pas integre (23 =0 et 2#0,3#0).

— (F(R,R),+,-) n'est pas intégre : soit

f: R — R g: R — R
r — flr)=2 siz>0 et r — g(z)=0 six>0
flz)=0 six<0 glx)y=x siz <0

Onaf#06etg+#60mais f-g==0 ou 0 est application nulle de R vers R.
Proposition 1.1.3. Tout corps commutatif est un anneau intégre.

Preuve. Soit K un corps commutatif. K est alors un anneau commutatif unitaire. Soit
x,y € K tel que vy = Og. St x # Ok alors x est inversible dans K par définition d’un

corps, donc  x lwy =210k, d.e y=0.1
Remarques. — La réciproque de la proposition n’est pas vraie : 7. est un anneau in-
tegre mais 7, n’est pas un corps.

— Soit n > 2, sin est premier alors Z/nZ est inlégre.

1.2 Anneaux Produits

Proposition et Définition 1.2.1. Soit (A;)ic; une famille d’anneauz. L’ensemble produit

[Lic; Ai muni des lois suivantes :
T+y=(zi+yi)ier e vy = (TiYi)ier, VT = (Ti)ics € HAi VY = (yi)ier € HAi7
iel iel
est un anneau, dit anneau produit des A;.

Si de plus A; est commutatif (resp. unitaire) pour tout i € I, alors [],., A; est com-

mutatif (resp. unitaire, d’élément unité 1174, = (14,)).
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Chapitre3. Anneaux et Corps 5

Remarques. — Si tous les anneauzr A; sont égaux & un méme anneau A, l'anneau
[1,c; Ai, noté A" peut étre identifié a Uanneau F(I, A).

— Sil1={1,2,3,--- ,n}, n €N,

HAi: H Ai= A x Ay x - x Ay, 2= (Ti)ier = (01,72, , Tp).

el 1<i<n

— Un produit Ay x Ay d’anneauz unitaires commutatifs n’est jamais intégre (méme si
Ay et Ay le sont, et méme si ce sont des corps commutatifs). En effet, les éléments
(14,,04,) €t (04,,14,) sont non nuls alors que leur produit [’est.

Proposition 1.2.1. Soit A et B deuz anneaux unitaires. Alors U(Ax B) = U(A) xU(B).
Preuve. Ezercice.

Remarque. Le produit de deux corps n’est pas un corps.

1.3 Sous-Anneaux

Définition 1.3.1. Soit (A, +,-) un anneau et B une partie de A. B est dite sous-anneau
de A, si B est stable pour les lois + et 7" et si (B,+,-) est un anneau.

Il est clair que si A est un anneau commutatif, B est aussi commutatif. Par contre, si
A est unitaire, B n’est pas forcément unitaire. En effet, Z est un anneau unitaire mais 27
est un sous-anneau de 7Z non unitaire. Il existe des sous-anneaux d’un anneau unitaire A

ayant un élément unité différent de celui de A. D’ou la convention de définition suivante.

Définition 1.3.2. Soit (A, +,-) un anneau unitaire et B une partie de A. B est dite sous-
anneau unitaire de A, si B est stable pour les lois + et 77 et si (B, +,) est un anneau
unitaire d’élément unité 1g = 14.

Proposition 1.3.1. Soit (A, +,) un anneau (unitaire) et B une partie de A. B est un

sous-anneau (unitaire) de A si et seulement si :
— (1) B#10
— (ii)Vx,ye B, x—y€EB et xzye B
— (iii) (1 € B)

Preuve. Ezercice.

Exemples. — {04} et A sont des sous-anneaux de l’anneau A.
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— Les sous-anneaux de (Z,+,-) sont les nZ ou n € N. L’unique sous-anneau unitaire
de (Z,+,-) est Z.

— 7 est un sous-anneau unitaire de Q (de R et de C).

— Soit (G, +) un groupe. Aut(G) est un sous-anneau unitaire de 'anneau (End(G),+, o).

— Soit I un intervalle de R. Dans U'anneau (F(I,R),+,-), l'ensemble des fonctions

continues forme un sous-anneau unitaire.

— L’intersection quelconque de sous-anneauz (unitaires) d’un anneau A (unitaire) est

aussi un sous-anneay (unitaire) de A.

Exercices 1. 1. Soit Z[i] = {a +ib /a,b € Z}.
(-) Montrer que Z[i| est un sous-anneau unitaire de (C,+,-) et que Z est un
sous-anneau unitaire de 7Z[i].
(-) Montrer que Z[i| est intégre.
(-) Pour a,b € Z, on pose N(a+ib) = a®>+b*, montrer que N(zy) = N(x)N(y),
pour tous x,y € Z[i| et déterminer U(Z[i]).
(-) Conclure.
2. Soit (A, +,-) un anneau (unitaire). Montrer que Z(A) = {x € A /Va € A, xa = ax}

est un sous-anneau (unitaire) de A.

Définition 1.3.3. Soit (K, +,-) un corps. On appelle sous-corps de K tout sous-anneau
unitaire L de K tel que [inverse de tout élément non nul de L appartient a L.

Exemples. — Q est un sous-corps de R.

— Q@) ={p+iq/p,q € Q} est un sous-corps de C : Z[i] est un sous-anneau unitaire

de Qli], et non pas un sous-corps de Qli].

I.4 Homomorphismes d’Anneaux

Définition 1.4.1. Soit A et B deuz anneauz. On appelle homomorphisme d’anneauz de
A dans B toute application f: A — B vérifiant : Vx,y € A

fle+y)=f@)+fly) 5 flaey) = f2)f(y)
Remarque. Si A et B sont des anneaux unitaires et f un homomorphisme d’anneauz de
A wvers B, on n’a pas forcément f(14) = f(1p). En effet,

— soit f: A — B définie par f(x) = 0p, Vo € A. f est un homomorphisme d’anneaux
appelé homomorphisme nul (noté 6). On a f(14) =0p # 14,

— soit f: A — A X B définie par f(a) = (a,0p), f est un homomorphisme d’anneaux
et f(14) = (14,08) # (14,1p).
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Chapitre3. Anneaux et Corps 7

Dans la suite, on convient la définition suivante :

Définition 1.4.2. Si A et B deux anneauz unitaires. On appelle homomorphisme d’an-
neaur de A dans B, soit ’homomorphisme nul, soit toute application f : A — B vérifiant

les trois propriétés suivantes : Vx,y € A

flety)=f@)+fly) 3 flay)=f@)fy) e [f(la)=1s

Si K et K' sont deux corps. Un homomorphisme de corps de K dans K' est un
homomorphisme d’anneaux unitaires de K dans K.
Exemples. — p:7Z — Z/n7Z tel que k — k est un homomorphisme d’anneauz.

— Soit A, et Ay deus anneauxr unitaires.
p12A1XAQ —>A1 p22A1><A2 —>A2
(a,b) — a (a,b) b’
sont deux homomorphismes d’anneau.

Propriétés 1.4.1. Soit A, B et C' des anneaux (unitaires).

— (i) Soit f : A — B un homomorphisme (non nul) d’anneauz, alors l'image par f
de tout sous-anneau (unitaire) de A est un sous-anneau (unitaire) de B. L’image
réciproque par f de tout sous-anneau (unitaire) de B est un sous-anneau (unitaire)
de A
En particulier, Ker(f) est un sous-anneau de A et [ sera injectif si et seulement si
Ker(f)={04}.

— (i) st f: A— B et g: B — C sont deux homomorphismes d’anneauz, alors
go f:A— C est un homomorphisme d’anneauz.

— (iii) Si f : A — B est un homomorphisme d’anneauz bijectif alors sa bijection
réciproque f~': B — A est un homomorphisme d’anneaus. On dit dans ce cas que
f est un isomorphisme et que les deux anneaur A et B sont isomorphes.

Théoréme 1.2. Soit K un corps et A un anneau unitaire. Soit f : K — A un homomor-
phisme d’anneauz. Si [ est non nul, f est alors injectif et 'anneau unitaire f(K) est un

CoTPS.

Preuve. Si f # 0 alors on a f(1x) = 14.
Supposons que [ est non injectif, i.e. Ker(f) # {04}, il existe alors © € K tel que
x# 04 et f(x) =04. On en déduit que © admet un inverse x—' € K et que

04 = f2)f(z7") = flza™") = f(1g) = 14

Ce qui est absurde. Donc f est injectif. Il est alors clair que f(K) est un corps isomorphe
o KN

Remarque. Un homomorphisme non nul de corps f : K — K’ est toujours injectif.
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IT Idéaux

II.1 Notion d’Idéal

Définition I1.1.1. Soit (A, +,:) un anneau. Une partie I de A est dite idéal o gauche
(resp. & droite) de A si (I,+) est un groupe et pour tout a € A, pour tout v € I, ax €
(resp. xa € 1).

On dit que I est un idéal bilatére si I est un idéal a gauche et un idéal a droite.

Proposition I1.1.1. Soit (A, +,-) un anneau et I une partie de A. I est un idéal bilatére
de A si et seulement si
— (i) (I,+) est un sous-groupe de (A,+),
— (ii) Ya,be A, ¥Yx €I, axbel.
Remarques. — {04} et A sont deur idéaux bilatéres de l'anneau A, appelés idéaux
triviauz.
— Si A est un anneau unitaire et I C A, I est un idéal bilatére de A si et seulement si
(i) 140,
(i) Ve,y eI, xz+yel,
(iii) Ya,b € A,¥Vx € I, azxbel
— Lorsque A est un anneau commutatif, les notions d’idéal & gauche, a droite et bilatére
sont identiques et on parle alors simplement d’idéal de A.
— Les idéauz de (Z,+,-) sont les nZ ou n € N.

— Soit (A, +, ) un anneau unitaire et I un idéal & gauche (resp. & droite) de A. On a
alors : 1, €1 < 1 =A.

— Tout 1déal bilatére d’un anneau A est un sous-anneau de A.

Proposition 11.1.2. Soit f: A — B un homomorphisme d’anneau.

— (a) Soit J un idéal & gauche (resp. & droite, bilatére) de B, alors f~(J) est un
idéal & gauche (resp. a droite, bilatére) de A (il contient Kerf(f)). En particulier,
le noyau Kerf(f) est un idéal bilatére de A.

— (b) Supposons que [ est surjectif. L'image f(I) de tout idéal & gauche (resp. a droite,
bilatére) I de A est un idéal G gauche (resp. 4 droite, bilatére) de B (de f(A) si f
n'est pas surjectif).

— (¢) Supposons que [ est surjectif. L’application ¢ : J — f~1(J) est une bijection de
l'ensemble € des idéauz bilatéres de B, sur ’ensemble & des idéauz bilatéres de A
contenant Kerf(f) et ¢ respecte l'inclusion.
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Chapitre3. Anneaux et Corps 9

Preuve. — (a) et (b) : exercice.

— (c) : d’apres (a), si J est un idéal bilatere de B alors f~'(J) est un idéal bilatére
de A et comme 04 € J, on a alors Kerf(f) = f~1({0}) € f~Y(J) d’ot ¢ est une
application de € sur 9.

Soit J,J € € tel que ¢(J') = &(J), i.e. f7HT) = f71(]), alors f(f71(J])) =
FOfYT)), ceci équivaut o J' = J (car [ est surjectif). Ainsi, ¢ est injective.
Finalement, comme pour toute partie X de A, f~'(f(X)) = X + Ker(f), on a
alors, pour tout idéal I de A tel que Ker(f) C I, f~1(f(I)) =1+ Ker(f) =1,
i.e. o(f(I)) =1, ce qui prouve que ¢ est surjective. B

I1.2 1Idéal Engendré par une Partie - Idéal Principal

Proposition I1.2.1. L’intersection d’une famille d’idéauz & gauche (resp. a droite, bila-

tere) d’un anneau A, est un idéal & gauche (resp. a droite, bilatére) de A.
Preuve. Ezercice.

Définition I1.2.1. Soit (A, +,-) un anneau commutatif et X une partie non vide de A.
On appelle idéal engendré par X, noté (X), Uintersection de tous les idéaur de A qui
contiennent X. C’est le plus petit idéal, au sens de linclusion, contenant X. St X =

{ai,as, -+ ,a,}, on note (X) par (a1, as, -, ay).

Proposition I1.2.2. Soit (A, +, ) un anneau unitaire commutatif et X une partie non

vide de A. Alors,
(X) = {alml +asxe + -+ apx, /n e N*Vie {1,2,--- ,n}a; €A et x; € X}.

Preuve. Soit I = {ajz1 + -+ apyz, /n €N Vi€ {1,2,--- n},a; €A et z;€ X}.

On montre que I est un idéal de A contenant X. Pour tout x € X, x = 142 € I, donc
X C 1. Pourtousx,y € I, v =% ., ax; oun € N ay, - ,a, € Az, - 2, € X
ety = Zlg_jgmbjyj oum € N*,bl,--i,ibm eA vy, ym € X. On a alors x +y € I par
définition de I, et Va € A,ax =) ;. aa;x; € 1.

Soit K un idéal contenant X . Soit x € I,x=>% ... ax; avecn € N* ay,--- ,a, € A
et x1,x9, - ,x, € X. x1,T9,--- ,x, € K et par suite v € K puisque K est un idéal, d’ot
I C K. Ainsi, I est le plus petit idéal contenant X, ce qui prouve que I = (X).1H

Définition I1.2.2. Soit (A, +,-) un anneau commutatif unitaire. Un idéal I de A est dit
principal s’il existe x € A tel que I est engendré par {x}, i.e. 3x € A tel que I = () =
{ax /a € A}.

Remarque. (z) = 2A = Az, Vo € A.
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Exemple. Tout idéal de 7. est principal.

Proposition I1.2.3. Soit (A, +,-) un anneau commutatif unitaire.
Vee A, zA=A<=xcU(A).

Preuve. Soit x € A. Si xA = A alors 14 € TA, i.e. il eriste y € A tel que xy = 14, ce
qui prouve que x € U(A).

Réciproqguement, si x € U(A), Jy € A tel que vy = 14, d’ott 14 € A et par suite
A=A

Le corollaire suivant est important et montre aussi que la notion d’idéal n’a d’intérét

que pour des anneaux qui ne sont pas des corps.

Corollaire I1.1. Soit A un anneau commutatif unitaire.
A est un corps <= les seuls idéaux de A sont {04} et A.

Preuve. Supposons que A est un corps. Soit I un idéal de A. Si I # {04}, il existe
dans I un élément x non nul, donc inversible dans A puisque A est un corps, et par suite
ly=azecl, doul=A.

Réciproquement, supposons que A n’admet que {04} et A comme idéauz. Soit x un
élément non nul de A. L’idéal xA engendré par x étant alors distinct de {04}, et, par
suite, nécessairement A = A, d’ot x € U(A) d’apres la proposition précédente. Ainsi,

tout élément non nul de A est inversible dans A. On conclut alors que A est un corps.l

Exercice 1. Montrer que si A est un anneau intégre fini alors A est un corps.

I1.3 Somme et Produit d’Idéaux

Proposition et Définition II.3.1. Soit (A, +,:) un anneau commutatif unitaire. Soit
I, I deuz idéaux de A. La somme de Iy et Iy est l'idéal noté I, + Iy engendré par (I;U1s).
On a alors I, + I, = {x—i—y/xell et yelg}

Preuve. Soit I et I deuz idéaux de A. Alors I et Is sont deux sous-groupes du groupe
abélien (A, +) et par suite Iy + I est le sous-groupe engendré par Iy U I, donc Iy U Iy C
I + I.

Soit maintenant a € A et z € Iy + 5. Il existe x € I et y € Iy tel que z = x +y, d’ou
az = axr + ay. Comme ax € Iy et ay € Iy car I, et Iy sont des idéaux, on conclut que
az e 1 +1,.1

Remarques. 1. Si 1, et I, sont deux idéauz bilatéres d’un anneau A alors I, + 15 est
un idéal bilatére de A.
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Chapitre3. Anneaux et Corps 11

2. Soit A un anneau commutatif unitaire.

— Soit x,y € A, (x) + (y) = {ax + by /a,be A}.

— On définit de méme la somme d’une famille (1;)c; d’idéauz de A, (o J est un
I;.
Un élément de cet idéal est somme finie d’éléments d’un nombre fini d’idéaux

de la famille.

ensemble fini ou infini) comme l'idéal engendré par Ujes Ljs onlanote 3, ;

Définition I1.3.1. Soit (A,+,:) un anneau commutatif unitaire et I, I, deuz idéaux
de A. On appelle produit des idéaux I par Iy, l'idéal noté 1115 engendré par l’ensemble
{l’lxg /ZEl e, zo € IQ} t.e. 111y = ({l’ll‘g /ZEl eli, zs € ]2})

Proposition I1.3.1. Soit (A,+,:) un anneau commutatif unitaire et Iy, Iy deuz idéaux
de A. Alors 1,1, = {ZLI vy, |/ neN Vie{l,2,--- . n}z, €1,y € ]2}.

Preuve. On vérifie que { Y7 z;y; /| ne N Vie {1,2,--- n},a; € I, y; € I} est
un tdéal contenant la partie X = {:z:lxg Jx1 € I, x5 € IQ} de A et que c’est le plus petit

1déal contenant cette partie.ll

Proposition I1.3.2. Soit (A, +,-) un anneau commutatif unitaire et I,.J des idéauz de
A.

— @)IJcInJetsil+J=AonaalrslJ=1NJ,
— (i) IA=1,

Preuve. [l est clair que IJ C I NJ. Montrons que si A =1+ J on a linclusion inverse.
Comme A =1+ J alors 1, € I +Jie 1y =u+vouuécletve . Soit alors,
relnNJ,z=xly=2u+zrzv=ur+avel/. R

Application au cas de ’anneau Z (A montrer!)
On considére Panneau (Z, +, -). Pour tous n,m € N*, on a :

nZ +mZ = dZ ou d = pged(n, m)

nZ NmZ = pZ ou p = ppem(n, m)

nZmi = nmi.

En particulier, si n et m sont premiers entre-eux, on aura alors nZ + m#Z = 7 et
nm#, = nf N\ mz = nf.mi.

On rappelle que nZ C mZ < m divise n

I1.4 1Idéaux Premiers et Maximaux

Définition 11.4.1. Soit A un anneau commutatif unitaire.
Un idéal P de A est dit premier si
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7P7£A7
— Ve,ye A,zye P=(z € P ou y€P)

Un idéal M de A est dit mazimal s’il est mazimal au sens de Uinclusion parmi les idéaux
de A différents de A. Autrement dit, M est maximal si

— M # A,
— VJ idéal de A MCJCA=(J=M ou J=2A).
Exemples. — {0} est un idéal premier de Z mais il n’est pas mazimal : {0} C 27 C Z
avec 27 # {0} et 27 # 7.

— 67 n’est ni premier (on a 6 = 2 x 3 € 6Z, 2 ¢ 67 et 3 ¢ 67), ni mazimal (67 C
3Z C 7 avec 37 # 6Z et 37 # 7.)

Propriétés 11.4.1. Soit A un anneau commutatif unitaire.
1. {0} est un idéal premier si et seulement si A est intégre.
2. {0} est mazimal si et seulement si A est un corps.
3. Si M est un idéal maximal de A alors M est premier.

4. Soit f: A— A', un homomorphisme d’anneauz unitaires, non nul.

(a) L’image réciproque par f d’un idéal premier de A’ est un idéal premier de
A

(b) on suppose de plus f surjectif alors l'image réciproque par f d’un idéal maxi-
mal de A’ est un idéal mazimal de A contenant Ker(f).

Preuve. 1. est triviale.
2. On utilise le fait que les seuls idéauz d’un corps K sont {0} et K.

3. Soit I un idéal maxrimal de A. On a alors I # A. Soit x,y € A tel que xy € I.
On suppose que x & I, par conséquent, I & I + (x) et puisque I est mazximal, il en
résulte que I + () = A et donc 14 € I + (x); ainsi 14 = 1 + ax pour un certain
1 €1 et un certain a € A, d’ot y = yla =yt + axy, comme par hypothése xy € 1

on a alors y € 1. Ce qui montre que I est premier.
4. Soit f: A— A', un homomorphisme d’anneauz commutatifs unitaires.

(a) Soit P un idéal premier de A', on a alors f~'(P) est un idéal de A contenant
Ker(f).

— f7UP) # A. Car sinon 14 € f~Y(P), ceci équivaut & f(14) € P, et donc,
en vertu de ’homomorphisme de f, 14 € P, ce qui est contradictoire avec

P+ A
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Chapitre3. Anneaux et Corps 13

—Ve,ye A aye fTH(P) e flay) e P& f(2)fly) € P =
(f(z) € P ou f(y) € P)(d’apres Uhypothése) < (v € [~YP) ou y €
f74(P))

(b) On suppose de plus que [ est surjectif. Soit J un idéal mazimal de A'. Alors

F7YJ) est un idéal de A contenant Ker(f). Montrons qu’il est mazimal. On a
FHJ) # A car sinon f(f~YJ)) = f(A); comme [ est surjectif on aura alors
J = A'. Contradiction.
Soit K un idéal de A tel que f~1(J) C K G A, on a alors f(f~'(J)) C
f(K) C f(A). D’ou, d’apres la surjection de f, J C f(K) C A, et comme
par hypotheése J est mazimal, on en déduit que J = f(K) ou f(K) = A". Si
f(K) = A, on aura f[7Y(f(K)) = fTY(A") = A, i.e. K+ Ker(f) = A, or
Ker(f) C f74J) C K. D’ot K = A, ce qui est contradictoire avec K # A.
Ainsi, f(K) # A', par conséquent [(K) = J et par suite f~1(f(K)) = f~1(J).
Donc K = f~1(J). 1

Exercice 2. soit [ : A — A" un épimorphisme d’anneaur commutatif unitaire.

— Montrer que si P est un idéal premier (resp. mazimal) de A contenant Ker(f),
alors f(P) est un idéal premier (resp. mazimal) de A'.

— Montrer que Uapplication ¢ : Q — [~1(Q) est une bijection de l’ensemble des idéaux
premiers (resp. mazimauz) de A" sur l'ensemble des idéauz premiers (resp.mazimauz)
de A contenant Ker(f).

Théoréme II.1. (Théoréme d’existence d’idéaur maximauz). Tout anneau commutatif

unitaire posséde un idéal maximal.

Preuve. Ordonnons l’ensemble & des idéaux de A, distincts de A par la relation d’inclu-
sion. Cet ensemble & est non vide car {0} € &. Vérifions que & est inductif.

Soit F = (I;)ies une famille totalement ordonnée d’éléments de &. I = .,
idéal de A, et puisque pour tout i € J, 14 ¢ I; et I; C I, on a alors I € & et I est un
magjorant de F, donc toute famille de & totalement ordonnée est majorée, ce qui prouve

I; est un

que & est un ensemble inductif.
On conclut alors, d’apres le lemme de Zorn, que £ admet un élément mazimal.l

On rappelle le lemme de Zorn :
Lemme 1. Tout ensemble ordonné inductif admet un élément maximal.

Théoréme 11.2. Soit A un anneau commutatif unitaire et I un idéal de A, distinct de

A. Alors I est contenu dans un idéal mazimal de A.
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Preuve. Soit & ={J /Jidéalde A et 1 CJGCA}. Onale & dou& #0. & est
ordonné par inclusion. On montre que & est inductif et par le lemme de Zorn, & admet
un élément mazximal. Donc I est contenu dans un idéal mazimal.l

Corollaire I1.2. Dans un anneau commutatif unitaire, tout élément non tnversible ap-
partient a un idéal mazximal.

Preuve. Si z est non inversible, 'idéal (x) est distinct de A et d’aprés le théoréme pré-
cédent, il existe un idéal mazimal M tel que (x) C M, (x € M).1

III Anneaux Quotients

ITI.1 Anneau Quotient et Idéaux d’'un Anneau Quotient

Soit A un anneau et / un idéal bilatére de A.

— L’idéal I est en particulier un sous-groupe du groupe abélien (A, +). Il est trivia-
lement distingué. On peut donc considérer le groupe quotient (A/I, +). Rappelons
que la loi quotient est définie par 7+y =z +y, Vi, y € A/l etT={ye A/x—y €
I} =x+1;etquep: A— A/I est un homomorphisme de groupes.

— On munit A/ d’une multiplication (et en faire un anneau) en posant Ty = 7y, VZ,y €
A/ (ie. (z+ 1)y + 1) = 2y + 1)
elle est bien définie, en effet, Vz, 2", 5,y € A/I, (z,y) = (2/,y) & T =
et y=y o x—a €l et y—y €I Comme I est un idéal bilatére, on a alors
(x—adYyeletd(y—y)el,ieaxy—dycletdy—ay el donzy—2ay el
et donc 7y = 2'y/,
I’associativité de la loi quotient multiplicative découle de la définition de cette

loi et 'associativité de la loi ”7-” dans A,

elle est distributive par rapport a 'addition : Vz,7,z € A/I,
TY+z) =T(yT2)=aly+tz) =ty taez=Ty+TZ=Ty+T2
et (T+Y)Z =@+ zZ=(@+yr=22Fyz=TWZ=TZ+YZ
— La surjection canonique p : A — A/I vérifie aussi p(zy) = p(z)p(y) pour tous

x,y € A, donc p est un homomorphisme d’anneaux.
On a ainsi le théoréme suivant :
Théoréme IT1.1. Soit (A, +,) un anneau et I un idéal bilatére de A. L’ensemble quotient
A/I muni des lois quotients induites par celles de 'anneau A est un anneau appelé 'an-

neau quotient de A par I et la surjection canonique p: A — A/l est un homomorphisme
d’anneauz.
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Chapitre3. Anneaux et Corps 15

Remarque. Si A est commutatif, A/I est commutatif.
Si A est unitaire et I est distinct de A, A/l est unitaire, d’élément unité 14, = 14
(1A ¢ I d’ouﬁ#m et VT € A/I, T=ux1y :IH)

Exemples. — Les anneaux quotients de (Z,+,-) sont de la forme Z/nZ oun € N. A
noter que [’anneau quotient d’un anneau intégre n’est pas un anneau intégre.

— Les seuls idéauzr de R sont {0} et R, donc les anneaux quotients de R sont R/{0} =
{T/r e R} 2R et R/R = {0} ~ {0}.

Proposition III.1.1. Soit A un anneau et I un idéal bilatére de A. Alors les idéaux
bilateres de l'anneau quotient A/l sont de la forme J/I ou J est un idéal bilatéere de A

contenant I.

Preuve. On considére I’homomorphisme surjectif canonique p : A — A/I, Ker(p) = I.
D’aprés la proposition Uapplication
ot :{J /J idéalde A et ICJ} — {K /K idéal de A/I}
J — ¢~ '(J) = p(J)

est bijective. Done, pour tout idéal K de A/I, il existe un idéal unique J de A tel que
ICJeK=¢(J)=pJ)=J/I.N

Application a 'anneau 7Z
Soit n € N*. Les idéauz de l'anneau quotient Z/nZ sont de la forme dZ/nZ ou d est un
diwviseur de n.

Proposition II1.1.2. Soit A un anneau commutatif unitaire et I un idéal de A. Les
idéaux premiers (resp. mazimaux) de A/I sont les idéauz de la forme P/I (resp. M/I),

ot P est un idéal premier (resp. M un idéal mazximal) de A contenant I.

Preuve. [l résulte de la proposition précédente, de la propriété et de l’exercice qui
la suit. A

Théoréme I11.2. Soit A un anneau commutatif unitaire et I un idéal de A.
— I est premier si et seulement si A/ est intégre.
— [ est mazimal si et seulement si A/l est un corps.

Preuve. — Si [ est premier, I # A ainsi 'anneau commutatif A/l est unitaire; et
siT,y € AJI tel que Ty = 0 alors xy € I, d’ot x € I ou y € I et par suite
=0 ou y=0.

Réciproquement, si A/I est intégre alors A/I est unitaire et donc 1 ¢ I (car1+#0),
ainsi I # A ; de plus, si v,y € A tel que xy € I alors Ty =7y = 0, ce qui implique
queT =0 ouy =0 et il s’en suit quex € [ ouy € I.
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— Supposons que I est mazimal, alors [ # A et donc A/l est unitaire. Et, si J est un
idéal de AJI alors J = K/I ot K est un idéal de A tel que I C K, il résulte de la
mazimalité de [ que K =1 ou K = A, et par suite J = {0} ou J = A/I. Donc les
seuls idéauz de A/I sont {0} et A/I. Ce qui prouve que A/I est un corps.

Inversement, si A/l est un corps alors A/I est unitaire et par suite I # A; De
plus, si K est un idéal de A tel que I C K C A alors K/I est un idéal de A/I. Par
conséquent, K/I = {0} ou K/I = A/I, dou K =1 ou K =A. 1

Exemples. — Les idéaux premiers de Z sont {0} et les pZ ot p est un nombre premier.
— Les idéaux mazrimaux de 7 sont les pZ ot p est un nombre premier.

— Soit n € N*, les idéaur mazimauzr de Z/nZ sont de la forme pZ/nZ ot p est un

nombre premier et p divise n.

I11.2 Propriété Universelle, Théorémes d’Isomorphisme

Théoréme II1.3. (Propriété universelle de l’anneau quotient) Soit A un anneau, I un
idéal bilatére de A et p I’homomorphisme surjectif canonique de A dans A/I. Pour tout
anneau A’ et tout homomorphisme d’anneauz f : A — A’ tel que I C Ker(f), il existe
un unique homomorphisme d’anneauzs :f : AJ/I — A’ tel que f = f op. De plus, on a
Im(f) = Im(f) et Ker(f) = Ker(f)/I (si f est surjectif, f l’est aussi et si Ker(f) =1
alors f est injectif).

Preuve. Comme f est un homomorphisme de groupes de (A,+) dans (A',+) tel que
I C Ker(f) (avec I < (A,+), il existe alors un unique homomorphisme de groupes :
fi(A/L+) — (A +) tel que f = fop, e f(T) = f(x),VZ € A/I. On a pour tous
T,ye A/l :

@) = F(@m) = Foplay) = flay) = 1)) = F@)T@)

donc f est un homomorphisme d’anneauz. W

Nous allons donner maintenant -comme dans le cas des groupes- un certain nombre de
conséquences classiques de cette construction : décomposition canonique des homomor-

phismes d’anneaux et théoréme d’isomorphisme d’anneaux.

Corollaire II1.1. (1" théoréme d’isomorphisme - décomposition canonique) Soit f : A —
A’ un homomorphisme d’anneauz. Soit p ’homomorphisme surjectif canonique de A dans
A/Ker(f) et j ’homomorphisme injectif canonique de Im(f) dans A’. Il existe alors un
unique isomorphisme f : A/Ker(f) — Im(f) tel que f = jo fop. f = jo fop est appelée
la décomposition canonique de ’homomorphisme f.
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Preuve. En appliquant le théoréme précédent o ’homomorphisme g : A — Im(f) défini
par Ve € A, g(x) = f(z) et a [ = Ker(g) = Kerf(f), on obtient un isomomorphisme
d’anneauz f : A/Kerf(f) — Im(f) tel que g = f op. Et finalement, on a f = jog =
jofopl

Corollaire IIL.2. (27¢ théoréme d’isomorphisme) Soit A un anneau. Soit I et J deux
idéauz bilatéres de A. Alors I+ J/J et I/1NJ sont des anneauzx isomorphes.

Preuve. Comme tout idéal bilatéere de A est un sous-anneau de A et tout sous-anneau
est un anneau, alors I + J et I sont des anneaux, J est un idéal bilatére de I+ J et I N.J
est un idéal bilatére de I. Ainsi, I + J/J et I/INJ sont des anneaus.

Considérons I’homomorphisme surjectif canonique p : I +J — I+ J/J et soitg: 1 —
I+ J/J la restriction de p a I. g est un homomorphisme d’anneaux; il est surjectif et
Ker(g) = Ker(p)NI = JNI. On conclut alors d’aprés le premier théoréme d’isomorphisme
que[/]ﬂJ:[JrJ/J.l

Théoréme 111.4. Soit I et J deux idéaux bilateres d’un anneau A tel que I C J alors
les anneauz A/J et A/I/J/I sont isomorphes.

Preuve. L’homomorphisme surjectif canonique p : A — A/J dont le noyau contient
I induit alors un homomorphisme d’anneauz f : A/I — A/JJ tel que foq = p ot

q est U'homomorphisme surjectif canonique de A sur A/I. De plus, Im(f) = Im(p) =

AJJ et Ker(f) = Ker(p)/I = J/I. 1l en résulte alors d’apreés le premier théoreme de
Visomorphisme que A/I/J/I ~ A/J M

Application a Z.
Soit n,m € N*. Z/nmZ/nZ/nmZ ~ Z/nL.

Théoréme IIL.5. (Théoréme Chinois) Soit A un anneau commutatif unitaire et I, J deuz

idéauz de A tel que [ + J = A. L’anneau A/1J est alors isomorphe & l'anneau produit

A/l x A/ J.

Preuve. On considére Uapplication f : A — A/l x A/J définie par f(z) = (T,7) =
(x+1,z+J). [ est un homomorphisme d’anneauz. On a alors d’aprés le premier théoréme
d’isomorphisme A/Ker(f) ~ Im(f). Or Ker(f) ={zx € A /2 =0 et == 6} ={x €
Ajozel et ze€J}=1INJ

et puisque, par hypothése I + J = A, on a alors, d’aprés la propostion 1J =
INJ = Ker(f), donc pour avoir le résultat, il reste & montrer que [ est surjectif. Soit
(z,7) € A/I x AJJ. Comme par hypothése I +.J = A, alors il existe u € I,v € J tel que
1 =u+w, dou (7,7) = (71, ?T) = (zv,yu). Si on prend a = xv +yu € A on a alors
f(a) = (z,a) = (zv,yu) = (T,7), ce qui prowve que f est surjectif. M
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Corollaire I11.3. Soit n,m € N*. Si n et m sont premiers entre-euz alors les anneaux
Z)nmZ et Z)nZ x Z]mZ sont isomorphes.

II1.3 Caractéristique d’un Anneau

Lemme et Définition II1.3.1. Soit A un anneau commutatif unitaire. Il existe un
unique homomorphisme d’anneauz, non nul, f : Z — A défini par f(n) = nla,Vn € Z.

On Dappelle ’homomorphisme canonique de 7 dans A.

Preuve. Si f est un homomorphisme d’anneauz non nul de Z dans A alors f(1) = 14,
d’ot f(2) = f(14+1) = f()+f(1) = 1a+14 = 2-14, et par récurrence on aura f(n) =nly
pour tout n € N*,

Soit maintenant n < 0. Sin =0 on a f(0) =04 = 014.

Sin <0, f(n) = f(=(—n)) = —f(—n) car f est un homomorphisme de groupes. Or
—n >0, on a alors f(n) = —((—n)ls) = nla.

En résumé, on a f(n) =nla, Vn € Z.

Réciproquement, comme (A,+) est un groupe, on a ¥a € A, f, : Z — A défini par
n — na est un homomorphisme de groupes. En particulier, pour a = 14, f est un homo-
morphisme de groupes.

On vérifie que f(nm) = f(n)f(m), Yn,m € Z, pour conclure que [ est un homomor-

phisme d’anneaux.l

Remarques. — Le noyau de ’homomorphisme canonique [ de A dans 7. est un idéal
de 7. Donc, Ker(f) = kZ pour un unique k € N.

— VneZ:(nly=04) < (nx =04,V € A), autrement dit, Y/n € Z, n € Ker(f) <
nr = 04,Vr € A.

Définition II1.3.1. Soit A un anneau commutatif unitaire. On appelle caractéristique de
A, notée CarA, l'unique entier k € N tel que Ker(f) = kZ ou f est ’lhomomorphisme

canonique de 7 dans A.

D’aprés la remarque précédente,
CarA=0< [Vn, (nz =04,z € A) & n=0]
CarA=k > 0<% [Vn,(nz =04,Yz € A) & n € KZ]

Remarques. — SiCarA =0, alors A est infini.

— CarA =k >0 < k est le plus petit entier strictement positif tel que k14 = 04
&k est le plus petit entier strictement positif tel que kx = 04,V € A.
< L’ordre de l’élément 14 dans le groupe (A, +) est k.
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Exemples. (1)- L’anneau 7. est de caractéristique nulle, ainsi que les corps Q,R et C.
(2)- Pour tout n > 2, Car(Z/nZ) = n.

Proposition II1.3.1. Si A est un anneau intégre et de caractéristique non nulle, alors

A admet pour caractéristique un nombre premier.

Preuve. Soit p = Car(A) avec p # 0. Supposons que p = qr avec q,r € N*, la relation
04 = pla = (gr)1la = (qla)(rla) donne par intégrité de A, qlyx = 0 ourly = 0 d'ot
q € pZ our € pZ, i.e. p/q oup/r. Comme p = qr, il en résulte que g = p ou r = p. Ainsi

p est premier. B

Corollaire I11.4. La caractéristique d’un corps commutatif est soit nulle soit un nombre

premier.

Proposition IT11.3.2. Soit A un anneau intégre de caractéristique p premier. On a alors
— (i) Vr,y€ A, (z+y)P=aP+yP,

— (ii) Uapplication F : A — A définie par F(x) = 2P est un homomorphisme d’an-
neauz, appelé homomorphisme de Frobenius.

Preuve. Ezercice!

II1.4 Corps des Fractions d’un Anneau Intégre.

Nous avons vu que tout corps commutatif est un anneau intégre et que la réciproque
n’est pas toujours vraie. Dans le paragraphe suivant, nous allons montrer, cependant,
que l'on peut construire, de facon canonique, pour tout anneau intégre, un corps qui le
contient. En 'occurence, il s’agit du plus petit corps qui le contient. Ce corps commutatif

est appelé Corps des fractions de A.

Proposition II1.4.1. Soit A un anneau intégre. On note A* = A\ {04}.
— (i) L’ensemble A x A* muni des lois de composition internes addition et multiplica-
tion définies par :
(a,b) + (', b") = (ab' + ba’, bl)
et (a,b)(a',b') = (ad,bl)
est un anneau intégre d’élément neutre (0,1) et d’élément unité (1,1).
— (ii) La relation binaire R définie sur A x A* par : (a,b)R(d',V) < all = d'b est une

relation d’équivalence compatible avec ’addition et la multiplication dans A x A*.

— (iii) L’ensemble quotient (A x A*)/R muni des lois quotients induites de + et ”-"

est un corps commutatif d’élément neutre (0,1) et d’élement unité (1,1).
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— (iv) A est isomorphe & un sous-anneau unitaire du corps (A x A*)/R, (A est un
sous-anneau unitaire de (A x A*)/R).

— (v) Si K est un corps commutatif et A est un sous-anneau unitaire de K alors
(A x A*)/R est isomorphe G un sous-corps de K.

Preuve. — (i) et (ii) sont faciles a vérifier.

— (i) D’apres (i) et (i), (A x A*)/R,+,-) est un anneau unitaire d’élément neutre
(0,1) et d’élément unité (1,1). Avec (0,1) = {(a,b) € A x A* Ja =0} et (1,1) =
{(a,b) € Ax A* Ja = b}. Il reste & montrer que tout élément non nul de (Ax A*)/R

est inversible. Soit (a,b) € (Ax A*)/R\{(0,1)}, on a (a,b) (b,a) = (ab,adb) = (1, 1),

donc (a,b) est inversible et son inverse est (b, a).

— (iv) Soit Uapplication ¢ : A — (A x A*)/R définie par ¢(a) = (a,1).
Va,b € A, (a,1) + (b,1) = (a+ b, 1) et (a,1)(b,1) = (ab,1). D’ow p(a) + ¢(b) =
w(a+0b) et p(a)p(b) = @lab). De plus, p(1) = (1,1) = L(axa-)r, donc ¢ est un
homomorphisme d’anneauz unitaires. Il est injectif, en effet,
Va € A,p(a) =(0,1) & (a,1) = (0,1) & a = 0.

Ainsi, A est isomorphe a ¢(A) qui est un sous-anneau unitaire de (A x A*)/R. Par

identification, A est considéré comme un sous-anneau unitaire de (A x A*)/R.

— (v) Soit K un corps commutatif tel que A est un sous-anneau unitaire de K, consi-

dérons f : (A x A*)/R — K définie par f((a,b)) = ab~'. Montrons que f est bien
définie (c’est-a-dire, que f((a,b)) ne dépend pas du représentant choisi de la classe).
Soit (a,b), (a', V) € (A x A*)/R : (a,b) = (a,V/) & abl = d'b = ab™' = db ' &
f((a,b)) = f((a', V). Donc [ est bien définie et injectif. Il est facile de vérifier que
c’est un homomorphisme d’anneaur unitaires. Donc (A x A*)/R est isomorphe a

f((Ax A*)/R) qui est un sous-corps de K. B

Remarque. Une généralisation de (v) est donnée comme suit : (Propriété universelle du
corps de fractions)

Pour tout corps K et tout homomorphisme injectif f : A — K, il existe un unique
homomorphisme d’anneaux f : (Ax A*)/R — K tel que fop = foup: A— (AxA*)/R
est 'homomorphisme injectif défini par ¢(a) = (a, 1).

Définition I11.4.1. Le corps (Ax A*)/R, +,-) s’appelle le corps des fractions de 'anneau
integre A, on le note Fr(A). Tout élément (a,b) € Fr(A) sera noté %. Ainsi,
Fr(A) = {%/aeA et be A

:E@ad:bc

QL

ad + be ac ac

C
d bd bd bd

Qo e

+
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et —=a.
1

Exemples. 1. Le corps des fractions de 'anneau intégre 7 est le corps des rationnels
Q.
2. Le corps des fractions de Z[i] est Q(i). A titre d’exercice!

Exercice 3. Soit K un corps et p sa caractéristique. Montrer que :
— st p =0, il existe dans K un plus petit sous-corps Ky isomorphe a Q,

— sip #0, il existe dans K un plus petit sous-corps Ky isomorphe & 7./ pZ.

IV Divisibilité dans un Anneau Intégre - Arithmétique

dans un Anneau Principal

IV.1 Diviseurs, Eléments Associés

Définition IV.1.1. Soit A un anneau intégre et a,b € A.

— (i) On dit que a divise b (ou que b est divisible par a, ou encore que b est un multiple
de a) s’il existe ¢ € A tel que b = ac, on note a/b.

— (i) On dit que a et b sont associés si a/b et b/a.

Remarques. Soit A un anneau intégre et a,b,c € A. Alors
— a/a, 1/a et a)0.
— (a/b et b/c) = ajc.
— VYA eU(A), a et Aa sont associés.

— La relation d’association définie par aRb < a et b sont associés, est une relation

d’équivalence.

— a et b sont associés < IN € U(A),b = Aa.
On va caractériser les notions de divisibilité et d’association en termes d’idéaux.

Proposition IV.1.1. Soit A un anneau intégre et a,b € A. Alors
— (i) a/b < (b) C (a), (i.e. bDA C aA).
— (i) aet b sont associés < (a) = (b) (i.e. aA =DA)
— (i) a est inversible < a divise tous les éléments de A.

Preuve. — (i)a/b&s3dce Ajb=acsbe (a) < (b) C(a)
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— (i) découle de la définition et de (1)
— (i) a est inversible < (a) = A< Vbe A, Jce Aib=ca<=Vbe A a/b. R

Remarque. Deuz éléments associés ont les mémes diviseurs et les mémes multiples dans
A.

IV.2 Eléments Irreductibles, Eléments Premiers

Définition IV.2.1. Soit A un anneau intégre et a un élément non nul de A.

— (i) a est dit irréductible (ou extrémal) s’il n'est pas inversible dans A et si ses
seuls diviseurs sont ses associés et les éléments inversibles de A. Autrement dit a
est irréductible dans A si a est non inversible et si a = xy avec x,y € A, alors
re€U(A) ouy € U(A).

— (ii) a est dit premier dans A lorsqu’il est non inversible dans A et pour tous x,y € A
st a/xy alors a/x ou afy.

On notera que dans la définition (i), le "ou" est exclusif, car sinon a sera inversible.

Proposition IV.2.1. Soit A un anneau intégre et a un élément non nul de A. On a :
(i)- a est irréductible dans A < (a) est mazimal parmi les idéauz principauz distincts de

A

(ii)- a est premier dans A < (a) est premier de A.

Preuve. (i)- Si a est irréductible, a ¢ U(A) et donc (a) # A; Par ailleurs, si J = (b)
est un idéal principal de A, distinct de A tel que (a) C J, alors b/a ou encore, il eriste
c € A tel que a = be. Puisque (a) est irréductible et b ¢ U(A) (car J # A) ceci implique
que ¢ € U(A). Ainsi, a et b sont asoociés et donc (a) = (b) = J. Ceci prouve que (a) est
mazimal parmi les idéauz principauz distincts de A.

Réciproqguement, soit a € A, tel que (a) soit mazimal parmi les idéaux principaus
distincts de A. Comme (a) # A,a ¢ U(A). De plus, si x,y € A tel que a = xy alors (a) C
() et d’apres la mazimalité de (a) on a (x) = A ou (x) = (a). Si (x) = A, v € U(A);
Sinon x et a sont associés, et donc, a est de la forme Az pour un certain A € U(A), on
obtient alors vy = a = Az et on en déduit par intégrité de A que y =\ € U(A).

(ii)- a est premier < a ¢ U(A) et (V(x,y) € A% a/zy = a/z ou aly) < (a) # A et
(V(z,y) € A%, zy € (a) = = € (a) ou y € (a)) < a est premier de A. B

Remarques. — Tout élément de A, associé a un élément irréductible dans A est en-

core irréductible dans A.

— Tout élément de A, associé a un élément premier dans A est aussi un élément
premier dans A.
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— Les éléments irréductibles (et aussi les éléments premiers) dans Z, sont les nombres
premiers et leurs opposés.

— Tout élément d’un corps est réductible (non irréductible).

Proposition IV.2.2. Soit A un anneau intéegre. Tout élément non nul et premier dans
A est irréductible dans A.

Preuve. Soit a un élément non nul et premier dans A, on a alors a ¢ U(A). De plus, si
a = zy avec x,y € A, en particulier a/xy d’ot a/z ou a/y. Supposons que a/x, il existe
z € A tel que v = az et, par suite, a = xy = azy. Comme a # 0 et A est intégre, on
obtient zy = 1, donc y € U(A). De méme, si a/y, on aura alors x € U(A). Ce qui prouve
que a est irréductible dans A. B

Remarque. La réciproque est fausse généralement. En effet, si on considére A = Z[i/5),
c’est un anneau intégre. On rappelle que N(a + ib\/5) = a® + 50 et que N(vy) =
N(x)N(y), Yo,y € A. On vérifie que 3 est irréductible, 3/(1 + iv/5)(1 — iv/5) mais 3
ne divise ni (1 +iv/5) ni (1 —iv/5). On conclut que 3 n'est pas premier dans A.

IV.3 Eléments Premiers entre-eux, PGCD, PPCM

Définition IV.3.1. Soit A un anneau intégre.

— (i) Soit a,b € A. On dit que a et b sont premiers entre-eux si les seuls éléments de
A qui divisent a la fois a et b sont les éléments de U(A).

— (ii) Des éléments ay,aq, -+ ,a, € A sont dits premiers dans leur ensemble si les
éléments de U(A) sont les seuls diviseurs communs.

Remarque. Si a est premier avec b, alors a est premier avec A\b,V\ € U(A).
En termes d’idéaux, la définition de deux éléments premiers entre eux s’exprime comme
suit : a est premier avec b < Vo € A, (a) C (x) et (b) C (z) = (x) = A.

Proposition IV.3.1. Soit A un anneau intégre. Tout élément irréductible est premier
avec toul élément qu’il ne divise pas.

Preuve. Soit a un élément irréductible dans A. Soit b un élément de A tel que a ne
divise pas b. supposons qu’il existe d € A non inversible tel que d divise a la fois a et b.
Il ezisterait alors o’V € A tel que a = da’ et b= dl'. Or, a est irréductible et d ¢ U(A),
par conséquent, o’ € U(A) et par suite, b = db' = aa’~'V. Ainsi, a divise b, ce qui est

contradictoire avec I’hypothése. B

Définition IV.3.2. Soit A un anneau intégre. Soit n € N* et ay,a-,--- ,a, € A.
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— (i) On dit que (a;)1<i<n, admet un plus grand commun diviseur dans A s’il existe un
élément d € A tel que

— Vie{l,2,--- n}, d/a;
— Sid € A avec d'/a;, Vi € {1,2,--- ,n} alors d'/d.
On écrit alors que d = pged(ay, ag, -+ ,a,) ou d = a; A\ ag, - A ay,.
— (i) On dit que (a;)1<i<n admet un plus petit commun multiple dans A lorsqu’il existe
un élément p € A tel que
— Vie{l,2,--- ,n}, a; divise u
— Sim est un élément de A qui est divisible par a; pour tout i € {1,2,--- ,n},

m est divisible aussi par pi.

On écrit alors n= ppcm(al, Ay, -+ ,an) oupp=ayVag---Van.
Proposition 1V.3.2. Soit A un anneau intégre et ai,as, - ,a, des éléments de A. Si
d = pged(ar, az, -+ ,a,) et p = ppem(ar,az, -+, a), alors

— (i) V0 € A, 6 = pgcd(ay,ag, - ,a,) < 0 et d sont associés (AN € U(A),d = Ad)

— (ii) Ym € A,m = ppem(ay,as, -+ ,a,) < m et p sont associés (IN € U(A), m =
Ap)
— (iii) a1, as, -+ ,a, sont premiers dans leur ensemble < 1 = pgcd(ay,as, -+, ay).
Preuve. (i)- Si 0 = pgcd(ay,as,--- ,a,), § est alors un diviseur commun des a; et donc

puisque d est un pged des a;, on a 6/d. De méme d/0 et donc § et d sont associés.
Réciproquement, si 6 et d sont associés, ils ont les mémes diviseurs, d’ou le résultat.

(7ii)- On suppose que ay,--- ,a, sont premiers dans leur ensemble. Ainsi, si d est un
diviseur commun des a;, d € U(A) et donc d divise 1 et comme 1 divise chaque a;, on
conclut alors que 1 = pgcd(ay,as,--- ,a,). Réciproqguement, soit d un diviseur commun
des a;, puisque 1 = pgcd(ay, ag, -+ ,a,) on a d divise 1 et donc d € U(A). B

Remarque. Soit z,y € A :

Six=0ety=0, x ety admettent un pged unique qui est 0.

Sizx=0ety#0, x ety admettent un pged qui est y ou tout élément associé a .
Siz/y alors x et y admettent un pged qui est x ou tout élément associé & x. En particulier
pour tout u € U(A), u Nz = x.

On n’a pas toujours lexistence d’un pged de deux éléments quelconques d’un anneau
intégre. Par exemple : considérons Uanneau Z[iv/5]. Soit v = 6 et y = 2(1 + iV/5).
r=2x3=((1+iV5)(1—iV5), on a2/z et 2/y, de méme (1+i\/5)/x et (1 +1iV5)/y.
Si le pgcd(z,y) existe, soit d = pgcd(x,y) alors 2/d et (1 + i\/5)/d d’ou N(2)/N(d)
et N(1+iv/5)/N(d), i.e. 4/N(d) et 6/N(d). Par ailleurs, comme d/x et d/y ona alors
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N(d)/36 et N(d)/24. on en déduit que N(d) = 12 autrement écrit a* + 50* = 12 ou
a+ib\/5 = d ceci est impossible.

Dans la suite, on limite ’étude a une classe particuliére d’anneaux dits principaux ou
'existence du pged (et ppem) est assurée. Par suite, on pourra généraliser les résultats

d’arithmétique connus dans ’anneau Z a ces anneaux.

IV.4 Arithmétique dans un Anneau Principal

Définition IV.4.1. On appelle anneau principal tout anneau intégre dans lequel tout idéal

est principal (i.e. engendré par un seul élément).

Exemple. (Z,+,) est un anneau principal.
Tout corps commutatif est un anneau principal.

Proposition IV.4.1. Soit A un anneau principal. Alors tout élément non nul et irréduc-

tible est premier.

Preuve. Soit a un élément non nul et irréductible dans A. D’aprés la proposition[IV.2.1]
lidéal (a) est mazimal parmi les idéauz principauz et distincts de A. Comme A est prin-
cipal, tous ses idéaux sont principauz, donc (a) est un idéal mazimal de A. Puisque tout
idéal mazimal est premier, (a) est premier de A. On conclut de la proposition que

a est un élément premier dans A. B

Remarques. — Dans un anneau principal, les notions d’élément premier et d’élément
wrréductible sont identiques.

— Z[iv/5] n'est pas principal.

Théoréme IV.1. soit A un anneau principal et ai,as,--- ,a, € A. Alors ay,as,--- ,ay,

admettent un pgcd et un ppem dans A.

Plus précisément, tout générateur de > (a;) est un pged de ay,as, -+, an,
(d = ngd(alv Ay - 7an) ~ Z?:l(ai> = (d)) ;
et tout générateur de ﬂ1g¢gn(ai) est un ppem de ar, as, -+, ayp,

(= ppem(ay, ag, -+, a,) & ﬂ1§i§n(ai) = (p))-

Preuve. Soit I l'idéal engendré par les éléments ay,as, - ,a,, (ou encore I = (a1) +
(ag) + -+ + (an)). Comme A est principal, I est principal et donc il existe d € A tel que
I = (d). Montrons que d = pgcd(ay,as, -+ ,ay).

On a pour tout i € {1,2,--- ,n}, (a;) C (d) donc d/a; pour tout i. Soit d € A tel que
d'/a;, Vi€ {1,2,--- ,n}, donc (a;) C (d') pour tout i, ce qui implique Y. (a;) C (d'), i.e.
(d) C (d') et donc d'/d. Ceci prouve que d = pged(ay,as, -+ ,n).
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Soit maintenant d' = pged(ay, as,--- ,a,) et d tel que (d) = > 7" (a;). D’apres ce qui
précéde d = pged(ay, ag, -+ ,ay) el par conséquent d et d' sont associés, donc (d) = (d'),
e S0 (@) = ().

Soit J =i (a;), 3p € A tel que J = (p). Montrons que 1 = ppcm(ar, as, - -+, ay).
Vie{1,2,--- ,n}, (n) C (a;), donc a; divise jn pour tout i, et si m € A tel que Vi, a;/m

alors (m) C (a;) pour tout i d’ou(m) C (i, (a;), donc pp/m et p = ppem(ay,as, -, ay).
Réciproquenement, si (/' = ppecm(ay, as, -+ ,ay) alors p et p' sont associés d’ou (1) =

(1) =Nizi(a;). M

Théoréme IV.2. (Théoréme de Bézout) Soit A un anneau principal et ai,as,- -+ ,a, des

éléments de A.
ai, a9, ,a, sont premiers dans leur ensemble si et seulement si il existe uy, us, - -+ , Uy €
A tel que uyay + usas + -+ - + upa, = 1 (Identité de Bézout).

Preuve. aj,as, - ,a, sont premiers dans leur ensemble < 1 = pged(ay,as, - ,ay)
(d’apres la proposition

< A= (a1)+ (az) +--- + (a,) (d’aprés le Théoreme précédent)

& 1€ (ar)+(a) +---+ (an)

& Jug, ug, -+ u, € A tel que 1 = ujay + usas + - - + upa,. N
Remarques. — On n’a pas lunicité des u; qui vérifient ["identité de Bézout.
— Soit A un anneau principal et aq, a9, ,a, € A

(i) d = pged(ay, ag, -+, a,) = Jug,ug, -+ ,u, € A, Y0 wa; = d. (Attention!
la réciproque n’est pas vraie).

(ii) Juy, ug, -+ sun € A0 uia; = d = d/pged(ay, as, -+, ap)

(iii) (Vi € {1,2,--- ,n},d/a;) et (Bur,uz, -+ ,u, € A, D05 wa; = d) = d =
ngd(a17 ag, -+ 7an)

Théoréme IV.3. (Théoréme de Gauss) Soit A un anneau principal et a,b,c € A. Alors :
a/bc et pged(a,b) =1 = a/ec.

Preuve. a/bc et pgcd(a,b) =1 < (3’ € A, bc = ad') et (Ju,v € A, ua +vb = 1)
(d’apres le Théoréeme de Bézout)
= ¢ = acu + bev = acu + ad'v = a(cu + a'v) avee u,v,c,a’ € A
< a/cll
Proposition 1V.4.2. Soit A un anneau principal et a,b,c € A. Alors
— (i) (anb=1,a/c el b/c)= ab/c.
— (i) (anb=1 et aNc=1)=aNbc=1.
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— (iii) aNb=d=3d, 0V € A,a=dd, b=dV et ad NV =1.
— () (a AN b)(a V b) = ab.

Preuve. FEzercice.

Nous allons achever ce paragraphe par 'une des propriétés fondamentales des anneaux
principaux qui est la décomposition des éléments de A en produit de facteurs irréductibles.

Proposition 1V.4.3. Soit A un anneau principal. Soit a un élément de A. St a est non
nul et non inversible dans A alors il existe un élément irréductible dans A qui divise a.

Preuve. Soit a € A tel que a est non nul et a ¢ U(A). D’apres le corollaire (a) est
contenu dans un idéal mazimal I. Comme A est principal, I = (p) pour un certain p € A,
or, I = (p) est maximal, d’apres la proposition p est alors irréductible. Donc, il
existe un élément p irréductible dans A tel que (a) C (p), ce qui équivaut a p divise a avec
p un élément irréductible dans A. B

Proposition IV.4.4. Soit A un anneau principal et a,b,p € A. Alors :
(p irréductible et p/ab) = (p/a ou p/b)

Preuve. Soit a,b,p € A tel que p est irréductible et p/ab. Supposons que p ne divise pas
a, d’apres la proposition|IV.3.1], p et a sont premiers entre-eux et, en utilisant le théoréeme

de Gauss, on aura nécessairement p/b. A

Théoréme IV.4. Soit A un anneauv principal. Tout élément non nul et non inversible de
A a une décomposition a = p1,pa, -+, Pm comme produit d’éléments vrréducctibles. Cette

décomposition est unique & un multiplicatif d’associés pres.

Preuve. Démontrons d’abord ’existence de la décomposition. On utilise la proposition

et le lemme suivant :

Lemme 2. Soit A un anneau principal. Toute suite croissante Iy C Iy C ---1; C ;11 C
- didéaur est stationnaire, i.e. il existe k € N tel que st v > k, I; = I},.

Preuve. En effet, comme (1;) est totalement ordonnée, | JI; est un idéal de A et donc
U I; = (a) pour un certain a € A puisque A est principal. Par suite, il existe k € N tel
que a € I, d’ou (a) C Iy, et donc (a) = Iy, ; ainsi ¥Vl >k, I, = (a) = I,. O

Revenons a la démonstration du théoréeme. Soit a € A tel que a # 0, i.e. a ¢ U(A).
D’apres la proposition a = pray avec py irréductible.

Sia; € U(A) alors pyay est irréductible (i.e. a est irréductible).

Siay ¢ U(A), on aura une inclusion stricte (a) C (a1). De méme, a; = paas avec po
irréductible.
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On continue ainsi par récurrence. Si le processus se poursuit indéfiniment, on ob-
tiendrait une suite infinie d’idéauz (a) C (ay1) C (ag)--- strictement croissante, ce qui
est contradictoire avec le lemme. Donc a = pips-- - pru avec p1,ps,--- ,pr des éléments
irréductibles et u € U(A), et donc pru est irréductible d’ot Uexistence de la décomposition.

Montrons l'unicité par récurrence sur le nombre minimum k de facteurs irréductibles
dans les diverses décompositions a = pips -+ - pr de a en produit d’éléments irréductibles.

Pour k=1, on aa =p, et a = qiqo- -+ q,, une autre décomposition de a en produit
d’éléments irréductibles, supposons que m > 1, alors q; divise py et comme py est irré-
ductible 1 = upy pour un certain v € U(A) d’od a = p1 = up1qs - - ¢ Par intégrité
de A on obtient 1 = uqsqz - - - G, d’ol g9 est inversible. Ceci est absurde, donc m =1 et
p1 = a = q. Soit k > 2, supposons l'unicité pour les éléments de A qui sont en produit
d’au plus k—1 facteurs irréductibles. Soit a = p1ps - - - pr un produit de k facteurs irréduc-
tibles. St a = q1qs - - - @, €st une autre décomposition de a en facteurs irréductibles, d’apres
la proposition il existe 1 <1 < m tel que py divise g;. Quitte a permuter les q;, on
peut supposer que py divise qi, on en déduit que g1 = up, pour un certain u € U(A) et donc
a = pips - Pr = UP1Q2 - -+ G, €t par intégrité de A, on obtient b = pops - Pr = UGa -+ G-
Lélément b € A est produit de k — 1 facteurs irréductibles ; d’aprés [’hypothése de récur-
rencem — 1 =k — 1, donc k = m et il existe une permutation de {2,--- ,k} tel que p; et
(i) Sont associés. Donc, st a = pipy- - Dp = q1G2 -+ @ alors k = m et il existe o € Sy,

tel que Vi € {1,2,--- |k}, p; et qo(;) sont associés. La décomposition est ainsi unique. B

Remarque. Dans un anneau principal A, on n’a pas toujours (comme dans 7,) un choiz
canonique de représentants dans chaque classe d’éléments irréductibles associés.

Définition IV.4.2. On appelle systéme d’irréductibles (ou de représentants) dans l'an-
neau principal A, une famille P = (x;);e; d’éléments irréductibles de A tel que

(i) tout élément irréductible de A est associé & un x; pour un certain i € I,

(ii) si i # j, T; # Tj, i.e. x; et x; ne sont pas associés.
Done, pour tout élément a € A\ {0} tel que a ¢ U(A), a s’écrit sous la forme a =
uptps? - pom avee w € U(A), pr,pa, -+ pm € P distinets et ay, - -+, ay, € N™.
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