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Exercice 1. Soit G unn groupe commutatif et H un sous-groupe de G.

1. Vérifier que I'ensemble des endomorphismes de G, noté End(G), muni de 'addition
et de la composition est un anneau non commutatif d’élément neutre 0.

2. On considére les ensembles suivants :
Ij={ue EndG) : u(G) C H};1,={u € End(G) : u(G) C{0}}
Montrer que I4, I, sont respectivement un idéal & droite, & gauche de End(G).

Exercice 2. Soit p un nombre premier et
Zy = {x €Q : I(m,n) € Z x N*, pged(n,p) =1, x = %}
1. Montrer que Z, est un sous-anneau de Q contenant Z. Déterminer U(Z,).
2. Montrer que pout tout x € Zp non nul, il existe un unique (r,u) € N x U(Z,) tel
que x = up".

3. Montrer que tout idéal de Z, non nul est de la forme p"Z, ot r € N. En déduire que
I'ensemble des idéaux de Z, est totalement ordonné par I'inclusion.

Exercice 3. Soit A un anneau commutatif et I, .J deux idéaux de A. On considére :
(I:J)={a€A:alCI}
1. Montrer que (I : J) est un idéal de A contenant /.
2. Montrer que (I : J)J C 1.

3. Montrer que si K est un idéal de A, alors (/I NJ : K) = (I : K)N(J : K) et
(I:J+K)=U:J)n({: K).

Exercice 4. Soit A un anneau unitaire commutatif.

1. Montrer que pour tout idéal I de A, 'ensemble /T = {x €A/IneN;z" € I} est
un idéal de A qui contient I. On dit que /I est le radical de I.

2. Que vaut \/{T ?
3. Soit I et J deux idéaux de A. Montrer que
VINT=VInVJet VI+JDVI+VJ.
4. Exemple : A =7Z.
Soit p > 2 un nombre premier. Que vaut \/pZ?
Soit n > 2 un entier naturel. Que vaut vnZ?
Pour I = 3648Z. Trouver v/I.



Exercice 5. Soit A un anneau, I, J, P et M des idéaux de A ou P un idéal premier et M
un idéal maximal.

1. Montrer que :
silJCP,alors CPouJCP
siINJ=Palors P=1ouP=J.

2. En déduire que le seul idéal premier de A qui contient M? est Iidéal M.

Exercice 6. Soit R un anneau commutatif unitaire.
1. Montrer que ’ensemble des éléments nilpotents de R forme un idéal (qu’on note
nilrad(R).
2. Montrer que nilrad(R) est I'intersection de tous les idéaux premiers de R.

3. L’intersection de tous les idéaux maximaux de R est appeléée le radical de Jacobson
de R et est noté J(R). Montrer que :
reJR)< 1—rzel(R), Vr € R.

Exercice 7. Soit f : A — B un épimorphisme d’anneaux commutatifs unitaires.

1. Montrer que si P est un idéal premier de A contenant ker(f), alors f(P) est un
idéal premier de B.

2. Montrer que si @ est un idéal premier de B, alors f~1(Q) est un idéal premier de A
contenant ker(f).

3. Montrer que Papplication ¢ : Q@ — f~}(Q) est une bijection de I'ensemble des
idéaux premiers de B sur 'ensemble des idéaux premiers de A contenant ker(f).

4. Soit I un idéal de A. Montrer que tout idéal premier de A/l est de la forme P/
avec P un idéal premier de A contenant I.

5. Traiter les questions précédentes dans le cas des idéaux maximaux.

6. On note Z(A) I'ensemble des diviseurs de zéro de A. Montrer que Z(A) contient au
moins un idéal premier.

Exercice 8. Soit A et B deux anneaux unitaires non nuls.

1. Montrer que Car(Ax B) = Car(A)V Car(B), (le ppcm de Car(A) et Car(B)). On
suppose désormais A intégre et fini.

2. Montrer que I'application : x : Z/pZ x A — A; (k,a) — ka est une loi externe sur
A et que (A, +, X) est un Z/pZ — espace vectoriel.

3. En déduire que card(A) = p", n € N*.

4. Montrer que tout anneau intégre fini est un corps.

Exercice 9. Soit A un anneau et a,b € A non nuls et non inversibles.



1. Montrer que si a = up]*p5? - - - pom onu € U(A), les p1,p2, - -+ , pm € P sont distincts

et a; € N* Vi € {1,2,--- ,m}, alors les diviseurs de a sont les éléments de la forme
d= Upflpgz cepPmotveU(A)et B €N, B < ap, V1 <i < m.
2. En déduire que si a = up{'p3*---pim et b = vp11p§2 oo pPmoott les pr,pa, -t Pm €

P sont distincts, u,v € U(A) et aj,az, -, Qm, b1, P2, ,Bm € N, alors d =
pitps? - plmoest un pged de a et b ou v = inf(ay, 5;),V1l < i < m et p =
p‘lslng -o-pdm est un ppem de a et b ot §; = sup(ay, B;), V1 < i < m.

Exercice 10. Soit A un anneau commutatif unitaire.
1. Généraliser le théoréme "Chinois" & une famille finie (/;)1<j<, d’idéaux de A.
2. Soit p un nombre premier et a > 1 un entier. Déterminer 'ensemble (Z/p®Z)* des
¢éléments inversibles de (Z/p®Z) ainsi que son cardinal.

3. Enoncer le théoréme des restes chinois dans le cas particulier A = Z, [; = p?j, ou
pour tout 1 < j < r,a; > 1 est un entier et les p; sont des nombres premiers
deux-a-deux distincts.

4. Soit n un entier et n = H§:1 p?j sa décomposition en facteurs premiers. On note
©(n) le cardinal de (Z/nZ)*. Déduire de ce qui précéde que :

(m) = n I (1= )
pn)=nll, i)

Exercice 11. Soit [ et J deux idéaux d’un anneau principal. Dans quel cas a-t-on [J =
InJ?

Exercice 12.

1. Soit
[ ZIX] — Z
P = Z?:O CLZ‘Xi — Qg
Montrer que f est un homomorphisme d’anneaux de noyau l'idéal engendré par X.
Que peut-on conclure?

2. Soit A un anneau de Boole et [ un idéal de A. Montrer que [ est premier si et
seulement si [ est maximal.

Exercice 13.
1. Montrer que Z[X] n’est pas principal (utiliser un raisonnement par I’absurde appli-
qué a l'idéal I =2A+ X A).
2. Montrer que si K est un corps alors K[X] est principal (montrer que tout idéal
propre I de K[X] est engendré par un polynome de plus bas degré appartenant a
I).

3. Un sous-anneau d’un anneau principal est-il un anneau principal ?



