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Corrigé d’Examen d’Analyse 11

Exercice 1. (7 Pts= 242 + 3)

—2 —2 a b c
Ona F = — :
a. Ou a F(z) 3 —r zlx—1)(r+1) +x_1+x+1,avec
—2
a=z.F(r) = = 2,
=0 (.%' - 1)(33 + 1) =0
—2
b= (z—1).F - — 1,
= 1).F() = @+ 1))
—2
=(z+1).F(x) = = —1,
ac2:—1 237(5’7 11) r=—1
d'on, F(z) = —— == — — . Donc
- v -1 xz+1
1 22
PR de =2In(z) —In(z — 1) = In(x + 1) + cte = In 1 + cte.
b. On pose x = ¢!, d’ott dv = ! dt = x dt, c-a-d dt = —x, donc
x

2 _9 ¢ _9 72 e? o2
dt = de = |1 =1 .
/16% 1 /e Bz T [n<x2—1>]e n(62+1)

2— 1)y +2y=0.0na

¢. On commence par résoudre ’équation homogéne z(x

d —2d
(2 - 1)y +2y=0= _y -

d —2d
- Jh-g
3 —x
= Inly| = (x2_1)+cte

C.x?
251:1’ avec (C € R.
T

= y=

On cherche maintenant une solution particuliere de (£); sous la forme y,

2
T
C(r).— ; par la méthode de variation de la constante :
x J—
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y, est solution de (E) = x(z” — L)y, + 2y, = ?

2 2

3 X T 9
= 2°C'(x) — C’(x).gj2 — Tt C(:L‘).x2 — =
1
! —
= (C'(x) = "
1
= [ —d
= C(z) /x x
= (C(z)=In(z)
72 72
= Y= C'(a:).xQ I ln(:z:).x2 —
Donc, la solution générale de 'équation (F) est
72 2 72

Exercice 2. (7T Pts=2+2+ 3+ 2)

a. L’équation caractéristique (EC) : 72 —2r+1 = 0 admet une racine double r = 1.

Et ze® = ™| Py(z) cos(wzx) + Qo () Sin(wx)) avecm=1,w=0, P(z)==x

et Q_(x) = 0. Or m +iw = 1 est racine double de (EC), alors, la solution
particuliere de (F) est de la forme :

v, (z) = x%mx(Rﬂxﬁmdwx)+1}@Q$n@mﬂ)

— ﬁf(@x+@mdmw+@m+ﬂhmmw0

= 2%(ax +b)e".

Inn
. & On a n’u, = nQ(—)‘f — 2hmegmvnin2 _ o , dou lim n*u, =
2 n—-+00
0 # oo, parconséquent, d’aprés les régles de Riemann, la série > u,, converge.

& Onaln(l+e™) ~io e et > e ™ est une série géométrique (¢ = 2 < 1)
convergente (on peut utiliser le critére de Cauchy, critére de D’Alembert, les régles
de Riemenn...), donc, d’apres le critére de comparaison, la série  In(1 + e™™)
converge.

In(t)

. & La fonction ¢ — -

est continue sur |1;+o0[, il y a donc deux problémes

en 1 et en +00.
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In(t In(t) 1 1 1
¢ On a lim 2n() = () = 1.— = — = finie, donc, l'intégrale
t—1 14 — 1 t—1 ¢ — —|— 2 2
C
1
/ n(t) dt est convergente (¢ > 1).
 t2—1
In(t) o
¢ On a 2 ) / t2 lnt T dt est une intégrale de Ber-
trand convergente car ( =2>1,0qlq donc d aprés le critére de comparaison
/“LOO In(t)
5 dt converge.
. tP—1

5 In(t
Ou bien,on a: lim t2. n(?)
t—400 2 —1

les régles de Riemann a = 3 > 1).

T In(t ¢ In(t T In(t
Conclusion:/ n() dt:/ n() dt+/ n(t) dt = cv + cv = cv.
1 1 c

T In(t

t2—1

dt converge (d’apres

=0 # oc. Donc,/

Cc

t2—1 2 —1 2 —1
& La fonction t +— e~ est continue sur [0; +00[, il y a donc un probléme en +oo.

On a tliin 2ot = 0, donc, d’apres les régles de Riemann (o = 2 > 1), 'intégrale
—+00

+o00
—¢2
/ e " dt converge.
0

arctan(nx
d. Pour tout x € R,on a: #

1
5 — et E - est une série de Riemann
‘n?

n>1
arctan(n:c)
2

n

convergente, donc la série de fonction g
n>1

converge normalement sur
n

R. Par conséquent, Dy, = R.

) arctan(nx
Ou bien, on a : (Vo € R) : llril n?. # =3 = 00. Par conséquent,
n——+00 n

arctan(nx)

d’aprés les régles de Riemann, la série E converge simplement sur

n>1

n2
R. Do, Dy = R.

Exercice 3. (4 Pts =2+ 1+1)

1
a. soit x € [0,1], on a lim 2" = 0 pour z € [0,1],
n—-+00 1 pour x=1.

Do, pourx =1ona f,(1)=1 — 1,etpour0<z<lona f,(r) — 0.
n—+00 n—+0oo

Par conséquent, la suite (f,) converge simplement sur [0, 1] vers la fonction f
définie par :
0 pour x € 0,1
flo) = {1, pour x :[ 1. |
Les fonctions f;, sont continues sur [0, 1] mais la fonction f est discontinue, donc,
la convergence n’est pas uniforme.
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b. soit © € [0,al], on a |f,(z) — f(z)| = |2"(2 —x) — 0] = 2"(2 — z) < 2a",d’o0
sup |fu(z) — f(z)] <2a". Or, lim a" =0 (car 0 < a < 1), donc,

z€[0,a] n—+400

lim sup [fo(x) — f(z)] = 0.

n—-+o00

x€(0,a]
C-a-d, la suite (f,,) converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction g = 0.
/ /
Ou bien, (|fn(x) — f(x)\) = (x”(2 — x)) = x"1(2n — (n+ 1)x> > 0,
donc, sup |f.(z) — f(z)|=a"(2—a) — 0.

z€[0,a] n—+00

c. Les fonctions f, sont intégrables (continues) sur [0, 3] et la suite (f,) converge

, 3] vers la fonction g = 0. Donc,

n1—1>r4£loo/ fn dt /0 n1—1>moo fn( ) :/0 g(t) "= /O =0

uniformément sur [0





