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Exercice 1.

1.

Soit H et K deux sous-groupes de (Z, +), distincts de {0}, donc il existe m,n € N*
tel que H = mZ et K = nZ. On a alors mn € HN K et donc H N K # {0}; par

suite Z n’est pas le produit direct de H par K.

Soit G un groupe d’ordre 4 tel que Vo € G\{e}. o(z) = 2, i.e. x = 271 G est
alors abélien (voir TD). Soit H et K deux sous-groupes distincts et propres de G.
Puisque G est abélien, on a Vh € H,Vk € K, hk = kh et HK est un sous-groupe
de G. Par ailleurs, d’aprés le théoréme de Lagrange et I’hypothése, Il s’ensuit que
|H| = |K| =2 et que HN K = {e}, et donc il existe deux éléments distincts z,y €
G\{e} tel que H =<z >={e,z} et K =<y >={e,y} et HK = {e,x,y,zy} =G
car |HK| = |G|. Donc G est le produit direct de H par K.

3. voir le cours.

Exercice 2.

1.

00)=1=2%01)=4=2%2#0et 2x2=0dou0(2) =2=2.
3#£0,2x3#0,3x3#0et4x3=0douo(3)=4=22 Donc Z/4Z est un
2-groupe.

(b-) Dans Z/6Z, o(1) = 6, or, il n’existe aucun nombre premier dont 6 est une
puissance. Donc, ce n’est pas un p-groupe.

On a pgcd(2,3) = 1 donc Z /27 x 7./ 37 est isomorphe & 7 /67, par suite ce n’est pas

un p-groupe.



. Soit G un groupe cyclique d’ordre n. Il existe alors a € G tel que G =< a >. Si G
est un p-groupe, tout élément de G est d’ordre une puissance de p, en particulier
o(a) est une puissance de p. Or, o(a) = |G| = n d’ou n est une puissance de p.
Réciproquement, on suppose qu’il existe k € N, tel que n = p*, soit € G, d’aprés
le théoréme de Lagrange, o(x)/|G|, i.e. o(z)/p* et puisque p est premier, on a alors

o(x) = p* avec 0 < a < k. Ainsi G est un p-groupe.

. Tout sous-groupe H d’un p-groupe G est un p-groupe car tout élément de H est un
élément de G.

. Soit G,G" deux p-groupes. Soit (a,b) € G x G', donc il existe k, k' € N tel que
o(a) = p* et o(b) = p*'. o((a,b)) = ppem(o(a),o(b)) = ppem(p*,p*') = prH),
Donc G x G’ est un p-groupe.

(a-) Soit y € f(Q), il existe a € G tel que y = f(a). Comme G est un p-groupe,
donc il existe k € N tel que o(a) = p*. D’out a?* = e, et, par ’homomorphisme f, on
obtient y?" = (f(a))”k = f(apk) = f(e) = €. Ainsi, o(y) divise p*, et puisque p est
premier, on en déduit que o(y) = p®, avec 0 < o < k. Donc f(G) est un p-groupe.

(b-) R est une relation d’équivalence compatible avec la loi de G, donc G/R
muni de la loi quotient est un groupe et la surjection canonique 7 : G — G/R tel
que m(z) = T est un homomorphisme. Si G est un p-groupe, on conclut d’aprés (a-)

que 7(G) = G/R est un p-groupe.

. Soit a € G alors @ € G/Kerf, or, par hypothése, G/R est un p-groupe, il existe
alors k € N tel que o(a) = p*, d’ott @ =@ = e, donc a?" € Kerf; de méme
puisque Kerf est un p-groupe, il existe [ € N tel que o(apk) = p'. On a alors
(apk)pl = e, autrement dit, a?*" = e, ainsi o(a) divise p**! et, puisque p est premier,

on a o(a) = p* avec 0 < o < k + [. Ce qui prouve que G est un p-groupe.



