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Corrigé de la série 3

1 Exercice 1

1) Montrer que les intégrales suivantes sont convergentes et donner leures valeurs :

400 1 —1 1
= —dt, k= d
/ t2+3t by /0 2roty2” /0 Sl
t+1 /
dt m = In u du.
/\/

Montrer que les intégrales suivantes sont divergentes :

oo ot w/2 +00
I:/ — dt, J:/ tan z dz, K:/ cos u du.
0 et + 2 0 0

Corrigé de ’exercice 1 :

1
1) i est généralisée ( ou impropre) en +oo et en décomposant la fraction 13X en éléments simples
on obtient
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Alinsi 7 est convergente de valeur i = %.
La fraction rationnelle XT1ox 13 est un élément de deuxiéme espéce. En remarquant que

X2 42X +2=X2 42X +1+1=(X+1)*+1,



il vient
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= lim (arctan(l+ u) — arctanl),
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Donc j est convergente et j = —

n’est
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On a k = / ———— dux, cette intégrale est impropre en —1 puisque la fonction x +>

pas définie en —1 et elle n’est pas bornée au voisinage de —1, on a :
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ca d que k converge et k = —3/2.
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Dans | = / ——— dt, le point incertain est 1. On a :
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donc [ est convergente et vaut 1 + 5



On a:

1
m = /ln(x) dx,
0

1

= lim In(z) dz,
u—07F /o,
. 1 . . .
= lim [I ln(ac) — x]u , (par intégration par parties)
u—07t
= —1. (Rappellons que pour tout » > 0 on a lim+ v lnu = 0)
u—0
par suite, m est convergente et m = —1.

2) Montrons que les intégrales suivantes sont divergentes :

+oo t
I = / < ar,
0 e +2

u ot
u—+oo J, € -+ 2
= lim [In(e’ + 2)}5 :

uU—r—+00
= +o00.

cette intégrale est donc divergente.
0 T
Le point incertain dans J est le point 5 et pour tout u € [0, 5[ on a

/0 " tan(z) dz — /0 ") g fin cos(@) ]

cos(z)

et comme lim/ (In(|cos(u)|) —In1) = —oo, l'intégrale J diverge.
u—m/2
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K = / cos(x) dz,
0
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= lim cos(x) dx,
u—>+00 0

— UEIJPOO [sin(x)]g ,
= ugrfoosm(u).

On sait que lim sin(u) n’existe pas, en effet si 'on considére les deux suites (uy), et (v,), définies
u—+00

T T
respectivement pour tout entier n par u, = 2nm + 5 et v, = 2nmw — 5 on a

sin(u,) = 1, quand n — +00;

sin(v,) = —1, quand n — +00;

Uy, — +00, quand n — +00;
v, — +00, quand n — 400;

alors que {

Ainsi, 'intégrale K diverge.

2 Exercice 2

(Quelques critéres pour des fonctions de signe constant)
Etudier la nature des intégrales généralisées suivantes
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Corrigé de l’exercice 2:
La fonction sous le signe intégrale A est positive sur [1,+oo[ et on a

(Vz € [1, 400]) 1<@/1+—
+001

Comme l'intégrale de Reimann / —dx diverge, d’aprés le critére de comparaison on déduit que A
.

= (Vze[l,+0]) =<

8
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diverge.

. o . 1 1 1 . s e
Autrement : on peut utiliser I’équivalence suivante —{/1 + — ~, , — et utiliser le critére d’équivalence.
x x x

2z 0
e
On a (Vm €] — oo,O]) T < €** et comme / e*” dx converge (utiliser la définition) B converge

aussi par le le critére de comparaison.
0

g ~ €** et puisque / e*” dr converge (utiliser encore la
€ —oQ

définition) B converge d’aprés le critére déquivalence.

Remarque : L’usage des critéres nous permet seulement de déterminer la nature de I'intégrale( convergente
ou bien divergente). Pour déterminer la valeur, nous utilisons souvent la définition : pour le cas de B, on
remarque que

€2w

Autrement : au voisinage de —oo on a

e2;t 1 o
dx = 5 arctan(e”) + c...

1+ etz
T
Ce qui entraine par passage a la limite que B = 3
—x
La fonction z W est négative sur [1, +oo[. On a I’équivalence 2% 49 ~ o, 2% ce qui implique
r* +
que
—x -1
(22 +9)3 %

+o0o

I'intégrale de Reimann / — dx converge, donc la convergence de C' en découle d’apres le critere d’équi-
.z

valence.

Remarque : On peut aussi utiliser le critére de comparaison en remarquant que pour tout x € [3, 400, on

a

22 < 2% +9 < 272

ce qui implique que
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par conséquent
—1 —x —1

— < <
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1. Parmi les différents critéres qui nous servent dans ce type de situations, nous allons nous intéresser essentiellement au
critére de comparaison et au critére d’équivalence dans des cas simples

Vo > 3,




+00 —r
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dx est définie (pas de point incertain), C' converge.

+o0
la convergence de l'intégrale de Reimann / — dx implique la convergence de dz et
3 T

[ o

comme l'intégrale
.2

. sin
La fonction z —
/73

qui implique que

est positive sur [1,4o00[. De plus pour tout  dans [1,+oo[, on a 0 < sin?x < 1 ce

.2
sin” x 1
Vr € |l,+o00[, 0< < —.
N
+00
Puisque l'intégrale de Reimann / \/—_3 dx est convergente, I'intégrale D converge.
1 x
L’intégrale F' est impropre en +o00 et on a lim Prie™ = lim 2% =0 ce qui implique que z3e~*"
T—+00 T—r+00

1
est negligeable devant — au voisinage de +00, ce qui entraine la convergence de [’ par le critere de
x

négligeabilité (on peut aussi utiliser la régle de Reimann).
—10

+oo
L’intégrale F' est impropre en +o00, elle est de méme nature que F; = — dt.
& prop dque /1 212 +2

Au voisinage de +00 on a t? + 2t + 2 est équivalent a t?, par suite on a
—10 —10
22p2A+2 g2
+oo
donc F converge d’apres le critére d’équivalence et le fait que 'intégrale de Reimann / el dt converge.
1

Par suite F' converge.
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