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Chapitre

Les espaces vectoriels

Exercice 1

1)
2)

3)

Soit E = {(z,y,2,t) € R / 20 — y + 2 — 3t = 4}.

E est-il un sous-espace vectoriel de R* ?

Soit H = {(z,y) € R? | y = 2}

H est-il un sous-espace vectoriel de R? ?

Soient F = {(x,y,2) €ER? /x+y—2=0} et G ={(a—b,a+b,a—3b) / a,b € R}.
Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3.

Solution.

1)

E={(z,y,2,t) €ER* | 22 —y + 2 — 3t = 4}.

e E C R* qui est un R-espace vectoriel.

e Op+ ¢ E, donc E n’est pas un sous-espace vectoriel de R
H={(z,y) €R* | y=2?}.

e H C R? qui est un R-espace vectoriel.

e (0,0) € H, donc H # .

e Mais H est non stable dans R? puisque :

u=(L,1)e H,v=(-1,1)€ H etu+v=(0,2) ¢ H.

Par suite H n’est pas un sous-espace vectoriel de R2.

— F={(v,y,2) €eR® /2 +y—2=0}.

e F' C R? qui est un R-espace vectoriel.

¢ (0,0,0) € F, donc F # 0.

e On montre que F est stable dans R?® (VX,Y € F, Vo, €R, aX + BY € F) ou
il suffit de trouver une famille génératrice de F.

En effet :

Soit X = (z,y,2) € FF.Ona:x+y—2=0= z=x+y. Donc X = (z,y,x +y) =
(z,0,2) + (0,y,y) = x(1,0,1) + y(0,1,1). Par suite, F = Vect((1,0,1),(0,1,1))
(ou F =< (1,0,1),(0,1,1) >). Dés lors, F est un sous-espace vectoriel de R3.

— G={(a—b,a+b,a—3b) / a,be R}
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Soit X € G.Ona: X =(a—b,a+b,a—3b)

= (a,a,a) + (—b,b,—3b)

=a(1,1,1) +b(—1,1,-3).
Par suite, G = Vect((l, 1,1),(-1,1, —3)). Dés lors, G est un sous-espace vectoriel
de R3.

Exercice 2
Les familles suivantes sont-elles des bases de R? ?

a) F = (ur,u2) ot u; = (1,2,3) et ug = (1,0,1).
b) F' = (u},ub,ub) ou uf =(1,0,1), uh =(2,1,1) et ufy = (1,1,1).
Solution.
a) F = (u1,uz). On a Card(F) = 2 < dimR?® = 3, donc F est une famille non
génératrice. Par suite F n’est pas une base de R3.

b) F' = (u),uh,uf). On a Card(F') = 3 = dimR3. Pour montrer que F’ est une base
de R3, il suffit de montrer que F' est libre dans R® (ce qui équivaut & montrer que
F' est une famille génératrice de R?).

En effet : Vo, 8,7 € R, au) + fub, + yul = Ops = a = = = 0. (Calcul facile a
vérifier).

Exercice 3
Soient E = {(z,y,2) € R*/z+y+2=0} et F = {(z,y,2) e R*/z —y + 22 =0}.
1) Montrer que E et F sont deux sous-espaces vectoriels de R3.
2) Déterminer une base de E et une base de F.
3) Déterminer une base de E N F et une base de E + F.
Solution.
E={(z,9,2) ER3 /o +y+2z=0}et F={(z,y,2) ER3 /o —y+22=0}.
1) — Soit X = (x,y,2) € E.Ona: x+y+z=0,donc x = —y — z. Par suite :
X = <_y — %Y, z) = (-9, O) + (_zv 0, Z)
=y(=1,1,0) + 2(—1,0,1).
Dés lors : E =< (—1,1,0),(—1,0,1) > qui est un sous-espace vectoriel de R? engen-
dré par B = ((—1,1,0),(-1,0,1)).
11 est facile de vérifier que B est libre dans R3. Par conséquent, B est une base de E.
(On en déduit que dim E = Card(B) = 2).
— Soit X = (z,y,2) € F.Ona: x—y+2z=0, donc y = x + 2z. Par suite :

X = (z,z+22,2) = (x,2,0) + (0,22, 2)
= 2(1,1,0) + 2(0,2,1).
Deés lors : F' =< (1,1,0),(0,2,1) >.
((

Il est facile de vérifier que B’ = ((1,1,0), (0, 2, 1)) est libre, et sera donc une base de
F. (On en déduit que dim F' = 2).

C. BAKKARI
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2) = ENF={(z,y,2) €ER3 Jz+y+z2z=0etz—y+22=0}
Soit X = (z,y,2) € R3. On a :

{w+y+z:0:>{2x+3z:oz>{$:232
r — y + 2z =0 2y — 2z =0 y:%z.
Donc (z,y,2) = (_732, %z,z) = z(%‘?’, %, 1).

Par suite ENF =< (52, 3,1) >=< (=3,1,2) > (car < u>=< Au > ol A € R*).

B" = {(-3,1,2)} est une famille génératrice de E N F formée par un seul vecteur
non nul, elle est donc libre et par suite B” est une base de EN F. (On en déduit que
dim(ENF)=1).

— On sait que :

dim (E + F) =dim F + dim F' — dim (EN F)
—2+2-1
=3.

Ona:
E + F est un sous-espace vectoriel de R?
et dim (E + F) = dimR3,

donc E 4+ F = R3. Par suite, toute base de R? sera aussi une base de E + F; en
particulier la base canonique ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).

Exercice 4
On munit R? de I’addition composante par composante définie par :

(z,y,2) + (u,v,w) = (z+u,y + v,z + w).
1) Dans R3, on considére la multiplication externe & opérateurs dans R définie par :
c.(x,y,2) = (cx,0,0).
R3 est-il un R-espace vectoriel pour les deux lois définies ci-dessus ?
2) On munit R? de la multiplication externe & opérateurs dans R définie par :
c.(z,y,2) = (cx, cy, cz).
a) Q3 est-il un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel R3 ?
b) E={(z,y,2) €R3/ zz=0}et F={(z,y,2) € R®/ x+y = 0} sont-ils des
sous-espaces vectoriels de R3. Si oui, calculer leur dimension.
Solution.
1) Pour les deux lois définies dans 1), R3 n’est pas un R-espace vectoriel car, par exemple,
1.(1,1,1)(= (1,0,0)) # (1,1,1).
2) a) Q3 n’est pas un sous-R-espace vectoriel de R? car, par exemple, v2 € R, (1,1,1) €

Q3 et v2.(1,1,1) = (vV2,v2,V2) ¢ Q.

C. BAKKARI
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b) e L’ensemble F n’est pas un sous-R-espace vectoriel de R® car, par exemple,
(0,0,1) € E, (1,0,0) € E et (0,0,1) + (1,0,0) = (1,0,1) ¢ E.

e D’autre part, on a :

F={(z,y,2) €R® /2 +y=0}
={(z,~2,2) €R? /2,2 € R}
={2(1,-1,0)+2(0,0,1) / =,z € R}
=< e1,e9 >

F est donc un sous-R-espace vectoriel de R? engendré par (e, ez), avec

e1 = (1,-1,0) et e2 = (0,0,1).

On verifie que (e1, e2) est un systéme libre, et comme on a

F =< ey,ey >, c'est-a-dire que (e1, ez) engendre F| alors c’est une base de F'.
Ainsi, dim F = 2.

Exercice 5
Soit RE le R-espace vectoriel des applications de R vers R muni des lois :
(f+9)(x) = f(z) +g(x), (rf)(z) =rf(z),

avec f,g € RR et r € R,

1) Montrer que F), = { L’ensemble des applications paires de RE} est un espace vectoriel
sur R.

2) Montrer que F; = { L’ensemble des applications impaires de R} est un sous-espace
vectoriel supplémentaire de F}, dans RE,

Solution.
Soit RR le R-espace vectoriel des applications de R vers R muni des lois :

{(f +9)(x) = f(z) + g(x)
(rf)(z) = rf(z)
avec f,g € RR et r € R.

1) Soit F), 'ensemble des applications paires de RE,
Il est clair que F), # ) (car F), contient application nulle 6).
Aussi, si f,ge FyetrcR,alorsona f+gc F,etrf cF,
D’ou, F), est un sous-R-espace vectoriel de RE.

2) e On montre, de méme, que I’ensemble des applications impaires de RR est un sous-
R-espace vectoriel de RF.

e Montrons que F), ® F; = RE,

Pour cela, on doit montrer que F, N F; = {0} et F}, + F; = RX.

Soit f € F,NFyetx € R. Ona f(—z) = —f(z) (car f € F;) et f(—x) = f(z) (car
[ € Fp), de sorte que f(xz) = —f(z) et donc f = 6. D'ou F, N F; = {0}.

Reste a montrer que F), + F; = RE.

Il est clair que Fj, + F; C RE,

Inversement, soit f € RR. On a :

£ = 5 (F@) + F0) + 5 (F@) ~ F-a)

C. BAKKARI
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1 1
On vérifie aisément que g(f(m) + f(—a:)) € Fyet §(f(m) - f(—:n)) € k.
D'ou F, & F; = RE.

Exercice 6
Soit H = {aX?+bX + ¢ / a,b,c € R}.
1) Vérifier que H est un R-espace vectoriel.

2) Soient P, Pyet Py € H telsque Pi(X) = X2, Py(X) = (X—1)%et P3(X) = (X+1)%

a) Montrer que (P, Py, P3) est une base de H.

b) Déterminer les coordonnées des vecteurs R(X) = 12 et S(X) = 3X? — 1 dans
la base (P, Py, P3).

Solution.
H={aX?+bX +c/a,bceR}.

1) e« H C R[X] l'ensemble des polynomes a coefficients dans R, qui est un R-espace
vectoriel de base canonique (1, X, X2,...).
e Soit P€ H; P(X) =aX?+bX +c.
I est clair de voir que H = Vect(1, X, X?) et de vérifier que (1, X, X?) est un systéme
libre de R[X]. Par suite (1, X, X?) est une base de H et dim H = 3.

2) PI(X)=X2 Py(X)= (X -1)2et P3(X)=(X+1)2

a) Ona Card(Py, Py, P3) =3 = dim H. Pour montrer que (Py, P,, P3) est une base
de H, il suffit donc de vérifier qu’elle est libre. En effet :
Soient o, 8,7 € R,

aP(X) + BPy(X) +yP3(X) =0 <= aX?* + B(X — 1)’ +4(X +1)* =0
X+(B+v)=0

= (a+B+7)X2+ (-28+29)
a + B + v =0

— - 28 + 2v =0
g+ v =0

— a=p=v=0.

b) Soient R(X) = 12 et S(X) = 3X?% — 1. Et soient a1, ag, a3 les coordonnées de
R(X) dans la base (Py, Po, P3) et 31, B2, B3 celles de S(X).

C. BAKKARI



CHAPITRE 1. LES ESPACES VECTORIELS 6

e On obtient :

R(X) = anPi(X) + aaPa(X) + asP3(X) <= 12 = a1 X% + (X — 1)2 + as(X + 1)2
=12 = (g +ag + a3) X2 + (—200 + 203) X

+(a2—|—a3)
o + ar + a3z = 0
<~ — 202 + 203 = 0
ay + a3 = 12
ap + ag + a3 = 0
<~ ay = Q3
200 = 12
a1 = —12
<< a3 = 6
a9 = 6.

Donc 12 = —12P1(X) + 6P2(X) + 6P3(X)
e Aussi, on a :

S(X) = B1P(X) + BoPa(X) + B3P3(X) <= 3X> — 1 = (B1 + B2 + B3) X° + (=282 + 23) X

+ (B2 + B3)
b + B2 + P3 = 3
<~ — 2,82 + 2ﬁ3 = 0
B + B3 = -1
i + B2 + Bz = 3
— B2 = f3
26 = -1
B = 4
= B = —3
By = —3

Exercice 7
Soit E le R-espace vectoriel défini par : F = {aX3 +bX2+cX +d / a,b,c,
d € R} et soient F = {(X —1)2(aX+b) / a,b € R} et G = {(X+1)?(aX +b) / a,b € R}.

1) Montrer que F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E.
2) Donner une base By de F' et une base By de G.
3) En déduire que E = F & G.

Solution.

E={aX3+bX?+cX +d/a,bcdecR}.

On rappelle que le R-espace vectoriel E admet pour base canonique (1, X, X2 X3) et
dim F = 4.

Soient F' = {(X —1)%(aX +b) / a,b € R} et G = {(X +1)*(aX +b) / a,b € R}.

C. BAKKARI
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1) — Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de F.
Soit P(X) € F. P(X) = (X —1)*(aX +b).
e deg(P) < 3, donc P(X) € E. Par suite F' C E.
e P(X)=(X?-2X+1)(aX +b) =aX>?+bX? —2aX? 20X +aX +b
=a(X? - 2X%2+ X)+b(X?2 - 2X +1) = aP1(X) + bPy(X).
On obtient que F' =< P, P, > .
On verifie que (Py, P») est libre. En effet : Vo, 8 € R,

aP (X)) +BP(X)=0<= a(X® - 2X2+ X))+ B(X?-2X +1)=0
= aX '+ (B-20)X2+(a-26)X+6=0

a = 0

— 20 + p =0
a — 26 =0

6 =0

<~ a=p=0.

Dés lors By = (Py, P,) est une base de F.
— De méme : soit Q(X) € G.
QIX)=(X+1?*aX +b)=a(X>+2X* + X ) +b(X*+2X +1).
Q1‘(‘X) QQ‘(‘X)
Donc G =< Q1,Q2 > .
On vérifie de la méme maniére que B = (Q1,Q2) est libre et donc By est une base
de G.

2) Montrons que F = F @ G. Pour cela, montrons que B; U Bs est une base de E.
En effet :
Card (By U Bs) = Card(1,X,X% X3) = 4 = dimE. Reste & vérifier donc que
(P1, Py, Q1,Q2) est libre. Pour cela, soient «a, 5,7, A € R,

aP(X) 4+ BP(X) +vQ1(X) + AQ2(X) =0
= (X 2X2 4 X))+ B(XE - 2X + 1) (X 42X+ X))+ AX2+2X +1)=0
= (a+7)X?+ (20 +B+27y+ N)X?>+ (@—28+7+20)X + (B+A) =0

o + 7 =0 o = —v
20 + pf + 2y + X =0 ) a =7
a — 28 + v + 22 =0 A= 0
B + A =0 B = =

= a=0=7v=A=0.

Exercice 8
Soient E un espace vectoriel et n un entier naturel non nul.
Montrer que toute partie de n+1 vecteurs de F, combinaison linéaire de n vecteurs, est liée.

Solution. Soient E un espace vectoriel et n un entier naturel non nul.
Soit S une partie de n + 1 vecteurs de E qui est combinaison linéaire d’une partie B de n

vecteurs. Montrons que S est liée par un raisonnement par absurde.

C. BAKKARI
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Supposons que S est libre. Donc & est une base du sous-espace vectoriel engendré par S
et <S8 >C< B >, de sorte que :

n+1=Card(S)=dim < S ><dim<B><n
(car Card (B) = n et B engendre < B >), absurde. Ainsi S est liée.

Exercice 9
Soient E un espace vectoriel sur R et a,b,c € E. On pose :
u=b+c, v=a+c, w=a+b

1) Montrer que < a,b,¢c >=< u,v,w > .

2) Montrer sans calcul que (a, b, ¢) est libre si et seulement si (u, v, w) est libre.

Solution. Soient E un espace vectoriel sur R et a,b,c € E. On pose :
u=b+c, v=a+c, w=a+b.

1) Ona:u=b+ce<abc> v=a+ceE<a,bc>et
w=a-+be<a,b,c>, desorte que < u,v,w >C< a,b,c>.

Inversement, on a : a = %(—u—kv—i—w) eE<u,v,w >, b= %(u—v—kw) e< u,v,w >
et ¢ = %(u+v —w) €< u,v,w >, de sorte que < a,b,c >C< u,v,w > . Par suite
< u,v,w >=<a,b,c>.

2) Supposons que (a, b, ¢) est libre. Donc (a, b, ¢) est une base de < a,b, ¢ > et par suite
on adim < u,v,w >=dim < a,b,c >= 3. De plus, (u,v,w) engendre < u,v,w > et
Card (u,v,w) = dim < u,v,w >= 3. Dés lors, (u,v,w) est une base de < u,v,w >
et donc (u,v,w) est libre.

Par un raisonnement analogue, on montre que si (u,v,w) est libre, alors (a, b, ¢) lest
aussi. Ce qui achéve la preuve de I'exercice.

Exercice 10
Soit E le sous-R-espace vectoriel de R? engendré par ((1, 2,0),(0,1,1), (1,0, —2)).
Déterminer une base de F et déduire la dimension de E.

Solution.

On a E =<ej,ez,e3 > avec e; = (1,2,0), e2 = (0,1,1) et e3 = (1,0, —-2).

On vérifie, par calcul, que le systéme générateur (e1, e, e3) de E est non libre, par suite il
n’est pas une base de E. Dés lors, dim F < 2.

On peut remarquer que e3 = e1 —2es, sinon on vérifie que (e, e2) est libre, par suite (e1, e2)
est une base de < ej,eg >=< e1,e9,e3 >= F. Dés lors, dim F = 2.

Exercice 11
Soit E = {ae®+be %/ a,b € R} le sous ensemble du R-espace vectoriel R® des applications
de R vers R, ot x est une indéterminée sur R.

1) Montrer que F est un R-espace vectoriel.
—x

2) On désigne par i et j les éléments de E définies par i(z) = e” et j(z) =e
Montrer que (4, j) est une base de E.

C. BAKKARI



9 CHAPITRE 1. LES ESPACES VECTORIELS

3) On désigne par r et s les éléments de F définies par 7(z) = e*+e % et s(z) = e*—e 7.
Montrer que (7, s) est une base de E.

4) Calculer les coordonnées de i et j dans la base (r, s).

Solution.
1) Ona E = {ae® +be ™ / a,b e R} =< e®,e™® > est le sous-R-espace vectoriel de
RR engendré par (e*,e™%).
2) On a (i,7j) engendre le R-espace vectoriel E, o i(z) = e et j(x) = e 7.
Pour montrer que (4, 7) est une base de E, il suffit de montrer que (4, 7) est libre.
Soit a,b € R tels que ai + bj = 6 ('application nulle) ; ¢’est-a-dire que
ae® +be ® =0, Vr €R. Dot ae®® +b=0 et donc b = —ae?®.
Supposons que a # 0. On obtient,

b= i (o) =3

suivant le signe de a, ce qui est absurde. Donc a = 0 et par conséquent b = 0. Ainsi
(i,7) est une base de FE.

3) On désigne par r et s les éléments de F définies par r(z) = e*+e % et s(z) = e*—e 7.
Montrons que (r, s) est une base de E.
On a dimE = 2 = Card(r,s), ainsi, il suffit de montrer que (r,s) est libre pour
déduire que c’est une base de F.
Soit a,b € R tels que ar +bs = 0. Donc § = ar +bs = a(i + j) + b(i — j) =
(a +b)i + (a — b)j, de sorte que a +b = a — b = 0 puisque (i,7) est libre. D’o
a =b=0 et donc (r,s) est une base de E.

4) Soit (a,b) les coordonnées du vecteur 7 dans la base (r, s); c’est-a-dire que :

i=ar +bs
=a(i+7)+0b(—7)
=(a+0b)i+ (a—0b)j.

Ainsi, on a :

a+b =1 et,

a—b =0
c’est & dire que a = b = % Ainsi (%, %) sont les coordonnées du vecteur ¢ dans la
base (r, s).

On vérifie de méme que (%, —%) sont les coordonnées du vecteur j dans la base (r, ).

Exercice 12
Soit H le sous-espace vectoriel de R* d’équations :

I T1+xot+ar3+x4 =0
. Ty —x9s+x3—24 =0
Et soit u=(1,1,1,1) et v = (1,0,0,0). On pose L =< {u,v} > .

C. BAKKARI
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1) Déterminer le sous-espace vectoriel H N L. Puis préciser une base de H.
2) Montrer que H et L sont deux sous-espaces supplémentaires de R%.

3) Soient a,b,c,d quatre réels. Préciser la décomposition du vecteur (a,b,c,d) de R,
comme somme d’un vecteur de H et d’un vecteur de L.

Solution.

1) Soit we HNL.
Comme w € L, il existe a et b réels tels que :

w = au + bv
—a(1,1,1,1) + b(1,0,0,0)
=(a+b,a,a,a).

Comme w € H, ses coordonnées vérifient les équations de H. On obtient :
(a+b)+a+a+a =0
(a+b)—a+a—a =0.

On obtient 4a +b =0 et b = 0. Ainsi, a = b =0 et w = 0. Nous avons ainsi montré
que H N L = {0} admettant I’ensemble vide pour base.

2) e Le vecteur (z1, 2,3, 24) € H si et seulement si :

29 +2x4 =0

T +x9+x3+24 =0 r1+ X2 +x3 + 24 =0
<~
Ty —x9+x3—2x4 =0

Tr9 = —XT4
—
Ir1 = —I3.

Ainsi, H = {z3(—1,0,1,0)4x4(0,—1,0,1)/ x3, 24 € R}. Le systéme ((—1,0, 1,0),(0,-1,0, 1))
est donc un systéme générateur de H. Il est libre, car si 23(—1,0,1,0)424(0,—1,0,1) =
(0,0,0,0), alors (—z3,—x4,23,24) = (0,0,0,0). Par suite 3 = x4 = 0. Ainsi,

((—1,0, 1,0),(0,-1,0, 1)) est une base de H. Par conséquent, dimg(H) = 2.

e On montre facilement que le systéme (u, v) est libre. (u, v) engendre L par construc-
tion, c’est donc une base de L et dimg (L) = 2.

e Ainsi, nous avons :
HNL={0} , dimg R*=2+2=dimg(H) + dimg(L).

Cela assure que H et L sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de R*.

3) Comme H et L sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de R*, le vecteur
(a,b,c,d) de R* s’écrit de facon unique comme :

(a,bye,d)=1+h avec l€ L et heH.
Comme [ € L, il existe o et 8 € R tels que :

l=au+pfv=a(1,1,1,1) + 5(1,0,0,0) = (o + 5, o, v, ).
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11 CHAPITRE 1. LES ESPACES VECTORIELS

On obtient :
h=(a,b,c,d) — (a+ B,a,a,a) = (a —a— B,b— a,c— a,d — «).

D’autre part, puisque h € H, on obtient :

at+b+c+d =4da+p
a—b+c—d =p0.

1l vient que :

B=a—-b+c—d

a=1(b+d).
Nous en déduisons :
= ( b 7§9+§9+§9+§) th_(éf @97§79+§79+§)
T Ty T T g Ty Ty T Ty T Ty Ty Ty T Ty Ty
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Chapitre 2

(Généralités sur les matrices

Exercice 1
Soient

1 0 0 1
a=(P 0 ) (0.

Calculer A% + B2+ 2AB, (A+ B)?, A2 — B2 et (A— B)(A+ B).
Que peut-on conclure 7.

Solution.

ceeaa= (3O (0 0= ().
wenn= (1) (13- (3 )
an= () 0) (0N -(5 ).

Donc A% + B?2 +2AB = (_22 ;) .

(A+B)2:(A+B)(A+B):G _11> G _11>:<(2) g)

On remarque que (A + B)? # A% + B? + 2AB (ceci puisque AB # BA).

00
2_ p2_
o A B (0 0).

1 -1 1 1 0 2
(A=B)(A+B) = (—1 —1) (1 —1) = (—2 0)'
On remarque que A%2 — B2 # (A — B)(A + B). Et ceci est dt au fait que AB # BA.

Exercice 2

12



13 CHAPITRE 2. GENERALITES SUR LES MATRICES

Soit £ = {aIQ +bK € MQ(R) / a,be R}, ou
1 1
i=(5 )
1) Calculer K2.

2) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de My(R), donner une base de E et
déduire sa dimension.
3) Soient A et B deux matrices de E. Comparer AB et BA. Que peut-on constater ?

Solution.
E = {aly + bK € My(R) / a,b € R}, o1t K = ( L4 )

1)K2:K'K:<—11 —11>(—11 —11>:<8 8)'

2) On rappelle que Mo (R) est un R-espace vectoriel de dimension 2 x 2 = 4.
o I/ = Vect(Iy, K) est un sous-espace vectoriel de Ms(R) engendré par (I3, K).

e (I, K) est libre dans E. En effet :
Soient «, 8 € R,

B a 0 B\ (00
rvs=om (8 0) (2 A)o(00)

—a=0=

3) Soient A, B € E. On peut écrire donc
A=alb, +bK et B=clo+dK ou a,b,c,d € R.

AB = (aly + bK)(cly + dK) = acI3 + adls. K + beK . Iy 4 bd K>
= acly + adK + beK + bd O
= acly + (ad + be) K.

BA = (cI + dK)(aly + bK) = cal3 4+ ¢bK.Is + dals. K + dbK>
=acly + (ad + be) K. (ac = ca car a,c € R).

On constate que le produit des matrices est commutatif dans 'espace vectoriel E.
Ce qui n’est pas vrai en général dans M (R).
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Exercice 3
Soit E ’ensemble des matrices de la forme :

a+b 0 —b
M(a,b) = 0 a+2b O
—b 0 a+b

, a,beR.

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M3(R) et déterminer une base et la dimen-
sion de E.
Solution.
a+b 0 —b
E =< M(a,b) = 0 a+2b O / a,beR
—b 0 a+b

a 0 0 b 0 —b 100 1 0 -1
M@ab)=[0 a 0o)]+[0 20 0]=al0 1 0]+s[0 2 o0
00 a b 0 b 00 1 -1 0 1

Il I

I3 J

Donc E = Vect(I3,J) qui est un sous-espace vectoriel de M3(R) engendré par I3 et J.
Veérifions que (I3, J) est libre dans M3(R). En effet : Vo, 8 € R,

a+ 0 —p 0 00
als + 5J =0 <— 0 a+ 243 0 =({0 0 0
—B 0 a+p 0 00
= ath= — a=0=0.
—B=0

Par suite, (I3,J) est une base de E et dim F = 2.

Exercice 4
Montrer que :

1) Pour toute matrice A, le produit A ‘A est une matrice carrée symétrique.
2) Si A est une matrice symétrique ou antisymétrique, alors A2 est symétrique.

3) Toute matrice carrée peut s’écrire comme somme d’une matrice symétrique et d’une
matrice antisymétrique.

Solution.

1) Soit A € My, »(K).
eOna'Ade M,,,,(K). Donc A . A estdetype (m,m), par suite A.'A est carrée.
(myn) <n,im>
o {(A.1A) = "(*A).!A = A.'A. Par suite, A.'A est symétrique puisqu’elle coincide
avec sa transposée.
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2) o A est symétrique <= A = A.
Or (A?%) = {(A.A) = '"A.'A = A.A = A%. Donc A? est symétrique.
e A est antisymétrique <= A = —A.
Or (A?%) = {(A.A) = "A.'A = (—A).(—A) = A2. Donc A? est symétrique.

3) Soit A € M, (K).

1 1
A=A+-"A—-_"A
+2 2
1 1 1 1
— Z_A *tA—ftA
2A+2 +2 2
11, 11,
=(-A+: CA- A
(34+54)+(34-34)
1 t 1 t

Vérifions que S est symétrique et T est antisymétrique. En effet :

IS = t<;(A+ tA)) = % A+ 'A) = %(tA-i‘ ) = %(UHA) =S.

HA - ) = %(tA - —%(A _ )= U

3

Il
7N
N =
—
N

\
=
N———
Il
N =

Exercice 5
On considére les matrices

4 2 -1 1 01
A=10 1 0 et B=|0 1 0
32 0 3 21
1) Calculer B3 — 3B2% + 2I3. En déduire que B est inversible et calculer B!,
2) Calculer D = B~'AB. En déduire A~! et A™ pour tout n > 2.

Solution.
1 01 1 01 4 2 2
1) B=BB=|0 1 0|0 1 0fl=(0 10
321/ \3 21 6 4 4
4 2 2\ /1 0 1 10 6 6
B3=B>B=|01 0|0 1 0]l=([0 1 0
(644 (321 (18 12 10
10 6 6 12 6 6 2.0 0 0 0 0
B¥-3B>+23=(0 1 0o]—10 3 0]l+[0 2 o0]=1000
18 12 10 18 12 12 00 2 0 0 0
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On a:

B? —3B?+2I; =0+ B3 —-3B%=—2I,

1 3
«— —-B34+-B?>=1
27 T3 5

1 3
B(—-=-B?*+IB)|=1Is.
— < 5 +2 ) 3

Donc B est inversible et son inverse est :

1 3 1
—1 2 2
——-B’4+2B=_-(-B?>+3B
B 5B 3 2( +3B)
L[4 2 -2 303
=50 -1 o)+{o30
\-6 -4 —4 9 6 3
Y
2\3 2 1
-1 -2 1\ /4 2 -1\ /1 0 1
2) e D=B"1AB = 0 2 0 01 0 010
3 2 -1/ \32 0/ \3 21
-1 =2 1\ /103, | /200 100
=50 2 o)foro)=5fo20f=]010
3 2 -1/ \3 2 3 006 00 3
eD=B'AB=— D'= (B 'AB) =B 'A 4By =B '4"'B

— BD 1B 1=BB 1A 1BB1=TA"'T=A"1.
Donc A~ = BD"1B-1.

1 0
Or D est diagonale, donc D' = [0 1 0
00 %
Par suite,
L1 01\ /1 00\ /-1 -2 1
A*1:§010 010 0 2 0
321/\00 %/ \3 2 -1
1 4 2
(0 3) -1 -2 1 (0 5 s
= - 10 0 2 0]==]l0 2 0
2 2
1 — 4 8
2 3/ \3 2 -~ -2 -3 3
_2 1
3 3
= 1 0
2 4
-1 -3 3
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17 CHAPITRE 2. GENERALITES SUR LES MATRICES

eOnaD=B1AB=— BDB!=BB'ABB ! =TAI = A.
Donc A = BDB™!. Par suite, Vn > 2

A"=BDB'BDB! ---BDB™! (n fois)

I I
= BD"B™.
10 0
OrD"= 10 1 0 | puisque D est diagonale.
0o 0 3
Dés lors,
1 1 01 1 0 0 -1 -2 1
An:§ 0 10 01 0 0 2 0
3 1 0o 0 3" 3 2 -1
1 1 1 -1 =2 1
=5 10 0 2 0
3 1/ \3+t 237 —3n
1 —143"tl 249237 13"

=5 0 2 0
—343ntl _9493" 3_3n

Exercice 6
Soient les matrices

S O =
S =N
_= w O

1) Calculer B™ pour n > 1.

2) En déduire la valeur de A™ pour tout n > 1.

Solution.
1 20 020
A=10 1 3] et B=A—I3=|0 0 3
00 1 000
1) Soit n > 1.
02 0\ /0 2 0 00 6
B’=BB=|(0 0 3 003(000
00 0/ \0o 0O 000
00 6\ /0 2 0 000
B*=B?2B=|(0 0 0 003(000
00 0/ \0 00 000

(Notons que B est une matrice nilpotente).
Par suite, Vn >3, B" = B3.B" 3 =0.B"3 =0.
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2) Ona:B:A—I3:>A:B—|—Ig.
Or B.I3 = I3.B (= B), on peut donc appliquer la formule du binéme de Newton.
On obtient donc : Vn > 1,

A"=(B+1I3)" =Y CEBFI; =Y "CiBFI;=> B
k=0 k=0 k=0
= CyB"+C\B' + CiB' + CiB° + - -
——

I
0

=I3+nB+n(n—1)B%

Par suite :
1 00 0 20 0 0 6
A"=10 1 0)4+n|{0 0 3]+n(n—-1)(0 0 0
0 0 1 0 00 0 00
1 2n 6n(n—1)
=10 1 3n
0 0 1
Exercice 7
Soient les matrices
111 0 11
J=11 1 1] et A=11 0 1
111 110
1) Calculer J2, J" pour tout n > 3.
2) En déduire A™ pour tout n > 2.
Solution.
1 1 1 01 1
J=11 1] et A=1(1 0 1
1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 11 3 3 3 1 11
) JP=JJ=[11 1|1 1 1]=1(3 3 3|=3[1 1 1]=3J
1 11 1 11 3 3 3 1 11
J3=J2.J=3JJ=3J?=33]=3%J

Jr=J3J=3%]J=32J%2=3237=3%J.

Montrons que J" = 3""1J Vn > 2. (Par récurrence sur n).
en=2 J2=3J =

e Supposons que J" = 3" LJ.

e Montrons que J"*! = 3"J. En effet :

Jtt=gng=3"117=3"172=3""137=3"J.
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2) On remarque que A = J — I3.
Or JI3 = IsJ = J. On applique donc la formule du bindéme de Newton. On obtient
donc : Vn > 2,

_CO nI +ch nk:Jk:

= (=1)"I3 4 (=1)""nJ + Z Ck(—1)n=k3k=1,
k=2

Exercice 8
1) Soit A une matrice carrée d’ordre n et a coefficients réels.
a) On suppose que A est une matrice nilpotente. Montrer que A n’est pas inversible.
b) On suppose qu’il existe p € N* tel que AP + A+ 1 =0.
Montrer que A est inversible et déterminer A1

1 -3 6
2) Soit A=| 6 —8 12
3 -3 4

a) Montrer que A% = —A + 21.
b) Déterminer A1,
Solution.
1) Soit A € M, (R).
a) On suppose que A est nilpotente, alors il existe p € N* / AP =0 et AP~! #£ 0.
Supposons que A est inversible, donc A™! existe.
AP =0 = AP = AP A1 =047 =0.

Ce qui est absurde. Donc A est non inversible.

b) On suppose que Ip € N* / AP + A+ 1 =0.
Ona-AP—-A=1<— A (—A”_1 — I) = I. Donc A est inversible et son inverse
est A7 = — (Ap_l + I) )

1 -3 6

2) A= 6 —8 12
3 -3 4

1 -3 6\ /1 -3 6 1 3 -6

a) A2=A4A=(6 -8 12| |6 -8 12) —6 10 —12

3 -3 4/ \3 -3 4 -3 3 -2

-1 3 -6 2.0 0 1 3 -6

—A4+2I3=|-6 8 —12|+|0 2 0| =[-6 10 —12

-3 3 —4 00 2 -3 3 -2

D’ot I'égalité A2 = —A + 213.
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b) AQZ—A+213<:>A2+A:213<:>%(A2+A):Ig
— A[J(A+ 1) = L.

A est donc inversible et son inverse est :

) 2 -3 6
A_1:§(A+Ig):* 6 —7 12
3 -3 5

Exercice 9
Soit E = {M(a,b,c) € M3(R) / a,b,c € R}, ou
a b c
M(a,b,c)=| 3¢ a—3c b
3b 3¢c—3b a—3c

1) Trouver deux matrices J et K de E indépendantes de a, b et ¢ telles que toute matrice
de E s’écrit sous la forme : M = als + bJ + cK.

2) Montrer que E est un sous espace vectoriel de M3(R). Quelle est sa dimension 7

3) Calculer J?, JK, et K2.

4) En déduire que E muni de l'addition et de la multiplication des matrices est un sous
anneau commutatif de M3(R).

Solution.
1) On a:
a b c 1 00 0 1 0 0 0 1
3c a—3c b =a|l O 1 O J4+b] O 0 1 J+c¢| 3 =3 O
3b 3¢—3b a-—3c 0 01 3 -3 0 0o 3 -3
0O 1 0 0 0 1
Donc, M =als+bJ+cKonJ=| 0 0 1 |etK=]|3 -3 0
3 -3 0 3 -3

La matrice J appartient & F pour a = 0, b = 1 et ¢ = 0. De méme pour K pour
a=0,b=0etc=1.

2) D’apres 1), E =< I3, J, K >. C’est donc un sous-espace vectoriel de M3(R).
On vérifie aisément que le systéme générateur (I3, J, K) de E est libre, c’est donc
une base de F, par suite dim E' = 3.

0 1 0 0 1 0 0 0 1
3y 2=[0 0 1 00 1|=(3-3 0 |=K
3 -3 0 3 -3 0 0 3 -3
0 1 0 0 0 1 3 -3 0
JK=[0 0 1 3 -3 0 |=| 0 3 -3
3 -3 0 0 3 - —9 9 3
= 3(I3 — J)
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0 0 1
K? = (3 -3 0 3 -3 0 = -9 9 3
0 3 -3 0 3 -3 9 —-18 9
=3(J - K)

4) e On sait que (F,+), étant un sous-espace vectoriel de M3(R), est un sous-groupe

commutatif de M3(R).
e Aussi, si M,N € E, alors Ja,b,c,a’,b/,c € R tels que M = alz + bJ + cK et

N=dI3+bJ+K.
Ona MN = (al3+bJ + cK)(d'Is +b'J + K)
=ad' I3+ ab' J + acd K + ba'J + b’ J* + b JK + ca'K + W' KJ + o K?
=ad' I3+ ab'J+ ad K + ba'J + bb' K + 3b (Is — J) + ca’ K+
3eb/ (I3 — J) + 3cd (J — K)
= (ad' + 3bc’ + 3cV')I3 + (ab' + ba' — 3bc’ — 3cb’ + 3cc’) J+
(ac + bb' + ca’ — 3cd)K.

On voit bien que MN € E. De plus MN = NM (du fait que KJ = JK).
D’ott E muni de l'addition et de la multiplication des matrices est un sous-anneau

commutatif de M3(R).
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Chapitre

Déterminants

Exercice 1
Trouver deux matrices A et B telles que :

det(A + B) # det(A) + det(B).

Solution.
. 1 1 2 1
SmentA—(l 1) etB—(O 1).
3 2
On a det(A) =0, det(B) =2 et det(A—l—B):’1 2‘:6—2:4.
11 est clair que det(A) + det(B) # det(A + B).
Exercice 2
Calculer les déterminants (ot a,b et ¢ € R*).
0 a b (1) (2) _31 _21 5 3 3a
Ay=la 0 c| DAp=| " o | | |, A3=]10 9 a®
b oc 0 50 1 35 21 14a
1 2 3 4
1 —b
1 3 6 10
A4——ba _1 i etA5—1 4 10 20|
¢ 15 15 35
Solution. (Voit détails en cours)
Soient a,b et ¢ € R*.
0 a b 0 a b|0 a
e Ai=|a 0 c¢c|=a 0 ¢cla 0= (0+achb+bac)—(0+0+0)
b ¢ O b ¢ 0|b ¢
= 2abc.

(On rappelle que cette méthode dite de Sarrus n’est applicable qu’a 'ordre 3).

22



23 CHAPITRE 3. DETERMINANTS

ou
0 a b a c 0
a 0 ¢c|=—-a +b @ = abc + bac = 2abc.
b 0 b ¢
b ¢ O

(on a développé le calcul suivant la premiére ligne).

1 0 -1 2 1 0 -1 2
CA | 0 2 3 —1]_ 023—1_33_31
Tl 2 1 1 | T Ls+Lifoo2 0 3|0
-2 -1 0 1 Ly+2L110 -1 =2 5
Li+2L3/0 -1 9
-1 9 1 9
=Ly+2L3|0 —4 13:—1‘ ‘:‘ I:—23.
1 o s 4 13| |4 13
5 3 3a 1 3 3a 1 1 3a 11 3
e As=110 9 a®|[=512 9 a®>|=5%x312 3 a?|=15a]2 3 a
35 21 1l4a 7 21 1l4a 7 7 l4a 77 14
C1—C>
1 1 3 1 1 3 0 1 3
=15ax7|2 3 a|=1052 3 a|=105a| -1 3 4
1 1 2 1 1 2 0 1 2
1 3
=105 ‘1 2‘_ 105a
1 a -b 1 a —b 9
e Ay=|—-a 1 cl=Ly+ali|0 1+a®> c—abl= —10+—aab ilzg
b —c 1 L3 —bL; |0 —c—ab 1+0b°
=(1+a®)(1+b*) + (c+ab)(c—ab) =1+ a® + b + 2.
2 3 4 1 3 4 L3 6 L3 6

3 6 10 Ly—Ly|0

1 2
_ ! 1 =12 7 16|=Ly—2L1|0 1 4

1 4 10 20| Ls—ILyl0 2 7 16| -2 !

1 3

3

5 15 35 Ly—1L,|0 3 12 31| L3—3L;|0 3 13

—-12=1.

Exercice 3
Calculer le déterminant d’une matrice A € M,, (R) dans chacun des cas suivants, et en

déduire si elle est inversible.

1) A est triangulaire.
2) A est diagonale.
3) A est nilpotente (AP = O,, pour p # 0).
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"
5)
6)

A est idempotente (4% = A).
A est involutive (4% = I,).
A est antisymétrique (‘A = —A) d’ordre impair.

Solution.
Soit A € M,, (R).

1)

Si A est triangulaire supérieure (ou inférieure), alors :

aip a2 - QA1n Q22 G23 - a2n
0 a2 0 a
det (A) = ) = all 33
: i ) A(n—1)n : K o Q(pn—1)n
0 -+ 0  am 0 -+ 0  am
aszs as4 - a3n
n
. 0 Q44 . : o - .
= a11a22 | = =0a11G022 "+ Qpp = Qg -
: A(n—1)n =1
0 R 0 Ann,

Par suite, A est inversible <= det (4) # 0 <= a;; #0, Vi€ {1,2,...,n}.

Si A est diagonale alors A est triangulaire. Par suite det A = [, ai; et A est
inversible <= a;; #0 Vi€ {1,...,n}.

Si A est nilpotente alors Ip € N* tel que AP = O et AP~ £ O.

AP = O = det AP =det O <= (det A)P =0 <= det A = 0.

Donc, si A est nilpotente alors A est non inversible.

Si A est idempotente alors A? = A. Par suite det A = det (4%) = (det 4).

On obtient donc : det A — (det A)? =0 = det A(1 —det A) = 0 = det A = 0 ou
det A =1.

Si A est involutive alors A% = I,,. Par suite 1 = det I,, = det(A42%) = (det A)2. Ce qui
implique que det A = —1 ou det A = 1. Donc A est involutive => A est inversible.
Si A est antisymétrique alors ‘A = —A. Par suite det (*A) = det(—A). Or det (*A) =
det A et det(—A) = (—1)"det A. Donc det A = (—1)"det A.

On en déduit que si n est impair alors det A = —det A; ce qui veut dire que det A = 0,
par suite A est non inversible.

Exercice 4

Soient a,b et ¢ trois nombres réels. Et soient les systémes de vecteurs S = (uq, ug, us) et
T = (v1,v2,v3,v4) o0 u; = (1, —a,b);ue = (a,1, —c);ug = (=b,c, 1);

vy = (a,b,b,a);vy = (0,b,a,b);v3 = (b,0,0,0) et v4 = (a,a,b,a).

En utilisant les déterminants et selon les valeurs de a, b et ¢, discuter quand le systéme :

)
2)

S est libre dans R3.
T est libre dans R%.

Solution.
Soient a,b, c € R. Et soient S = (uy,ug,u3) et T = (v1,v2,v3,v4) o0t ug = (1, —a,b);us =
(a,1,—c);uz = (=b,c,1);v1 = (a,b,b,a);ve = (0,b,a,b);v3 = (b,0,0,0) et vg = (a,a,b,a).
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1) S est libre <= detS # 0
= 1+a?+b2+c2#0.
(det S = Ay de ’exercice 3).

2) T est libre <= det T # 0.

Or,
0 b C1-Cs
Z b0 Z b b a b—a b a
detT:baOb:beb:b 0 a b
a b 0 «a “ “ 0 b a
= b(b—a) Cb‘ Z‘ = b(b—a)(a? — b2) = —b(a — b)(a — b)(a + b)

—b(a —b)*(a+b).
Donc T est libre dans R* <= b #0, a # b et a # —b.

Exercice 5

011
Soit A la matrice de M3 (R) définiepar A= 1 0 1
110

1) Chercher A? en fonction de A et I3. Déduire que A est inversible et calculer son
inverse.

2) Calculer A~! par la méthode des cofacteurs.

Solution.
011
Soit A une matrice de M3 (R) définijepar A=| 1 0 1
1 10
011 011 2 11 2 00 011
1) A2=AA=(10 1|1 0 1]=1 2 1]=(020|+([1 01
110 110 11 0 0 2 110

Donc A% =213 + A.
OnaA2—A:213<:>A[%(A—Ig)] :Ig
<= A est inversible et son inverse est A™! = £(A4 — I3)

avec A7l = (

p

1

0

1

2) Calculons A~! par la méthode des cofacteurs :
0 110 1
—detA=|1 111 0=2%#0, A est donc inversible.
1 0|1 1
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o Cp e
10 10 11
-1 1
1 1 0 1 0 1
— ComA=|— + — =1 -1 1
10 10 1 1 1 1 1
I (U T
1 11 1
-1 1 1
= ComA=|1 -1 1
11 -1
-1 1 1
- 1 1
- Al =5 ComA=51 -1 1
1 1 -1
Exercice 6
m—1 2 2
Soient me R et A4, = 2 m+1 1
-2 -3 m-3
1) Calculer le déterminant de A,.
2) Pour quelles valeurs de m, A,, est inversible ?
3) Calculer le rang de A, (selon les valeurs de m).
Solution.
m—1 2 2
Soient me R et A, = 2 m+1 1
-2 -3 m-3
Cy—C3
m—1 2 2 m—1 2 2 m—1 0
1) detA=| 2 m+ 1 1 | = 2 m+ 1 1 | = 2 m
-2 -3 m—3 L3+ Lo 0 m—-2 m—2 0 0
m—1 2
—m‘ 0 m_2‘—m(m—1)(m—2).

Remarque : On a choisi cette méthode pour trouver det A,, sous forme de produit
afin de répondre a la question suivante.

2) A, est inversible <= det A,, # 0 <= m € R\ {0, 1, 2}.
3) Sim e R\ {0,1,2}, alors rg A,, = 3.
Sim € {0,1,2}, alors rg Ay, #3 = rg Ay, < 2.

-1 2 2
— Si m = 0, alors on peut extraire de Ay = 2 1 1 | le déterminant
-2 -3 -3

d’ordre 2 : ‘_21 f‘ # 0. Donc rg Ag = 2.
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0o 2 2
— Si m = 1, alors on peut extraire de A1 = 2 2 1 le déterminant
-2 -3 -2
, 0 2
d’ordre 2 : 9 9 # 0. Donc rg A} = 2.
1 2 2
— Si m = 2, alors on peut extraire de Ay = 2 3 1 ] le déterminant
-2 -3 -1
, 1 2
d’ordre 2 : 9 3 # 0. Donc rg A = 2.
Exercice 7
1 a a® d
: 1 b v | PR
Soit D(X) = 1 ¢ 2 & |one b et c sont trois réels distincts.
1 X X2 x3

1) Montrer que D(X) € R[X] avec deg D(X) = 3.

2) Montrer que D(a) = 0.
En déduire que : 3k € R / D(X) = k(X —a)(X = b)(X — ¢).

3) Montrer que D(X) = (b—a)(a—c¢)(b—¢)(X —a)(X —b)(X —¢).

Solution.
1 a a* d
. I P
Soit D(X) = 1 o 2 @s|ova b et c sont trois réels distincts.
1 X x?2 x3

1) Pour répondre automatiquement a la question, on développe le calcul par rapport a
Ly (sinon, on effectue le calcul pour se ramener & la forme d’un polynome).

En effet :
2 3
1 Z Z2 ZB a a® a® 1 a® o 1 a o 1 a a?
D(X) = s a|l=—110 B Vl+X[1 ¥ B -X%1 b VB +X31 b b
I ¢ ¢ ¢ 2 3 2 3 3 2
1 X X2 x3 c ¢ c 1 ¢ ¢ 1 ¢ ¢ 1 ¢ ¢
=X+ M X+ X2+ A3X3
a a® o 1 a® & 1 a a a a?
ot N=—1b b2 B, =1 b V|, a=—|1 b bletdg=1|1 b b
c 2 & 1 2 &4 1 ¢ & 1 ¢ &

sont tous des réels puisque a, b et ¢ le sont. Par suite D[X] € R[X].
Reste a vérifier que D[X] est de degré 3; ce qui revient a vérifier que A3 # 0. En
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effet :
1 a a® Li—L3|0 a—c a®—¢?
/\3— 1 b b2 ZLQ—L30 b—c b2—C2
1 ¢ ¢ 1 c c?
la—c a*=¢ la—c (a—c)(a+c)
Tb—c BP—¢c |[b—c (b—c)(b+0)
_ 1 (a+c)
~@-ae-al, §1
=(a—c)b—c)b+c—a—c)
=(a—c)(b—c)(b—a)#0 puisque a, b et ¢ sont tous distincts.
1 a o o
1 b v v .
2) — D(a) = L e 2 3 = 0 puisque L1 = Ly.
1 a a* d

— On aimerait déduire que : 3k € R / D(X) = k(X — a)(X — b)(X — ¢). Pour cela,
il suffit de veérifier si a, b et ¢ sont des racines de D(X).
En effet : D(a) = 0 = a est une racine de D(X).

Aussi, et pour les mémes raisons de a, D(b) = D(c) = 0. Donc b et ¢ sont des racines
de D(X). Par suite D(X) = (X — a)(X — b)(X — ¢)Q(X), ou Q(X) € R[X]. Or,
degD(X)=3=4degQ(X)=0=Q =k eR.

3) Montrons que : D(X) = (b—a)(a—c¢)(b—¢)(X —a)(X —b)(X —c¢). D’apres (1), on
a D(X) =X+ M X+ /\2X2 + )\3X3.
Or A3 = (a —b)(a —¢)(b— c) qui est le coefficient dominant de D(X).

Exercice 8 (Facultatif)
En calculant le déterminant

1 sina cosa
D=1 sinb cosb| ou a,bceR,
1 sinec cosc

de deux facons différentes, montrer que :
D =sin(a — b) +sin(b — ¢) + sin(c — a) = —4sin %52, sin 5. sin 2.

(Indication)

2 2
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Soient a,b et ¢ € R.

1 sina cosa 0 sina —sinc cosa — cosc
D =11 sinb cosb|=1|0 sinb—sinc cosb—cosc
1 sinc cosc 1 sinc cosc

sina —sinc cosa — cosc

sinb—sinc cosb — cosc

= (sina — sinc)(cosb — cosc) — (sinb — sin ¢)(cos a — cos ¢)
= (sina cosb —sinb cosa) + (sinb cosc — sinc cosb) + (sinc cosa — sina cosc)

= sin(a — b) + sin(b — ¢) + sin(c — a).

(On rappelle que sin(a — b) = sina cosb — cosasinb).
Exercice 9 (Facultatif)

=0 oul a, b et ¢ sont des réels non nuls.

a

1
Résoudre I'équation

x

x

S o O =
o O O =

1
a
0
0
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(Indication)
On développe le calcul par rapport a Lo. En effet :

L 111 1 11

x a 0 0
=—z|0 b O+alx b O

z 060 0 0 ¢ z 0 ¢

z 0 0 ¢
_ . b 0 tal—z 11 b 11
N 0 c 0 T c

= —zbc — azxc+ ab(c — x)

= —x(bc + ac + ab) + abe.
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Chapitre

Les applications linéaires

Exercice 1
Déterminer si les applications suivantes sont linéaires :

1) f:R%? — R3 définie par f(z,y) = (2x + 3y, 3z — 5y,0).
2) 5:R3 — R? définie par s(z,y, 2) = (ax+by+cz,d'z+by+cz) ot a,b,c,a’ b/, € R.
3) g:R* — R3 définie par g(z,y, 2,t) = (22 + 1,2 — y,22).
4) h:R? — R? définie par h(z,y) = (|z|,y).
) ¢

5 R,[X] — R,[X] définie par £(P) = X P’ + P ou R, [X] est le R-espace vectoriel
des polynomes de degré inférieur ou égal & n et & coefficients réels.

Solution.
1) f:R?—R3
(,y) — (22 + 3y, 3z — 5y, 0).
Soient u = (z,y), v = (2/,9') € R? et a € R.
o flut+v)=f((z,y)+ @,y)) = fla+ 2",y + V)
(2 + ') +3(y + ). 3(x +a') = 5(y +/),0)
(22 4 3y, 3z — 5y, 0) + (22' + 3¢/, 32" — 53/, 0)

= f(z, y)+f(w y)
= f(u) + f(v).
o flau) = f(a(z,y)) = (2az + 3ay, 3oz — 5ay,0)
= a2z + 3y, 3z — 5y,0)
= af(u).
L’application f est bien linéaire. (On peut montrer aussi que f(au+v) = af(u) +
1))

2) s:R3— R?
(x,y,2) — (ax + by + cz,d'z + by + '2).

Soient u = (z,y,2), v = (z/,9/,2') € R3 et a € R.
s(au+v) = s((az, ay, az) + (2, Y, 7))

31
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s(ax—i—x ay+vy,az+2)

= (a(az+a")+blay+y)+c(az+72),d (ax+2")+b (ay+y') + (az+72))
= (aax +bay + caz,dax+bay+daz)+ (ax' + by +c2’,d's’ + by +2')
= alax + by + cz,d'x + by + 2) + (ax’ + by + ¢/, a2’ + by + 2

= as(x,y,2) + s(2’,y,2") = as(u) + s(v).
L’application s est bien linéaire.
3 g:R'—R3
(r,y,2,t) — 2z + 1,2 — y,22).
Notons que g(Oga) = ¢(0,0,0,0) = (1,0,0) # (0,0,0) = Ogs.
g est donc non linéaire.
4) h : R? — R?
(z,y) — (||, ).

Soient u = (—1,1) et v = (1,1) € R2,
h(u+v) = h((—=1,1) 4+ (1,1)) = h(0,2) = (|0],2) = (0,2).
Et h(u) + h(v) = h(=1,1) + h(1,1) = (| = 1|,1) + (|1],1) = (2,2).
Notons que h(u + v) # h(u) + h(v), h est donc non linéaire (méme si on a
h(Ogz) = Og2).
5) £ : R,[X] — R,[X]
P+— XP' +P (P’ est le polynome dérivé de P).

Soient P,@Q € R,[X] et v € R.

e (P+Q)=X(P+Q)+(P+Q)
—X(P 4 Q)+ (P+Q)
=XP +XQ +P+Q
=(XP'+P)+(XQ +Q)
=U(P)+ Q).

e /(aP)=X(aP) +aP

= XaP' +aP
— a(XP' + P)
= al(P).

{ est donc une application linéaire.

Exercice 2
On considére 'application f définie de R* dans R? par

fl@yzt)=(@+y+z+t,o—y—2+1).
1) Vérifier que f est une application linéaire.

2) Déterminer le noyau Ker(f) de f puis sa dimension.

3) L’application f est-elle surjective ?

Solution.
Soit f : R* — R?
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1) Soient u = (x,v,2,t), v=(2/,y,2,t') € R* et a € R.

flau+v) = flax +2';ay + 9,z + 2, at + )
=((az+2)+ (ay+y) + (az+2) + (at + ), (az + 2') — (ay + )
—(az+2) + (at + 1))
=alr+y+tzt+t,o—y—z+t)+ @ +y +2+t 2" —y -2 +1t)
= af(u) + f(v).

2) Ker f = {(z,y,2,t) € R* / f(x,y,2,t) = (0,0)}.

e On a:

f(z,y,2,t) =(0,0) = (e +y+2z+t,xa —y—2z+t)=(0,0)

r+y+z+t=0 (1)
r—y—z+t=0 (2)
()+(2): 224+2t=0=z = —t.
On obtient :

—t4y+z+t=0 =—
{ +y+z+ — {y z
Donc (z,y,z,t) = (—t,—z, z,t) = (—t,0,0,t) + (0, -2z, 2,0)
=(~1,0,0,1) + 2(0, 1,1, 0).
Par suite : Ker f =< (—1,0,0,1),(0,—1,1,0) > .
e On vérifie que le systéme ((—1,0,0, 1), (0, -1, 1,0)) est libre dans R*, ce qui im-
plique que c’est une base de Ker f. Dés lors, dim Ker f = 2.
3) D’apreés le théoréme du rang :
dimKer f + dimIm f = dim R*.
m I

2 4

On a dimIm f = 2. Or Im f est un sous espace vectoriel de R?, donc Im f = R?. Par
suite f est surjective.

Exercice 3
On consideére les applications linéaires :

f:R3 — R? définie par f (z,y,2) = (z +y,z — 2) et
g : R? — R3 définie par g (z,9) = (z +2y,3z —y,z +y).
1) Déterminer une base de Ker(f) et une base de Im(f).

2) Déterminer une base de Ker(g) et une base de Im(g).

3) En déduire si f et g sont injectives, surjectives, bijectives.

Solution.
Soient les applications linéaires suivantes :
f:R® — R? définie par f (z,y,2) = (x +y,z — 2) et
g : R? — R3 définie par g (z,9) = (x + 2,3z —y,z +y).
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1) = Ker f ={(2,y,2) / (2,y,2) €R® / f(z,y,2) = (0,0)}.

:0 = —
Ona: f(z,y,2) =(0,0) <= Tty Y v
z—2z=0 z =1

Donc (z,y, 2) = (x,—x,z) = x(1, —1,1). Par suite Ker f =< (1,—1,1) > . La famille
{(1,-1,1)} est formée par un seul vecteur non nul, donc elle est automatiquement
libre, et c’est une base de Ker f. (On en déduit que : dimKer f = 1).

— D’aprés le théoréme du rang, on a :
dimKer f + dimIm f = dim R3.
n I
1 3

Donc dimIm f = 3 —1 = 2. Or Im f est un sous espace vectoriel de R?. Par suite
Im f = R%. Et donc la base canonique {(1,0),(0,1)} de R? sera aussi une base de
Im f.

2) — Ker f = {(z,y) € R? / g(z,y) = (0,0,0)}.
On a:

g(z,y) = (0,0,0) <= (z +2y,3z — y,z +y) = (0,0,0)

rz+2y=0
—({3z—y=0 <—=z=y=0.
z+y=0

Donc Kerg = {(0,0)}. (On en déduit que dim Ker g = 0).

— D’aprés le théoréme du rang, on a :

dimKer g +dimImg = dlm R2.

I :

Donc dimIm g = 2.

Cherchons une famille génératrice de Im g.

Ona ((1,0),(0,1)) est un systéme générateur de R?, alors (g(1,0),¢(0,1)) =
est un systéme générateur de Im f. Or dimImg = 2, par sulte (( ,3,1),(2
est une base de Img.

3) — Ker f # {(0,0,0)}. Donc f est non injective.
Im f = R2. Donc f est surjective.
Donc f est non bijective.

((1,3,1),(2,-1,1))

1),
—))

— Kerg = {(0,0)}. Donc g est injective.
dimIm g # dimR?® = Im g # R? = ¢ est non surjective.
Donc g est non bijective.

Exercice 4
Soient E et F' deux R-espaces vectoriels et f: E — F une application linéaire. Montrer
que :

dim F # dimF = f est non bijective.
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Solution.
Soient E et F' deux R-espaces vectoriels et f : ' — F une application linéaire. Supposons
que dim E # dim F.
Deux cas se présentent :
— Si f est non injective, alors f est non bijective.

— Si f est injective, alors : dimKer f + dimIm f = dim E. Ce qui implique que
I
0
dimIm f = dim F # dim F. On obtient :
dimIm f # dim F = Im f # F = f est non surjective = f est non bijective.

Exercice 5
Déterminer les matrices associées aux applications linéaires, relatives aux bases canoniques,

de Dexercice 1.

Solution.
On rappelle que B = ((1, 0), (0, 1)) et B = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)) sont les bases cano-
niques de R? et R3 (respectivement).
1) f:R2 —R?
(z,y) — (22 + 3y, 3z — 5y,0).

f<1¢7 0) f(% 1)
/ 2 3 < (1,0,0)
M(faB7B): 3 -5 %(0,1,0)
0 0 + (0,0,1)

car :

f(1,0) =(2,3,0) = (2,0,0) + (0,3,0) + (0,0,0) = 2(1,0,0) + 3(0,1,0) + 0(0,0, 1),
f£(0,1) = (3,-5,0) = (3,0,0) + (0,—5,0) + (0,0,0) = 3(1,0,0) — 5(0,1,0) + 0(0,0,0).

2) s:R3—R?

(z,y,2) — (ax + by + cz,d'z + by + 2) (a,b,c,d' b, € R).
f(1707 0) f(07 170) f(07 07 1)
{ 1 1
M(s,B,B) = a b c (1,0)
a b d + (0,1
En effet :

f(1,0,0) = (a,d’) = a(1,0) + d'(0,1),
£(0,1,0) = (b, V)
£(0,0,1) = (¢, ¢)

I
S
—~~

|
o
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3) £:R,[X] — Ry[X]
P— XP + P

On rappelle que C = (1,X,X2, ... ,X") est la base canonique de R, [X].

1) X)) X2 uXmh o (xm)
1 { 1 { 1
1 0 0 0 0 +—1
0 2 0 0 0 +— X
2
M(£,C) = 0 0 3 0 0 +— X
0 0 0 n 0 — xn1
0 0 n+1l/ + X"
En effet :

()=X1+1=X0+1=1=11+0X+0.X*+ - +0.X" 1 +0.X",
((X)=XX' +X=X14+X=2X=01+2X+0X?+---4+0X"1 +0.X",
((X?) = X.(X?) +X?=2X.X+X*=3X?=014+0X+3.X?+---+0.X" 1 +0.X"

(X =X(X" + X" =(n-1)X.X" 2+ X" =px"!
=014+0X+0X%>4+ - +nX"140X"
(X" =X(X") + X" =nX X"+ X" = (n+1)X"
=01+0.X+0.X>+ - +0X" "+ (n+1).X"

Exercice 6
Soit 'application f : C — C définie par f(Z) = Z; ou Z est le conjugué de Z.
1) Montrer que f n’est pas un homomorphisme de C-espaces vectoriels.

2) Montrer que f est un homomorphisme de R-espaces vectoriels qui est injectif. En
déduire que f est un automorphisme.

3) Déterminer la matrice associée & f relativement & la base canonique de C.

Solution.
Soit I'application
f:Cc — C
Z +—— Z le conjugé de Z.

1) Notons que C est un espace vectoriel sur C de base {1}.
Soient Z,Z' € Cet a € C.
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fZ+2)V=Z+Z" =Z+7Z = f(Z)+ f(Z'). Mais, f(aZ) = aZ # aZ = af(2)
si a € iR*. (par exemple pour a = i, aZ = i(a+ib) = ia—b = —b — ia et
aZ =i(a+ib) = i(a —ib) =ia +b="b+

Dans ce cas, f est non linéaire.

ia) .

2) Notons que C est aussi un espace vectoriel sur R de base (1, z)
e Soient Z,Z' € C et a € C.
f(Z+2")=f(Z)+ [(Z).
f(aZ) = aZ = aa+ib) = a(a — ib) = aa — iab = a(a — ib)

=a(a+ib) = af(Z).
f est donc linéaire.
eKerf={Ze€C/ f(Z)=0}.
Soit Z = a + ib.

f(Z)=0+=Z=a—-ib=0<=a=b=0

— 7 =0.

Donc Ker f = {0} = f est injective.
e { est un endomorphisme injectif, par suite f est surjectif. D’otl f est un automor-
phisme.

3) On rappelle que B = (1,14) est la base canonique du R-espace vectoriel C.
f) fa@)
1 1

M(f’g):< 1 0><—1

En effet :

Exercice 7
Soit ’application

(-1 2
ou A= < 1 0> .
1) Montrer que f est linéaire.

2) Déterminer la matrice de f relativement a la base canonique de Ms(R).

Solution.

) -1 2
Soient A = < 1 0> et
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une application.

1) Montrons que f est linéaire :
Soient M, M’ € Ms(R) et o € R.
o f(M+M')=AM+ M)=AM + AM' = f(M) + f(M").
o f(aM) =A.aM = aAM = o(AM) = af(M).
Donc f est linéaire.

2) Remarque : On rappelle d’abord que la base canonique de l'espace vectoriel Mo (R)
sur R est la suivante :

B— 10 0 0 0 1 00
- 0 0/7\1 0/7\0 0/7\0 1
—_—— —— —— ——
ay My My My

AR R
~o (5 8+ 8)+<(5 o) +al6 D)

Aussi, il est facile de vérifier que (M7, Ma, M3, My) est libre.

car toute matrice A € Ms(R) est de la forme A = (a c) , donc :

On a :
f(My)  f(Ma)  f(Ms)  f(Ma)
{ 4 4 I
-1 2 0 0 — My
M(f,B) = 1 0 0 0 — Mo
0 0 -1 2 +— Ms
0 0 1 0 +— My
En effet :
-1 2 10 1 0 0 0
f(My) =AM, = < 1 O) <0 0) =-1 <0 0> + (1 O) =—1.M; +1.My+ 0.M35+0.My,
-1 2 0 0 10
fong = ast= (51 2) (0 0) =28 ) =2an,
-1 2 0 1 0 1 0 0
-1 2 0 0 01
fon=aati= (51 2) (09 =20 ) =2

Exercice 8
Soit E un espace vectoriel réel de dimension 3. Soit B = (e1, ez, e3) une base de E. On
considére I'endomorphisme de E défini par :

fler) = ez +e3, flea) =e1+ezet fez) = —er +ea.
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1) Ecrire M, la matrice de f dans la base B.
2) Soit la famille B’ = (uq, ug, ug) telle que : u; = e;—ea—es, uz = ea+e3 et ug = e;+es.
a) Vérifier que B’ est une base de FE.
b) Chercher M’ la matrice de f relativement a la base B’ en exprimant directement
f(u;) en fonction de u;, i =1,2,3.
3) Déterminer la matrice de passage P de B a B’ et calculer son inverse P~L.

4) Retrouver M’ en utilisant M, P et P’.

Solution.
Soient E un R-espace vectoriel tel que dim E = 3 et B = (e, ea, e3) une base de E. Soit

f: E — E un endomorphisme défini par :
fler) =ex+es, flez)=e1tes et flez) = —e1+ea.

1) La matrice de f dans la base B est :

fler) fle2) fles)
+ + +
0 1 —1 — €1
M=M(f,B)= 0 1| e
1 1 0 — e3

2) Soit B’ = (uq,uz,us3) telle que :
Uy — €1 — €9 — €3
uz = es + e3
U3 = e1 + es.
a) Une base est une famille qui est & la fois libre et génératrice. Mais, en remarquant
que Card (B') = 3 = dim E, il suffit de montrer que B’ est libre.
En effet : soient «, 8,7 € R,
auy + Pug +yuz3 =0 < a(e; — ez —e3) + flea +e3) +y(e1 +e3) =0
= (a+y)er + (—a+pler+ (—a+F+7)es =0
a+v=0
= {—-a+8=0
—a+pf+7=0 ( car (e1,eq,e3) est libre)
—a=0=v=0.
Donc B’ est libre. Par suite B’ est une base de FE.
b) Exprimons f(u1), f(u2) et f(ug) en fonction de w1, ug et us.
o f(uy)=f(e1 —ex—e3)= f(er) — f(ea) — f(e3) ( car f est linéaire)
=ex+e3—e —e3ter—e
=0 (= Oug + Oug + Ous).
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o f(uz) = f(e2+e3) = f(e2) + f(e3) ( car f est linéaire)
=e1+e3—e1+ey=ey+e3="uy (:OU1+1ZL2+OU3).

o f(ug) = f(e1 +e3) = fler)+ f(es) (car f est linéaire)
=ey+e3—e1+ €2
= —e1 + 2e9 + 63(:7u1+?u2+?U3).

On cherche a écrire f(ug) comme auj + bug + cus, on doit donc déterminer a, b

et c.
Ona: f(uz) =—ej + 2e3 + e3 = auy + bug + cus

= —e1 + 262+ e3 =ale; —ea —e3) + blea + e3) + c(e1 + e3)
= —e1+2e2+e3=(a+cler + (—a+blea+ (—a+b+c)es
< (a+c+ e+ (—a+b—2)ea+(—a+b+c—1)e3 =0

a+c+1=0
—q-a+b—-2=0
—a+b+c—1=0 ( car (e1,e2,e3) est libre)
a+c=-1 a+c=-1 a=0
<= <—-a+b=2 =—=>{-at+b=2 =—=><b=2
24c=1 c=—1 c=—1.

Donc f(uz) = Ouy + 2ug — ug. Par suite,

flur)  flua)  flus)
i 4 4
0 0 0 — Uy
! /
M =M(f.B)=| 1 2 | uy
0 0 -1 — us
(51 u9 us
ror Y
1 0 1 — €1
e P=Pssy=_1 1 0|ce
-1 1 1 <— e3
oP_lzde%PtC'omP.
1 0 11 0
detP=|-1 1 0/|-1 1=(1-1)—(-1)=1.
-1 1 1|—-1 1
1 1 0
ComP=11 2 -1
-1 -1 1
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1 1 -1
tComP=|1 2 -1
0 -1 1
1 1 -1
Donc P~'=11 2 -1
0 -1 1
4)
f! E M = M(f.B) E
d |~
(&) i (@)
On a
1 1 =1\ /0 1 -1 1 01
M =P 'MmMP=|(1 2 -1 10 1 -1 10
0 -1 1 11 0 -1 1 1
1 1 =1\ /0 0 -1 00 0
=1 2 —=1l[o1 2]l=]01 2
0 -1 1 01 1 00 —1

Exercice 9
Soit. E 'espace vectoriel des polynomes & coefficients réels de degré inférieur ou égal & 2.
Soit f I'application définie sur E par :

1

S -X - X34+ XHP"+(1- X3P +(1+ X + X3P pour tout P € E.

f(P)

1) Montrer que f est un endomorphisme de E.

2) Déterminer la matrice A de f relativement a la base canonique de E.

Solution.
Soit E = R2[X] = {P(X) = aa X% + a1 X + ag / a; € R}. Et soit
1
f(P)=5(1-X~ X34+ XHP'+ (1 - XHP +(1+ X + X?)P.

1) Montrons que f est un endomorphisme de E (i.e. f est une application linéaire de E
dans E).
— Montrons que f est linéaire : Soient P,Q € Ro[X] et o € R.

f(P+Q) = 5(1- X = X* + X)(P+ Q)" + (1~ X*)(P+ Q) +(1+ X + X2)(P+Q)

= 0= X - XL XH(P Q)+ (1= XO)(P Q) + (1 X + XI)(P+Q)
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1
= 5(1—X—X3+X4)P”+(1 - X3P +(1+X+X?)P

I
f(P)

1-X-X*4+XHQ"+(1-XP +(1+X+XH)Q

N | =

+

£@)
= f(P)+ f(Q).
of(aP) = %(1 _ X = X4 XY(aP) + (1= X¥)(aP) + (14 X + X2)(aP)
= %(1 ~ X - X+ XHaP" + (1 - X*)aP' + (1 + X + X?)aP
= %(1—X—X3+X4)P”+(1—X3)P’+(1+X+X2)P
= af(P).

Donc f est linéaire.
— Montrons que f: E — E (i.e. si P € E alors f(P) € E).

Remarque : f(P) est un polynéme qui contient X3 et X4. On veut montrer que
f(P) est de degré inférieur ou égal & 2. Pour cela, f(P) doit se simplifier et ne pas
contenir X3 et X4.

En effet :
Soit P(X) = asX? 4+ a1 X + ap € Ry[X]. On a P'(X) = 2a2X + a1 et P"(X) = 2as.
Donc,
1
f(P)=50-X - X3+ XHP'+(1-X3HP +(1+ X +XHP
1 .
=;0-X — X3+ XM2a9 + (1 — X3) (202X +a1) + (1 + X + X?)(a2X? + a1 X + ao)

= (a2 + a1 + ap) X> + (az + a1 + ag) X + (a2 + a1 + ay).

On obtient alors que f(P) € Ro[X] = E.
2) On rappelle que B = (1, X, X?) est la base canonique de Ry[X].

f) f(X) f(X?)
1 ! !
1 1 1\ «1
1 1 1 — X?
En effet :
f(1) = %(1 —X-XP4+ XN+ (1-X)1+ (1+ X+ X%).1
=(1+X+X%1 (car 1”7 =1"=0)

1+ X+X2=11+1.X+1.X2.
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1

FX) =51 =X = XP+ XHX"+ (1= X)X+ (1 + X + X)X
—1-X)+(1+X+XHX (car X' =1et X" =0)
—1-X2+X+X2+x3
=1+ X+ X2

1

FOXH) =5 (1= X = X2+ XH(XZ)" 4+ (1= X)X + (1+ X + X7)X?

=(1-X X4+ XN+ (1-X")2X+(1+ X +X*)X*  (car (X?)' =2X et (X?)" =2)

=1+X+ X2

Exercice 10
Donner Iexpression des endomorphismes f et g de R? suivants définis par leurs matrices
respectives :

1 1 2 -1 8§ —1 —4
A== 2 4 -2l etB==-|-1 8 —4
6\1 2 1 I\a 4 7
Solution.
1 1 2 -1
— Soit A = M(f,B) = 6 2 4 —2| la matrice de 'endomorphisme f de R? relati-
-1 -2 1

vement & la base canonique B de R3.
f : R — R3
T = (1‘1,562,563) — f(ﬂ?) =Yy = (y1,3/2,y3) =7
On va traduire cette écriture vectorielle recherchée en une écriture matricielle pour utiliser
la matrice A.

I A
Soient X = | z2 | et Y = | ya2 | les coordonnées des vecteurs = et y = f(x) dans la
x3 Y3
base B.
(1 T 1 1 2 -1 T
y=f(z) = (y1,92,y3) = f(z1,22,23) ~ | y2 | = M(f,B). | 22 =5 2 4 2| |2
Y3 I3 -1 -2 1 T3
1 T + 220 — X3
= 6 2x9 + 4dxo — 223
—r1 — 22 + 3
y1 = (@1 + 209 — x3)
Donc ¢ 9o = %(2302 + 4xo — 2x3)
ys = ¢(—x1 — 222 + x3).

Par suite, f : R? — R3
(331,332,1'3) — (%(1’1 + 2z — 333), %(21’2 + 4z — 21‘3), %(—3?1 — 2x9 + 333)) .
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8 -1 —4
— Soit B = M(g,B) = % —1 8 —4| ou g est un endomorphisme de R3.
—4 —4 -7
De la méme maniére, on obtient :
qg R3 — R3

(x1,x2,23) > (%(83:1 — g — dag), §(—x1 + 8wg — dag), §(—4wy — 4z — 7x3)>.

Exercice 11 Soit E = C3[X] = {P € C[X] : deg(P) < 3}. Soit f 'application de E dans
E définie par f(P) = P(X + a) — P(X + ), oul @ et 3 sont deux complexes distincts.
1) Montrer que f est un endomorphisme du C-espace vectoriel E.
2) Déterminer Ker(f) et Im(f).
Solution.
1) Tl est clair que VP € E, f(P) € E.
Aussi, Vn e Cet VP,Q € E, on a :
f(P+Q)=(P+Q)(X+a)—(P+Q)(X+P)
=P(X+a)+P(X+a)—P(X+8)—-Q(X+5)
=f(P)+f(Q

~
)
T
S~—r
I
—~
=
T
N~—
—~

X +a) = (nP) (X +5)
P(X+a)=nP(X+p)

(P).

2) e Ker(f) ={P(X)=a+bX +cX?>+dX3€ E/f(P)=0}.

PeKer(f)<= P(X+a)—P(X+5)=0
<:>[a—kb(X—l—oz)+C(X+oz)2+d(X+oz)3}
—[a+b(X+B)+c(X+B)2+d(X+6)3}:0

a+ba+ ca® +do’) + (b+ 2ca + 3da?) X + (¢ + 3da) X* + dX°]

(a4 b8+ cB*+dB%) + (b+2¢8+ 3dB%) X + (c+3dB) X* +dX?] =0

bla—B) + c(a®?=p%) + d(®-p5% =0

2c(a—B) + 3d(a*-p5%) =0
3d(a—=p) =0
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Ainsi Ker(f) ={a/a € C} =< 1> . (1) est libre et donc c’est une base de Ker(f).
Par suite dim Ker(f) = 1.

e On sait que (f(1), f(X), f(X?), f(X?)) est un systéme générateur de Im(f), et
que dim Im(f) = dim F — dim Ker(f) = 4 — 1 = 3. 1l suffit alors de choisir trois
vecteurs libres; choisissons :

f(X)=a-5,
FX?) = (X +a) = (X +p)?=2(a—B) X +a” - 8,
et f(X*)=(X+a)—(X+8)>=3(—-B)X>+3(a?-p%) X +a® -3

Soient I,m,n € C tels que :
Ho—=pl+m[2(a =) X +a® = B +n [3(a - B) X* +3 (o - f%) X + o — 5°] = 0.
Alors
Lo = B)+m (o = %) +n (o = %) +[2 (a — B)ym + 3n (o — B2)] X+3n (a — B) X* = 0.
Donc,

lla=pB) + m(@*=p5%) + n(@®-p%) =0

2(@—=B)m + 3n(a®-p4%) =0
3n(a—p) =0

Par conséquent,

=0
m=20
n = 0.

Dou (f(X), f(X?), f(X?)) est libre, et par suite c’est une base de Im(f).
Exercice 12 On considére ’application suivante

f:RP — R
(l’,y,Z)'_>(Z—y,Z—.Z',Z)

1) Montrer que f est un endomorphisme de R3.

2) On désigne par i ’endomorphisme identique de R3. Expliciter les applications (f —1)
et (f+1).

3) Déterminer une base de Ker(f —1i) et une base de Ker(f + ).

4) Montrer que R? = Ker(f —i) @ Ker(f +1).

Solution.
1) Tl est simple de montrer que Yo, 3 € R et VX,Y € R3,
flaX +BY) =af(X)+Bf(Y).
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2) Soit (z,y,2) € R, (f —i)(x,y,2) = f(z,y,2) —i(z,y,2)
=(z—y,z—x,2)— (v,y,2)
=(—x—y+z,—r—y+20).

L’application s’écrit donc :
f—i: R3 — R?
(I‘,y,Z) — (—x—y—l—z,—az—y—i—z,O)
De méme :
f+i: R3 — R3
(r,y,2) — (z—y+z,—x+y+2z22).

3) ® Ker(f —i)={(z,y,2) eR®/ (f —i)(w,y,2) =Ops}.

(xayvz)EKer(f_i) — (—x—y—i—z,—x—y—i—z,()):(0,0,0)
— —x—-y+z2=0
<~ z=x+y.
Donc (z,y,2) = (x,y,z +vy) = x(1,0,1) + y(0,1,1).
Ainsi Ker(f —i) =< (1,0,1),(0,1,1) >.

On vérifie que le systéme ((1, 0,1),(0,1, 1)) est libre et ainsi il présente une base
de Ker(f —1).

o Ker(f+1i)={(z,y,2) R/ (f+i)(z,y,2) = Ops}.

(z,y,2) € Ker(f +1i) <= (z—y+z—2+y+222)=(0,0,0)

r—y+z=0
= —z+y+2=0
22=0

T=1y

— { z=0.

Ainsi Ker(f —i) = {(z,z,0) /z € R} =< (1,1,0) >.
Ona(1,1,0) # Ogs alors {(1,1,0)} est libre et ainsi c’est une base de Ker(f+1).

4) On adim Ker(f —i)+dim Ker(f+i) = 24+1 = 3 = dim R3. Donc il suffit de montrer
que le systéme ((17 0,1),(0,1,1),(1,1, 0)) est libre. Pour cela, soit a, 3,7 € R. On a :

a+v=0
a(1,0,1) +6(0,1,1) +¥(1,1,0) = (0,0,0) <= ¢ B+~v=0
a+3=0
a+B+2y=0
— B+~v=0
a+B=0
7=0
— 6=0
a=20

D’ou le résultat.
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Exercice 13 Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et g un endomorphisme
de E. Montrer les équivalences suivantes :

Ker(g) = Ker(g?) < Im(g) = Im(g?)
< E = Ker(g) ® Im(g).

Solution.
e Notons qu’on a toujours Ker(g) C Ker(g?) et Im(g?) C Im(g). En effet :
r € Ker(g) <= g(x) =0= ¢*(z) =0<+= x € Ker(g?).
Etz€Im(¢?) <= 3w € E, 2 =g¢*z) = Jy=g(x) € E, 2 =g(y) < 2z € Im(g).
e Montrons que Ker(g) = Ker(g?) <= Im(g) = Im(g?).
On a, dim E = dim I'm(g) + dim Ker(g) et dim E = dim Im(g?) + dim Ker(g?).
Donc, dim I'm(g) + dim Ker(g) = dim I'm(g?) + dim Ker(g?).
- Si Im(g) = Im(g?) alors dim Ker(g) = dim Ker(g?). Dans ce cas, puisque
Ker(g) C Ker(g?), on obtient Ker(g) = Ker(g?).
- Si Ker(g) = Ker(g?) alors dim Im(g) = dim Im(g?). Dans ce cas, puisque
Im(g?) C Im(g), on obtient Im(g) = Im(g?).
e Montrons que : Im(g) = Im(g?) <= E = Ker(g) ® Im(g).
=) On suppose que Im(g) = Im(g?). Montrons que E = Ker(g) ® Im(g).
On a dim F = dim I'm(g) + dim Ker(g), il suffit donc de montrer que
Ker(g) NIm(g) = {0g}. En effet,
soit z € Ker(g) NIm(g). Il existe x € E tel que g(z) =0r et z = g(z).
Ainsi, g?(z) = 0g. Donc, z € Ker(g?).
Cependant, puisque Im(g) = Im(g?), on a Ker(g) = Ker(g?). Par suite, x €
Ker(g) et z = g(z) = 0g. On en déduit que Ker(g) N Im(g) = {0g}.
<) On suppose maintenant que E = Ker(g) ® Im(g), et on montre que :
Im(g) = Im(g*).
D’aprés ce qui précéde, il suffit de vérifier que Im(g) C Im(g?). En effet,
siz € Im(g) alors il existe y € E tel que z = g(y). Or E = Ker(g)®Im(g), donc
il existe z; € Ker(g) et x2 € E tels que y = x1 +g(x2). Ainsi, z = g(z1+9g(z2)).
Du fait que g est linéaire, on obtient z = g(x1) + (g o g)(72) = g*(x2) (car
x1 € Ker(g)).
Finalement, z € Im(g?), ce qui achéve la preuve de l’exercice.

Exercice 14 Soient E un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E. Pour un entier
naturel k& donné, on pose Nj, = Ker(f*) et I, = Im(f*) (avec la convention f0 = Idg ).

1) Montrer que : Yk € N, (N C N1 et Ip4q C Iy ).
2) Montrer que : Vk € N, (Ny, = N1 = Ngy1 = Npgo ).

Dans ce qui suit, on suppose de plus que E est de dimension finie n.
3) a) Montrer que : Ip € N tel que Vk € N, on a :

k<p= Ni G Npu
6tk2p2> Nk:Nk+1-
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b) Montrer que p < n.

4) Montrer que :

E<p= I 2 Iy
etk>p= Ik:Ik—i-l-

5) Soit dy = dim I. Montrer que la suite (dy — dg11)ren est décroissante (en d’autres
termes la suite des images itérées décroit de moins en moins vite, ou aussi les noyaux
itérées croit de moins en moins vite).

Solution.

1) Soient k un entier naturel et  un élément de E.
eOnaze N, = fF(2)=0
= f(f*(x)) = £(0)
= f* () =0
— T c Nk»Jrl.
Donc, Vk € N, Ny C Ngy.
eOnazclyy = ek z=ft(y)
— (= f(y) € E, v = f4(2)
— x € I.
Donc, Vk € N, Ik+1 C Ii.

2) Soit k un entier naturel. Supposons que Ny = Niy1 et montrons que Ngy1 = Niio.
On a déja Niy1 C Niio. Montrons que Niyo C Niiq.
Soit x un élément de F.
Onax € Npyg = fF2(2) =0
= M (f(x) =0
= f(z) € Ngy1 = Ny,
= f*(f(x)) =0
— fFl(2) =0
— T c NkJrl.
3) a) Ona {0} = Ng C N; C Na---. Supposons que chacune de ces inclusions soit
stricte. Alors,
0=dim Ny <dimNy <dimNy---

Donc dim N7 > 1, dim Ny > 2 et par récurrence, Vk € N, dim N, > k. En
particulier, dim Ny > n+1 > n = dim F, ce qui est impossible. Dong, il
existe k entier naturel tel que Ny = Ng11.

Ainsi, 'ensemble {k € N, Ny = Nji1} est une partie non vide de N. Donc
{k € N, N, = Nj11} admet un plus petit élément; soit p le plus petit des
entiers k tels que Ny = Ngyq.

Par définition de p (et méme si p = 0), pour k < p, N & Njp11. D’autre part,
d’aprés 2) et puisque N, = Np41, on montre par récurrence que pour tout
k> p,ona N = Np.

b) Si p =0 (ou encore si f est surjectif), on a p < n. Sinon,

0<dimN; <---<dimN,
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et donc, par récurrence, pour k < p, on a dim N, > k. En particulier
p < dim N, < n.
4) Puisque Ny C Ngi1, Ix11 C I et que dim E < +o0, on a :

N = Nk—i—l <— dim N = dime_H
= n—rg(f*) = n — rg(f+)
<~ dim [ = dimIk+1
<~ I = Ik—l—l-

Donc, pour k < p, I 2 Ixy1 et pour k > p, I = I 1.
5) Soient k un entier naturel puis gi la restriction de f & I. D’apres le théoréme du
rang,
d, = dim I}, = dim Ker(gg) + dim Im(gy).
Maintenant, I'm(gx) = gx(Ix) = f(Ix) = Ix+1 et donc dim Im(gx) = dg41-
D’autre part, Ker(gx) = Ker(f/;,) = Ker(f) N I.
Ainsi, pour tout entier naturel k,

dp — di11 = dim(Ker(f) N Ik).

Puisque la suite (I;)ren est décroissante pour linclusion, alors la suite d’entiers
naturels (dim(Ker(f) N Ix))ken = (dx — di+1)ken est décroissante.

Exercice 15 (Facultatif) Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie notée n. Soit
u un endomorphisme de F.

On dit que w est nilpotent si et seulement si Ik € N* tel que u* = 0 et on appelle alors
indice de nilpotence de u le plus petit de ces entiers k.

Par exemple, le seul endomorphisme u, nilpotent d’indice 1 est ’endomorphisme nul.

1) Soit w un endomorphisme nilpotent d’indice p. Montrer qu’il existe un vecteur zp de
E tel que la famille (zg, u(zo), - - - ,uP~ (z0)) est libre.

2) Soit v un endomorphisme nilpotent. Montrer que u™ = 0.

3) On suppose dans cette question que u est nilpotent d’indice n exactement. Déterminer
rg(u) (utiliser 'exercice précédent).
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Chapitre

Les systémes linéaires

Exercice 1

Résoudre, par la méthode de pivot de Gauss, les systémes linéaires suivants :

1) (51)2 x
2x
2) (S2): { 2x
3x
3) (S3): { 2x
4) (54) : { x
2x
5) (S5) { 2;?
5x
Solution.
1
1) (S1) ~ 1
2
Ly —4L4

++ +++ +++

++

++ +

Y
5y
Y
Y
3y
Ty
2y
Y
4y
Y
5y
2y
3y
Y
4y
6y

o+t o+

+ +

z = 0
= 3
z = 1
3z + 2t =
4z + t =
z — 6t =
z =1
22 = 2
7z = 3
z =0
2z = 3
z =1
2z = -1
4z = 3
2z = 4
10z = 10
~ Ly —1Iy
Ly —2I4
-11 0
-1 =11~
5 7

50

-1

1 -1
-1
4 1
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On peut remarquer que toutes les inconnues sont principales, on aura donc une so-
lution unique.

Le systeme devient :

— _ T 2
r +y — z = 0 r=z-y=g-5=1

(S1) y — 2z = -1 = y:—l—i—z:—l—l—%:%

¢ o= 3 s=1

~1

DoncS:{(l,%,%)}

1 1 3 2 ]2 1 3 2 |2
2) (So)~ 2 3 4 1 | -1~ Ly—2L;| 0 -2 -3 3
3 71 6|6 L3—3L1 \ 0 4 —8 —12] 12

On peut remarquer que Lg = 4L9, on peut donc supprimer Lo ou L3 ( puisqu’il s’agit
de la méme équation ), sinon, L va s’annuler par calcul (L < 0=0).
On obtient dans ce cas :

] 1 3 2| -2
(S2) ~ 0 [1] -2 -3 3

Ls—4L, \ 0 O 0 0 0

y — 2z — 3t = 3 y=342z+ 3t
On obtient alors S = {(—5 — 5z — 5t,3 4+ 2z + 3t,2,t) / z et t € R}.

. = 55z 5t
(52):{x+y+3z+2t 2:{90 z

2 —1]1 2 -1
3) (Sg)f\' 2 1 2 2 |~ Lg—2I14 0 -3 4
1 -4 7|3 Ls—L; \ 0 —6 8 |2
2 -1]1 2 -1
~ 1[0 410 |~ 0 -3 0}
0 -6 8 |2 L3+6L, \ 0 0 0

On a un pivot 2 au second membre. Donc S = (). En effet, le systéme (S3) devient

z+2y—z=1
(S3) : —%z:()
0=2.
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1 1 -1]0 1 -1]0
4) (54) % 1 ) 213 |~ Lo — Ly 0 4 —-113
2 -2 -—-11|1 Ly—2L; \ 0 -4 1 |1
1 —1]0 1 1] 0
~dn| o [ -1 0 [ -1
0 —4 1 |1 Ly+4Ls \ 0 0 0
On a un pivot 4 au second membre. Donc S = (.
1 -3 -2 |-1 -3 -2 -1
2 1 -4 3 Ly—2Li {0 7 0|5
5) (S5) ~ 2
1 -2 | 4 Ls—Li [ 0 7 0|5
5 —10 | 10 Ly—50L, \ 0 21 0 |15

On peut remarquer que Lo = L3 = éL4, alors on peut supprimer deux lignes d’entre
elles (puisque les trois lignes signifient la méme équation).

1 -3 -2 -1 1 -3 -2 | -1
(S5) ~ s |-
0 7 0|5 l,\o 1 032
Et le systéme (S5) devient alors :
zT—3y—2z2=-1 x:—1+3y+22:2z+§
5 - 5
) =7 Yy=x.

Par suite S = {(2z+ £,2,2) / z € R}.

Exercice 2
Résoudre, par la méthode de Cramer, les systémes linéaires suivants :

2z — Sy + 4z = -3
1) (S1): r — 2y + z = 5
- 4y 4+ 6z = 10.
2¢ — by + 4z + t = =3
2) (So): z - 2y + z — t = 5
- 4y 4+ 6z + 2t = 10.

Solution.
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1) Résolvons le systéme (S7) par la méthode de Cramer,

2 —

(S1):¢ © —
2

— A=detA=|1
1

5y + 4z = -3 2 —5 4 x
2y + 2z = 5 =11 -2 1 y
4 + 6z = 10 1 —4 6 z
—_————————
A X
-5 4
—2 1| =14#0.
—4 6

(A est une matrice carrée inversible, donc (S7) est un systéme de Cramer, par
suite (S7) admet une solution unique).

-3 =5 4
- A, =15 =2 1| =124.
10 —4 6
2 -3 4
1 10 6
2 -5 -3
1 -4 10
Ay _ 124
=N T
Slymgor = s
_ A, _ 31
FEATT

2) Résolvons le systéme (S2) par la méthode de Cramer

2¢c — by 4+ 4z 4+ t = -3 2 -5 4 1

(S9):d = — 2 + 2z — t = 5 —= |1 -2 1 -1
Il
A

— A est non carrée = (S2) non de Cramer.

— Cherchons donc le plus grand systéme de Cramer (S) C (S2); ce qui revient &
chercher le plus grand déterminant non nul inclus dans A. ( On peut avoir plus

d’un choix).
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2 _§5 4 2 — 5y + 4z = -3 — t
— A=1|1 -2 1|=1#0. Donclesysttme{ = — 2y + =z = 5 +
1 -4 6 r — 4y + 6z = 10 — 2t

est de Cramer.

( Attention! le dernier systéme obtenu a pour inconnues, x,y et z. Le t n’est pas
une inconnue. Par contre, (S2) a pour inconnues x,y, z et ¢ ).

—-3—-t =5 4
Ay Ay
e A - = 16t + 124
T= N 1 5+t 21 +
10-2t —4 6
2 -3—-1 4
Ay Ay
e e N =0t +75
— Sy A 1 1 5+t 1 +
1 10-2t 6
2 -5 —-3-t
A, A,
z A 1 1 2 5+t +
1 -4 10-2¢

Donc S = {(16t +124,9t + 75,3t + 31,t) / t e R }.

Exercice 3
Reésoudre, par la méthode de Gauss, puis par celle de Cramer, le systéme linéaire suivant :

T + y + 2z 4+ 2t = =2
(S)Y:¢ 2z + 3y — =z + t = 1
z + 2y — 3z + =
Solution.
Méthode de Gauss :
2 2] -2 1 2 2]-2 12
()~ |2 1 1| 1|~ Ls|1 2 =3 1|0 |~ Le—L; |0 -5
-3 1] 0 Ly\2 3 -1 1|1 Ly—20L; \0 1 —5
1 2 2| -2 12 2| =2
~ -5 —1] 2 [~ 0 -5 -1 2
Ly—Ly\0 0 0 -2 i3 \0 0 0 -3
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(S) devient :

T 4+ oy + 2 + 2 = -2 x=—Tz+ 3
y — 5z — t = 2 <+ y:5z+%
o= =3 t=—3

3-

S = {(—72 + %,52 + %,z, —%) / z € ]R}, il y a une infinité de solutions.

Méthode de Cramer : (s’applique aux systémes dont la matrice associée est carrée et
11 2
inversible). On a : A = |2 3 1| = 2. Considérons donc le systéme de Cramer a trois
1 21
variables x,y et t.
r + y + 2t = =2 - 2z
2 + 3y + t = 1 4+ =z
r + 2y + t = 3z
—2-2z 1 2
—Ay,=| 14+2z 3 1|=14z+1
3z 2 1
1 —2—-22 2
Ay=12 1+2z 1/ =10z+1
1 3z 1
11 -2-22
At =12 3 142 = —3.
1 2 3z
A, —14z+1 1
= "= =79 —
T A 5 z+ 5
10z +1 1
Donc =—Y = =5y 4 =
N 2 FT 3
poBe_ 3
LA 2
On obtient alors S = {(—7z + %,57: + %,z, —%) / z € R} )
1 2 2
Remarque : On peut choisir un autre det : A = |2 —1 1| = —10. Et la solution sera
1 -3 1
en fonction de y.
(S) devient :
r + 2z 4+ 2t = =2 Y
2 — 2z + t = 1 — 3y
r — 3z 4+ t = =2y
A, =14y — 12
A, =—-2y+1  On obtient alors S = {(—%y—F g,y, %y - %, —%) / z €R}.
Ay = 15.
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Exercice 4
Discuter les valeurs du parameétre réel m pour résoudre les systémes linéaires suivants :
x - 2y — 2z 4+ t =1
) 2 y - 2z — =
1) (51): — 3y + 2t = -1
r — 4y — 2z 4+ 3t = m
z + 2y — 2z =1
2) (S2):% 2z + y + 2z = 2
z — 4y + Tz = m
z + y + mz = 0
3) (S3): r + my + z =1
mr + y + 2z =1
r + 2y + 3Imz = 1
4) (Sg): ¢z + (m+1l)y + Bm+1)z = 2
z + 2y + 2mz = 0
Solution.
1 -2 -1 11 -2 -1 1 1
2 -1 -2 —-1]0 Lo—2L;1 0 3 0 -3| -2
1) (S1) ~ 2o
1 -3 0 2 | -1 Ly — L, 0o -1 1 -2
1 -4 -2 3 m Ly— L, o -2 -1 2 |m-—1
-2 -1 1 1 -2 -1 1 1
. ~Ls| o0 -1 =12 | 0 -1 —1] 2
Ly 1| 0 3 0 -3| -2 L3—3Ly | 0 O 3 0 -8
0 -2 -1 2 |m-1 Ly+2L, \0 0 -3 0 |m+3
On peut faire L3 + L4, sinon on poursuit la méthode de Gauss :
-2 -1 1 1 -2 —1 1 1
- 0 -1 -1 2 | 0 -1 -1 2
sl o o o| -3 0 0 o| -8
0 0 -3 0 |m+3 Ly+3L3 \0 O 0 0 |m-—5

Sim#5 (m—5#0), alors S = 0.
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Sim=5 (m—>5=0), alors le systéme devient :

v - 2y — z + t = 1 c=1+42y+z—t=t—23
y — z — t = 2 g )
_ 8
0 = 0 Z——g.

Par suite S = {(t —3,t — %, —%,t) / t € R}, il y a une infinité de solutions pour le
systéme (S7) si m = 5.

Remarque : On pourrait remarquer que x,y et z sont des inconnues principales
pendant que t est une variable secondaire. Par suite x,y et z seront exprimées en
fonction de t.

2) (S2) peut étre représenté matriciellement comme suit :

2 —1]1 2 —1] 1 2
2 1 2| 2|~ Ly-2L;|0 -3 4| 0 |~ -iL,]|o0
1 —4 7 m L3 —Ll 0 —6 8 m—1 0 —6

2 1
~ 0 [ -4 o
L3+6Ls \O 0O 0 |m-—1
Le systeme devient :
T + 2y — z = 1
(S2) y - %z = 0
0 = m-1
Sim#1 (m—1#0), alors S = 0.
Sim=1 (m—1=0), alors le systéme (S2) devient :
r + 2y — z =1
A r + 2y — z =1
(S2) ~ y — 32 = 0 < A
y — 3z =0
0 =0
x:1—2y+z:1—gz
<~

yz%z.
Donc S = {(1—§z,§z,z) /zER}.
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1 m|o0 1 m |0
3) (S3) ~ 1 m 1|1|~ Ly—1IL 0 m—-1 1-m |1
m 1 1|1 Ly—mL; \ 0 1—-m 1-m?|1
0
(%)
Sim—1#0 (m#1)
1 m 0
(S5) ~ byl | 0 1|
0 1-m 1-m?| 1

1 m 0
~ o 0|
L3 — (1 — m)LQ 0 0 (1 — m)(2 + m) 2
(*T*)
Si24m#0 (m# -2)
1 m 0
(S) ~ 0 A=

T + y + mz = 0 L= "T=m)@+rm)
_ 1
Done (S) : voooE T ma =S =) EEm)
© T Tmem 2= )
— 2
Bt 5= {( a (17m7)?2+m) ? _(17m3?2+m) ? (17m)(2+m))}‘
Sim+2=0 (m=-2)
Vaut mieux remplacer m = —2 dans la derniére matrice (**) obtenue juste avant de
discuter le cas m + 2 # 0.
On obtient :
1 m 0
(S) ~ 0 -1| L5 |=S5=0, car:
0 0 0
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r + vy + mz = 0
(5): y = 2 = ma
0 = (impossible).

(Ceci puisqu’on a un pivot au second membre).
Sim—1=0 (m=1)

On remplace m = 1 dans la derniére matrice obtenue (x) juste avant de discuter le
cas m — 1 # 0. On obtient :

1 1 110
(Sg)f\v 0 0 0|1
0 0 01
r +y + z =0
. B r + y + z =
(S3) : 8 B 1 (:>{ 0 = 1 (impossible).
Donc S = (.
Conclusion

e Sim e {—2,1}, alors S = (.
e Sime R\ {—2,1}, alors la solution est unique.

4) (Sy) est représenté sous la forme matricielle comme suit :

1 2 3am x 1
(Se)~ |1 (m+1) Bm+1)|]|y|=12
1 2 2m z 0
A X B
1 2 3Im 1 2 3m
— det(A4y) =1 (m+1) Bm+1)|=Ly—L; |0 (m—1) 1
1 2 2m Ls—L41]0 0 —-m

=—m(m—1) =m(1l—m).

(S4) est un systéme de Cramer <= m(m — 1) # 0 <= m # 0 et m # 1. Dans

ce cas :
1 2 3m 1 2 3m
(m—3) (1-3m)
— Az =12 (m+1) Bm+1)|=Ly—2L;|0 (m—3) (1-3m)|= 5 )
m
0 2 2m 0 2 2m

=2m(m —3) —2(1 —3m) = 2m? — 6m — 2 + 6m = 2m? — 2 = 2(m? — 1).
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11 3m Li—Lil0 1 m Lo
Ay_l 2 (3m+1) =Ls—L3|0 2 (m—|—1)=2 (m+1):1—m.
10 2m 10 2m
1 2 1 Ly —L3|0 0 1
b 1 (m+1)
A,=|1 (m+1) 2= 1 (m+1) 2:1 5 =1-—m.
1 2 0 1 2 0
A, 2(m—1)(m+1) 2(m+1)
xr =
det(Ay,) m(1—m) m
R s 1-m 1
Y det(A,,) m(l—m) m
A, 1-m _i
: det(4,,) m(l—m) m

Done { (-2

1
m m
m ¢ {0,1}.
Sim e {0,1} :

) } est la seule solution du systéme (Sy) lorsque

1
"'m

e Sim =0, alors :

1 20 x 1
(S))~ |1 1 1 yl =12
1 20 z 0
—_————— =
Ao X :
1 : :
Ona A= ) | = —1 # 0. Considérons donc le systéme & deux variables z et y.
r + 2y = 1 x = 1-2(z—-1) = 3-22
<~
T + Yy = 2—=z y = z—1.

Donc S ={3—2z,2—1,z) / z € R}, il y a une infinité de solutions.

e Sim=1, alors :
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1
Ona A= ) ‘ = —1 # 0. Considérons donc le systéme & deux variables x et z.
r + 3z = 1-2 r = —2y+1)
{x + o4z o= 2-2 <:>{z = 1

Donc S ={-2(y+1),y,1) / y € R}, il y a une infinité de solutions.
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