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Corrigé de l’examen d’analyse II

Exercice 1. (4=2+2)
1. Soient u et v deux fonctions de classe C1 sur le segment [a, b]. Alors∫ b

a

u(x)v′(x) dx =
[
u(x)v(x)

]b
a
−
∫ b

a

u′(x)v(x) dx.

2. Par une intégration par parties, on obtient∫ π
2

0

x sinx dx =
[
− x cosx

]π
2

0
−
∫ π

2

0

− cosx dx = 0 +
[
sinx

]π
2

0
= 1.

Exercice 2. (8 = 4× 2)
Soit (E) l’équation différentielle linéaire du premier ordre :

(E) : 2x(1 + x)y′ + (1 + x)y = 1

1. L’équation homogène associée à (E) s’écrit sur ]0,+∞[, 2x(1 + x)y′ + (1 + x)y = 0, sa
solution est de la forme

y0(x) = Ce
−1
2

lnx = C
1

eln
√
x
=

C√
x
, C ∈ R.

2. Effectuons le changement de variable t =
√
x qui est une bijection de classe C1 de ]0,+∞[

dans ]0,+∞[. on a dx = 2t dt, donc

∫
1

2
√
x(1 + x)

dx =

∫
1

2t(1 + t2)
2t dt = arctan t+ C = arctan

√
x+ C, (C ∈ R)

3. Par la méthode de variation de la constante, on obtient

C ′(x) =

√
x

2x(1 + x)

d’après la question précédente, C(x) = arctan
√
x convient et une solution particulière de

(E) est donnée sur ]0,+∞[ par

yp(x) =
C(x)√

x
=

arctan
√
x√

x



4. L’ensemble des solutions de l’équation complète (E) sur ]0,+∞[ est

S = {x 7→ arctan
√
x√

x
+

C√
x
, C ∈ R}

Exercice 3. (8 = 4× 2)
1. Par une décomposition en éléments simples de la fraction (ou bien par un calcul direct en

partant de l’expression du membre à droite...) on vérifie aisement que pour tout x > 0,

1

x2(1 + x)2
=

1

x2
− 2

x
+

1

(1 + x)2
+

2

1 + x

2. Sur ]0,+∞[, on a par linéarité de la primitivation∫
dx

x2(1 + x)2
=
−1
x
− 2 lnx+

−1
1 + x

+ 2 ln(1 + x) = 2 ln

(
1 + x

x

)
− 1

x
− 1

1 + x

3. En déduit que pour u ∈]0,+∞[, on a∫ u

1

dx

x2(1 + x)2
=

(
2 ln

(
1 + u

u

)
− 1

u
− 1

1 + u

)
−
(
2 ln(2)− 1− 1

2

)
En faisant tendre u vers +∞ on obtient la convergence l’intégrale généralisée I et

I =

∫ +∞

1

1

x2(1 + x)2
dx

= lim
u→+∞

(
2 ln

(
1 + u

u

)
− 1

u
− 1

1 + u

)
−
(
2 ln(2)− 1− 1

2

)
=

3

2
− ln 4

4. En remarquant que la fonction est positive sur ]0,+∞[ et que pour tout x > 0 on a
e−2x ≤ 1 il vient

e−2x

x2(1 + x)2
≤ 1

x2(1 + x)2

Comme I converge, J converge aussi par le critère de comparaison.
Remarque : On pourra utiliser d’autres comparaisons sur [1,+∞[ comme par exemple :

• e−2x

x2(1 + x)2
≤ e−2x et justifier la convergence de J1 =

∫ +∞

1

e−2x dx en utilisant la

définition...
• e−2x

x2(1 + x)2
≤ 1

x2(1 + 1)2
≤ 1

4

1

x2
et utiliser la convergence de l’intégrale de Reimann∫ +∞

1

1

x2
dx..

Fin.


