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Corrigé de 'examen d’analyse 11

Exercice 1. (4=2+2)

1. Soient u et v deux fonctions de classe C' sur le segment [a,b] (1pt) Alors

b b
/ w(z)v'(z) de = [u(x)v(x)]z —/ ' (z)v(x)dz  (1pt)
2. Par une intégration par parties, on obtient

/ln:cda::[:cln:cﬁ—/ d:c:e—[x}izl. (2pt)
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Exercice 2. (8 =4 x 2)

1. Par une décomposition en éléments simples de la fraction on vérifie que pour tout z > 0,
(0,5 pt pour chaque coefficient)
4 a b cx+d 1 -1 -2

x4—1:x—1+x+1+1+x2:x—1+x+1+1+x2

(ou bien par un calcul direct bien détaillé (2pts)...)
2. Sur |1, 400, on a par linéarité de la primitivation (2pts)
r—1
r+1

/f(:z:) de =In(x —1) —In(1 + ) — 2arctanz = In ( ) — 2arctanx

3. En déduit que pour u € [2, +00[, on a

“ -1 2—-1
/2 f(z)dzr =1n (Z+ 1) — 2arctanu — In <m> + 2 arctan 2

En faisant tendre u vers +o0o on obtient

+0o0
I= f(z)dx
2
—1 2—-1
= lim In Y — 2arctanu — In [ —— | + 2 arctan 2

=0—7m7+In3+2arctan?2

d’ou la convergence de I (1pt) et sa valeur I = —m + In3 + 2 arctan 2 (1pt).

Remarque : Pour la convergence, on peut utiliser I"équivalence de f et — au voisinage de
x

+oo
+00 en plus de la convergence de l’intégrale de Reimann / — etla linéarité..(1pt)
1z



4. En utilisant la question 2. on obtient pour v €]1, 2],

2 1 —1
/v f(z)dx =1n (§) —2arctan2 — In (Z?) + 2arctan v

En faisant tendre v vers 17, il vient
2
J = / f(z)dx
1

) 1 v—1
= limIn|{=)—2arctan2 — In + 2arctanv
v—1+ 3 v+1

ainsi J diverge. (2pts)
Remarque : On pourra utiliser des critéres (de comparaison ou d’équivalence) pour les
fonctions positives...

Exercice 3. (8 =4 x 2)

1. L’équation sans second membre associée a (F) s’écrit y” + 2y’ +y = 0, sa solution est de
la forme (& écrire 1’équation caractéristique...)

yp(x) = (ax + B)e™™, o, B R (2pt)
2. En calculant les dérivés premiére et seconde de y; (1pt) et en portant dans (E), on obtient
i+ 2+ =3¢ (pt)

3. Une solution particuliére de y” + 2y’ +y = 2% est une fonction polynoéme de degré 3 de la
forme
yo(r) = az® + ba® + cx + d

En calculant les dérivés premiére et seconde de ys, en portant dans (E) et en identifiant
les polynomes, on obtient

a=1b=—6,c=18,d=—-24 (0,5 x 4)
4. Par le principe de la superposition des solutions, y; + y2 est une solution particuliére de

(E).(1pt)
L’ensemble des solutions de 'équation compléte (E) sur |0, +oo[ est

1
S={z— (ax+ P)e " + 5621 + 2% —62° + 187 — 24, «a,B€R} (Ipt)

Fin.



