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Généralite sur les fonctions

I.1 Notion d’'intervalle

On appelle intervalle réel, un sous ensemble de R
contenant tous les nombres réels compris entre deux
nombres réels a et b, (a < b), comme suit:

* [a,b] = {x € R/ a < x < b}, (Intervalle fermé),

Exemples:
125]={x€eR / 2<x <5}

[-39]={x€ER /-3 <x<9)



/>
-la, b[;{}(:;&,éaﬁg_b, (Intervalle ouvert), /

Exemple:

1—-16[={x eER/—1< x < 6}

* [a,b[= {x € R/ a < x < b}, (Intervalle semi-ouvert a
droite),

Exemple:

1,8[={x ER/1<x < 8)

*Jla,b] = {x € R/ a < x < b}, (Intervalle semi-ouvert a
gauche),

Exemple:

1-27]={x€R /-2<x<7)}

* [a,+o[={x €ER/x = a},
Exemple:

Bel lieer i e e e



* la,+o|[={x ER /x > a},
Exemple:

|3, +o[={x € R/ x > 3}

*]—,al={xeR/x < a},
Exemple:

| —o0 2l ={xeERx= 2}

] —o,al={xER/x < a},
Exemple:

] =00, =3[={xeR/x < -3}

] — o0, +oo[= R



Les sous ensembles de R sont ou bien des intervalles

types précédents ou des réunions des intervalles de types

précédents.
Exemples: A =[2,4|U]6,10] ; B=] — 5,0{u]1,3]

I.2 Fonction et application

Soient E et F deux sous ensembles de R,

On appelle fonction numérique d'une variable réelle de E
vers F toute "correspondance” entre E et F, telle que
chaque élément de E admette au plus une image dans F.
On note

[iE—>F

x = f(x)

f est dite application si chaque élément de E admet une
image et une seule dans F.



Soient a) = b, alors
a est dit antécédent de b par f
b est dit image de a par f.

Et les nombres réels de F qui possédent au moins un
antécédent par f constituent I'ensemble image de f, que
I'on note Im(f).

flay) = bs
f(az) = b,
f(as) = be
f(as) = bs

Im(f) = {b3, by, bs}

Par exemple : b; est 'image de a, ; a, et a; sont les
antécédents de b,




.3 Domaine de définition e
Soit f:R > R une fonction, on appelle domaine de

définition de f, et on note D, , I'ensemble des x € R
possédant une image par f :

D = {x €R /3y € Rvérifiant f(x) = y}

Propriétés:
Une fonction devient une application sur son domaine de
définition Dy.
Im(f) = f(Dy)
L'ensemble des points (du plan cartésien) de

coordonnées (x,f(x)), ou x€Dr , est la courbe
représentative de f , dite graphe de f

Gr = {(x, f(x))/ x € D¢},




Exemples: /

1. Soit f(x) = ldg(x) = x
Idy est dite fonction identite, on a D;;, = R.

2. Soit f(x) =+/x,0ona Dy = R"
3. Soit f(x) = 4x% -9,
on doit avoir 4x* —9 >0,

ou d'une fagon équivalente
2 >

SO

D’ou



et par suite

Ainsi

4. Soit f(x) =

2x+2#0
Ainsi

D’ou

Et par suite

D = =

f _] ) 2 ] [2’ [

erSil faut avoir x+5>0et
v )

= o5 o e ]

x € [-5,—1]U] — 1,400]

Df = [-5,—1[U] — 1, + o[
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I.4 €omposée de deux fonctions

Soient E, F et G trois sous ensembles de R, et soient
f:E - F etg:F - G deux fonctions. Par définition, la
fonction composée g o f est définie de E — G par

gef(x) =g(f(x)) Vx€E
Proprieétés:
1. Soient f:E - F; g F - G et h:G = H alors:
(g gy )
2. Soit f: E — F alors
{f o [dp(x) = f(x)
Idp o f(x) = f(x)

3. La composée n'est pas commutative en général
gof = | o7



II. Propriétés d'une fonction ——

I1.1 Majorant, Minorant
Soient Iun intervalle et f: I — R une fonction.
Définition:
On dit que la fonction f est majorée sur [ s’il existe un
réel M tel que
VxelL f(x) <M.

On dit alors que M est un majorant de f sur [.

On dit que la fonction f est minorée sur [ s’il existe un
réel m tel que

Vxel f(x)=2m.



//’
On dit quelafonction f est bornée sur I s'il existe deux réeels
M, m € R tels que:

Vxel,m< f(x) <M.

On dit alors que m est un minorant de f sur /.

Remarques:
Un majorant n'existe pas toujours.

Un majorant, quand il existe, n’est pas unique : en effet, si M
majore f, alors tout réel supérieur a M majore aussi f.

Mémes remarques pour les minorants.
x—1
x?%+3

Exemples: Soit f(x) =

. . ’ 1 o 14 _1
La fonction f est majorée par = et minoree par =

donc f est bornée. En effet:



Nous avons

Ce qui est vrai car

et nous avons

f) <
x—1
x2%+3
S6(x—1)<x?+3
S0<x?2—-6x+9

—

<1
6

x%—6x +9 + o +

-1

Fx) =2
— x—1 ~ -1
x2+3 — 2

S 2(x—1) = —(x%+ 3)
S0<x?+2x+1

Ce qui est toujours vrai.




II.2 Maximum, Minimum
Soient /un intervalle et f: I — R une fonction.

Définition: Soit x, un élément de I.

» On dit que f atteint un maximum global en x sur [ si:

Vx€elf(x)<f(xp).

On note max f(x) = f(xg)

» On dit que f atteint un minimum global en x sur [ si:

Vxelf(x)=f(xg).



/\/

» On dit que f admet un extremum si elle admet un
maximum ou un minimum.

M
fa) - - - - - - T

(o)} = = = = = —mm e e e e — e

m

» M est un majorant de f et m est un minorant de f;
> f(a) est un maximum global de f atteint en a;

> f(b) est un minimum global de f atteint en b.



—

Définition: Soit x, un élément de 1.

» On dit que f atteint un maximum local en x, sur J, s’il existe
g > 0 tel que

Vx€Elxyg—¢&x9+ [N, f(x) < f(xg).
Un note xe]xoﬂ,calcgg+e[nlf(x) = f(xO)

» On dit que f atteint un minimum local en x; sur I, s’il existe
g > 0 tel que

Vx€Elxg—¢€x9+ [N, f(x) = f(xp).

On note min - f(x) = f(xp)

XE|xXg—&Xg+E



f(c)

f(a)

f(d)

f(b)

La fonction f admet:

» Un maximum global f(c¢) atteint en c;
» Un maximum local f(a) atteint en a;
» Un minimum global f(b) atteint en b;
» Un minimum local f(d) atteint en d.



Exemple: Déterminer le maximum de la fonction

1
f(X) = e sur [ = [0,+00[
On a pour tout x € I,

2]
D'ou
1 -
X+l
Donc 1 est un majorant de f, et puisque f(0) = 1 on adonc

f(x) < f(0), Vx€l

Ainsi f atteint un maximum global en o qui vaut 1:

max f(x) = f(0) = 1



.z Parité et monotonie
Parité et Périodicité
Soit f: R — R une fonction, on dit que
festpaitesiVy e D, —x € De et f(—x) = fix)
f estimpairesiV x € Dy, —x € D et f(—x) = —f(x)
f estpériodiquesiaT ER,VXx €D, x +T €EDret f(x+T) =
f(x)

On dit alors que T est une période de f, la période de f est le plus
petit réel positif réalisant I'égalité ci-dessus.

Si T est une période de f, alors V k € Z, kT est aussi une période
de f.



//’
Remarque: Ces remarques concernent le graphe G de f:

Si f est paire, alors son graphe G; est symétrique par rapport a

I’axe des ordonnées'Y.

Si f est impaire, alors son graphe G est symetrique par rapport
a 'origine 0(0,0) du repere.

Si f est périodique et de période T, alors son graphe Gf se
reproduit I'identique tous les intervalles d’amplitude T.

Exemple:
Considérons les deux fonctions f(x) = x* et g(x) = x> définies

sur R

Nous avons f(—x) = (—x)?=x* et. g(—x) = (—x)3= —x3

= f(x) = —g(x)



1nsi

La fonction f est paire. La fonction g est impaire.
D'ou, le graphe de f, Gf est D'ou le Gf est symétrique
Symétrique par rapport a | ‘axe par rapport au centre 0(0,0)
(0Y)

0(0,0)
X
0(0,0)




La fonction f(x) = cos(x) est| La fonction f(x) = sin(x)
paire et périodique de est impaire et périodique de
Période 2. période 2m.

costx + 2m) — cos(x) sintx + 2m) = sin(x)




//

Soit I un intervalle de R et soit f: I — R une application.

On dit que f est croissante sur [ si

vxi,yelx<y= f(x) < f(y)
On dit que f est décroissante sur [ si

vx,yelxsy= f(x)=f()
On dit que f est strictement croissante sur / si

¥xyeElx<y= f(x) < f(y)
On dit que f est strictement décroissante sur [ si
Ve velLx<y= f(x)> f(y
On dit que f est monotone (strictement) sur / si f est
croissante ou Décroissante (strictement) sur I.



. Limites
I11.1 Définitions

Soient f:R — R une fonction et x;,[ € R. On définit la limite de
f(x) quand x tend vers x,, lorsqu’elle existe, comme étant la
valeur que prendrait, f (x) quand x s’approche infiniment de x,.

On note lim f(x)=1

X—X

Mathématiquement parlant:

Définition: On dit que f admet [ pour limite, quand x tend vers x,,
S1

Ve>0,36>0telque Vx vérifiant |x —xy| <d= |f(x)—-1l| < ¢

Remarque: Cette définition peut étre adaptée aux cas ou
[ = oo et/ouxy = 0.



/ '

Théoreme: Si la limite de f, lorsque [ tend vers x,, existe, alors elle est
unique.

II1.2 Reégles de calculs
Soient f, g: R = R une fonction et xy € R.

Théoréme: Si lim f(x) =1l; et lim g(x) = [,, alors
X—X X—Xo

lim (f +9)(x) =1, + [
X—X

Jlim ()00 = bl

: f l4
lim =(x) ==
x—>xog( ) Iz

Ces regles peuvent s’étendre aux cas +co comme suit:



8 indéterminée
[ Sl
= 400 . 1. ., . 4 .
indéterminée m indéterminée
=0 8 indéterminée 8

_
I, e R 8 8
’ _ _ 8

- —» L . 8
indéterminée _ indéterminée
= 400 w w Tl s
+ + indéterminée
=0 . 4. .
m indéterminée 8
I, e R* 8 8 3
e T
=—® % indéterminée o
= (0]
+ m indéterminée (=)
=0 . 1. .
o o indéterminée

%
I
I
=
\—/
S~
E

o
N
1
=

lim (f + g)(x)
lim (fg)(x)
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IS Timite ecordre //

Théoréme: Soit x, € R
(critére des Gendarmes) si, au voisinage de x,, on a

90) < f() < h() et lim g(x) = lim h(x) =

alors Hm fix) = |
X—Xg

Auvoisinage de x5, ona g(x) < f(x) et lim g(x) = +oo,
X—Xo

alors lim f(x) =+
X—X
Auvoisinage de x5, ona g(x) < f(x) et lim f(x) = —oo,
X—X(
alors Ly 0] — - o
X—X0
Si lim f(x)=1;; lim gx)=1, et f(x) < g(x)
X—X( X—X0

Alors [, <1,



//\/ »

Soient I un intervalle de R, x, € I et f une fonction définie
surl,siVx €l, m< f(x) < M,et lim f(x) =1
X—X

Alors m<l=M

Théoreme:Si lim f(x) =aet llm g(y) = l alors

X—Xgo
lim g o f(x) —

X—X0o

Exercices: Calculer les limites suivantes:

) i - 4—4 1) 1 : =0 (i) li : =0
(4 mm%le— (“;EHE;U 11 i) lm ——

w) lim — = 400 v) lim — = —00.

(iv)

20t /T 20 12
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“II1.3 Limite a droite et a gauche

On dit que f admet pour limite a droiteen xg et on note : gy f(x) =1 si :

K—#Xay

ve=0,Ja>0/0<x—xp<a=>[fix)—1 <t

On dit que f admet pour limite a gauche en xg eton note : |y (%) =1 si :

E—#lay

ve=0,3 >0/ -w<x—x<0=|f(x)-1<¢

Théoreme -

limf=I © lim/® =lim =1

=Xy X—+Xay X— X



==

1I1.4 Asymptotes et branches infinies

7&

Si lym f(x) =+ alors on cherche |y —— A Plusieurs cas se présentent :
1=tz x=tm X
— J(x)
1% cas : == ; on dit que la courbe (Cy) admet une branche parabolique dansla
=+t X

direction]’axe des ordonnées. La courbe (Cy) prend l'une des 4 formes suivantes :

ty

=y




N

Jieme oo - him @ =0 ; on dit que la courbe (Cy) admet une branche parabolique dans la

¥—=tm L
direction | axe des abscisses. La courbe (C;) prendl'une des 4 formes suivantes

A
Y

\

— |
7

[




e /

3Eme cas - im LACS a =IR* ; Dans ce cas on cherche |y (f(x) —ax)

r—tm X

o *—

Si i (f(x) — ax) =b € IR .on dit que la courbe (Cy) admet une asymptote

KX—Im

oblique d’équation y = ax+b quand x — +owo (ou quand x —»-w0). La cowrbe (Cy)

prend 1'une des 4 formes suivantes :




v" 51 lym (f (x) — ax) = 20 ,on dit que la courbe (Cy) admet une branche parabolique

dans la direction dela droite d equation y = ax. La courbe (Cy) prend l'une des 4

formes smivantes -




Wi /

Continuité
7 Soitxg €Ds. On dit que f est continue en xg lorsque : Jym () = f(x;)

XX,

Définition

# On dit que f est continue sur un intervalle I — IR si f est définie et continue en
tout point x5 L.
Théoréme :

Soient f et g deux fonctions définies et continues en xg, alors :

f+g est continue en g
f=g est continue en g

v o £ IR, (of) est continue en Xy

AL T .

&1 2ixg) 7 0, alors L est continue en Xg.
g



eSS

Corollaire :
Solent f et g deux fonctions definies et continues sur un intervalle I, alors -
# f+g est continue sur I
f=g est continue sur I

>
» Yo e IR, (of) est continue sur [
>

51 g ne s annule pas sur I, alors L est continue sur I
g

Théoréeme :

Soient f et g deux fonctions définies respectivement sur [ et Jtelleque: v xe Il f(x)e]

Soit xg £ I, on suppose que :
# {est continue en xg
# g est continue en f(xg)

Alors g°f est continue en xg



T s /
De meme . si on suppose que :
# festcontinue en [

# g est continue en J

Alors g°f est continue sur J

Continuité a3 gauche et a droite
Définitions :
Soit xg £Ds. on dit que f est continue i droite en xg lorsque - |y () = fx,)

X—+Xy

On dit que f est continue i gauche en xg lorsque : |y f(2) = f(x,)

XX,



~

eoreme :

f est continue en X, < f est continue a droite et a gauche

Prolongement par continuité

Soitf: IR —= IR et soit xg & Dr - fix) s1 x €Dy

Supposons que iy f(x) =1 € IR et Posons f(x)=,

X=X,

“lsix=xg
alors la fonction f continue en xg . est appelée prolongement par continuité de f au point xg.

Remarque :

On peut prolonger f par continuité a droite (ou a gauche) en xgsi |y F(x) (ou i (=) )

XX, XX,

existe et est finie.



/ .

Theoreme (valeurs intermédiaires)

Soit f continue sur [a,b], alors pour tout y, compris entre f(a) et f(b), il existe X,<[a,b] tel que :
f(%o) = Yo

Corollaire :

Si f est continue sur [a,b] et si f(a)xf(b)<0, alors il existe ce]a,b[ tel que : f(c) = 0.



"Dérivation

Soit f une fonction et soit en X, €Dx.

7 ondit que f est dérivable en xglorsque |y ASIACE) existe et est finie, on note
X=Xy X=X,
alors £(x0) = i ()~ /(%)
X=X, =X
7 ondit que f est dérivable a droite en xg lorsque |y S0~ /(%) existe et est finie,
XX XXy
on note alors f;(x0)= im S~ /(%)
X—=x"g X=Xy
J(x)— flxg)

7 ondit que f est dérivable a gauche en xg lorsque |y existe et est

X—E—p X=X

finie, on note alors f (x0) = ]1m

e

J(x) = )
—

X



Théoreme :
f est derivable en x, < f est dérivable a droite et a gauche
Théoreme :

Si f est dérivable en x, alors f est continue en x,,.

Propriétés :
Si f une fonction derivable en X, alors f°(x,) désigne la pente (le coefficient directeur) de la
tangente a C; au point M(x,, f(x,)).
L’équation de la tangente a a C; au point M(X,, f(X,)) peut étre déterminée a I’aide de la dérivée
par :

y = (x5) (x-%o) + f(x0).



eSS

o Sif(xg)=0, alors Cs admet une tangente horizontale au point M(xg, fixg)).

J(x) = flx) _

* Silm = oo, alors Cf admet une tangente verticale au point Mixg, f(xg)).

Cas particuliers

X — X,
Opérations sur les dérivées :
Théoreme -
Soient f et g deux fonctions derivables en xg. Alors :
# (f+g) est une fonction derivable en xget (f+g) (%) = £ (xg) + g "(xg).
# fg estune fonction dérivable en xg et (fg)’'(xp) = F(xo) g(xo) Hixo) 2’ (xp).

# VoelR, uf est une fonction derivable en xg et (af)’(xp) = of’(xp) .

_ III'._:I::
# 81 f(xp)= 0 alors (‘%} est dérivableen xgeton a : (;—)’ (xp) = ’f{‘ - :,[;:zl
Lrixp

. - _ s - f _ Flixglglxg)— Flxglgrixg)
» 81 g'(xg) =0 alors (;) est dérivable en xg et (;}"' (xg) = —2 (:--:xn}}zu :

# 51f estune fonction dérivable en x; et g une fonction dérivable en fixg), alors g°f est

dérivable en xg et ()’ ( xp) = (x0) 2’ (£(x0))



Tableau des dériveées usuelles

Fonction Fonction dérivée Domaine de définition
X" (n £ IN¥) n x=! IR
kelR 0 IR
1 —1 IR*
x x2
VX 1 IR*
Eﬁ,l."';
Ln(x) 1 IR*+
x
e¥ e~ IE.
x* = g¥In(=) peIR* o x*1 [R.*+
g (¥ u’(x) e D,
In(u(x)) u' (x) {xeDyu(x)=0}
u(x)
Ju(x) u' (x) {xeDyu(x)=0}
2 u (x)
u(x)*= et lnl=) geIR* o u'(x) u(x)*! {xeDyulx)=0}




Théoreme de Rolle :
Soit f:[a,b]—>IR continue sur [a,b], derivable sur ]Ja,b[ et veérifie f(a)=f(b),

alors il existe ¢ € ]Ja,b[ / £*(c) = 0.

Théoreme des Accroissements finies :

Soit f:[a,b]—>IR continue sur [a,b], derivable sur ]Ja,b[,

Alors il existe ¢ € Ja.b[ / £(c) =222~ (e),

bh—a

Applications a I’étude de variations

Theoreme :

Soit f: I — IR une fonction derivable sur I de IR, alors :
» f croissantesur l < f’(x) >0V x e |

» T décroissante sur l < f’(x) <0V x € |

» f constantesur l < °'(x) =0V x € |



Convexité, concavité, point d’inflexion /

Soit f une fonction definiesur I~

On dit que f est convexe sur | lorsque :
Vxy el?, Vie[0l]:f(Ax+(1-1)y)< Af(x)+ (1- 1) f(y).

On dit que f est concave sur | lorsque (-f) est convexe sur |

Propriéte :
Si f est une fonction convexe sur |, alors la courbe C; est au-dessous de chacune de ses tangentes

en tout point de I.




Proposition :
Soit f une fonction deux fois dérivable sur |
festconvexesur l < Vxel f7(x)>0

festconcavesurl < vVxel f°(x)<0

Point d’inflexion :

Définition :

On appelle point d’inflexion de f (ou de C;) un point ou la courbe change de concavité.
Théoreme :

Soit f deux fois dérivable en X,, alors f admet un point d’inflexion en x, si f’ s’annule, en

changeant de signe, en X,



Exemple :

La fonction f(x) = x3. £”’(x) = 6x

Au point X,=0 £”°(0) = 0 en changeant de signe ; donc 0 est un point d’inflexion de C;.

N

¥z =0estun pointd’inflexion




Rappels sur quelques fonctions usuelles

e Népérien

Soit £: ]0+=[ = IR

X 1 In(x)
fix) = In{x) est appelée la fonction logarithme Neéperien
* D¢=]0+[
¢ fl)==

* In(l)=0 etlnie)=1
Propriétés
# %Yabe IR"tel que: axb =0 alors : In{ab) = In(ja|) + In([b[)
1n(3= In(ja]) ~In(b)
> Va=0, h1(§)= “In(a)
#» Ya=0,%vneIN,In(a") =nln(a)

# Surtoutintervalle I ou u est dérivable et ne s annule pas, on a :

La(u()) = £

ulx]



Limites remarquables

v Limhl(x}=+m - him n(x) = —

x—l

In{ I)

v’ llm = - Tn=
="
In{ x)
v =1
llﬂl x—1
. Infx+1)
v lim =1
x—0 X
v limx“hlﬂx}=[]
x—=07
Tableau de varnations
X 0 +oo
Ln(x) +
+o0
Ln(x)
~o0

/ »




a courbe de C;,




Fonction exponentielle /

Soit f:IE —]0, 4w

X 1 EXp(X)
f(x)=lexp(x) est appelée la fonction exponentielle
» Di=IR
* exp (x)=exp(x)
o exp(0)=1 et exp(l)=e
o In(expx))=xvxelk
o expinx))=xvVx=0
Propriétés :

# Yabe IR : exp(ath) =expia) = expib)

1

-

exp (a)

» exp(-a)= 7ae IR

> VabeIR explab)= "% :i

# Ta=0_,VnelIN, expin a)=(expi{a))”



Limites remarqguables

v’ Limaxp(x}:+m > hmin(x) =0

v’ qiﬂ’l E:!{iEI}=+:a:~ . Tn=0
. explx)—1

v lim =1
x—+0 X

v’ Limxﬂexpix)zﬂ ¥n e IN*

Tableau de variations

u -o0 ‘oo
exp(x)’ = exp(x) +
+oo
expix)
0




ourbe de C,,




\\

Logarithme de base a (a=0, a=l)

Pour a=0, a#1 on appelle logarithme de base a, 1'application logs :]0,+=[—=IE. telle que :

loga(x) = t—‘" 7 a=0

Cas particuliers :
> Logarithme décimal - logio(x) =
# Logarithme népérien - log.(x) = :—: =lnx
Dérivée :
7 x>0, logs (x) = - lfm

Exponentielle de base a :

Pour a=0_ a=1 on appelle la fonction exponentielle de base a, comme étant : f(x) = a*

f(x)=a"= e"lia ' a=()
Remarque :

Pour a=0, a #1, 1a fonction f(x) = a* = e*I"2 est 1a réciproque dela fonction f1{x)=log.(x)



