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Chapitre 1

Notions Topologiques dans R"

1.1 L’espace vectoriel normé R"
R™ est 'espace produit de n ensembles identiques a R, i.e

R"=Rx---xR, ou neN"
~————

n fois
Un élément x de R™ s’écrit sous la forme x = (zq, 22, ..., 2,), ol les z; sont des
réels. L’espace R™ peut étre muni d’une structure d’espace vectoriel sur R. Il suffit
de poser pour tout couple z = (x1,%9,..., %), ¥ = (Y1,Y2,...,Yn) €t pour tout
aelR:
r+y=(r1+y,r2+Ye,. .., Tnt+yn) et ax=(azr,axs,...,az,).
R™ est un espace vectoriel de dimension finie (dim R™ = n) dont B = {e1,...,e,}

est la base canonique ot e; = (1,0,...,0), eo = (0,1,0,...,0)ete, = (0,...,0,1).

1.1.1 Distances

Définition 1.1.1. Soit E un ensemble quelconque. On appelle distance (ou mé-
trique) sur E toute application d définie de E X E d valeurs dans RT, vérifiant
les propriétés suivantes :

i) Y(r,y) € EXE, d(z,y)=0&z=y (Séparation) ;

it) Y(z,y) € EXE, d(z,y) =d(y,z) (Symétrie) ;

iti) Y(z,y,2) e EX EXE, d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) (Inégalité triangu-
laire).

L’ensemble E muni de cette distance est appelé espace métrique noté (E,d).
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Exemples 1.1.2.
1. L’application définie par d(z,y) = |z — y| est une distance sur R.

2. L’application définie par d(z,y = |z —y|+ \% — i! est une distance sur R*.

, .. P _ 0 siz=y;
3. L’application définie sur £ x E par d(z,y) = | sizty est une
distance sur F appelée la distance discrete et (F, d) est un espace métrique

discret.

1.1.2 Normes

Définition 1.1.3. Soit E un K-espace vectoriel (K =R ou C). On appelle norme
sur E toute application N de E dans R vérifiant les propriétés suivantes :

i)Ve e E, Nz)=0 < z=0 (Sépara-
tion) ;

it) Ve € E, YA e K, N(Az) = |\ N(z) (Condition d’homogé-
neité) ;

ii1) Y(z,y) € EXE, N(z+y) < N(z)+ N(y) (Inégalité triangu-
laire).

N(z) la norme de x est souvent notée ||x||g ou ||z||. L’espace E muni de cette
norme est appelé espace vectoriel normé (e.v.n). On le note (E, || |).
Exemples 1.1.4.

1. La valeur absolue est une norme sur R.

2. On peut munir Iespace vectoriel R” par les normes usuelles || |1, || ||2 et
|| l|co en posant pour chaque élément x = (z1,...,x,) de R™:

n
2]l = ) |4
i=1
n 3
[z][2 = (Z 3622) (Norme euclidienne);
i=1

|z]l.o = sup |z;] (Norme sup ou infini).
i=1,...,n

3. Généralement pour 1 < p < +00, on définit les normes de Minkowski sur

R™ par
n v
llz|l, = (Z \xi]p> , Vo= (z1,...,1,) € R™.
=1
Exercice. Vérifier que les applications précédentes || ||, || ||2 et || ||« sont des

normes sur R"”.

Remarque 1.1.5.
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1. Tout espace vectoriel normé (E, || ||) est un espace métrique dont la dis-
tance est définie par d(z,y) = ||z —y||. Cette distance est appelée distance
associée a la norme || || et on a ||z|| = d(z,0) pour tout x € E.

2. On peut trouver des espaces métriques dont la distance n’est associée a
aucune norme.

Proposition 1.1.6. Soit (£, || ||) un espace vectoriel normé.
e Vx e E, |lz||>0et]|| -zl =]l
o Vry,...,x, €E, YA, ..., N €K |20 N < 58 ] |-
o Ve,ye B, [zl = llyll | < lz —yll.

Preuve. "Exercice".

Définition 1.1.7. Deux normes Ny et Ny, définies sur un méme espace vectoriel
normé E, sont dites équivalentes s’ils existent deux réels strictement positifs o et
B tels que

a Ni(x) < No(z) < B Ny(x), Vx€E.

On écrit alors N1 ~ Ns.

Exercice. Montrer que les trois normes usuelles || [|1, || [|2 et || ||co définies sur
R™ sont équivalentes.

Remarque 1.1.8. Généralement, dans un espace vectoriel normé de dimension
finie ( en particulier dans R™) toutes les normes sont équivalentes.

1.2 Notions topologiques dans R"

1.2.1 Boules ouvertes, boules fermées et parties bornées

Définitions 1.2.1. Soit a € R" et r € R7.
1. La partie S(a,r) ={x € R" : ||z —al|| =1} est appelée sphére de centre
a et de rayon r.
2. On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r la partie de R"
notée B(a,r) (ou By |(a,r) pour montrer la norme utilisée) et définie par

B(a,r)={x eR": ||z —al| <r}.

3. On appelle boule fermée de centre a et de rayon r la partic de R"
notée B'(a,r) (ou By(a,r) ou Bj (a,r)) et définie par

B'(a,r) = By(a,r) ={z € R": ||z —a|| <r}.
Remarques 1.2.2.

1. Dans le cas ot a = Ogn et 7 = 1, on parle des boules et spheres unitées.

2. Les boules (resp. sphéres) ont des formes géométriques différentes selon
les normes utilisées.
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Exemples 1.2.3.
* Dans (R[] [|1) :

S n((0,0),1) ={(z.y) €R*: [[(2.y)|h =1} ={(z,y) €R*: |a[+]y| =1}
et By 1,((0,0),1) = {(z,y) € R*: [|(z,y)|h < 1} = {(z,9) € R*: |a[+]y] < 1}.
x Dans (R% || |]2) :

S 1((0,0),1) = {(z,y) e R?: [[(z,y)]]s = 1} = {(z,y) e R* : /a2 +y2 =1}

et B 1,((0,0),1) = {(z,y) € R*: [|(z,y)|la < 1} = {(z,y) € R*: /a2 +y> < 1}.
x Dans (R?) || ||oo) :

S 1.((0,0),1) = {(z,y) € R*: ||(z,9)]]o = 1} = {(2,y) € R* : max(|z[,[y]) = 1}
et B|| Hoo((0,0), 1) = {(a:,y) eR?: ||(x>y)Hoo < 1} N {(x’y) eR?: maX(|x” |y|> < 1}'

B(0.1) . S(0,1)

B(0,1) S(0,1)
>< / L /

FIGURE 1.1 — Spheres et Boules unités pour les normes || ||1, || ||2 et || [|oo respectivement

a o

a=(0,0) et r=1I1

« Dans (B2, | [|,) avee 1< p < +o0o
Si (0,00, 1) = {(z,y) € R*: [[(2.p)ll, = (2 + [yl")F = 1}

et By 1,((0,0),1) = {(z,9) € R?: ||(z, )|, = (2P + |y")7 < 1}.

[
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Définition et propriété 1.2.4. Une partie A de R™ est dite bornée si elle est
inclue dans une boule (ouverte ou fermée). Dans ce cas, le diamétre de A est fini,
ot le diametre est défini par

diamA = sup{d(a,b) : (a,b) € A x A} < 0.

Autrement dit, A et bornée dans R™ si, et seulement s’il existe M > 0 tel que
pour tout x € A on a ||x|| < M.

1.2.2 Les ouverts et les fermés de R"”

Définitions 1.2.5.

1. On dit qu’une partie 0 de R™ est ouverte si elle est vide ou si pour tout
a € 0, il existe une boule ouverte de centre a contenue dans 6.
C’est-a-dire, 0 est un ouvert si, et seulement si, 0 = 0 ouVa € 6,3r > 0
tel que B(a,r) C 6.

2. On dit qu'une partie F' de R" est fermée si son complémentaire Gk, est un
ouvert dans R".

Remarques 1.2.6.

1. Généralement, les définitions précédentes restent les mémes dans n’importe
quel espace vectoriel normé F.

2. Les notions d’ouvert et de fermé dans R™ sont indépendantes de la norme
choisi car toutes les normes de R" sont équivalentes.

Exemples 1.2.7.

1. Les boules ouvertes (resp. fermées) de R™ sont des ouverts (resp. fermés)
dans R".

2. Toute partie finie (contient un nombre fini d’éléments) de R™ est fermée.

3. 0 et R™ sont a la fois ouverts et fermés.

Proposition 1.2.8.
i) Toute union (finie ou infinie) d’ouverts de R™ est un ouvert.
i) Toute intersection finie d’ouverts de R™ est un ouvert.
ti¢) Toute union finie de fermés de R" est un fermé.

iv) Toute intersection (finie ou infinie) de fermés de R™ est un fermé.
Preuve. "Faite au cours'

Exercice. Donner des contre-exemples pour expliquer pourquoi on ne peut pas
généraliser les résultats i7) et i) & des ensembles d’indices quelconques.

5
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1.2.3 Voisinages

Définition 1.2.9. On dit qu’une partie V de R™ est un voisinage de a € R™ si
V' contient une boule de centre a. On note par V(a) l’ensemble des voisinages de
a.
Autrement dit, V € V(a) si, et seulement s’il existe r > 0 tel que B(a,r) C V.

Exemple 1.2.10. Pour r > 0, la boule fermée B’(a,r) est un voisinage de a.

Proposition 1.2.11. Soit a € R"™.
i) SiV € V(a) alors a € V.
i) Toute intersection finie de voisinages de a est un voisinage de a.

i9i) SiV € V(a) et V.C W alors W € V(a).
Preuve. "Exercice".

Remarque 1.2.12. Dans un espace vectoriel normé F, deux normes équivalentes
N; et N, définissent la méme topologie, c’est-a-dire, les ouverts de (E, Ny) sont
des ouverts de (E, Ns) et réciproquement. Il en est donc de méme pour les fermés
et les voisinages.

1.2.4 Suites de R"

Définition 1.2.13. "La convergence dans R™"

Soit (x1)ken une suite dans R™, c’est-a-dire, xp, = (x%,... 2F) € R™ pour tout
k € N. On dit que la suite (zg)ren converge vers l € R™ si khm |z — 1| =0, ce
—00

qui signifie que
Ve >0, ANeN, VE> N ona ||z, — || <e.

Dans ce cas, la limite | est unique et on note lim xp =1 ou xp, —— L.
k—o0 k—o0

Remarque 1.2.14. Si (xj)gen est une suite de R™, alors pour toute application
¢ : N — N strictement croissante, la suite (2, )ren est appelée une sous-suite
(ou suite extraite ou suite partielle) de la suite (zx)gen-

Définition 1.2.15. "Suites de Cauchy dans R™"
On dit qu’une suite (Tg)ren d’éléments de R" est de Cauchy si

Ve >0, AN €N, tel queVp> N, YVg> N ona ||z, — x| <e.

Théoréme 1.2.16. Soit (zj)reny une suite de R", avec xy, = (af,...,2%) pour
tout k € N. La suite (zy)gen est convergente vers | = (ly,...,l,) € R™ si, et
seulement si, les n suites réelles (x%)pen, ... et (z¥)ren sont convergentes vers
ly,... etl, respectivement. On dit que la convergence dans R™ est équivalente a
la convergence composante par composante.
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Preuve. 'Faite au cours".
Remarques 1.2.17. Par le méme principe, on peut généraliser des résultats
connues pour les suites réelles au cas des suites dans R", a savoir :

1. Une suite (73)reny de R™, ott 2, = (2%,...,2%) pour tout k € N, est de
Cauchy si, et seulement si, les n suites réelles (z§)ren, ... et (%), sont
toutes de Cauchy.

2. Toute suite convergente de R™ est une suite de Cauchy. La réciproque n’est
pas vérifiée sauf dans un espace complet, ce qui est le cas pour (R™, || ||).

3. Toute suite convergente (z)reny de R™ est bornée, c’est-a-dire qu’il existe
M > 0 tel que ||xx|| < M, Vk € N. De plus || klim ]| < M.
—00

4. "Théoréeme de Bolzano-Weierstrass" : De toute suite bornée de R",
on peut extraire une sous-suite qui converge.

1.2.5 Adhérence, Intérieur et Frontiere d’une partie de R”

Définitions 1.2.18. Soit A une partie de R™.

1. L’adhérence de A, notée A (ou adh(A)), est le plus petit ensemble fermé
contenant A. D’aprés la Proposition 1.2.8, l'adhérence de A n’est autre
que lintersection de tous les fermés contenant A.

2. L'intérieur de A, noté A (ou Int(A)), est le plus grand ouvert contenu
dans A. C’est la réunion de tous les ouverts contenus dans A.

3. La frontiére de A, notée OA (ou Fr(A)), est l’ensemble des points adhé-
rents a A qui ne sont pas des points intérieurs a A. C’est-a-dire,

0A =A\A=A4An (A"

Remarques 1.2.19. Soit A une partie de R™.
e ACc Ac 4
o A est fermé si, et seulement si, A = A;
e A est ouvert si, et seulement si, A= A;
o VA = AN Ae.
Proposition 1.2.20. Soit A une partie de R™.
i) = € A si, et seulement s'il existe e > 0 tel que B(z,e) C A.
i) x € A si, et seulement si, pour tout € > 0 on a B(z,g) N A # (.

ii1) x € A si, et seulement s'il existe une suite (z3)reny d’éléments de A qui
converge vers .

iv) A est fermé si, et seulement si, pour toute suite (z)ren de A qui converge
vers xona x € A.

Preuve. "Faite au cours".
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1.2.6 Parties compacts de R"

Définition 1.2.21. Une partie K de R™ est dite compacte si elle est fermée et
bornée.

Exemples 1.2.22. 1. Les boules fermées, les spheres et les parties finies sont
des compactes de R™.

2. La boule B(a,r) = {z € R"\||x — a|| < r} n’est pas compacte car c’est
une partie non fermée et I'ensemble U = {x € R"\ ||z — a|| > r} n’est pas
compacte car c¢’est une partie non bornée.

Théoreme 1.2.23. "Bolzano- Weierstrass"
Soit K une partie non vide de R™, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i) K est compact;

it) De toute suite de K, on peut extraire une sous-suite convergente dans K.
Preuve. 11 suffit d’appliquer a la fois les 4°™¢ assertions de la Remarque 1.2.17

et la Proposition 1.2.20.

1.2.7 Parties convexes de R"

Définitions 1.2.24.

1. Soient a et b deux points de R™. On appelle segment de R™ d’extrémités
a et b, 'ensemble noté [a,b] et défini par

[a,b] = {(1—t)a+tb/te[0,1]}={att(b—a)/te[0,1]}.

2. Une partie C de R™ est dite convezxe si pour tous points a et b de C on a
le segment |a,b] est inclue dans C. Autrement dit,

Va,be C, Vt€[0,1], ona a+t(b—a)eC.

Exemple 1.2.25. Toute boule (ouverte ou fermée) de R™ est convexe.



Chapitre 2

Fonctions de plusieurs variables réelles

2.1 Préliminaires

2.1.1 Fonctions numériques de plusieurs variables

Définitions 2.1.1.

1. Une fonction numérique de n variables réelles est une application définie
sur une partie D de R™ a valeurs dans R. On écrit

f: DcCR" — R
= (r1,...,2,) — f(x).

2. L’ensemble D est appelé domaine de définition de la fonction f.
3. L’ensemble f(D) = {f(z)/ x € D} C R est appelé l'image de D par f.

4. Si ACR, lensemble f~Y(A) ={x €D / f(x) € A} C D CR" est appelé
l'image réciproque de A par f.

5. Pour tout réel o, on appelle courbe de niveau o de la fonction f, ’ensemble
C, des points de D dont "image par f vaut «, c’est-da-dire,

Co={2€D/ f(z)=0a}t=f"({a}) CR"

6. L'ensemble Gy = {(z, f(xz)) € R* xR / x € D} est appelé le graphe de la
fonction f sur D. C’est une partie de R"*!.

Exemples 2.1.2.
1.
f: R3 — R Dy =R*\{(0,0,0)}.

TYz

(,y,2) +— flz,y,2) = P12
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2. Le graphe G, de la fonction g, 3. Le graphe G}, de la fonction h, défi-

définie sur R? par nie sur R? par
g: R — R h: R* — R
(z,y) = g(z,y) =2+ 97 (z,y) = h(z,y) = 2> =y,
est représenté dans 'espace a 3 di- est représenté dans l'espace a 3 di-
mensions a la figure 2.1 mensions a la figure 2.2

FIGURE 2.1 — Graphe de la fonction FIGURE 2.2 — Graphe de la fonction
g(x,y):x2+y2 h(aj7y):x2_y2

2.1.2 Fonctions vectorielles de plusieurs variables

Définition 2.1.3. Une fonction vectorielle de n variables réelles est une applica-
tion définie sur une partie D de R™ a valeurs dans RP par p fonctions numériques
fi,..., fp définies sur D a valeurs dans R. C’est-da-dire,

f: DCR"” — RP
r=(z1,...,2,) — f(x)=(fi(z),..., fr(2)),

fi: DCR® — R vie{l,...,p}.
r=(x1,...,2,) — fi(2),

Exemple 2.1.4. On pose A = {(0,0,2) € R* / z € R}, c’est exactement I’axe
(Oz). Soit la fonction f définie par

f: R3\A — R3
X =(2y2) — [(X)=(

T Yy z )
\/x2+y2’ \/x2+y2’ \/x2+y2 :

L’image par f de la sphére unité de R3 privée de ses deux poles qui appartiennent
a A est le cylindre d’axe A et de base le cercle unité de R2.

10
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FIGURE 2.3 — La fonction vectorielle f transforme une sphére bornée a un cylindre non borné

2.2 Limite et continuité

Définitions 2.2.1. Soit f une fonction numérique de n variables réelles définie

au voisinage d’un point a = (ai,...,a,) de R™, sauf peut-étre en a.
1. On dit que la fonction f admet | € R pour limite au point a et on écrit
lim f(z) =1 si

Ve >0,3n >0 tel que ||z —al <n=|f(x)—1| <e.
2. On dit que la fonction f tend vers 400 (resp. —o0) au point a si
VA>0,39n >0 tel que ||z —all<n= f(x) > A (resp. f(z) < —A).

Exemples 2.2.2.
1. Soit f : R? — R la fonction définie par f(x,y) = 2?> — y?. On a

lim z,y) = 0.
(z,y)—(=1,1) f(@y)
2. Soit g : Rx] =%, Z[— R la fonction définie par g(z,y) = —2*+tany. On

a lim T +00.
(z,y)—=(0,%) 9(z.y) =

Proposition 2.2.3. Si une fonction numérique de n variables réelles admet une
limite en un point a, alors cette limite est unique.

Preuve. "Faite au cours'.

Remarque 2.2.4. La derniére proposition est souvent utile pour montrer que la
limite n’existe pas.

Exernple 2.2.5. Soit f : R*\{(0,0)} —> R la fonction définie par f(x,y)

On remarque que lim f(£,¢) = lim =1et lim f(t, 2t) = lim tﬁzﬁ =z,

2+y t2+t2
alors f n’admet pas de hmlte au pomt (O, 0).

11
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Proposition 2.2.6. Soient f : D C R” — R une fonction numérique de plu-
sieurs variables et [ € R. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

P fe) =1
it) Pour toute suite (zy)ren, d’éléments de D, convergente vers a, la suite
(f(xk))ken, converge vers [, c’est-a-dire, zy —a= f(xp) — l.
—00 —00

Preuve. "Faite au cours'.

Définition 2.2.7. Soit
f: DCR" — RP
r=(21,...,2,) — f(z)=(filz),..., fr(z))
une fonction wvectorielle de m variables réelles définie au voisinage d’un point
a=(ay,...,a,) de R", sauf peut-étre en a. Soit |l = (ly,...,l,) € RP.

On dit que la fonction f admet | € RP pour limite au point a et on écrit
lim f(x) =1 si

Tr—a

Ve >0,3n >0 tel que ||x —algs <n=>|f(x) —l||rer <&.
Proposition 2.2.8. Soit

f: D CR"” — RP
r=(21,....,2,) — f(z)=(filx),..., fr(z))

une fonction vectorielle de n variables réelles définie au voisinage d’un point
a=(a,...,a,) de R", sauf peut-étre en a. Soit | = (Iy,...,l,) € RP. Alors

}E}r}lf(x) = [ si, et seulement si, }jll)r}lf](x) =l Vje{l,...,p}

Preuve. "Faite au cours'.

Remarques 2.2.9.

1. L’étude de la limite d’'une fonction vectorielle est équivalente a étudier les
limites de ses fonctions composantes.

2. Les opérations algébriques sur limites des fonctions de plusieurs variables
concernant la somme, la différence, le produit, le quotient et la composition
sont les mémes que celles utilisées dans le cas des fonctions d’une seule
variable réelle.

Définitions 2.2.10. "Continuité ponctuelle”

1. Une fonction f définie au voisinage d’un point a € R™ a valeurs dans R
(resp. dans RP) est dite continue au point a si lim f(z) = f(a). C’est-a-
dire,

Ve > 0,3n >0 tel que ||x—al|lgn <n = |f(x)—f(a)] <e (resp. ||f(z)—f(a)|rr < ¢).

12
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2.

On dit que la fonction [ est continue sur un ensemble A C R™ si elle est
continue en tout point de A.

Exemples 2.2.11. "Exercice'

1.

3.

La fonction de projection p; : R — R, (i = 1,...,n), définie par p;(x) =
pi((x1,...,x,)) = x; est continue sur R™.

. La fonction norme N : R" — R définie par N(x) = ||z|| est continue sur
R™.
Toute forme linéaire sur R" est continue sur R".

Remarques 2.2.12.

1.

Soit f : D C R®™ — RP une fonction vectorielle définie par f(z) =
(fi(z),..., fp(x)). f est continue en a € D si, et seulement si, toutes les
fonctions composantes f; (j =1,...,p) sont continues en a.

. Les opérations algébriques sur les fonctions continues de plusieurs variables

concernant somme, différence,produit, quotient et composition sont les
mémes que celles utilisées dans le cas des fonctions d'une seule variable
réelle.

Exemples 2.2.13.

*

*

Une fonction polynéme a plusieurs variables est continue sur R". Par
exemple, la fonction f(z,y,2) = 2%y + zyz® + x2% est continue sur R3.

Une fonction rationnelle de plusieurs variables est continue en tout point
ou le dénominateur ne s’annule pas. Par exemple, la fonction f(z,y, z,t) =
I2yz+y2;§if§2t+‘”yt2 est continue sur Dy = {(z,y,2,¢t) ER* /2 #0 ou t #
0}.

Les fonctions fabriquées a 'aide des fonctions usuelles de R dans R, par
composition et d’autres opérations algébriques sont continues sur leurs

e® cos y++/x2+y?
In(14-%)
est continue sur Dy = {(z,y) € R* /2 #0, y #0 et 1 + £ > 0}.

ensembles de définition. Par exemple, la fonction f(z,y) =

Proposition 2.2.14. Une fonction f: D C R®" — R est continue en a € D si,
et seulement si, pour toute suite (x)reny d’éléments de D qui converge vers a, la

suite (f(zk))ren converge vers f(a).

Preuve. C’est une conséquence de la Proposition 2.2.6.

Définition 2.2.15. "Prolongement par continuité"
Soit f une fonction numérique définie sur D\{a} C R". Si lim f(z) =1 €R, on
dit que f admet un prolongement par continuité définie par la fonction

o(z) = { lf(:l:) st x € D\{a};

st T =a.

13
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Définition 2.2.16. "Fonctions partielles”

Soit f : D C R" — R une fonction numérique et a = (ay,...,a,) € D. pour
touti € {1,...,n} onpose D; ={t e R / (ay,...,a;_1,t,a;41,...,a,) € D} CR.
Les fonctions réelles f1,..., f, d'une seule variable définies par

t — fi(t):f(al,...,ai,l,t,(ziﬂ,...,an)

sont appelées les fonctions partielles de f en a.

Proposition 2.2.17. Si f: D C R® — R est continue en a = (ay,...,a,) € D
alors chaque fonction partielle f; en a est continue en a;.

Preuve. "Exercice".

Remarque 2.2.18. En général, la réciproque de la Proposition 2.2.17 est fausse.
En effet, soit la fonction f définie sur R? par

fley) =] Fe D070

0 si (z,y)=1(0,0

Les fonctions partielles en (0, 0) sont définies par fi(z) = f(z,0) et fo(y) = f(0,y)

et elles sont toutes les deux continues en x = 0 et y = 0 respectivement. Par
contre, la fonction f n’est pas continue en (0, 0).

);
)

Définition 2.2.19. "La continuité uniforme”
Une fonction f: D C R* — RP est dite uniformément continue sur D si

Ve >0,3n >0 tel que Yo,y € D, ||z —yllge <n=||f(2) — f(y)||rer < e.

Exemple 2.2.20. Toute fonction Lipschitzienne est uniformément continue. No-
tons que f: R" — RP est dite Lipschitzienne de rapport k£ s’il existe k > 0
telle que

1f() = FWI < Elle —yll, Yo,y eR"

Remarque 2.2.21. Toute fonction uniformément continue sur D est continue
sur D, mais la réciproque est généralement fausse.

Proposition 2.2.22. Soient £ une partie compacte de R" et f: EF — R une
fonction continue sur E. Alors
i) f est uniformément continue sur E. "Théoréme de Heine"

i) [ est bornée sur E, c’est-a-dire qu’il existe M > 0 tel que |f(z)| < M,
Ve e E.

iit) f(F), 'image de f, est une partie compacte de R.

iv) La fonction f atteint ses bornes inférieure et supérieure, c’est-a-dire, il
existe a, b € E tels que inf f(x) = f(a) et sup f(z) = f(b).
ek z€E

Preuve. "Faite au cours".

14
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2.3 Calcul différentiel

Dans toute la suite de ce chapitre, U désignera un ouvert non vide de R".
Rappelons que pour une fonction réelle f : I — R définie sur un intervalle
ouvert I C R, on dit que f est dérivable en a € I et on note f'(a) sa dérivée en
a si }CILICIL W e R.

On écrit
o)t @ =T fla k)~ fla)

T—a €T — Q t—0 t

2.3.1 Les dérivées partielles premiéres (ou d’ordre 1)

Soit f une fonction numérique définie sur U (f : U € R” — R). Soient
a=(ay,...,a,) €U et X un vecteur non nul de R”. On peut vérifier facilement
que la fonction réelle de la variable réelle ¢ définie par p(t) = f(a+tX) est bien
définie sur un voisinage de 0.

Définitions 2.3.1.

* On dit que f admet une dérivée au point a suivant le vecteur X si la
fonction ¢ est dérivable en 0. Lorsque ¢'(0) existe, on la note Dx f(a) et

on a
D (a) =i 2 =20 _ py a2 120 = fle)

* Si | X|| = 1, cest-d-dire, X € S(Orn,1), alors Dx f(a) est appelée la
dérivée directionnelle de f en a suivant la direction X.

% FEn particulier, si X est un vecteur unité dans la base canonique, c’est-a-
dire, X = ¢; = (0,...,0, 1 ,0,...,0) alors D, f(a) n’est autre
i®mecomposante

que la dérivée en a; de f; la i fonction partielle de f en a. En effet,

D..f(a) = lim[ette)=J(

— lim fl(a1,.yai—1,0i+t,ai11,0.,0n)) = f((@1,,05-1,04,8i41,---,0n))
t—0 t
lim Lileitt)—filai)
t—0 t

Def(a) = fi(ai).

D.,f(a) est appelé la dérivée partielle premiére (ou d’ordre 1) de f
au point a par rapport d la i°™ variable x;. On la note %(a) ou D; f(a).

Remarque 2.3.2. Pratiquement, le calcul de % consiste a ne dériver I'expres-
sion de f que par rapport a la i®™¢ variable x; et considérer les autres variables

comme des constantes.
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Exemples 2.3.3. 1. Pour f: R3\{(0,0,0)} — R
(z,y,2) — In(2? + 292 + 322%)

) ) )
on a g(z,y,2) = Mﬁ G,y 2 ) = mﬁ% et af(x y,2) =
%, et en partlculler 1(/2,3,0) = 5(\/5,3,0) et 8f(\/_ 3,0) =0.

f: R — R
(0,y) — f(x,y>={

2_p2 z(z4—
— Y(x,y) € R\{(0,0)}, ona ¥ (z,y) = W) ot U (a,y) = 20,
— Pour (z,y) = (0,0) on a %ir%w = 11_1%% = 0, donc f admet

une dérivée partielle premiere en (0,0) par rapport a la 1¢7¢ variable

et on a 2£(0,0) = 0. De méme, hmw—%m&oto = 0, donc f
—

admet une dérivée partielle d’ordre 1 en (0,0) par rapport a la 2°m¢
variable et on a 2—5(0, 0) = 0.

Remarque 2.3.4. L’existence des dérivées partielles n’implique pas la continuité
de la fonction. On peut prendre la derniere fonction comme un contre-exemple.
Nous avons déja vérifier que f n’est pas continue en (0,0) mais elle admet des
dérivées partielles en (0, 0).

Définition 2.3.5. Soit f : U C R* — R une fonction numérique de n variables.

On dit que f est de classe C* sur 'ouvert U et on écrit f € CY(U) si f admet des

dérivées partielles premiéres par rapport a toutes les variables en tout point de U
af of

et les fonctions .., 5 sont continues sur U.
oz’ ) Oxn

Exemples 2.3.6. 1. La fonction f définie sur R™ par f(z) = ||z||3 = 3 x?
i=1

est de classe C! sur R™. En effet, pour tout ¢ € {1,...,n} et tout z € R"

on a gf( ) = 2x; et donc g est continue sur R".

2. La fonction
f: B — R
) > e ={ T 5 02 00

est de classe C! sur R*\{(0,0)}, mais elle n’est pas de classe C* sur R? car
8f n’est pas continue en (0, 0).

2.3.2 La différentiabilité

Définition 2.3.7. "La différentiabilité d’une fonction numérique”
Soit f : U C R* — R une fonction numérique de n variables. On dit que f est

16
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différentiable en un point a de U s’il existe une forme linéaire v sur R™ telle
que pour tout h € R™ vérifiant a +h € U on a

fla+h) = f(a)+v(h) + ||l e(h)  avec lime(h) = 0.
Autrement dit :  lim fla+h) — fla) —v(h)
h—0 il

a+heU

=0.

Remarques 2.3.8.

1. On utilise aussi 'écriture f(a+ h) = f(a) +v(h) + 0(h) avec }llir% % = 0.
—

2. La forme linéaire v s’appelle la différentielle de f en a et se note df(a)
(ou d,f ou f'(a)) et on écrit df (a)(h) = v(h).

3. Cette forme linéaire df (a) est continue sur R".

4. Si f est différentiable en tout point de U, on dit que f est différentiable
sur U. Dans ce cas, la fonction notée df définie sur U par

df : U —s (R
xr — df ()

est appelée la fonction différentielle de f. Notons que (R™)" désigne le dual
de R™, c’est-a-dire, I'espace vectoriel £(R",R) des formes linéaires sur R".

Proposition 2.3.9. Si f est différentiable au point a de U alors df (a) la diffé-
rentielle de f en a est unique.

Preuve. "Faite au cours'".

Exemples 2.3.10.

1. Toute fonction constante d'un ouvert U de R™ dans R, c’est-a-dire, f(z) =
a Vo € U, est différentiable sur U et on df (z) = Ogmn gy pour tout € U,
ie, df (z)(h) =0 Vh € R™.

2. Toute forme linéaire f sur R™ est différentiable sur R™ et on a df (z) = f,
Vr € R"™.

Remarque 2.3.11. La notion de la différentiabilité généralise celle de la dériva-
bilité, ¢’est-a-dire, pour toute fonction réelle d’une seule variable les deux notions
sont équivalentes.

Définition 2.3.12. "La différentiabilité d’une fonction vectorielle”

Soit f: U C R" — RP une fonction vectorielle de n variables a valeurs dans RP.
On dit que f est différentiable en un point a de U s’il existe une application
linéaire continue v de R™ vers RP telle que pour tout h € R™ vérifiant a +h € U
on a

fla+h)= f(a)+v(h)+]|h]e(h) avec }lbig%s(h) = Ogs.

L’application linéaire continue v : R™ — RP s’appelle la différentielle de f en
a et se note df (a) (ou d.f ou f'(a)) et on écrit df (a)(h) = v(h) € RP.
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Proposition 2.3.13. Soit f : U C R" — RP une fonction vectorielle définie
par f(z) = (fi(z),..., fp(x)). f est différentiable en a € U si, et seulement si,
chaque fonction composante f; (j € {1,...,p}) est différentiable en a et on a

df(a): R" — RP
h— df (a)(h) = (dfi(a)(R), ..., dfp(a)(h)).

Preuve. "Exercice".

Proposition 2.3.14. Soit f une fonction de plusieurs variables définie sur U. Si
f est différentiable au point a € U, alors f est continue en a.

Preuve. '"Faite au cours'.
Remarque 2.3.15. La réciproque de la Proposition 2.3.14 est fausse.

Proposition 2.3.16. L’ensemble des fonctions différentiables en a € U est un
espace vectoriel. c’est-a-dire, si f et g sont deux fonctions différentiables en a,
alors pour tout «, 8 € R, la fonction « f + 3 g est différentiable en a et on a

d(of+ B g)(a) = adf (a) + B dg(a).

Preuve. "Exercice".

2.3.3 La relation entre la différentiabilité et les dérivées partielles premn

Proposition 2.3.17. Soit f : U C R®" — R une fonction numérique de n
variables. Si f est différentiable au point a € U, alors f admet en a une dérivée
suivant n’importe quel vecteur X non nul de R"™ et on a

Dx f(a) = df(a)(X)
Preuve. "Faite au cours'.

Remarque 2.3.18. La réciproque de la Proposition 2.3.17 est fausse. On peut

x2y :
vérifier que la fonction définie sur R? par f(z,y) = { «*+v° o (@,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0),
est un contre-exemple.

Théoréme 2.3.19. Soit f : U C R® — R wune fonction numérique de n va-
riables. Si f est différentiable en a € U, alors elle admet au point a des dérivées
partielles premieres par rapport a toutes les variables et on a

0 .
(@) = df@)e) vie (. ..n)
ot {e1,...,e,} est la base canonique de R™. De plus, on a
df (a)(h) = B (a).h; Yh=(hy,...,h,) € R".
i=1 Y
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Preuve. "Faite au cours".

Remarques 2.3.20.

1. La réciproque du Théoreme 2.3.19 n’est pas toujours vraie, c’est-a-dire,
I'existence de toutes les dérivées partielles premieres n’est pas suffisante
pour démontrer la différentiabilité de la fonction en a. On peut donner
comme un contre-exemple la fonction définie sur R? par

si (z,y) # (0,0)
si (z,y) =(0,0).

2. Si toutes les derivées partielles premieres existent et vue la linéarité de la

f(xvy)z{ ””%@’2

fonction h — Z or ( ).h;, alors pour déduire la différentiabilité de f en
a, il suffit de Verlﬁer que 'application ¢ : R" — R, définie par
fla+h) = fa)= % 2L (a).h;

e(h) = I ’

tend vers 0 quand h tend vers 0.
3. En utilisant (', ) le symbole du produit scalaire dans R™ définie par
(x,y) = Z x; y;, on peut représenter la différentielle d’une fonction numé-

rique f : U CR" — Rena € U sous la forme

df (a)(h) = (gradf(a), h) = (Vf(a), h),

ou gradf(a) = Vf(a) appelé le vecteur gradient de f en a est défini
par

/(o) = 910 = (L@ gL @ L) = (Fw)

4. Soit f : U € R® — RP une fonction vectorielle définie par f(z) =
(fi(z),..., fp(x)). Si f est différentiable en a € U, alors
df (a)(h) = (dfi(a)(h), ..., df,(a)(h)) € R, Vh € R™. D’apres le Théoréme

précédent 2.3.19, on a df;(a)(h) = i g‘f"‘ (a).h; pour tout i € {1,...,p}.
=1

Donc on peut écrire df (a)(h) comme le produit de la matrice, notée Jy(a) €

M, n(R) et le vecteur h, c’est-a-dire, df (a)(h) = J¢(a).h ou

g—ﬁ(a) ng;(a) ngi(a)
of E : : h
¢ — % 8f1 afz — : n
o= (3hw) - |#w - @ e fan-| ;e
Boa) o Bola) o P
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La matrice J(a) est la matrice associée a I'application linéaire df (a) dans
les bases canoniques de R™ et RP. On I'appelle la matrice Jacobienne
de f en a. Dans le cas ou n = p, le déterminant de la matrice Jacobienne
est appelé le Jacobien de f en a.

Exemple 2.3.21. La fonction vectorielle f : R® — R? définie par f(z,y,2) =
(22 — y?,2yz) est différentiable sur R?® car ses fonctions composantes sont diffé-
rentiables sur R? et sa matrice Jacobienne est donnée par

(%Q(x,y,z) U (z,y,z2) %J;l(:c,y,Z)>:<2x —2y 0>

%2 (2,y, 2) ot ( 0 2z 2y

Ti(x,y,2) =

Alors la différentielle de f en un point (z,y,2) € R3 est I'application linéaire
df (z,y,2) : R® — R? définie par

h 2 -2 0 h
df (2., 2)(h, k,1) = Tp(a,y.2) | k —( S ) k| = (2ch—2yk, 2:h+2y1)".

0 2z 2y

l l

En particulier, df (0,1, —1)(1,1,1) = (0,0) et df (0,1, —1)(1, —2,0) = (4, 4).

Proposition 2.3.22. Soit f : U C R®* — R une fonction numérique de n
variables. Si f est de classe C* sur U, alors f est différentiable sur U.

Preuve. Soit a = (ay,...,a,) un point de 'ouvert U, alors il existe r > 0 tel que
a+ B(0,r) C U. Soit h = (hy,...,h,) € B(0,r), pour chaque i € {1,...,n} et
en utilisant la norme || |1, le point b; = a + (h4,...,h;,0,...,0) € B(a,r). On a

fla+h)—fla) =

n) — f(bo) avec by = a

(f (i) = f(bi-1)).

En utilisant la fonction partielle de f au point b; définie par
fiirtr— flar 4+ ha, ... a1 +hio1,t aig, ..o an)
et en appliquant le théoreme des accroissements finis a cette fonction, on aura

f(bi) = f(bim1) = filai + hi) — fi(a:)
= hi fi(c)
= hl%(cl)v
ou C;, = (a1 + hl, ce, @i+ hi—h a; + 91 hi7 iy, - - - ,an) avec 97, G]O, 1[ Alors

Flath) — fla) =3 h §f<>

i=1
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Par conséquence,

fla+h) = fla) = ¥ hi §E (@)

L hi (#L(c:) = $-(a))
2 (ci) = 2 ().
of

Or, la fonction f est de classe C! sur U alors =L est continue sur U, ce qui implique

6%1'
que g—f(ci) — 9L (q) — 0, Vie {1,...,n}, ce qui est vérifié lorsque h tend

z; ox;

IN

[[2]] max
1<i<n

vers 0. D’ou

NgE
Qo
3 [~
—~
=)
N—
&

1. fla-+h) = fa) -
0 17l

ce qui signifie la différentiabilité de f en a. n

I
L
|

=

Remarques 2.3.23. 1. Si f n’est pas différentiable alors elle n’est pas de

classe C' méme si elle admet des dérivées partielles. Par exemple, la fonc-

S si (2,y) £ (0,0)

0 si (z,9)=(0,0),

différentiable en (0,0) et elle admet les dérivées partielles en (0,0) alors
I'une de ces dérivées partielles au moins n’est pas continue en (0, 0).

tion définie sur R? par f(z,y) = n’est pas

2. La réciproque de la Proposition 2.3.22 est fausse. La différentiabilité en-
traine l'existence de toutes les dérivées partielles premieres d’apres le Théo-
reme 2.3.19, mais elle n’assure pas leur continuité. Par exemple, la fonction

2 o T :
définie sur R? par f(x,y) = { ‘& (5) Y 70, est différentiable sur
0 sinon,
R? mais n’est pas de classe C! sur R2.

2.3.4 La différentiabilité d’une fonction composée

Lemme 2.3.24. Soit v une application linéaire de R™ dans R?. Alors il existe
M > 0 tel que

[v(@)]| < M|zl|,  VzreR"
Preuve. Soit A = (a;j)1<i<n la matrice associée a v par rapport aux bases ca-
1<j<p
noniques. Pour tout = (z1,...,2,) € R" et si on pose v(x) = (y1,...,y,) alors
n
y; = > ayz;, V5 € {1,...,p}. En utilisant la norme euclidienne || ||3, on obtient
i=1
2 L I R 2
[v(@)]|5 = 2 Y= Z(Z ijT;)
j=1 Jj=1 i=1
P n n
< Y (X ay) (X i) (d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz)
]:; z:nl , z:nl )
< (Z Z az’j) (Z r7)
j=1li=1 =1 .
< M?|x|3 avec M = (¥ a;)?.
(2%]
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D’ou le résultat.

Théoreme 2.3.25. Soient U un ouvert non vide de R"™ et V un ouvert non vide
de RP. Soit f :U — V et g: V — R? deux fonctions différentiable en a € U et
b= f(a) € V respectivement. Alors, la fonction composée g o f est différentiable
en a et on a

d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df (a)

qu’on peut traduire en écriture matricielle

Tgor(a) = Ty(f(a))-Ty(a).

Preuve. f et g sont différentiables en a et b = f(a) respectivement, alors

fla+h) = fla) +df(a)(h) + [|hller(h) et g(b+k) = g(b) +dg(b)(F) + |[klle2(k)

avec df(a) : R" — RP et dg(b) : R? — RY sont des applications linéaires
continues et }llirr(l) e1(h) = EII(I) g9(k) = 0. Pour la fonction composée g o f, on a
— —

go fla+h)=g(fla+h))=g(f(a)+df(a)(h) +|hller(h)).

En remplagant f(a) par b et df (a)(h) + ||h||e1(h) par k, on obtient

gofla+h)= g(b+k)=g(b)+dg(b)(k) + ||klle2(k)
9(b) + dg(b)(df (a)(h) + [[h]lex(h)) + ||K]le2(k)
9(f(a)) + dg(b)(df (a)(h)) + [[hlldg(b)(e1(h)) + [|k]le2(F)
= go f(a) +dg(f(a)) o df(a)(h) +6(h, k),

ou 8(h, k) = ||h||dg(f(a))(e1(h)) + || k||e2(k). On remarque d’abord que 'applica-
tion dg(f(a))odf(a) est linéaire de R” dans R? comme composee de deux applica-

tions linéaires. Reste a montrer que lim ‘(th) = 0. En effet, ¢ HhH =dg(b)(e1(h))+
ﬁ.
I}

Il €
néarité et la continuité de I'application dg(b) et le fait que }lliné e1(h) = 0. Pour le
—

g9(k). pour le 1¢" terme de la somme on a ]lllr% dg(b)(e1(h)) = 0 d’apres la li-
—

2¢me torme de la somme on a
% _ de(a)(h)”H'\'hHEl( )

df (a)(h)
< Bl e (b)),

En appliquant le Lemme 2.3.24 a I'application linéaire df (a), il existe M > 0 tel
que [|df(a)(h)|| < M |[h]|, Vh € R™. Ce qui implique que i < M + [[&1(h)]),
c’est-a-dire,

”ZH lea(R)I| < (M + [|e1 (R) | llea (k)]
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Comme }llin(l) df (a)(h) =0 et }llin(l) |h]le1(h) = 0 alors k = df (a)(h) + ||h|le1(h) —
— — —
0, donc }Lir%sg(k) = 0 et par suite, }Lir%(M + |ler(R)])]|e2(k)|| = 0. D’ou
— —

Ll

0(h.k)
A1l

Finalement, on obtient £(h) = — 0, ce qui donne
%

go fla+h)=go fla) +dg(f(a)) o df(a)(h) +[[hlle(h) avec lim e(h) = 0.

Par conséquence, go f est différentiable en a et on a d(go f)(a) = dg(f(a))odf(a)
qu’on peut transformer a I’écriture matricielle suivante Jyor(a) = Jy(f(a)).Jr(a).

Corollaire 2.3.26. Dans le cas particulier ou ¢ = 1, c’est-a-dire, si f : U C
R" — V C RP et g : V — R sont différentiables en a et f(a) respectivement,
alors les dérivées partielles de g o f en a sont données par

(g o f) 509 i O .
— — a), Vied{l,...,n}.
G @ =2 5 (@) 52 {l....n}

Cette formule est appelée la régle de dérivation en chaine.

Preuve. 1l suffit d’utiliser les matrices Jacobiennes.

2.3.5 Théoréme des accroissements finis (T.A.F)

Rappel. Soit f : [a, ] C R — R une fonction réelle d’une seule variable. Si f
est continue sur [a, ] et dérivable sur |o, 3], alors il existe v €]a, [ tel que

f(B) — fla)
b —«

Ce qui signifie I'existence d’un point (v, f(7y)) de la courbe Cy dont la tangente a
C; est parallele a la droite passante par les points (o, f(a)) et (5, f(3)).

F(B) = fla) = f'(7)(B — ), clest-a-dire, =f'()

Théoreme 2.3.27. "Théoréme des accroissements finis"

Soient U un ouvert de R et f : U — R une fonction continue sur U. Soient
a=(ay,...,a,) et b= (by,...,b,) deuzx points de U tels que [a,b] C U.

Si f est différentiable sur le segment ouvert |a, b[, alors il existe ¢ €]a,b| tel que

10 = @) =3 S 00— ) = ) - )

Preuve. "Faite au cours".
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Remarque 2.3.28. Cette version du T.A.F ne s’applique pas pour les fonctions
vectorielles f : U — RP ott p > 1. En effet, soit f : R — R? définie par

f(z) = (coszx,sinx). f est différentiable sur R et sa matrice Jacobienne en z
. . —sinw . C ¢
est la matrice uni-colonne cosz | Sur [0, 27|, si cette version était vraie on

aurait f(2m) — f(0) = df (¢)(2m — 0) = 2w J¢(c). Or f(2m) — f(0) = (0,0), alors
(—sinc, cosc) = (0,0) ou ¢ €]0, 27|, ce qui n’est pas le cas.

Corollaire 2.3.29. Soient U un ouvert convexe de R"™ et f : U — R une
fonction différentiable sur U. Si la différentielle df est nulle sur U alors f est
constante sur U.

Preuve. "Faite au cours'.

Théoréme 2.3.30. "Théoréme des accroissements finis (version géné-
rale)"”

Soit U un ouvert de R™. Soient a et b deux points de U tels que [a,b] C U. Si
f:U — RP est une fonction vectorielle continue sur [a,b] et différentiable sur
la,b[ telle qu’il existe k > 0 vérifiant ||df (z)|| < k, Yz €|a,b|, alors

17(6) = Fa)]| <Elb — all

Remarques 2.3.31.

1. D’apres le Lemme 2.3.24, on peut définir la norme d’une application li-
néaire v par

2. On peut avoir en fait une inégalité plus fine

1f(b) = fla)| < sup ||df (2)].Ib—all

x€a,b|

ou 17(b) = fla)l| < sup |[df (a+1(b—a))ll.[|b—all

t€]0,1]

Corollaire 2.3.32. Soient U C R™ un ouvert convexe et f : U — RP une
fonction différentiable sur U.
Si k =sup||df(x)| < +oo alors f est k-Lipschitzienne sur U.

zeU

2.3.6 Dérivées partielles d’ordre supérieur

Soit f : U C R™ — R une fonction admettant sur U une dérivée partielle par

rapport a la i*™ variable. Si la fonction % : U — R admet une dérivée partielle
par rapport a la j™¢ variable au point a € U, alors % (%) (a) est appelée une
7 i

dérivée partielle seconde ou d’ordre 2 au point a par rapport a la i™¢ et jome
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variables prises dans cette ordre. La dérivée partielle seconde % (ﬁ> (a) est gé-
J

ox;
néralement notée 2L (a) ou &2 _ f(a). En particulier, si i = j on la note ﬁ(a)
Oxj 0x; TjTi ’ P ’ J 92 .
9 PEN s 7 1. 9 , 87k o b ) A 9
D’une maniere plus générale, en utilisant I'opérateur B sy B, = Bar, © oy OO B,

d’une maniere récurrente, on peut définir une dérivée partielle d’ordre k > 2 si
toutes les dérivées partielles demandées existent et on écrit

= (T )
8@18@-2 e axlk @ = 8@'1 8@»2 oo 8(13% @)

Exemples 2.3.33. La fonction f : R?> — R définie par f(x,y) = x*+sin(z+y?)
admet des dérivées partielles d’ordre supérieur sur R? et on a

9 (2,y) = 322 + cos(w + %), L(x,y) = 2y cos(z + 1),

%(w, y) = 6z — sin(z + y?), giy’;(x, y) = 2cos(z + y*) — 4y? sin(z + y?),
2 . 2 .

21 (1) = ~2ysin(e +47), 2L (¢, ) = ~2ysin(e +v7),

(93f (93f 33

3 . 3
ooz (1) = —2sin(z + y?) — 4y® cos(x + y?), gob (2,y) = —2y cos(x + ¢?),
3 . 3 .
oz (1,y) = —=2sin(z + y?) — 4y cos(z + ¢?), o5 (v,y) = —2sin(z + y?) —

4y? cos(x + y?) et %(L y) = —10y sin(x + y?) — 8y> cos(x + y?).

Définition 2.3.34. Soit k € N*. On dit qu’une fonction f : U C R" — R est
de classe C* sur U et on écrit f € CE(U), si toutes ses dérivées partielles d’ordre
inférieur ou égale a k existent et elles sont toutes continues sur U.

En particulier, si f € C*(U) pour tout k € N*, on dit que f est de classe C> sur
U et on écrit f € C>(U).

Exemple 2.3.35. La fonction f : R? — R définie par f(z,y) = 2 +sin(z + y?)
est de classe C* sur R

Théoreme 2.3.36. "Théoréme de Schwarz"
Soit f une fonction définie sur un ouvert U C R™ a waleurs dans R telle que

&2f of :
Bri0e; et 90507 sont continues en a € U. Alors, on a

T =TT ()
8in8$j N @x]&rz .

En particulier, si f € C*(U) alors I’égalité est vérifiée pour tout a € U et pour
tout i, € {1,...,n}.

Preuve. Pour simplifier I’écriture, on démontrera ce résultat pour n = 2, c¢’est-

a-dire, f : U C R?> — R est une fonction de deux variables telle que ;;gy et 862!25;

sont continues en (a,b) € U. Il existe r > 0 tel que B((a,b),r) C U, donc on peut
définir sur B((0,0),r) la fonction ¢ par ¢(x,y) = f(a +x,b+y) — f(a+ x,b) —
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f(a,b+y)+ f(a,b). En appliquant le T.A.F & la fonction réelle d’ une seule variable
x +— ¢(x,y), on trouve ¢, entre 0 et x tel que ¢(x,y) —¢(0,y) = 77 % (¢, y)(z—0),
c’est-a-dire,

¢(z,y) 09 of of
b - = b).
=gyl y) =g latabty) - o (at e, b)
On ré-applique le T.A.F a la fonction y — d)( v) , on obtient

d(zy) _ #(z,0) o <¢(x Cy)

avec ¢, entre 0 et y,
y—0 dy > vEe G Y

X

c’est-a-dire,

¢(x7y> 3qb 2¢ Q agf
zy Oy (81;) (Coycy) = 8y8x( Coy Cy) = 8y8m(a+01’b+cy)'

Or, la fonction % est continue au point (a,b), alors
yox

’ 92 92
lim o(2,y) = lim / (a4 cp,b+¢y) = oJ ——(a,b).
(z.9)—(0,0)  zY (z,y)—(0,0) QYO Oyox
On reprend le méme raisonnen;ent en intervertissant l'ordre des variables et on
montre que  lim &Y — aaa (a,b). D’ou le résultat. O
(z,y)—(0,0) *¥ )

2.3.7 La matrice Hessienne

Soit f : U — R une fonction différentiable sur U C R". Si df la fonction
différentielle de f est différentiable en a € U (en utilisant la méme définition de
la différentiabilité) alors f est dite deux fois différentiable en a et la différentielle
seconde, notée d* f(a), est une application bilinéaire continue de R" xR™ vers R.
De plus, d? f(a) est symétrique, c’est-a-dire, d*f(a)(h, k) = d*f(a)(k,h), Vh, k €
R™.

La matrice associée a la forme bilinéaire d? f(a) relativement a la base canonique

est appelée la Hessienne de f en a et notée Hs(a). Si {ey,...,e,} est la base
canonique de R" alors H;(a) = (d*f(a)(e;,e;))1<i<n et on peut montrer que
1<j<p
d*f(a)(ei, ej) = 85281; ]( a). Alors la Hessienne de f en a est la matrice suivante
o%f o%f 0% f
Tx%<a) T Oz10x; (CL) e 0x10xn <a)
H(a) = Lf(a) ﬂ.(a) Lf(a)
f - Ox;011 81? O0x;0xn
o°F 0f o2 f
Bendm (@) g (@) ()
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Exemple 2.3.37. Soit f : R?> — R la fonction définie par f(x,y,2) = 2?e¥ —

y sin z. On a %(aj, y,z) = 2xeY, g—’yc(x,y, 2) = z%eY—sin z et %(x, Y,z) = —ycosz,
alors %(x,y, z) = 2eY, giy];(x,y, z) = x%e¥ et %(Jc, Y,z) = ysin z, et puisque f €
02 02 02 02
CQ(R3)2OH a 8y8fx (x7y’22) - 3:pgy('x’y’z) = Qxey, Bzﬁfx<x’y’ Z) = Bxgz(x’y’ Z) =
0 et gygz(x,y,z) = igy(a:,y,z) = —cosz. D’ou la Hessienne de f en (x,y, 2)
s’écrit sous la forme suivante
02 02 02
ey ey Her\ e we o
Hy(w,y,2) = %ﬁw@ ym%aiém%@=:m&:%y—@w
azgx(x,y7z) 8Zafy(x7y7z) Tzéc(xvy7z) 0 Teosz ysmz
2 =20
En particulier, si (z,y,2) = (—1,0,7) alors Hf(—1,0,7) = | -2 1 1
0 1 0
2.3.8 Formule de Taylor
Notations. Pour a = (ay,...,a,) € N on utilise les notations suivantes :

* o = ¥ oy =arte+a,
* ol = ']Q[l o; = aqlag! .y
i
% Lorsque o € Z™, on dit que « > 0si a; >0, Vi € {1,...,n}.
% Pour tout «, 5 € N” tels que § < «, c’est-a-dire §; < o; Vi € {1,...,n},
on note C¥ = ﬁ Co.

=1

n
| . n o o .00 002 fe
% Pour tout = = (x1,...,2,) € R", on note z® = Hlxiz—xl Tyl Tpn.
1=

% On définit I'opérateur différentielle D par

a'al aa1+...+an 8 a1 a a2 a On
D — — - o[=—] o---0 :
Ox>  Oxf*...0xon <8$1> (81'2) (8%)
Lemme 2.3.38. Soit f : U C R® — R une fonction de classe CP sur 'ouvert
U. Alors la fonction réelle d'une seule variable ¢ définie sur [0,1] par ¢(t) =

fla+th), o h € R" tel que [a,a+h] C U, est de classe C? sur |0, 1 et pour tout
ke{l,...,p} ona

k (6% « (e 7%
90(’9) (t) - g;{n a1!af!!...an! 89[:(1118];:1:%” <a T th)'hl Lhete hin
a1+o-é--—|l;'an=k
e®(t) = | %k D f(a+ th).he.
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Preuve. Il suffit d’utiliser la récurrence.

Applications.
1. Pork=1: Ja|=1 <= a=(0,...,0, 1 ,0,...,0) et dans ce cas
bt
ona¢(t)= Y LDf(a+th).h" = i %(a + th) h;. C’est exactement
‘af =1 v
le cas de la regle de dérivation en chaine.
a=(0,...,0, 2 ,0,...,0) ou
2. Powrk=2:la[=2 < _( 0 1.0...0, 1 ,0...0
g g
jemete jemecte
Dans ce cas on a
¢"(t)= Y ZD°f(a+th).h*
al=2
Z;%:gméc( +th) h2 +7,]2—: 1?1'8:1} Ox; <a+th)h h

i#j

Théoréeme 2.3.39. "Formule de Taylor Young a l’ordre p"
Soit f : U C R" — R une fonction de classe CP sur l'ouvert U. Si a € U et
h € R™ tel que [a,a + h] C U, alors

fla+h)= > .Daf a) h® + ||h||Pe(h) avec }llig(l)a(h):O.

la|<p

ou encore f(a+h) = LD*f(a) h™ + o(||n|7).

\a|<p
Preuve. Il suffit d’appliquer la formule de Taylor classique a la fonction réelle
d’une seule variable définie sur [0, 1] par ¢(t) = f(a + th).

Application. "trés importante pour I’étude des extremums"
Soit f : U ¢ R® — R une fonction de classe C? sur U. Le développement de
Taylor d’ordre 2 de f au voisinage de a € U s’écrit sous la forme suivante :

fla+h)= | ‘ZQ a D f(a) b+ ||h[[* e (h)

ol

= ¥ 4Df(a )h‘“r Z 2D f(a)h‘“+ Z iD"f(&)h‘“thHzf(h)

|a|=0

= [la)

#J
fla+h) = f(a)+(Vf(a),h) + 3h" Hy(a) h+ [h]*(h) avec lime(h) =0,

0
> af(a) i Z;%rf% a)hi+ z 5oz (@) hihy + |[]* e (R)

ot Vf(a) est le vecteur gradient de f en a, Hy(a) est la Hessienne de f en a et
h™ est la transposée du vecteur "colonne' h.
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2.4 Extrema

Soit f : U C R® — R une fonction différentiable. On cherche a savoir si f
admet un minimum ou un maximum sur une partie V' de U. On sait déja que si
V est compact et d’apres la continuité de f alors f est bornée sur V' et atteint ses
bornes (Proposition 2.2.22). Dans ce paragraphe, on s’intéresse au cas ou V est
un ouvert et on commence par rappeler le vocabulaire utilisé en optimisation.

Définitions 2.4.1.

1. On dit que f admet un minimum local en a € U s’il existe un voisinage
V de a tel que

f(a) < f(=) VeV
2. On dit que f admet un minimum global (ou absolu) en a € U si
fla) < f(x) Vo e U.

3. On dit que f admet un mazimum local (resp. global) en a € U s’il existe
un voisinage V de a tel que

f@)> fz) VeV (respfla)> f(z) VreU).
4. Ces extrema locauz (resp. globaux) deviennent stricts si les inégalités pré-
cédentes sont strictes sur V\{a} (resp. U\{a}).

Remarque 2.4.2. On utilise le mot extremum pour désigner sans distinction un
maximum ou minimum.

2.4.1 Condition nécessaire d’existence d’un extremum

Théoreme 2.4.3. Soit f : U C R® — R une fonction différentiable en a € U.
Si [ posseéde en a un extremum (local ou global) alors df(a) = Ogmnr), ce qui
signifie que toutes les dérivées partielles de f en a sont nulles, c’est-a-dire,

Vf(a) = (gi(@,...,gi@)) = Ogn.

Preuve. "Faite au cours'.

Remarques 2.4.4.

1. Si zy € U tel que df(xg) = 0 alors xg est appelé un point critique (ou
singulier ou stationnaire) de f.

2. Etre un point critique de f est une condition nécessaire d'un extremum
mais pas suffisante, c¢’est-a-dire, qu’on peut trouver un point critique pour
lequel f ne possede pas d’extremum.

3. Les extrema d’une fonction différentiable, quand ils existent, sont a cher-
cher parmi ses points critiques.
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2.4.2 Condition suffisante d’existence d’un extremum

Soit f: U C R® — R une fonction de classe C? sur U. Soit a € U un point
critique de f, c’est-a-dire, V f(a) = Ogn. Le développement de Taylor d’ordre 2
de f au voisinage de a est alors

flat h) = f(@) + Zh Hyla) bt )7 <(h),

avec }Llir(l] e(h) =0 et Hs(a) est la Hessienne de f en a qui est symétrique d’apres
le Théoréme de Schwarz 2.3.36. Au voisinage de a, c¢’est-a-dire, lorsque ||k est
suffisamment petit, on peut déduire que f(a + h) — f(a) et $h” Hy(a) h ont le
méme signe. Le terme $h” H(a) h représente la forme quadratique Q(Hs(a)) as-
sociée a la matrice Hessienne H¢(a) qui se diagonalise dans une base orthonormée
et qui a les valeurs propres sont toutes réelles (d’apres la symétrie de Hy(a)). Si

n
h = 21 a; €; dans cette base orthonormée {e],... €.} et les \,..., A, sont les
1=

valeurs propres de H(a), alors h” H(a) h = i a? \;.
i=1

D’apres le raisonnement précédent, on peut énoncer une condition suffisante
existence d’un extremum au Théoréme suivant :
d’exist d’ t Th e t

Théoréme 2.4.5. Soient f : U C R® — R une fonction de classe C* sur U et
a € U un point critique de f.

* Si toutes les valeurs propres \; de la Hessienne de f en a sont strictement
positives, alors f admet un minimum local strict au point a.

% Si toutes les valeurs propres \; de la Hessienne de f en a sont strictement
négatives, alors f admet un mazximum local strict au point a.

Application. Dans le cas ou n = 2, 2c’est—éx—dire f2: U cCR? —>2R, avec les
notations de Monge suivantes : p = %(a), q = aigy(a) et r = g—yg(a), et en
utilisant le fait que det(H(a)) = pr—¢* = M Ap et tr(Hs(a)) =p+r = A\ + A,

on obtient les cas suivants :

% Sipr—q®>>0etp>0alors f admet en ¢ un minimum local strict ;
% Sipr—q®>>0etp<0alors f admet en ¢ un maximum local strict ;

% Si pr — ¢ < 0 alors f n’admet aucun extremum en a, mais elle posséde
un point selle en a;

% Si pr — ¢®> = 0, alors dans ce cas on ne peut conclure a priori.
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2.5 Difféomorphismes et Théoreme des fonctions
implicites

2.5.1 Difféomorphismes

Définition 2.5.1. Soient U et V' deux ouverts de R" et k € N*. On dit qu’une
fonction f : U — V est un difféomorphisme de classe C* ou C*-difféomorphisme
si elle satisfaite les conditions suivantes :

i) [ est bijective de U dans V;
ii) f est de classe C* sur U,

iii) ! est de classe C* sur V.
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Remarques 2.5.2.

1. Si k =0, c’est-a-dire, f et f~! sont seulement continues, on dit que f est
un homéomorphisme.

2. Si f: U — V est un difféomorphisme (k > 1), alors sa différentielle en
tout point a € U est un isomorphisme de R™ dans lui méme, c’est-a-dire,
det J¢(a) # 0. La fonction réciproque de cette différentielle n’est autre que
la différentielle de f~! en f(a), c’est-a-dire,

df 7 (f(a)) = (df (a)) ™.

En utilisant les matrices Jacobiennes, on peut traduire cette relation en
écriture matricielle sous la forme J;-1(b) = (J;(f~1(b)))~!, Vb e V.

Théoreme 2.5.3. "Théoréme d’inversion locale"”

Soient U et V deuxr ouverts de R™ et k € N*. Soit f : U — V wune fonction
de classe C* sur U. S’il existe a € U tel que df (a) est un isomorphisme (c’est-
a-dire det Jy(a) # 0) alors il existe un voisinage owvert U, de a dans U et un
voisinage ouvert Vi, de b = f(a) dans V' tel que la restriction de f a U, soit un
Ck-difféomorphisme de U, dans V.

Corollaire 2.5.4. "Théoréme d’inversion globale"

Soit f : U — R™ une fonction de classe C* sur U. f est un C*-difféomorphisme
de U dans f(U) si, et seulement si, f est injective et sa différentielle en tout point
de U est un isomorphisme de R™ dans R".

2.5.2 Théoréme des fonctions implicites

Théoréme 2.5.5. "Cas de R*"
soient U un ouvert de R%, (a,b) € U et f : U — R une fonction de classe C* sur
U. Si f(a,b) =0 et g—i(a, b) # 0, alors il existe un voisinage I de a, un voisinage
J de b (I et J sont des intervalles ouverts contenant a et b respectivement) et
une fonction ¢ : I — J de classe C* sur I vérifiant

i) I xJCU etpla) =0

it) f(z,o(x)) =0, Vrel,

of

ooo / — m(w,tp(z))

i) ¢(@) = ~ U

Preuve. La démonstration de ce théoreme peut s’effectuer en considérant la
fonction h(x,y) = (x, f(x,y)) et en lui appliquant le Théoréme d’inversion locale
2.5.3, qui permet de définir (z, p(z)) comme l'antécédent de (x,0).

Remarque 2.5.6. On peut exprimer la condition #Z) de la fagon suivante :

ii’) Pour tout z € I ona, f(zr,y)=0<<=y=p(z)
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Exercice. Soit f : R? — R définie par f(z,y) = €~! +y — z. Montrer que
la relation f(x,y) = 0 définit implicitement y en fonction de z au voisinage du
point (2,1).

Théoréme 2.5.7. "Cas de R™"

Soient U un ouvert de R 'xRet f:UCR"!xR —R une fonction
(z,y) — f(z,y)
de classe C* sur U. Soit (a,b) € U tel que a = (ay,...,a, 1) € R" 1 et b e R.
Si f(a,b) =0 et g—g(a, b) # 0, alors il existe un voisinage V de a, un voisinage
W de b (W est un intervalle ouvert contenant b) et une fonction ¢ : V.— W
de classe C* sur V vérifiant
i) VXW CU et p(a) = b

i) f(z,p(x)) =0, VxeV;

2L (2,0(2)),0ms 5L (a,0(2))
i) Vpla) - L e Y et
Yy
of
dp 5o, () .
() = -2z 27" Vie{l,...,n—1}.
Oz, o (z, p(x))
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Chapitre 3

Calculs des intégrales doubles et triples

Rappel : Intégrale d’une fonction A une seule variable

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle [a,b], c’est-a-dire, f :
la,b] — R.

1°" cas : Si f est en escalier, c’est-a-dire, il existe une subdivision ty = a <
t <ty < -+ <tp1 <t, =0telle que f est constante (f(x) = ¢;) sur chaque
intervalle |t;,t;11], alors

/bf(t) dt = ”i Ci-(tip1 — ts).
a i=0

2°¢ cas : Si f est bornée, on 'approche par des fonctions en escalier.

Définition 3.0.1. Une fonction bornée f : [a,b] — R est intégrable sur [a, b,
s’il existe un réel unique T tel que pour toute fonction en escalier u et v sur |a, b
vérifiant

b b
u(z) < f(x) <o(x), on a / u(z)de <T < / v(x)dzx, et de plus, si pour tout

e > 0, il existe des fonctz'ong en escalier u. et 6;)5 vérifiant u.(x) < f(z) < v.(x)
b b

et 0 < / ve(x) do — / us(x) dr < e.
a a b

Le réel T est appelé U’intégrale de [ sur [a,b] et noté/ f(z)dx.

a

Remarques 3.0.2.

b
i) Si la fonction f est positive sur [a, b] alors / f(z) dz représente I'aire sous

la courbe de f au-dessus a [a, b].

i) Si la fonction f est continue sur [a, b alors f est intégrable sur [a, b].
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iit) Si f et g sont deux fonctions 1ntegrables sur [a, b] alors pour tous réels «

etﬁona/{l(af—i—ﬁg dx—oz/f d:c—l—ﬁ/

3.1 Intégrales doubles

3.1.1 Intégration sur un rectangle de R?
Soit R = [a,b] X [c, d] un rectangle dans R?. Soit f une fonction définie sur R
a valeurs dans R, c’est-a-dire, f : [a,b] X [c,d] — R.

1" cas : Si f est en escalier, c’est-a-dire, il existe une partition de [a, b] x [c, d]
par des subdivisions tg = a < t; <ty < - < t,_1 <t,=bet so=c< s <
Sg < oo < Spyoq < Sy = d telle que f est constante (f(z) = ¢;;) a 'intérieur de
chaque rectangle |¢;, t;11[X]s;, sj41].

Définition 3.1.1. L’intégrale double de la fonction en escalier f sur le rec-
tangle R = [a,b] X [c,d] est définie par

//72 fz,y)dedy = Y cij (figr — t:).(sj301 — 55).

1<i<n
1<j<m

Remarque 3.1.2. La valeur de l'intégrale / / f(x,y) dxdy ne dépend pas des
R

valeurs de f sur les bords des petits rectangles [t;, ;1] X [s;, Sj41]-

2¢M¢ cas : Si f est bornée sur R = [a,b] x [e,d], on approche par des
fonctions en escalier.

Définition 3.1.3. On dit qu’une fonction bornée f : R = [a,b] X [c,d] — R est
intégrable sur le rectangle R, s’il existe un réel unique I tel que pour toutes
fonctions en escalier u et v définies sur R, telles que u(x,y) < f(z,y) < v(z,y),

on a
// u(w,y)dzdy <TI < // v(z,y) drdy,
R R

et de plus, si pour tout € > 0 il existe des fonctions en escalier u. et v. vérifiant
ue(z,y) < flz,y) S ve(z,y) et 0 < // ve(w,y) dudy — // ue(z,y) dedy <e.
R R

Le réel T s’appelle l’intégrale double de f sur R et se note // f(z,y) dzxdy.
R

Théoreme 3.1.4.
i) Si la fonction [ est positive sur R = [a,b] X [c,d] alors // f(z,y) dzedy
R

représente le volume sous le graphe de f au-dessus a R.

35



Analyse 3 (Notes de cours)/ S3/FSTE S.M. Douiri

1) Si la fonction f est continue sur le rectangle R = [a,b] X [c,d] alors f est
intégrable sur R.

Propriété 3.1.5.

i) Si f et g sont deux fonctions intégrables sur le rectangle R = [a, b] X [c, d]
alors pour tous réels a et 5 on a

//R(ochrﬁg)(x,y) dxdy:oz//Rf(x,y) dxdy—l—ﬁ//Rg(x,y) dxdy.

i) Si on disjoint le rectangle R en une partition de deux rectangles Ry et
Ro, c’est-a-dire, R = R1 U Ry avec R; N Ry = 0, alors

//Rf(x,y)dxdy—//R1 f(x,y)dxdy—i—//n2f(x,y)dxdy.

3.1.2 Calcul des intégrales doubles sur un rectangle

Théoréme 3.1.6. "Théoréme de Fubini”
Soit f une fonction continue sur le rectangle R = [a,b] X [c,d] alors

//Rf(a:,y)dxdyZ/ab (/jf(@y)dy) dx:/cd (/abf(g;,y)dx> dy.

Remarque 3.1.7. En particulier, si f est un produit de deux fonctions g et h
d’une seule variable, c’est-a-dire, f(x,y) = g(x).h(y), alors

] #(@.y) dedy = ( IRE dx) ( [ hw) dy) |

Exemples 3.1.8.
1. Pour R = [-1,0] x [0,1] et f(z,y) = 2> + 9% on a

0/ 1 0 31!
// (2% + ?) dody = / (/ (2% + %) dy) dr = / [ny + ] dx
R -1 \Jo -1 31,
0 1 2 11 2
_ 2 1 _ |z 1 _ 2
- /1(”“" +3)d$ l3+34_1 3
2. Pour R =1[0,1] x [1,2] et f(x,y) =€**Y, on a

1 2
// eV dady = // e’ eV drdy = / e’ dx / e’ dy
0,1]x[1,2] 0,1]x[1,2] 0 1

= [e%]y [e]; = e(e — 1).
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3.1.3 Intégration sur une partie bornée de R?

Soit f : D € R? — R une fonction définie sur une partie bornée non-
rectangulaire D. On considere un rectangle R tel que D C R et on définit la

fonction f sur R par ?(;p) y) = { (J)C(JC, Y) :i Eia zg ; g

On pose

//Df($,y) dmdy://nf(x,y) dxdy.

On peut se ramener a deux types de domaine D :

Type 1: Type 2 :
D={(z,y) eR*/a<z<betg(r) < D={(r,y) eR?/ c<y<deth(x) <
y < go(x)}, ot g1 et go sont deux fone- x < ho(z)}, ot hy et hy sont deux fonc-
tions continues de [a,b] dans R (Figure tions continues de [c, d] dans R (Figure
3.1). 3.2).

al) |

1
x
o ) .

FIiGURE 3.1 — Type 1 de domaine d’'in- FIGURE 3.2 — Type 2 de domaine d’in-
tégration D tégration D

Théoreme 3.1.9. "Théoréme de Fubini"
Soit f une fonction continue sur une partie bornée D C R?, alors f est intégrable
sur D et on a deux cas :

i) Si le domaine d’intégration D est de type 1 alors

Feyydady = [ [ [7 fa.y) dy) de.
/A [

it) Si le domaine d’intégration D est de type 2 alors

J[ sty dedy = [ (/}:j:?)f(x,y) dx> dy.
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Remarques 3.1.10.

1. Le choix d’intégrer d’abord par rapport a x ou par rapport a y peut amener
des calculs plus ou moins long.

2. L’aire d'un domaine borné de R? est donnée par
A(D) = aire(D) = / 1 dzdy.
D

3.1.4 Intégrale double et changement de variables

Rappel. Pour une fonction d’une seule variable intégrable sur [a,b], on a

/abf(x) dr = /cdf(g(t))g’(t) dt.

ou g est une bijection de [c, d] sur [a, b].

Théoréme 3.1.11. Soit ¢ = (p1,¢2) : D CR? — R?

(u,0) — (2, y) = (u,v) = (¢1(u, v), pa(u, v))
une fonction injective et de classe C' sur D telle que det(J,(u,v)) # 0, ou

. . ), W (% (uv) % (u,v)
Jo(u,v) est la matrice Jacobienne de ¢ définie par J,(u,v) = ( 88 (1, 0) %(% o)

Si f est une fonction intégrable sur ¢(D) alors

// (x,y) dedy = // fop(u,v) |det(T,(u,v))| dudv.

Application. "Changement en coordonnées polaires”

Si la fonction f ou le domaine d’intégration sont exprimés en fonction de
2?42, alors le calcul d’intégrale est souvent plus facile en passant en coordonnées
polaires, via I'application injective de classe C' sur R%. x [0, 27| définie par

¢ :R% x[0,2n] — R?
(r,0) +—— @(r,0) = (rcosf,rsinf) = (x,y)

rsmé |

rcosé

F1GURE 3.3 — Changement de coordonnées cartésiennes en coordonnées polaires
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cosf) —rsind

Dans ce cas, on a det(J,(r,0)) = sinf 7 cosd

=r, alors

//(D)f(:v,y) dxdy://Df(Tcose,rsin@)?“drdH.
¢

Exemple 3.1.12. Calculons l'intégrale [ = // xy dxdy ou
A

A={(r,y) €ER*: 2>0,y>0 et 2°+9y* <1}

Ona A=p(B)ouB={(rd)eRi x[0,2r[0<r <1 et 0<0< 7T}, alors

I= //Axydxdy://(B)xyd:cdy://B(frcosﬁ)(rsine)rdrde
©

1 . 11, (3 1
= f// r°sin(20) drdf = 7/ r dr/ sin 20df = —.
2 JJ]0,1)x[0,2] 2 Jo 0 8

Exercice. 1. Calculer I'aire d'un disque.

2. Calculer Taire a I'intérieur d’une ellipse.

3.2 Intégrales triples

On définit et on calcule les intégrales pour les fonctions de trois variables
(et plus...) de maniére totalement similaire et on note l'intégrale triple d'une

fonction f sur une partie bornée A de R3 par /// f(z,y, 2) dedydz.
A

3.2.1 Théoréme de Fubini dans R?

Le théoréme de Fubini dans R? permet de ramener le calcul d’une intégrale
triple & celui d’intégrale double et ainsi grace au méme théoréme énoncé dans R?,
a celui d’intégrales simples.
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Théoréme 3.2.1. Soit A= {(z,y,2) € R3/(z,y) € BCR? et g1(z,y) < 2 < go(,9)},
ot B est une partie bornée de R? et les fonctions g, et gy sont continues sur B.
St f est une fonction intégrable sur A alors

f x,y, z) dedydz = ) flz,y,2)dz | dedy.
(
g91(z,y)

De plus, si B={(z,y) €ER? Ja <z <b et p1(r) <y < pa(x)}, ot @1 et py
sont deuz fonctions continues de [a,b] dans R, alors

b p2(x) g2(z,y)
/// f(z,y, z) dedydz = / (/ (/ fx,y,z) dz) dy) dx.
A a \Jei(z) g1(zy)

Remarques 3.2.2.

1. Il peut avoir différentes formulation suivant la forme du domaine d’intégra-
tion A. On peut procéder dans l'ordre des variables que ’on veut, toutes
donnant le méme résultat.

2. En particulier, si f(z,y, z) = 1 sur A, l'intégrale // 1 dxdydz représente
A
alors le volume de A.
Exemple 3.2.3. Soit A = {(z,v,2) € (Ry)*/ x +y + 2z < 1}. Calculons I'inté-

1
rale / / / dxdydz. Le domaine d’intégration peut étre exprimé
8 A(l+z+y+2)? Y & P P

comme
A={(2,9,2) eR’/0<2<1,0<y<l—-2 et 0<2<1—2—y}
D’apres le Théoreme de Fubini, on a

Mgt = [ (L (0 oty o)) o

_ 3

D’autre part, le volume du domaine A peut étre calculé comme suit,

://Ald:pdydz:/ol (/OH (/Ol_m_ydz>dy> dx:é.

3.2.2 Changement de variables dans R3.

Théoréme 3.2.4. Soit ¢ : ACR?> — R? une fonction injective de classe C!

(u,v,w) — (2,9, 2) = p(u,v,w),
sur A telle que det J,(u, v, w) # 0, ot J, est la matrice Jacobienne de .
Si f est une fonction intégrable sur B = p(A), alors

/// (x,y, z) dedydz = /// foo(u,v,w) |det(T,(u, v, w))| dudvdw.
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Applications.

1. Les coordonnées cylindriques d'un point (z,y,z) € R? sont définies

par le changement de variables via l'application injective de classe C! sur
R% x [0,27[xR définie par

¢ :R% x[0,2n1[xR — R3
(r,0,z) — (z,y,2) = p(r,0,2) = (rcosf,rsind, z).

cos) —rsinf 0
Dans ce cas, on a J,(r,0,2) = | sinf rcosf 0| et det J,(r,0,2) =,
0 0 1

/// ) f(z,y, 2)dedydz = ///A f(rcos@,rsind, z) rdrdfdz.
"

2. Les coordonnées sphériques d'un point (x,y, 2) € R® sont définies par
le changement de variables via I'application injective de classe C' sur R x
[0, 27 [x [0, [ définie par

alors

¢ R% % [0,27[x[0,7] — R?

(r,0,0) — (x,y,z) = (r,0,¢) = (rcosfsin ¢, rsinfsin ¢, r cos ¢).

cosfsing —rsinfsing rcosfcos ¢
Dans ce cas, on a J,(r,0,¢) = [sinfsing rcosfsing rsinfcose
coS ¢ 0 —7rsin ¢
et |det J,(r, 0, ¢)| = r?sin ¢, et par suite

/// (z,y, 2 dxdydz_/// f(r cos @ sin ¢, rsin @ sin ¢, r cos ¢) r* sin ¢ drdfde.

Exercice.

1. Calculer Z = /// Y drdydzon A= {(z,y,2) € R/ 22+ 32 <1et 0< z < 1}.
A

2. Calculer le volume d’une boule de R? de rayon 7.

FIN.
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