On définit une fonction d’une seule variable comme suit :

f:IE —» IE

X — f(%)

Dans de nombreux problemes, nous devons décrire le comportement d’une variable en fonction

de plusieurs variables.

Par exemple, 1’aire d’un rectangle dépend de sa longueur et de sa largeur.

En économie, nous decrivons souvent la relation entre la quantité produite par une firme comme

une fonction de plusieurs facteurs de production (travail, capital).
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La terminologie et les notations pour les fonctions de deux ou plusieurs variables est similaire a

celle introduite pour les fonctions d’une seule variable.

On définit une fonction a deux variables réelles comme suit :
f:IR «<IR —IEK
(ev) — fix.v)
IR x IR s’écrit IR?. f est donc une fonction a deux variables qui associée le couple (x,y)e IR?une

image f(x,y) dans IR,
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IR2 est identifié a un plan muni d’un repére orthonormé (0.7 , Ji ). le couple (X,y) représente les

coordonnées d’un point M du plan IR?:
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Pour une fonction a 3 variables, on définit une fonction a deux variables réelles comme suit :
f-IRxIRxIR —» IR

(v, V) —» fi(xv.2)

IR x IRx IR s”écrit IR3 . f est donc une fonction a trois variables qui associée
le triplet (x,y,z) € IR3une image f(x,y,z) dans IR.



D’une maniere geénérale, on définit une fonction a n variables comme suit :
f:IR* —» IR

{E::E::-':E]'.} — f{'-"“:'..::'ll':'::":'-"i‘:':l'...t:I

Fonctions a deux variables :

Domaine de definition :

Soit f:IR? —— IR une fonction a deux variables. On appelle le domaine de définition de f
(qui est noté Dy) I’ensemble :

D; = { (x,y)elR?/ f(x,y) existe}
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~On dit que f tend vers la limite £ € IR quand (X,y) tend vers (a,b) si :

Ve=0,30=0,V(xy)eDe|xy)-(@b) :=0=|fxy)-{=¢t

Onnote |y fixvi= £

[y l—=lad)

Remarque :

v Soit X =(x,v) = IR X =y 22+ 37

v || ) —(ab) =4 (x—a)*+ (v —b)°
v (%,v) = (a.b) veut dire que x = a et v = b, cela veut dire que la limite doit avoir pour

lieu pour tous les chemins se tendent en (a.b) :
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Régles de calcul :
Soient f et g deux fonctions a 2 variables,

Proposition :

2 lun AfEw=24 Jnn fxy)

[y i—=lad) [y —=lad)

 lim fxv+exzyn=  Jyn f=v+  Jjm s&xw)
[P I—=lad) [xPI=lad) [y l—=lad)

» hhm vy =<gxzyn=  Jyn f=v) = im sy
[y i=iad) [y =(ad) [rp1=(ad)

- . Flzay) _ lim flxy) . e ) L

7  |hm oea)  TLmatea) O him gxv=0

[ p—=(ad) L —(ad)



Soit f: IR? — IR une fonction 4 deux variables. On dit que f est continue en (a.b) si -

lim flxy) =flab)

= ad)

C ontinuite

f est dite continue su D si elle est continue en tout point de Ds

Exemple :

f(x,y) = xy
f est continue sur D;= IR?



Prolongement par continuité

x2 2

Soit f{x.v) =

xZ +y?

fn’estpas definieau point (0.0)mais |y f(x.v)=0.
[ xpi—=00,0)
Donc on peut prolonger fau point (0.0) en considérant f définie par

x2 2

51 (x.y) 7 (0.0)

xZ 47

fy)=
0 au point (0.0)

Ona Jyym f¥)= lun fx.y)=0=£(0.0).

[ &3 1=(0,0) [ & 1—=(0.0]
Dou f est contine.

On dit qu’on a prolonge fpar continuite



Reégles de calcul :

Solent f et g deux fonctions a £ variables continues sur Dret D, respectivement alors :
# /. fest continue sur Dy
» f+g est continue sur Ds 1 D,

» fxg est continue sur Ds 1 D,

- iest continue sur D= { D71 D/ (gix.v) = 0}



Soit f: D = IR—— IFE une fonction a deux variables, on définit la dérivée partielle de £

> —

Dérivées partielles

par rapport a X au point (a.b) la fonction :

E_f.-' _ . J'Fl:f'-._-h-. .|:.:'_.'__|'F |:L-'...|:.J_.'
@b = i

h
b=

af . . . ] . _.
5, veut dire la denvee partielle de f par rapport a x, on la note f,
N
De meme on definit 1a derivee partielle de f par rapport a v au point {a_b) la fonction :

af . _q- Fla.b+h)— flab)
5,@b)= lun

Ihlu
b=

af . . . . . _.
.:"_j- veut dire la derivee partielle de f par rapport a v. on la note f
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Exemple :

Soit la fonction f définit par : fix.v)=xiv—2v
, 3
flxy) = Sy =2xy

£i(xy) = ey =x 2

Eemarque:

Une fonction a deux variables peut admettre des derivées partielles au point (a b) sans tre

continue sur ce point.



Définition :
Soit £ IR — & IR une fonction a deux variables.

- P . : g ¢ - : - - :
Si f admet des derivees partielles E—f et &L gt qu’ils sont continue sur IR-, alors f est dite
- ¥

dérivable de classe C!.

Exemple : fonction de Cobb-Douglass
fxvi=x*v* o=0.p=0

oF 1.8 =i o
=i .ﬁf 1% . — = x v
dx - Oy E:l -

£-1

d . - \
E‘f et E—f sont continue sur IE- donc f est dérivable donc f est de classe C!
< &



Fonction homogéne :

Définition :

Soit f: D IR: — IR une fonction a deux variables.

On dit £ est homogene de degre o sur D s1 -

TixvieD YtelRl telque (txtv)e D ona:fitxtv)=t*fix.v)
Exemple :

La fonction de Cobb-Douglass est homogene de degre o + [3,

En effet : fix.v) =x"v* = flotv) = (0 (tv) B = 2x% BB = 278 x % F =128 finv)



Soit f: D = IR- — & IR une fonction homogéne de degré o sur D

Homogénéité des dérivées parnelles

et admet des derivees partielles par rapport a x.
Soit g : D —» IF une fonction a deux variables wvenfiant :
g(x.y) = fltx.tv) =t f(x.¥)
E_.g.-' i p— i N Ty L — ) E_f.-' L
alors —={(x.v) = - (1" flx.y) ) = t% =)

E'Q # E Pl E o Ef.- E'f_.-
—iX.Vv)=— V) =— — V)=t— v
et T ) ™ (Lit=.tv)) ™ (tx) PSS 1=t PSS )

Puisquet =0 cart € [R. ). on obtient
0 8f e =1 P en 1o Of i oy = ¢a-l 2 o -
Ly =t Smy) = ) = 50 Hxy) V=0
dou:
df

— est une fonction homogéne de degré a-1 sur D
-



Dememe -
gix.v) = fit.ty) = t* f(x.v)
I.:-l_g - EI .-'

alors ;k}c=}'}= E'_ }}—t:‘—p’. V)
Eg L;-L V) = .‘:"i (tx.tv)) = E'i (tx) g[t:-::t}'} =t g[t}::t}'}

Puisquet = 0O icart £ IR. ), on obtient :
0 9f e = e oo Of o oy = -l 9 o -
oy St ity) = JHi ) = 57 SHay) Vs

dou:
af

5, estune fonction homogéne de degré a-1 sur D
.lll



Exemple :
La tonction de Cobb-Douglass est homogene de degré a + B.

fix.v)=fixv)=x*y* aveca=0,p=0

Donc
El o El - _
—_ U: 1{:}'}}: E'— kII}TElJ =y _.:I._-x 1}1-5
e v
E P -
Donce 5 (i tvi)= o (tx)” 1@_1;]5}: o to1 xo1 (ByP
o

d : . ;
Donc - 9/ est une fonction homogeéne de degré at+p-1
-



Elasticité
Soit f: D — IRZ—— IR une fonction a2 deux variables qui accepte des dérivées partielles
sur (IR:). Etsoitxv.z tel que - z=f(xv)

On définit les elasticites partielles de f par rapport a x et v par :

e(f) =~ — 5.)

v)
¥
E(fﬁ}—ﬁ a}[ X,¥)

En general -

=k}
b

X g
E(z::ﬁ:)=; ﬁ et e(z,y)=

T
Lot



Soit f: D IR 4 IR une fonction i deux variables qui accepte des dérivées partielles

Dérivées partielles secondes

B Ay

w - [ EE C | - ¥ - LI " 1
5ila fonction P derivable par rapport a x, on dit que f admet une dérivée partielle seconde par
4

n n

a*r . at
x> \ dx

"I'l

.-'

)

b1 | =+

. : ¢
rapport a X qu on note 7= 5

- : - : 2f .. - ; . c e - .
De meéme si la fonction =~ derivable par rapport a v, on dit que f admet une derivee partielle

b+
>

seconde par rapport a v qu’ on note

T
k1
—
Cia
k1
Cia
bt
—
Cia
[

: - : of .. : : - c e . :
Et si la fonction = derivable par rapport a v, on dit que f admet une denvee partielle seconde

o Fr_ o @
dydx \ dydx By l"E'.'-:

) )
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De meme si la fonction =~ derivable par rapport a x, on dit que f admet une derivee partielle
¥

-

8% . 8%*F
dxdy \ dxdy

- l:

W

8
seconde par rapport 2 v et X qu on note 7 5

Remarque :

E:f t E*:
dxdy dydx

En general : ne sont pas toujours identiques

Exemple :

Seitla fonction fixv)=x"v*++°

2ty E'.-' 1
rl“{f“z—k;{- }'4—1“}—q;{ 14—0_13{ A

dx gx
et %y g, 17 ;
S = —{x- v + vy =4dx v + 3y
gy gy
A% Flxa) g 2f(xy) 2 .. 1 1 . K 73
— = (—— ) =— {4y v+ 3= 1w v + 0= 125w
dxd E'.'-:l" ey ) E'.'-:l'” - - ) - -
2° Filx g Ffixv) v
- ) = v =12%" v




Théoreme de Schwarz

g2 g
i ot i
dx oy dydx

51 les fonctions denvees secondes sont definies et continues alors -

8*f _ 8%f

dxdy dyox




