Rappel sur I'optimisation des fonctions a une seule variable:

Maximum et minimum

Définition:

» On dit que f admet un maximum local (resp : minimum local) en a si et
seulement si il existe un intervalle ouvert | contenant a tel que :

pour tout x € Jona : f(x) < f(a) (resp : f(x) = f(a))

» On dit que f admet un maximum global (resp : minimum global) en a si et
seulement si pour tout x € D;on a : f(x) < f(a) (resp : f(x) = f(a))

» On dit que f admet un extremum en a si et seulement si f admet un

maximum ou un minimum en a.



Cmdu premier ordre:

Théoreme :
Si f est une fonction dérivable sur un ouvert |

et si f admet en un point X, de | un extremum, alors f ' (x,) = 0.

Remarques :
Si ' (x,) = 0 pour un point X, de | ouvert, on dit que X, est un point critique (ou

stationnaire) de f

Exemple:



P oo

Théoreme :

Soit f une fonction deux fois derivable sur un intervalle ouvert " | et X0 un point
critique de f . Alors :

> Si f"(x,) >0, f présente en x0 un minimum local.

> Si f"(x,) <0, fprésente en x0 un maximum local.

Exemple:



e Optimisation des fonctions a deux variables

Optimisation sans contrainte (libre)
Soit f:D c IR?— IR une fonction a deux variables. D un ouvert de IR?, f € C1(D)

On s’intéresse aux problémes :

f(X0.y0)= min fXy)  (Xo.yo) estdit le mmimum global de f

(x.1)elR?

Ou  Ax0.y0)= max fix.y) (Xo.yo) est dit le maximum global de f

(x.vEIR
Condition nécessaire de 1% ordre

Théoréme :

S1 (x0.y0) € D est un extremum de f sur D
: of =
Alors : ax(xa,yg) 0
of _
3, X0-¥0) =0

(X0.yo) est appelé un point critique, un point stationnaire ou candidat a 1’optimalité.




Condition suffisante d optimalité local /

Soit f: D= IR — IR une fonction a deux variables. f = C4(D)
Solt (Xg,vy)un point critique de f

O e o) =
{EIL}:J:} a)=10

af .
E—‘iu-::.g:.} =)

-

# (Xp,vp) estun minimum local de fsi

d%F 82F . - . .
— (Xg.vo) 0.vo) — S )
P L300 H_IJ P L300 _\_IJ [:E'.'-I:'E'_‘_.' L300 H_IJ;I ]
Ez.li'r -~ -
— rl_.‘l.-rl o
Et 2oe X0 )= (0
7 (¥p.vo)estun maximum local de Fsi
8%f a%f . a%F )
— (®g.vg) = 3.vo) — An R =
E.TI:': lm}:"‘--- '\-} E}_: l'a.}:"\--- '\-:} I:E-'.'-I:'E_':.' l'-.}:"\--- '\-JJ D

Et

- o .
EI‘Z (3g.vg) =0



Remarque :

Soit f: D IR —— IR une fonction a deux variables. f = C-(D)

Solt (Xg,vy)un point critique def,
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C'est-a-dire :si (rt—s"= 0 et r = 0)



» (®p.vp)estun maximum local de £si
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Soit (xg,vg) un point critique de f
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Clest-a-dire : sl (rt—s = 0)
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Remarque:

11 existe des points (dit "selle" ou "col"), tels que :
> ay fixé, dans la direction (Ox)on a un minimum,

»>a x fixé, dans la direction (Oy) on a un maximum.



Définition :
Soit f: D IR? — IR une fonction a deux variables. f = C4(D)

# Un dit que f est strictement convexe sur [J s -




# On dit que f est strictement concave sur D s1
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Théoréme -

Soit fune fonction strictement convexe sur DD
# 51t admet un minimum local (xg,vy) sur D alors (x;,vy) est unique et représente le

minimum global sur D

Soit fune fonction strictement concave sur L)

# 51fadmet un maximum local (x5, vy) sur D alors (xg,vo) est unique et représente le

maximum global sur D



Optimisation sous contraintes d’égalité

Introduction :

» En économie, il est fréquent que 1’on cherche a maximiser une fonction sous des
contraintes (maximiser un profit ou une utilité compte tenu de contraintes budgétaires,
minimiser une dépense compte tenu d’un besoin a satisfaire).

» Mathématiquement, le probléme se pose sous la forme d’une optimisation d’une fonction f
a deux variables, sous la contrainte d’une autre fonction ¢ :

min f{x,v) avec g(x,v)=10
Ou max fix,v) avec g(x,v)=190

On dit que c’est un probleme d’optimisation sous contrainte d’égalité

La contrainte est : g(X,y) =0



Cette méthode d’optimisation fait appel a ce que 1’on appelle le Lagrangien L, qui est une

fonction definies a I’aide de f et g.



Condition nécessaire d’optimisation d’ordre 1

Theoreme :

Si f admet un extremum local en (Xo. yo) € D sous la contrainte g(xo. yo) = 0.

Alors il existe unréel . € IR tel que :

aL _ E g ﬂ_‘g —
{ ax (X0, yo) = Ax (Xo. yo) + 2 dx (%0. y0) =0

aL _ E g ﬂ_ﬂ —
%(}im= Yo) = oy (Xo. Yo) + A 3y (X0, yo) =0

(Xo. Vo) est un point critique ou point candidat a I’optimalite.



Condition suffisante d’optimalité
 Théoréme :
Soit (Xg, vo)un extremum local de fsous la contrainte g(xg, vo) =0,

Alorsilexisteunréel A e D {ou Lix.v)=f(x.v}+1a(xv))
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Alors (x;, vg) estun minium local de f sous la contrainte g(xg, vo) =0,
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Alors (xg, vg) estun maximum local de f sous la contrainte g(x,, vo) =0,



