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Question 1. Notion de viscosité.
1. Décrire expérience de Newton mettant en évidence la viscosité d’un fluide.
2. Donner la signification physique de la viscosité.

3. Donner l’expression de la force volumique de viscosité qui s’exerce sur la plaque mobile utilisée
dans l’expérience en question.

4. Déduire l'unité de la viscosité dynamique.

Question 2. Nombre de Reynolds.
1. Définition.
2. Interprétation Physique.

Exercice 1. Ecoulement dans un canal hemicylindrique.
Soit I’écoulement laminaire et stationnaire d’un fluide évoluant dans un canal de section semi-

Z

Ecoulement dans une Conduite hémicylindrique.

circulaire sous leffet de la gravité comme indiquer sur la figure. Le fluide est supposé newtonien
ayant une viscosité dynamique constante p et une masse volumique constante p.

On suppose que la pression dans le fluide est constante et que la surface libre au contact de l’air
est plane. On suppose que seule la composante de vitesse suivant z est mon nulle. On propose de
représenter le champ des vitesses dans une base cylindrique (e_,?,e_g,e_;) ot €, est le vecteur porté
par l'axe de révolution de la conduite et e, et e sont respectivement les vecteurs radial et polaire
définissant une section quelconque normale a [’axe z.

1. Ecrire [’équation de continuité relative a cet écoulement.

2. Ecrire les projections de l’équation de Navier-Stokes stationnaire dans le systéme des coordon-
nées cylindriques.

3. Montrer que le profil des vitesses est de la forme :
pg sin BR? 7\2
(N
4p R

Calculer le débit volumique Qv associé a cet écoulement.

A partir de ce profil,

Calculer la vitesse moyenne v de [’écoulement dans chaque section de la conduite.

Calculer le tenseur des contraintes relatif a cet écoulement.

NS G

Calculer la force tangentielle exercée sur la paroi par unité de longueur, dans la direction de
[’écoulement.



Vecteur vitesse :
— — —
7:€T€T+U969+UZ€Z

Equation de la conservation de la masse :

10(rv,) 10vy = Ov,
? 7_7“ or +;W+8z

=0

Tenseur des contraintes :
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Equation de Navier-Stokes :
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Notion de viscosité. 5pts

1. Décrire 'expérience de Newton mettant en évidence la viscosité d’un fluide.

2. Donner la signification physique de la viscosité.

3. Donner I'expression de la force volumique de viscosité qui s’exerce sur la plaque mobile utilisée

dans 'expérience en question.

4. Déduire 'unité de la viscosité dynamique.

No

mbre de Reynolds. 3pts

1. Définition.

2. Interprétation Physique.

Ecoulement dans un canal hemicylindrique. 12pts

Z

FIGURE 1 — Ecoulement dans une Conduite hémicylindrique.

Hypotheses :

H1
H2
H3
H4

H5
H6

H7
HS8

H9

Fluide incompressible ; p = C*.
Fluide visqueux newtonien ; p = C.

Ecoulement laminaire ; modele déterministe.

Ecoulement Stationnaire; — = 0.

ot

Pression constante.

Surface libre Plane. Ainsi au contact de la surface libre le fluide est soumit a une contrainte qui se
réduit a la pression atmosphérique normale. le tenseur des contraintes visqueuses (composantes
tangentielles a la base du cisaillement sont nulles).

T = v,(r, 0, z)?z.

Le champ des vitesses est a symétrie de révolution autour de I'axe dirigé par ¢, de la conduite.

Ainsi, ¥ = v.(r, 2) € ..

Dans chaque section orthogonale a e_z>, la force volumique due a la pesanteur est constante.

H10 La base cylindrique (e—Z, e—g, e_;) est choisit comme base de projection.



1. Equation de continuité :

Le champ des vitesses s’écrit dans la base cylindrique

U = v, (7, z)?z, v, =109 =0

L’équation de la conservation de la masse, appelée aussi équation de continuité, s’écrit

V-7 =0
10(rv,)  10vy v, 0

r Or r ol | 0z
ov,

0z

Ainsi, v, = v,(r).
2. Equation de Navier-Stokes stationnaire dans le systeme des coordonnées cylin-
driques :

Sachant que

0 vy 0 0
7? = U,«E—F?%—sza
= 0

et

82+18+182+82
or2  ror 12002 022

10 0 1 02 0?
- W(T@)ﬂ—zw*@
10 /(9
- W(W)

L’équation générale de Navier-Stokes en coordonnées cylindriques

ov, Ug B 10p Uy 2 Ovg
o (@ Ve = fr_;%*”(“”ﬁ‘ﬁ%)
Jvg Vvp 1 0p vy 2 Ov,
8a—t+(§;-€)vg+ . = fo p—%%-l—l/(Avg 7’_2+7’_289)
LN _ 4 _lop

Ey + (VU - V)u, = f. Y +vAv,

devient apres simplification

0
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0
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3. Calcul du champ de vitesse :

La force volumique s’écrit

7 = gcosfY +gsinfS7
= gcosﬁsin@ej+gcosﬁcos€e_¢9>—kgsinﬁe_z>
— — —

f’r f0 fz
e % = pgcosfBsinf
r

e a—z = prgcosfcosf

— .m0 ([ Ov\ _ Op

< vor (T 87‘) T 0z —
el p(r.0,z) = pgrcosBsind+ C,(0,z)
e p(r,0,z) = pgrcosfBsind + Cy(r, z)

p(r,0,2) = C.(0,2) =p,, V(r2)

T cos (3 sin 6 coS
p('r’,@,z) = DPa (%4_1) = Da (pgyp—ﬁ—i_l)

R
pgycos _ pg cosﬁ<<1
Pa Pa

ou R est le rayon de la conduite.

La pression varie peut dans la conduite. Elle ne s’éloigne donc pas de la pression atmosphérique
Pa. Ainsi on peut admettre que la pression est uniforme dans la conduite et est égale a p,. On
a

wd dv
?d—( dr) -
d ( dv, pgsin
d_(rd ) TR
dv,  pgsinf3
ar 21 " r
v(r) = pgz;nﬁ + Kilnr + K,

Pour que la vitesse soit définit sur I’axe de la conduite il faudrait impérativement prendre
K, = 0. La constante K, est calculée en considérant ’adhérence du fluide a la paroi de la
conduite. Ainsi,

pgSIH/BR2+K2 _— K2 _ pgSIH6R2
4 4p

D’otu finalement ’expression du champ des vitesses :

B )

v, (R) = —

A partir de ce profil,



4. Débit volumique Qv :

Qv = /SUZdS
. 2 O=m r=R
= %/‘9:0 d@/TZO (1— (%)2) rdr
- 4 pr=R 9 )
- L - E) - @)

. 4 9 r=R
_ 7pgsin R ) ( r )2
B 164 R L
_ mpgsin SR
N 164

5. Vitesse moyenne v dans une section quelconque de la conduite :

Qv = 5.0
S
S
. Tpg sin BR* 2
16p  wR?
. pg sin S R?
= T &

6. Tenseur des contraintes ? :

ov, 1 0w, 0 [y Jdv,  Ov,
Orp = _p+2NW Org = U ; +r— <_) Orz = H +

00 or \r or 0z
?_ P 18v9+vr 8v9+1ﬁvz
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— D 0
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0 ~Fa
s D
7. La force tangentielle exercée sur la paroi par unité de longueur :
Soit dS = Rdfdz 1’élément de surface de la paroi qui exerce sur le fluide la force de frottement

tangentielle

] = [ ase)]

r=R



La résultante par unité de longueur s’écrit donc

?pﬁf - /s [ﬁ]rzz%
_ /SR [?-(dsa)]

r=R
d 3 O=m z=1
— urRY 0 / dze
dr Ir=R Jg—o 2=0
dv,
— pRrZZ| 2
dr lr=R

R2
= —pyg sinﬂ%e_i

La force exercée par le fluide sur la paroi est I'pposé de ?p_) I

?f—)p = pPg sin ﬂsce_z
TR2
ou S, = TN représente la section du canal.

Remarquons que la contrainte visqueuse due a cet écoulement permanent uniforme est indé-
pendante de la loi de comportement utilisée pour décrire la rhéologie du fluide.
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Exercice 2. Ecoulement entre deux plaques inclinées noté sur 20 points.

~,

Ecoulement entre deux plaques inclinées

On considere l’écoulement stationnaire et laminaire d’un fluide visqueux (de viscosité p) et in-
compressible (de masse volumique p) entre deux plaques infinies paralléles et inclinées d’un angle «
avec ’horizontale.

On suppose que la plaque supérieure est animée d’une vitesse constante U et que la plaque inférieure
est fire. On choisira comme repére de calcul le repere cartésien représenté sur la figure ci-dessus.

1. A partir de l’équation de continuité et de [’hypothése de la symétrie du probleme, établir que la
vitesse du fluide s’exprime comme : U = v,(2)eq.

2. Négliger le poids de la plaque supérieure revient a poser constante et égale a p, la pression en
z = H. Sous cette, hypothése
(a) Ecrire et projeter I'équation de Navier-Stokes dans la base (€5, e,, €1).
(b) Ezprimer le gradient de pression suivant l'aze x.
(¢) Déduire l’expression de la pression p(z).
3. Montrer que le profil des vitesses est de la forme v,(z) = Az* + Bz + C.

4. (a) Etablir les conditions auz limites, que doit satisfaire le champ des vitesses de cet écoule-
ment visqueux, au niveau des deux plaques.

(b) Déduire les trois constantes A, B et C.

5. Exprimer le débit volumique Qv du fluide s’écoulant entre les deux plaques, sur une €paisseur
unitaire (Ay = 1), en fonction de p, p, g, o, H et U.

6. Quelle condition portant sur U permet d’assurer un débit positif, et par voie de conséquence
I’ascension globale du liquide ?

7. En se plagant dans le cas limite d’un débit nul (Qy = 0),

(a) Donner les éléments du tenseur des contraintes s’exzercant sur le fluide au contact de la
plaque supérieure.

(b) En déduire la force de frottement qu’exerce le fluide sur cette plaque (considérer la force
par unité de longueur suivant x et suivant y ).

8



(c) Quelle puissance (par unité de surface) doit-on développer pour tirer la plaque ¢

8. En labsence de plaque supérieure, le fluide admet une surface libre au contact de l’air dont la
pression notée p, est donnée.

(a) En se basant sur ce qui a précédé donner l’expression de la pression et de la vitesse du

fluide.
(b) Ezprimer les conditions aux limites sur la plaque inférieure et a la surface libre.

(¢) Ezprimer dans ces conditions le nouveau débit volumique.

(d) Donner l’expression du tenseur des contraintes ?0 sur la plaque inférieure

(e) Déduire la force de frottement par unité de surface qu’exerce le fluide en écoulement sur
la plaque inférieure.
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Ecoulement entre deux plaques inclinées. 20pts

=

Hypotheses :

H1
H2
H3
H4
H5

H6
H7

La base cartésienne (a, e_y>, e_;) est choisit comme base de projection.

Fluide incompressible ; p = C*.
Fluide visqueux newtonien ; u = O,
Le fluide adhere a la paroi elliptique.

Ecoulement laminaire ; écoulement rampant.
Ecoulement Stationnaire ; Eri 0.

Le gradient de pression suivant €2 est non nul.

1. 1pt

Equation de continuité :
Le champ des vitesses s’écrit dans la base cartésienne

T = vx(x,z)?x, vy =v,=0

L’équation de la conservation de la masse, appelée aussi équation de continuité, s’écrit

_ Ovy  Ovy,  Ov,  Ovy B N
?-7— o + Dy + %~ Op — 0= U = v, (y,2)es

En plus, d’apres 'hypothese [H7] I’écoulement est infini suivant I’axe des y. Ainsi chaque plan
2Oz est un plan de symétrie. D’ot1, Finalement

U = vx(z)e_g 1pt

10



2. 6pts

(a) 4
Equation de Navier-Stokes stationnaire dans le systeme des coordonnées car-
tesiennes :

Sachant que
0 0
v - ? +vya +vzaz—0
et

0? 0? 0? 0?
Ao o T2 T o

L’équation générale de Navier-Stokes en coordonnées cartesiennes

8% 7 6 = fo— %% + vAv,
avy + (7 - ? = fy— Lo + vAv

Y p ay Y
(%Z 7 ? = f.— %% + vAwv,

La force volumique s’écrit

? — —g(sinae, + cosaey)
— (—gsina)e, + (—gcosa)e, 1pt
——r S——

fI fz

L’équation de Navier-Stokes devient apres simplification et substitution de la focrce volu-
mique de pesanteur

0] d*v,
e 0 = —pgsinoz——p—i—u Y 1pt
9 Ox dz?
&0 = —8—p 1pt
Y
0
e 0 = —pgcosa——p 1pt
0z
(b)
Calcul du gradient de pression :
9) d*v,
e_x>: op = —pgsina+p Y
x dz?
— . Op
= =0
ey a9y
-, op _
e, — = —pgcosa
0z

11



e plz,2) = —pgzeosa+ Cy(x)
op(x, z dC,(x ) d?v,(z
% = d:r(: ):—pgsma—i—u dzg ):Cte
—— ————
fet(x) fet(z)
, d*v,(2)
C.(z) = (—pg sina + 12 x + Po
d2
p(z,z) = <—pg sina + p szgz)> x — (pgcosa)z + Po
Op(x,z)  Op(z,z)
- P
p(z, z) o " + 9, - + FPo

ou Py est une pression de référence constante.
Le gradient de la pression est constant et s’écrit dans la base cartesienne

~ Op(x,2) - Op(x,2)
Vala.2) = or T T o
2
Vp(w,z) = (—pg sin v + ud ;xﬁz)) e — (pgcosa)e;
Z

Si on néglige poids la plaque supérieure, alors la pression appliquer sur le fluide est celle
de I'atmosphere que I'on note p,. Ainsi

d*v,(2)
dz?

pa =plz, H) = <—pgsinoz—i—,u )x—(pgcosa)H+PC, vz

Cette relation n’est satisfaite que si

0
Ox

D’ou la constante d’intégration Po qui vaut

d*v,(2)
dz?

=0 1pt

Pe =p, + pgH cos «

Et le laplacien de la vitesse s’écrit en conséquence

d*vy(z)  pgsina

dz? 1]
Nous concluons que le gradient de la pression suivant la direction z est nul et n’est différent
de zéro que suivant z. Ainsi

dp
oz
dp
Ay
dp
0z

= —pgcosa

()

Calcul du champ de pression :
Ainsi
p(z) = pgcosa (H — z) +p, 1pt

12



3. 1pt
Calcul du champ de vitesse :

Poy(z)  pgsina
dz? N 1
ve(z) = pg;ﬂz2 +Bz+C 1pt
I

4. 2pts

(a)
Application des conditions aux limites :
En tenant compte des conditions aux limites

v:(0) = C=0
vo(H) = pg;ﬂHQJrBHJrO:U 1pt
i

(b)

Détermination des constantes :

¢ =0
U pgsina
B = —— H 1pt
H 24 p
ve(2) = _,ogsmaZ(H_Z) +UZ

20 H

5. 2pts
Débit volumique @y :

z=H
Qv = /vdeZ/ dy/ vydz 1pt
S Ay=1 z=0

H si z=H . z=H U z=H
— _pgrsma / zdz + pgsIma / 22dz + T / zdz
z z z=0

2p =0 2p =0
H3sin o H3sina UH
_ 1 L Py N
4p 61 2
H3 si UH
__pgH’sina n 1pt
124 2
6. 1pt
Flux asscendant :
Le flux est asscendant si
Qv > 0
H? si
U > pglr sSma 1pt
6/t

13



7. 2pts
Débit nul :

(a)

Tenseur des contraintes ? :

0,
zx — T 0 Tz —
0 oyy = —p(2) 0
Oz 0 Ozz = _p(2>
Si le debit est nul, alors
Qv = 0
U o— pgH?sin a
61t
B pgsin o pgsina , pgH?sina z
[Ux(z)]szo - 2M zH + 2M Z+ 6/1J E
_ _pgsinaZH+pgsinaZ2
3 20
_ _”92;““2 (2H — 3z)
0v,(2) , H
[022(2)l gy =0 = { 02 }Q i = —pgsino <§ - Z)
v=

La contrainte de cisaillement (contrainte tangentielle) dans le cas ot (Qy = 0) ainsi que
la pression valent au niveau de la plaque (z = H)

2
(022 = H)lg,—g = 3P9H sina
p(z=H) = pgcosa(H —z)+ pa = pa

Finalement
2 :
—Da 0 gng sin «
[?(H)} = 0 —Pa 0 0.5pt
Qv=0 2
§ng sinaw 0 —Pa

Soit cﬁ —dxdy e;) I'élément de surface de la plaque supérieure qui subit de la part du

fluide la force élémentaire [d? (z=H )] . (—e_;) est la normale a la plaque supérieure
Qv=0

"sortant” de la plaque vers le fluide

La force exercée par le fluide sur la plaque supérieure par unité de longueur
suivant x et suivant y s’écrit :

[ﬁ(z:

14



La résultante de cette fore s’écrit

Fry = [ [en

Qv=0

- ?(z — )] . < /A d /A . dy) e

= [Fe=m)| =

Qv=0
2 )
—Pa 0 gng sin o
= — ) 0 —Pa 0
gng sinaw 0 —Pa 1

2
= —5pgHsin ag;+  pier 1pt

77 oy o [?f«;p]w "

La force exercée par le fluide sur la plaque supérieure se présente donc comme la résultante

d’'une composante tangentielle [?? _>p]

2
= —§ng sin ae_g} et d’'une composante
v=0

normale qui s’écrit, en toute evidence, { [?}V %p} = pae_;}.
v=0

Remarquons que la contrainte visqueuse due a cet ecoulement permanent est indépendante
de la loi de comportement utilisée pour décrire la rhéologie du fluide.

Calcul de la puissance développée par la force de frottement visqueux
du fluide sur la plaque supérieure :

La vitesse du fluide au niveau de la plaque vaut

[Ux<z)]c2v:o = _pgg;naZ(QH—g’Z)
pgH? sin o
[Ux<z)](z=H,QV:0) = T
= U

Ce qui est cohérent vu que la vitesse du fluide égalise la vitesse de la plaque au contact
(z = H). Puisque cette vitesse est constante la puissance s’écrit simplement

—_— M %
[ng%P](ZzH,Qv:O) B /sm, [ﬁfﬁp vx}(FHQV:O)

- [7 (L] )
[f_mvszQVU Axleyl

2
= <—§ng sin ey +pa€z> : (er)

2 2H3 : 2
= PIT MY g 5pt
&)

15



8. 5pts

Absence de la plaque supérieure :

(a)

En I'absence de la de la plaque supérieure la surface supérieure du fluide est au contact
de l'air. On suppose que cette surface est plane. La pression a la surface est celle de
I’atmosphere. Ainsi, le champ de pression et de vitesse sont les mémes qu’on présence de
la plaque supposée sans poids. La seule différence réside dans les conditions aux limites
lies a la vitesse.

p(z) = pgcosa (H — z) + p,dpt

Les conditions aux limites sont :
L’adhérence du fluide a la plaque inferieure :

21
v(0) = C=0

Continuité de la contraite a la surface libre en contact avec l’air :

[?ﬂuide—?air} e—z> = 0
(z=H)
v, i
pe 0 22l —pa 00
0z
0 —Pa 0 — 0 —-p, O =0
8vx(z) 0 -y 0 0 —Dq 1
aZ 4 (2=H)
0v,
0 0
u@z
0 0 0 =0
ov
0 0 1
M@z (»=H)
vy
W
0z _
0 =0
0 (2=H)

Ainsi la condition de continuité de la contrainte sur 'interface (fluide-air) se réduit a

v,
5], -
“l=m)
pg sinaH LB - 0
0
B _ Py sinaH
I
Finalement la vitesse s’écrit
ve(2) = b9 Smaz(ZH —z) 0.5pt
2
p(z) = pgcosa(H —z)+p, 0.5pt

16



()

Débit volumique Qv :

z=H
Qv = /vdeZ/ dy/ vydz 0.5pt
Sz Ay=1 z=0

_ _ngsina/zszdZ+pgsina/zzHZQdZ

Iz =0 2p =0
pgH3sina  pgH?®sin «
= - +
21 61
H3si
— PTG spt
3
(d)
Tenseur des contraintes ? :
0y
? Ope = —p(2) 0 Tz = Py
- 0 Oyy = —p(2) 0
Ops 0 0., = —p(2)
Tenseur des contraintes ?0 sur la plaque inférieure :
pgH sin o
—p(0) 0 0:-(0) = —T
?0 = 0 —p(0) 0 1pt
gH sin «
02:(0) = —pT 0 —p(0)

(e)

La force élémentaire appliquée par le fluide sur la plaque inférieure s’écrit

ﬁf%p = —§0 : Cﬁ = —30 : (dwdy?ﬁ)
—

ou e, est la normale "sortante” de la plaque inférieure vers le fluide.

17



) = [ [

[F1. 7).,
L
_ (w) ) +< pggcosa+pa) (—e))  0.5pt
7

Force de frottement tangentielle Force de pre?sion normale

18
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Exercice 3. Ecoulement de Poiseuille plan.

L’espace est rapporté a un triedre Oxyz, de vecteurs de base (e_g, e_y>, e_z>) Oy et est dirigé suivant la
verticale ascendante. On néglige les effets de la pesanteur. Un fluide newtonien incompressible
de wviscosité p est confiné entre deux plaques planes, infinies, paralleles, perpendiculaires a Oy et
de cotes respectives :y = 0 et y = L. Les deux plaques sont fixes et [’écoulement est supposé
établi, stationnaire et unidirectionnel. En un point de [’écoulement, le champ des vitesses s’écrit
v = vx(x,y)e_m) et le champ de pression, p = p(x,y).

Y
|

|
Vi

Ecoulement de Poiseuille entre deux plaques fixes.

1. (a) A partir de l’équation de continuité et de ’hypothese de la symétrie du probleme, établir

que la vitesse du fluide s’exprime comme : v = vx(y)e_g.

(b) Que peut-on dire de l’accélération d’une particule du fluide ?
4 : Sy , — = =
2. (a) Ecrire et projeter l’équation de Navier-Stokes dans la base (e;, ey, €;).
(b) Ezprimer le gradient de pression suivant l'aze x.

(c) Montrer que ce gradient de pression doit étre nécessairement non nul pour qu’il y ait
écoulement.

(d) Montrer que p ne dépend pas de y.

d
(e) Montrer que d_p est constant, on appellera K cette constante.
x
(f) Déduire l’expression de la pression p(z). On notera poy la pression de référence en x = 0.

K
3. (a) Montrer que le profil des vitesses est de la forme v,(z) = ZyQ + By +C.

(b) En exprimant la condition d’adhérence, que doit satisfaire le champ des vitesses de cet
écoulement visqueux, au niveau des deux plaques, déduire les constantes B et C.

(c) Calculer la vitesse mazimale Vymar entre les deur plaques.
(d) Quel est le signe de K si v, est positive ?
(e) Représentez schématiquement le profil des vitesses v, = f(y) entre les deux plaques.

(f) Calculer la vitesse moyenne v, de l’écoulement entre les deuz plaques.
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. Calculer le débit volumique Qv a travers une section délimitée par les plaques (y =0 et y = L)

et par les plans z = —3 et z = 5 Commentez le résultat

. Calculer le tenseur des contraintes ? relatif a cet écoulement.
6. Calculer la force ?p+%f, par unité de surface, exercée par la plaque supérieure sur le fluide.

Spécifier les composantes tangentielle ?Z;%f et normale zjo\gﬁf de F'pr .
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Vecteur vitesse en coordonnées cartésiennes :

— — —
7:exex+vyey+vzez

Equation de la conservation de la masse dans le cas d’un fluide incompressible :

_ Ov,  Ovy,  Ov,
V.= o 5 + 5. =0

Equation de Navier-Stokes :

% N o, N ov, N g\ i @ N 0%v, N 0%v, N 0%v,
P\ T %0r TWay "0z ) T Pl oy TH a2 T a2 T 822

p<%+ v, 81@_}_@%) _ pfy—@+ﬂ<82“y+a2vy+8%y)

ot "o Ty T, ay 022 o T o2
%+U %4_@%_}_@% — f_@_|_ 62vz+a2vz+8202
P\t "% Ty T ez ) T PET e TR G2 T e T 822

Tenseur des contraintes :

L9 0V, 0V, n v, ov, N 0V,
Ogx = — —~— Ozy = - - Ozr =
L y = # oy  Ox a

ox 0z
? - Lo vy, vy, N v,
=1 o, Oy = — — Oys = —
v v P a oy v H 0z oy
Ogz Oyz Oy = —P+ 2,UJ av;

Force due au tenseur des contraintes :

iF = A3 =5 . (dST)

ou cﬁ est le vecteur élémentaire de surface sortant.
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Réponse 1. Ecoulement de Poiseuille entre deux plaques planes. 20pts

Y
|

|
W i

Ecoulement de Poiseuille entre deux plaques fixes.

Hypotheses :

H1

Fluide incompressible ; p = C*.

H2 Fluide visqueur newtonien; u = C'.
H3 Ecoulement laminaire ; €coulement rampant.
H4 Ecoulement Stationnaire ; % =0.
HS5 Pression linéaire entre les deux plaques.
H6 Ecoulement unidirectionnel, ¥ = vz, Y, z)?x
H7 Le champ des vitesses est symétrique par rapport a tout plan xOy perpendiculaire aux plaques.
Ainsi, U = vg(z,y) € s
H9 Dans chaque section orthogonale a e, la force volumique due a la pesanteur est négligeable.
HS8 La base cartésienne (e_x), e_y>, e_;) est choisit comme base de projection.
1. 1.5pt

(a) 1pt
E‘qua,tz'on de continuité :
Le champ des vitesses s’écrit dans la base cartésienne

T = vx(a:,y)?m, vy =v,=0

L’équation de la conservation de la masse, appelée aussi équation de continuité, s’écrit
dans ce cas ou le fluide est incompressible

_ Ov,  Ovy  Ov, O,
6'7_ 8x+8y+82 - Ox

Le champs des vitesses est indépendant de x, d’ou

v = vgg(y)e_x> 1pt

22



(b) 0.5pt

Accélération de la particule :

DY o
Tt = E—F(??)?:(??)%ﬁ:o

L’accélération de la particule est nulle.
2. 6.5pts

(a)

Equation de Navier-Stokes stationnaire dans le systéme des coordonnées car-
tesiénnes :

D’apres la structure du champs des vitesses
0 0 0
7-32%—4—1} — 4+ v,— =0
or Yoy 0z
et

o 9 9 o

“ow T ap a2 ap

L’équation générale de Navier-Stokes en coordonnées cartesiennes

00, + (7 - ?)vx = fo— Lop + vAv,
%
%Jr(?.?)vy — fy_;a—eryAvy
v, B 10p
82& + (7 . 6)@2 = fz ;& + I/AUZ

Ou v = = est la viscosité cinématique du fluide fluide soumis a ’écoulement en question.

La force volumique de pesanteur est négligeable
7 =0
fy =0

L’équation de Navier-Stokes devient apres simplification et substitution de la focrce volu-
mique de pesanteur

op d*v

ﬁ xr

o = -2 1pt

¢ (gac + dy? p

ey 0 = —8—2 1pt

e 0 = —@ 1pt
0z
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(b)

Calcul du gradient de pression :

= @ B d?v,
> e M dy?
op 0
€y a_y =
e @ = 0
° 0z

ot

— 0 d?v,
Vp = —‘Ze_) e

(c)

Gradient de pression non nul :

Supposons que le gradient de pression est nul, alors d’aprés ce qui viend de précéder

— 0 d?v,

ox dy?
D’ou

d?v,

U _ 0
dy?

dv

W _ o
dy !

Ux(y) = Cly_'_CQ
Or la condition d’adherence aux parois impose

y=0: v, (y=0) = Cy =0
y=L: v(y=L) = C1L+Cy = 0 = C;=0

Ainsi,
Vp=0= 7 =0

D’ou nous concluons que I’écoulement ne pourrait avoir lieu que si le gradient de pression
est non nul.

(d)

D’apres le calcul du gradient de pression

op
8_1/_0
dp
5—0

D'oitp = p(x)
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(¢)

2
R S ) NG
dx dy?
~—

fet(z) fet(y)
(f)

dp
e
dx

p(r) = Kx+po

ou py est une pression de référence prise en x = 0.

3. 6pt
Calcul du champ de vitesse :

(a)
du.(y) K
dy2  p
K 2
v(y) = —y°+By+C 1pt
2p
(b)

Application des conditions aux limites :
En tenant compte des conditions aux limites

v(y=0) = C=0
K

v(y=1L) = 2—L +BL+C =0 1Ipt
i

Détermination des constantes :

C =0
K
= ——L 1pt
24
K
ve(y) = —Zy( )

(c) 1pt
Calcul de la vitesse maximale v, ©
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Ay) = —5u(L—
v2(y) 2My( y)
dvu, K
= ——(L—2y)
dy 2/
dv,, 0 L
= our Y= —
dy b Y73
( L) KL
Vemax — Uz = 5)= 5
Y 2 8p
(d) 1pt
Signe de K :
2 (y) 1
= —y(L—vy)<0
% 2cht/( y) <

Ainsi v, (y) et K sont de signes opposés. Si v, (y) est positive alors K est négatif.

(e) 1pt
Profile des vitesses entre les deux plaques :
Profile parabolique en 1>

‘y

v

dp
=—<0
dz

Ecoulement de Poiseuille entre deux plaques fixes.

(f) 1pt

Calcul de la vitesse moyenne v, :

1 / 1 y=L
Uy = — Ve dS = — dz/ vedy 1pt
SCI? Sz Sx Az=1 y=0
K 1

y=L
S / y(L —y)dy 1pt
Y

K |:Ly2 y3:| y=L

= —|—=—-= 1pt
2ul | 2 3 1 ,=0

B KIL? vt
1op P
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4. 2pts
Débit volumique Qy :

Qv = /vzdS:SmE Ipt
Sr

_ _EKn*
- T P
KS,L?
= — 5 1pt
12p

Le débit est constant dans toute section normale a l’écoulement.

5.
Tenseur des contraintes ? :
dv,
? _ Ogx = _p(33) Ogy = Md_qzj Oz = 0
Oy Oyy = _p(37) oy. =0
0 0 0., = —p(x)
6.

Calcul de la force ?er_, 7» par unité de surface, exercée par la plaque supérieure
sur le fluide. :

Le tenseur des contraintes exprimé sur la plaque supérieure s’écrit

—p(x) KL 0
?(z,y =L, =¢)= KL —p(x) 0
0 0 —p(x)

Spécifier les composantes tangentielle ?;—# et normale ?[])\Q%f de

Soit ((ﬁ = dxdze_y>) l’élément de surface de la plaque supérieure qui exerce sur le fluide la force

élémentaire d?(y =1L). (—e_;) est la normale a la plaque supérieure “sortant” de la plaque vers
le fluide
La force exercée par le fluide sur la plaque supérieure par unité de longueur
s’écrit :

(Fyy] = [? - (dse—;)]y:L

y=L
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7.

La résultante de cette fore s’écrit

Pl = [ @],
- / [?-?deLL

- (L Pl [

_ / KLE — p(a)2]) da
Az=1
= KLe_;—/ p(z)dze,
Az=1

K
= KLe_x> — [Ef —I—pom} e_y>

Az=1
2
= —gng sin oze__,lg> + pa6_z> 1pt
S B0l oy o

La force exercée par le fluide sur la plaque supérieure se présente donc comme la résultante

2
d’une composante tangentielle { [??_}p] = _§ng sin aej} et d’une composante normale
v=0

qui s’écrit, en toute evidence, { [?ﬁc\gp} = pae_;}
Qv=0

Remarquons que la contrainte visqueuse due a cet écoulement permanent est indépendante de
la loi de comportement utilisée pour décrire la rhéologie du fluide.

Calcul de la puissance développée par la force de frottement visqueuxr du
fluide sur la plaque supérieure :

La vitesse du fluide au niveau de la plaque vaut

pgsin o

0o(Ngym = P (20 32
pgH? sin «
[Ux(z)](zzH,szo) = T
= U

Ce qui est cohérent vu que la vitesse du fluide égalise la vitesse de la plaque au contact (z = H).
Puisque cette vitesse est constante la puissance s’écrit simplement

[ f—>P](z:H,Qv=0) /SJ f=p- v (2=H,Qv =0)

- [?f_’p Ux (:=H,Qy=0) (/Az 1dx/Ay ! )

2
= (—gngsm ae, —l—paez) : (Uex)

2 2H3 : 2
— P9 MY g spt
M
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8. 5pts
Absence de la plaque supérieure :

En l’absence de la de la plaque supérieure la surface supérieure du fluide est au contact de [’air.
On suppose que cette surface est plane. La pression a la surface est celle de l’atmospheére. Ainst,
le champ de pression et de vitesse sont les mémes qu’on présence de la plaque supposée sans
poids. La seule différence réside dans les conditions aux limites liées a la vitesse.

p(z) = pgcosa (H — z) + p, Ipt

10. Les conditions aux limites sont :
L’adhérence du fluide a la plaque inferieure :

va(z) = P22 Bt
2
v(0) = C=0

Continuité de la contraite a la surface libre en contact avec U'air :

z=H)
0v, 1
—Pa O —U (Z) —DPa 0 O
0z
0 —Pa 0 — 0 —p, O =0
8U$(Z) 0 —pa 0 0 —Pa 1
0z 1 (z=m)
ov,
0 0
M@z
0 0 0 . 0 =0
ov
20 0 1
“az (2=H)
v,
1
0z
0 =0
0/ (e=m)

Ainsi la condition de continuité de la contrainte sur l'interface (fluide-air) se réduit a

5,
“ 1 (z=m)

pg sin aH “B - 0
M .
B - Py s1naH
1
Finalement la vitesse s’écrit
ve(z) = _pgama, (2H —z) 0.5pt

2p
p(z) = pgcosa(H —z2)+p, 0.5pt
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11.
Débit volumique Qy :

12.

15.

z=H
Qv = /vde:/ dy/ vedz 0.5pt
Sz Ayil z=0

_ _ngsina/zszdZ+pgsina/zzHZ2dZ

H =0 2p =0
pgH3sina  pgH?sin o
— +
20 61
H3 si
— P9 MY spt
3
Tenseur des contraintes ? :
v,
zx — 0 Tz —
0 Oyy = —p(2) 0
Oxz 0 Ozz = _p(2>
Tenseur des contraintes ?0 sur la plaque inférieure :
pgH sin o
—p(0) 0 0:.(0) = —T
?0 = 0 e —p(0) 0 1pt
gH sin «
05:(0) = —'OT 0 —p(0)

La force élémentaire appliquée par le fluide sur la plaque inférieure s’écrit

d?f_m = —? LS = ? (dzdye?)
_>

ou €. est la normale “sortante” de la plaque inférieure vers le fluide.
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) = [ =)

= [Fe=0)] 2
( —p(O) 0 Ja:z(o) ) 0
= 0 —p(0) 0 . 0
0-(0) 0 —p(0) 1
[F7.] .[7’#;;]
_ <ng%> (—e_g)/ +\< pgH cos a +pa> (—6_;)1 0.5pt

Force de fmtten‘":ent tangentielle  Force de pr’egz'on normale
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Université Moulay Ismail Parcours Mécanique & Energétique
Faculté des Sciences Semestre V

Département de Physiquea Année Universitaire 2013/2014
Examen de Mécanique des Fluides Réels
Durée : 1*30™»
Mohamed Chaoui

Ecoulements, a surface libre, de fluides simples ou superposés sur une paroi
inclinée.
(noté sur 20 points)

Soit ’écoulement stationnaire, laminaire et unidirectionnel d’un fluide visqueux newtonien
incompressible le long d’une plaque infinie, inclinée d’un angle o par rapport a I’horizontale. Le fluide
est soumis a la pesanteur 7, exercée dans la direction opposée a la verticale.

La masse volumique p, la viscosité dynamique 1 du fluide sont supposées constantes. La pression
de I'atmosphere est notée p,. En suppose que le fluide glisse sans frottement sur I'air, que le fluide
adhere a la paroi de base et que la vitesse et la contrainte sont continues dans l'interface entre les
deux fluides.

Le débit volumique du fluide par unité de largeur est connu et est noté (J,. Finalement on suppose
que I'épaisseur inconnue h de la couche du fluide est constante.

L’écoulement est décrit par rapport au repere (O, e_;, e_y>, e_Z)) et le champ des vitesses s’écrit

7(1'7 Y, Z) = Ux(l‘, Y, Z)Z
Partie 1 Ecoulement d’un seul fluide :

1. En se basant sur les hypotheses du probleme montrer que ’équation de continuité conduit

a écrire le champ des vitesses sous la forme U = vx(z)e_x)

2. Ecrire, en tenant compte de la question (1), équation de la quantité de mouvement sous

sa forme vectorielle simplifiée.
3. Projeter I'équation de la quantité de mouvement trouvée sur la base (e_x), e_y>, e_g)

4. Ecrire les conditions aux frontiéres, en supposant que le fluide adhere a la paroi et glisse
sans frottement sur l'air.

5. Calculer les champs de vitesses et de pression.

6. Tracer les profils des champs des vitesses et de pression en prenant comme axe des abscisses
l'axe (Ox).

7. Déterminer I’épaisseur h a partir du débit volumique par unité de largeur Q.

8. Interpréter les résultats pour a =0 et a = g

9. Calculer les tenseurs des contraintes dans le fluide.

10. (a) Calculer la force par unité de surface appliquée par la paroi sur le fluide. Identifier la
composante normale et la composante d’adhérence tangentielle.
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(b) Calculer la force par unité de surface appliquée par 1"air sur le fluide. Conclure

Partie 2 Ecoulement de deux fluides superposés de parametres respectifs (ha,pa,na) et
(hB,PB,NB)-

1.

En se basant sur les hypothese du probleme écrire les équations a résoudre pour chaque
fluide.

A partir de ce qui précede suggérer la forme des champs de vitesse et de pression dans

chaque fluide (on peut supposer a priori que les hauteurs inconnues h et hp des fluides
sont constantes et que h = hg + hp est la hauteur totale des fluides superposés).

. Ecrire les conditions aux frontieres, en supposant en plus que la vitesse ainsi que le tenseur

des contraintes sont continus a la surface de séparation entre les deux fluides.

. Résoudre les équations.

5. Calculer les débits volumiques, par unité de largeur, @, 4 sur la hauteur hs et Q,p sur la

hauteur hp. En déduire le débit total (), sur toute la hauteur h = hy + hp.

6. Calculer les tenseurs des contraintes dans chaque fluide.

7. (a) Calculer la force par unité de surface appliquée par la paroi sur le fluide (A). Identifier

la composante normale et la composante d’adhérence tangentielle.

(b) Calculer la force par unité de surface appliquée par le fluide (A) sur le fluide (B).
Identifier la composante normale et la composante de de cisaillement tangentielle.

(c) Calculer la force par unité de surface appliquée par "air sur le fluide (B). Conclure
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Université Moulay Ismail Parcours Mécanique & Energétique
Faculté des Sciences Semestre V

Département de Physique Année Universitaire 2013/2014

Corrigé de 'examen de Mécanique des Fluides Réels
Durée : 1230™mn

Mohamed Chaoui

Données du probleme :
H1 Fluide incompressible; p = C*.
H2 Fluide visqueux newtonien ; n = C*.

H3 Ecoulement laminaire ; écoulement rampant.

H4 Ecoulement Stationnaire ; Eri 0.

H5 Surface libre Plane. Ainsi au contact de la surface libre le fluide est soumit a une contrainte qui se
réduit a la pression atmosphérique normale. le tenseur des contraintes visqueuses (composantes
tangentielles a la base du cisaillement sont nulles).

H6 ¥ = vx(:v,y,z)?x.

H7 Le champ des vitesses est symétrique par rapport a tout plan xOz perpendiculaire aux plaques.
Ainsi, T = vy(x, 2) €.

H8 Dans chaque section orthogonale a e_gg, la force volumique due a la pesanteur est constante.

H9 La base cartésienne (e_g, e_y>, e_;) est choisit comme base de projection.

Partie 1 Ecoulement d’un seul fluide : [Notée sur 8 pts] Ecoulement & surface libre d’un
fluide sur une plaque inclinée.

1. [0.5pt Equation de continuité :
Le champ des vitesses s’écrit dans la base cartésienne

v = v (z, Y, z)?m, vy, =v,=0

L’équation de la conservation de la masse, appelée aussi équation de continuité, s’écrit

ov,  Ov,  Ov,
? &l ox + 8_y * 0z
v,

_ o . —
= o 0— o = v,(y, 2)e,
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En plus, d’apres 'hypothese [H7] 1'écoulement est infini suivant I’axe des y. Ainsi chaque
plan (xOz) est un plan de symétrie. D’ot, Finalement

U =v,(2)es 0.5pt

Vu I'équation de continuité et vu que tout plan (zOz) est un plan de symétrie les champs
de vitesse et de pression sont de la forme ¥ (2) et p(x, z). Ainsi le fluide s’écoule en filets
parallelement a la plaque dans la direction e,, mieux encore le fluide s’écoule en lames de
fluide parallele a la plaque d’ou I'appellation d’écoulement laminaire ou rampant.

2. |1.5pt E‘quation de la quantité de mouvement simplifiée :

L’équation générale de Navier-Stokes relative a la quantité de mouvement s’écrit

DY
L = —Vp+nAT + ¢ (1)
Sachant que
0 0 0
7.€_vx£+vya—y+%&—0 (2)

et

0? 0? 0? 0?
A= — 1+ — 1+ —  —
ox?  Oy? * 022 022 ()

L’équation (?7?) devient, en tenant compte de ([H4]), (45), (46) et de (48)

Vp=nAT + g (4)

3. En coordonnées cartésiennes, la force volumique s’écrit

7 = g(sinae, — cosaer) = (—gsina) e, + (—gcosa) e, (5)
b f

Par projection de (47) sur la base de calcul, on trouve en tenant compte de (48)

ap d*v,

e 9 a2 + pgsina 0.5pt (6a)
Op
—
o= =0 0.5pt 6b
6?/ 8?/ p ( )
0
e 8_p = —pgcosa 0.5pt (6¢)
2

4. Condition aux frontieres : 1pt
— Condition de Contact "fluide-plaque” : Le fluide “colle” ou "adhere” & la paroi.

En 2=0: o=7vP"=0s{ v,=0 0.5pt (7)

— Interface "fluide-air” : La densité des forces de contact se réduit & la pression atmo-
sphérique p,.

En z=nh: ? el = —pae_; S0 Ty 0 0.5pt (8)
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5. 3pts Solution (7, p) de ’écoulement :

— L’intégration de I’équation (49c) conduit a

p(z,2) = —pgzcosa + C.(x)0.5pt
Vu que p(z,z = h) = p, alors
C.(x) = pa + pghcosa = py  C*
Ainsi
p(z) = pgcosa(h — z) + p,0.5pt (9)
?p — —pg cos ael (10)

On remarque que le gradient de la pression est constant.
— Calcul du champ de vitesse :

Poy(z)  pgsina (11)
dz? B n
dv,(z) _ _pgsine (12)
dz n
v(2) = —pg;ﬂzz +Bz+C 0.5pt (13)
n
Application des conditions aux limites :
En tenant compte des conditions aux limites
v(z=0) = 0= C =00.5pt (14)
dv, ) :
Tor(z,2 = h) = { ° (”ﬂ =PI B = 0= B="""% 0.5pt15)
dz |, n n
La vitesse du fluide vaut finalement
v(z) = ;mo‘(zhz — 2%)0.5pt (16)
n

La vitesse sur 'interface "fluide-air” est constante et vaut

2 .
T(z=h)=v.(z = h)es = ”%ﬂ
n

6. Tracé

7. 1pt
Débit volumique (), par unité de largeur :
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z=h
Q, = /deS:/ dy/ vedz 0.5pt (17)
S Ay=1 z=0
: z=h
= pgsma/ (2hz—z2) dz

21 =0
pg sin o P
= hz? — =
27] 3 z=0
_ pgh?sin o (18)
31

h = 3,/3”—@’ 0.5pt (19)
pg sin o

*x Cas ol @ = 0 : Plaque horizontale. D’apres la relation (16) si o = 0 la vitesse
s’annulera et le fluide sera au repos et ne sera soumis qu’a l'action de la pression
hydrostatique p(z) = pg(h — z) + p, données par la relation (9). Le gradient de pression

8. 0.5pt

vaut, d’apres (10), le vecteur constant Vp = —pgel
* Cas ol a = g : Plaque verticale.

D’apres la relation (16) si o = g la vitesse du fluide doit valoir v,(z) = g—g(2hz —22%).
n

La pression est donnée par intégration du systeme (49a), (49b) et (49c¢)

d , d*v, ‘e
o (p—pgsinaz) = n—mp =C
w_w _

oy 0z

p(xr) = pgsinar+ Kz + p(0)

p (z) = Pa
Or la pression dans le fluide est si importante que la condition de continuité exprimée
par 'égalité p(z) = p, n’est justifiée. Autrement dit que la tension superficielle au

niveau de l'interface "fluide-air” est nulle.
Pour que les hypotheses supposées aient un sens il faut que 'angle o ne dépasse pas

une limite critique a, < 5
9. Tenseur des contraintes
10. (a)
(b)
Partie 2 : [Notée sur 12 ptsj Ecoulement & surface libre de deux fluides superposés et
non miscibles, sur une plaque inclinée.

1. 0.5pt Equation a résoudre :
Sachons que les fluides (A) et (B) respectent les hypotheses supposées dans ’énoncé, les
équations de Navier-Stokes s’écrivent pour chaque fluide en s’inspirant de la partie 1

— =
Fluide (A) : V.ol =0 IR Fluide (B) : V. =0 .
Vpa = nadTi+pad Vps = npAuh+psd
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2. 1pt Conditions aux limites :
Les conditions aux limites s’écrivent

0.25pt  "Paroi-Fluide(A)” : z2=0: VA = U plague (20a)
0.25pt  "Fluide(A)-Fluide(B)” : z=hy: A="TUp (20b)
0.25pt  "Fluide(A)-Fluide(B)” : z=hy: O;A; e =ap-e (20c)
0.25pt  "Fluide(B)-Atmosphere” : z=ha+hp: Oh-eL=—p.es (20d)

3. 2pts Solutions des écoulements (U_>A,pA) et (@,pB) :

Les solutions des écoulements (A) et (B) s’écrivent donc

— Fluide (A) : Les champs de vitesse et de pression s’écrivent

0.5pt pa(z) = pagcosalha —z)+pp(ha) (21a)
?pA = —pag CoS aer (21b)
dz? na
doa(s)  pagsina
0.5pt  wva,(z) = —%f +Caz+ Dy (22¢)
— Fluide (B) :
0.5pt pp(z) = ppgcosa((ha+ hg) —2) + pa (23a)
?pB = —ppgcos ael (23b)
2 .
dz? B
dvp,(2) prgsina
0.5pt vp,(z) = —'OBgnﬂzQ +Cpz+ Dp (24c)
B

Les distributions des vitesses et des pressions sont données par les relations ci-dessus et
ou (Ca, Da,Cp, Dg) sont des constantes d’intégration a déterminer par les conditions a
la frontiere "Paroi-Fluide(A)” et aux interfaces "Fluide(A)-Fluide(B)” et "Fluide(B)-Air”.

4. 4pts Résolution des Equations de I’écoulement :
* La condition d’adhérence a la frontiere "Paroi-Fluide(A)” : z=0

U—>A - 7Plaque =0= UASC(O) =0= DA =0 1pt (25)

* La condition sur 'interface "Fluide(B)-Atmosphere” : z = hy + hp.
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=

-
OB * €z = —Pa€z

= 0B (2=ha+hp) =15

dUBm
dz

=0

= —ppgsina(ha+hg)+nCp =0

_ ppgsina (ha+ hp)

= (Cp= 1pt (26)

"B

* Continuité du tenseur des contraintes sur 'interface ”"Fluide(A)-Fluide(B)” :
z=hy:
UA$z(hA) O-B:vz(hA)
—pagsinahy +naCy —ppgsinahy +npCp
i h h

Ca gsina(paha + pshs) 1pt (27)

NA

* Continuité du champs des vitesses sur l’interface "Fluide(A)-Fluide(B)” : 2z =
ha :
Ui = U
UAx(hA) UBJ:(hA)
sin o sin o
A b+ Caha+ Da = BI04 Oy + Dy
214 2np
sina (paha + 2pph sina (ha + 2h
gsl (/)AA PB B)hA PBYS1 (A B)hA+DB
214 2B
gsina,, (pa P
D hy | ——— 28
b= I (20 (29
. 1 1
+gsinapghahg | — — — 1pt (29)
na 7B

Si les viscosités et les masses volumiques des deux fluides sont identiques (Pas d’inter-

face "Fluide(A)-Fluide(B)”), alors

Ca=Cp
Dy = Dg

5. x2pts

pgsina(;LA+hB) (300)

0 (30Db)

Débit volumique (), par unité de largeur :

Qv:

C
h3 + TAhi—

pAgSin o

1Ipt =
614

z=ha z=hp
/ v, dS = dy (/ VAdz +/ vBmdz> 1pt (31)
S, Ay=1 2=0 z=ha

pPBYSin o
615

(1 — ) + L2 (4%~ B3) + D (s — )

(32)

6. 2.5pt Calcul du tenseur des contraintes ? :
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« "Fluide(A)?” :

dUAx
? OAzz — —PA 0 OAzz — 1A dz
A(Z) 0 O_Ayy = —py 0 0.5pt (33)
OAzz 0 OAzz = —PA
Sur la paroi :  0.5pt
pa(z=0) = pagcosahy+ pp(ha) (34a)
dUA:E(Z)
— = C 34b
|: dz :| 2=0 A ( )
Au niveau de l'interface "Fluide(A)-Fluide(B)” z = hy  0.5pt
pa(z=ha) = pplha) = ppgcosahp + p, (35a)
d .
dz a—h n
* ”Fluide(B)” :
dUBx
OBgzz — —PB 0 OBz: — "B
? (Z) — dz
B 0 UByy = —PB 0
OBzxz 0 0Bz — —PB
Au niveau de l'interface "Fluide(A)-Fluide(B)” z = hy.  0.5pt
pe(z) = ppgcosahp + p, (36a)
d .
dz i B
Nous pouvons constater que
pi(ha) = pa(ha) (37a)

S

= . 3™
Jon T p(ha)

— ?A(hA):

(37¢)
Au niveau de l'interface "Fluide(B)-Air” z = h = ha + hg. 0.5pt
pe(2) = pa (38a)
dvp,(2) pRYSin @
— = ———— (ha+hp)+Cs (38b)
z z=(ha+hg) B
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Université Moulay Ismail Parcours Mécanique & Energétique

Faculté des Sciences Semestre V
Département de Physiquea Année Universitaire 2013/2014

Examen de Rattrapage de Mécanique des Fluides Réels
Durée : 130™»
Mohamed Chaoui

Ecoulements d’un fluide visqueux dans une conduite elliptique.
(noté sur 20 points)

On considere une conduite elliptique £ schématisée sur la figure, dont la longueur du demi-grand
axe est a et la longueur du demi-petit axe est b. Un fluide visqueux newtonien incompressible, a tem-

pérature constante s’écoule dans cette conduite suivant le sens indiqué par le vecteur 2. L ’écoulement
est, ainsi, unidirectionnel et le champ des vitesses s’écrit dans le repere (O, e_g, e_y>, e_g) :

7(35,%2) = Ux(xv%z)e—x)

L’écoulement du fluide, supposé stationnaire et laminaire, est engendré par une différence de pression
Ap sur une longueur L de la conduite. La seule force de volume prise en compte est le poids du fluide.
La masse volumique p, la viscosité dynamique i du fluide sont supposées constantes et on suppose
aussi que le fluide adhere a la paroi de la conduite.

1. En se basant sur les hypotheses du probleme montrer que ’équation de continuité conduit a
écrire le champ des vitesses sous la forme o = vz (Y, z)e_gc>

2. Ecrire, en tenant compte de la question (1.), 'équation de la quantité de mouvement sous sa
forme vectorielle simplifiée.

3. Projeter équation de la quantité de mouvement trouvée dans (2.) sur la base (e7, €, , e1)

4. A partir des projections exprimées dans (3.)

(a) Montrer que la pression est une fonction de (z, z).

(b) Calculer p(x,z). En prendra comme pression de référence p(0,0) = py.

5. On cherche une solution pour le champ de vitesse sous la forme

v (y,2) = Ay’ + B2* + C (39)

ou A, B et C sont trois constantes inconnues du probleme.

(a) Quelle relation obtient-on entre A et B a partir de 1’équation de continuité écrite en (3).
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(b) Quelle relation obtient-on entre A, B et C' a partir de I'expression de la condition d’adhé-
rence du fluide a la paroi de la conduite elliptique £.
On rappelle que I'équation de la section elliptique de la conduite s’écrit

2 2
Yz
g + b_2 =1 (40)
(¢) Déduire que le champ des vitesses s’écrit sous la forme
Ap  a2b? g 22
(Y, 2) = —— 1-LZ - = 41
v (9:2) 2ulL a? + b? a’> b? (41)

6. Calculer la vitesse maximale v,,,... de v, et le point (Ymaz, Zmaz) de la section correspondant au
maximum de vitesse.

7. Calculer le tenseur des contraintes de 1’écoulement.
8. Calculer la force par unité de surface appliquée par la paroi elliptique sur le fluide.
9. Calculer le débit volumique @Q,.

10. Calculer la vitesse moyenne vg,,,,, .

Indications facultatives :

* Par symétrie on remarque que Q, = 4q, ou q, est le débit dans le quart de la
section correspondant a y € [0,a] et z € [0, b].

* Le calcul de q, se fait simplement en faisant le changement de variable Y _ sin «v
a

ou «a € [O, g} . Dans ce cas le résultat suivant est utile :

™

/2 costada = 3—7T
0 16

11. Supposons maintenant que la variation de pression AP sur la longueur L est induite par une
légere inclinaison de la conduite elliptique par rapport a I'horizontale locale.
Calculer cette inclinaison en fonction de (Ap, L, p, g). (On utilisera | ¢'| = 10 5.1.

12. Retrouver l'expression du champ de vitesse de 1’écoulement de Poiseuille cylindrique en appli-
quant I'expression (41) au cas particulier ou la section est cylindrique.
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Université Moulay Ismail Parcours Mécanique & Energétique
Faculté des Sciences Semestre V

Département de Physique Année Universitaire 2013/2014

Corrigé de 'examen de Rattrapage de Mécanique des Fluides Réels
Durée : 1230™n
Mohamed Chaoui Modele d’écoulement dans une conduite de section elliptique :

[Noté sur 20 pts]

Données du probleme :

H1
H2
H3
H3
H4

H5

H6
H3

La base cartésienne (@, e_y>, e_;) est choisit comme base de projection.

Fluide incompressible; p = O,
Fluide visqueux newtonien ; u = O,
Adherence du fluide a la paroi de la conduite elliptique.

Ecoulement laminaire ; écoulement rampant.

Ecoulement Stationnaire ; Eri 0.
Ecoulement unidirectionnel : ¥ = v,(x,y, 2) € ,.

Le gradient de pression est non nul suivant .

1. Equation de continuité :

Le champ des vitesses s’écrit dans la base cartésienne

V= 0,(2,,2) €ay vy =0, =0 (42)

L’équation de la conservation de la masse, appelée aussi équation de continuité, s’écrit

67 _ 8%4_%_‘_81&

ox Jdy 0z
N R o (43)
- O = Vel )6

Vu I’équation de continuité les champs de vitesse et de pression s’écrivent sous la forme 7(y, 2)
et p(x, z). Ainsi le fluide s’écoule en filets paralléles a l’axe de la conduite parallelle a ’axe

e_g, d’ou l'appellation d’écoulement laminaire ou rampant.
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2. Equation de la quantité de mouvement simplifiée :
L’équation générale de Navier-Stokes relative a la quantité de mouvement s’écrit

DV

P = ~Vp+nAT 47 (44)
Sachant que
D 0 0 0 0 0
E—avL?-?—a—l—vxa—anvya—y—i—vzg—O (45)

et
82 82 82 82 82
a2 T ar T2 T op a2
L’équation (44) devient
Vp=nAT + 7 (47)

3. [3pts| Projection de I’équation de la quantité de mouvement :
En coordonnées cartésiennes, la force volumique s’écrit

7 =—ge (48)

Par projection de (47) sur la base de calcul, on trouve en tenant compte de (48)

N op d*v, 0%

. _ X X

Cat 5o =M ( 07 + 5.2 ) (49a)
dp

—> N _— = —

e 5 pg (49¢)

4. Calcul du champ de pression :

(a) Vu I’équation (49b), la pression est fonction de (z, z)

(b) L’équation (49a) conduit & écrire

Op vy | 00, e AP
o) = (G G5 ) A = By =ct =-S5 (o)
Par intégration de ’équation (49c),
p(x,2) = —pgz+ Cy(x) (5la)
dC,
dz
@(x, z) = (51b)
ox _g
L
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5. Calcul du champ de vitesse :

(a) L’équation de continuité s’écrit

AP

AP
—Pgz — T +C

po=C

Py I Do

2Ay +2Bz=0 V(y,z2)

2

2

En particulier a la frontiere o 2 + £ =1

a?

b2

(52a)

(53)

(b) L’expression de la condition d’adhérence du fluide a la paroi de la conduite elliptique &€

s’écrit

v, (y,2) =0 = Ay, + Bz, +C
0 = Ay§+Bb2(1—z—§)+C
0 = y§<A—%22>+Bb2+O
2

Vy, € €
(54a)

(54b)

(¢) Dans la (50) nous substituons les expressions des constantess A et B exprimées en foncttion

de la constaante C'

A+ B=
¢ ¢
a’>  b?

C

A

B

D’ou I'expression du champ de vitesse

vz (Y, 2)

AP

 2ul

AP

B 2ulL

_ad’* AP

a2+ b22ul

- ¥ AP

 a? a? + b 2ulL

. C a> AP
b2 a2 +022ul

Ay* + B>+ C

Ay a () g

2uL a? + b? a2 b2
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6. Calcul de la vitesse maximale :

La vitesse est fonction de deux variables (y, z), sa differentielle s’écrit

v ov
d T 3 - ad d x d
vy, 2) = 5 dy + 5 ndz
x a X
Le maximum de v, est atteint quand ov — T
dy 0z
h.2) — Ap  a2b? ) y: 22
Ve (Y,2) = L a1 b2 SR
v, Ap V?
y ul a? + 2k Y
(%x Ap aQ
— = ————=2=0 =2z,=0
0z ul a? + b? : :
Ap  a®b?
Um'maac (ym7 Zm) = 2/4L_L aQ + b2 (573)

L’analyse physique conduit a dire que le maximum de la vitesse a lieu au points les plus éloignés
de la paroi, ¢’sst a dire sur 'axe Oz ou quand (y =0,z = 0).

7. Calcul du tenseur des contraintes ? :

0v, 0v,
Oggy = —P Ogy = U Ogz = M
? oy 0z
= 58
WA= o e (59
Oz 0 Ozz = —P
AP
P o= Po—pgz— (59a)
Opg = Oyy = 0pp = —D (59b)
0, Ap V?
IS = —— 59
Ty “ay La2+b2y (59)
Ov, Ap a?
= S —— 59d
7 H 0z L a? + b2z (59d)

8. Calcul de la force hydrodynamique au contact Fluide — Paroi :

Soit ?p I'expression du tenseur des contraintes sur la paroi de la conduite et 7 le vecteur
normal sortant du fluide :

—_— z
OM:ye_g—i—ze_gz y2 + 227, 7:L?y+—e_z> (60)
VY + 22 VY + 22
—— ——
Ny Nz

L’élément de surface s’écrit

dSy = \/y?*+ 22d0dx avec (y = acosf,z = 0bsinb)
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d?paroiﬁfluide - ?p . stf (613,)
= (agyny + Uﬁznz) dS, e, + Ugyndeg?y + Uﬁznzng?z

= (o%ny +0P.n.)dS; €, — p'dS; (n, €, + 1.7 )

- \(ggyny +0b.n,)dS, €, — pPdS, W (61b)
aF, dF,

?t = / (08, ny + 02.n.) Vi + 22dfdz e, (61c)
Se

— yol + zoP.) dodz €,
s Ty x
14

Ap 1
_ _Tpa?—+b2 /S (0Py? + a22%) dOda ™,
£

Ap a2b? yz 2
= _Ta2—|—b2/( 7 dﬁd:r;ex

Ap (l /9 27 / N
L CL2 + b2 ) A=1 e

_2rAp a SN
— 1d
L a2+ " (61)

?n = — | pPPV2 + 2dedaT (61e)
Se

= PPy e, +2¢.)d0ds

Se
AP
pg/ yzdfde + — [ yxdfdx — po/ yd@dx) 7y
L Js, S
o [

s
AP
22dfdx + I zaxdfdr — po/ zd@dx) ?Z
s

Se Se

( z
-
4
=27 0=2m
(pgab/ Cosesinede/ dz + aAP/ cosﬁd&/ xdx
6=0 A=1 L Joo A=1
0=2m
— apo / cos 6db / dx) e
=0 A=1
=27 0=2m
bAP
+ (pgbz/ sin? 9d9/ dr + —— Siﬂ@d@/ xdx
=0 A=1 L Jo—o A=1

=27
— bpo/ sin@d@/ dm) ?Z
0=0 A=1

= 7wpgh’ €. (61f)
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9, Calcul du débit volumique Q, :

y=a [ pr=b\/1-(y/a)?
Q, = / - HdS = / v, dS, = / / vedz | dy (62)
Sz Sz y=—a z=—by/1—(y/a)?

y=a 2=by/1—(y/a)?
= 4 / / vedz | dy
y=0 z2=0

Vu la symetrie dans la section S, par rapport au axes Oy et Oz

B 2Ap a2b2 /yza /*z:bw/l—(y/a)2 . y2 22 J J
T opul a2+ 12 J 2 )Y
QAp a2b? V/1-(y/a)?
f— d
uL a? + b2 172 K ) } Y
3
2

_ 4hp o /ya Y d()
3ul a? + b2 a?

Par changement de variable Y _ sin a, d (Q) = cos a da
a

MIQ

a
4Ap a*b? /O‘:g 4o
= — cos” ado
3uLl a? +b% [,
A 3p3
_ Top a (63)
4pl a? + b?
v )
— b Tmax :Sm Tmazx 64
Ta 5 5 (64)

10. Calcul de la vitesse moyenne :

212
Vg = 2= Ve OF 2 (65)

Sy 2 4pL a® + b?
11. Calcul de l’inclinaison :

AP
AP = pgLsina = « = arcsin (—) (66)
pgL

12. Cas particulier de I’écoulement dans une conduite a section cylindrique :
Cas d’un cylindre a = b= R et (y =rcosf,z =rsinf)

Ap a’b? y? 2P R2Ap 7\ 2
Wy, ) = —£ 27 (1L 2 ) = 1— (=
vy, 2) 2uL a? 4 b? < a?  b? 4uL <R> (67)
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Faculté des Sciences Semestre 111
Département de Physique Année Universitaire 2013/2014

Examen de Mécanique des Fluides Réels
Durée : 30 mn
Mohamed Chaoui

Questions de cours. [Noté sur 6 pts]

1. Ecrire les équations de Navier-Stokes dans le cas d'un fluide quelconque.
2. Rappeler la définition d'un fluide Newtonien.
3. Soit le cas d'un fluide Newtonien incompressible de masse volumique p = Cte, de viscosité
dynamique 7 et de viscosité cinématique v.
(a) Rappeler la relation entre 7 et v et donner la signification de chacun des deux parametres.

(b) Ecrire, dans ce cas, les équations de Navier-Stokes en faisant intervenir les parametres
(psm).-
(c) Récrire les équations de Navier-Stokes en faisant intervenir les parametres (p,v).

(d) Rappeler la signification de chacun des termes des équations vectorielles relatives aux
bilans de la masse et de la quantité de mouvement.

(e) Rappeler la définition du nombre de Reynolds et sa signification en le comparant a I'unité.
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Examen de Mécanique des Fluides Réels
Durée : 130™»
Mohamed Chaoui

Probleme : Viscosimetre de Couette. (Noté sur 14 pts]

{2

z=H

FIGURE 2 — Géométrie de 'écoulement de Couette & torsion.

Un viscosimetre permet de mesurer la viscosité d’un fluide, a partir de la mesure du taux de
cisaillement en fonction de la contrainte imposée. On veut modéliser ici I’écoulement dans un visco-
simetre de Couette & torsion, dans la géométrie dite a plan-plan (FIGURE 5).

On dépose au centre d'un disque horizontal de rayon R, dans le plan z = 0, une goutte d’un li-
quide incompressible de masse volumique p et de viscosité dynamique 77. On place un second disque
de méme rayon parallelement au premier sur le méme axe vertical, a une hauteur z = H, telle que
H < R. Ce disque supérieur est mis en rotation, a une vitesse angulaire constante €.

On adopte la base des coordonnées cylindriques (7,6, z) pour paramétrer et représenter les gran-
deurs physiques, ainsi le champ de vitesse de ’écoulement s’écrit T = vr?r + vg?g + vz?z. On
négligera dans ce probleme les effets de la gravité et de la tension de surface. En consé-
quence, la pression en r = R est égale a la pression atmosphérique p,, et 'on peut considérer que
le fluide occupe simplement un volume cylindrique 7R*H (pas de ménisque). Enfin on suppose que
I’écoulement est de révolution autour de ’axe Oz suivant par ¢ ..

Les équations de continuité et de Navier-Stokes en coordonnées cylindriques sont don-
nées dans le formulaire en fin de ’énoncé.

50



1. On choisit R = 10mm, H = 0.1mm et Q = 10rad/s, et 'on considere que le fluide étudié est
une huile de silicone, de densité p = 1.2 x 103 kg.m?> et de viscosité dynamique 1 = 0.1 Pa.s.

(a)

(e)
(f)

A partir du terme de diffusion de I’équation bilan de la quantité de mouvement déduire
I'expression du temps caractéristique de diffusion 74 pendant lequel I'écoulement du
fluide induit par le disque supérieur va se transmettre au disque inférieur sous 'effet de la
diffusion visqueuse ?

A partir du terme d’advection (ou d’inertie) de I’équation bilan de la quantité de mouve-
ment déduire I'expression du temps caractéristique d’advection 7,4,.

Exprimer le nombre de Reynolds Re de I’écoulement en prenant comme vitesse caracté-
ristique U, = Rf).

Montrer que Re peut s’exprimer comme le rapport entre le temps de diffusion 745 et le
temps caractéristique d’advection 7,4,.

Calculer le nombre de Reynolds Re.

Déduire la nature de I’écoulement entre les deux disques.

2. Eecrire les conditions aux limites de la vitesse (v, v9,v,) en tout point de la surface des deux
disques.

3. (a)
(b)

Ecrire I’équation de de continuité de I’écoulement.

En comparant les ordres de grandeurs des termes de I’équation de continuité, montrer que
la vitesse axiale (verticale) dans le fluide est tres petite comparée a la vitesse radiale.

4. On néglige dans la suite la vitesse radiale et la vitesse verticale, et I’on cherche une solution

_>

stationnaire et axisymétrique de la forme ¥ = vy (r, z) .

(a)
(b)

()

Etant données toutes ces hypotheses, projeter I’équation bilan de la quantité de mouve-
ment suivant ?9.

En comparant les ordres de grandeurs des termes de 'équation trouvée dans la question
v (r,z) 0
o2

En appliquant la condition d’adhérence aux disques, déduire que vy (r,z) = Krz, ou K
est une constante que 'on explicitera.

ci-dessus, montrer que

5. On veut calculer le couple, qui appliqué au disque supérieur, maintient sa rotation uniforme

(0=

Cte) )

Calculer le tenseur des contraintes visqueuses noté ?’.

Calculer la force élémentaire de cisaillement d?(r) qui s’applique a la couronne de rayon
compris entre r et r + dr du le disque supérieur.

Calculer le couple élémentaire <d?(7’) =7 A d?) qui a lieu sur la couronne de rayon r

et d’épaisseur dr.

Montrer que le couple ? appliqué au disque supérieur s’écrit sous la forme <? =nAQ ?z)
avec A une constante que 1’on identifiera.

Expliquer, d’apres ce qui vient de précéder, le mode expérimental de la mesure de la
viscosité dynamique.
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Vecteur vitesse :
— — —
7:€T€T+U969+UZ€Z

Equation de la conservation de la masse :

10(rv,) | 10vy | Ov.
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Tenseur des contraintes :
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Equation de Navier-Stokes :
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Examen de rattrapage de mécanique des fluides réels
Durée : 130™»
Mohamed Chaoui

Exercice 1 : Déplacement lubrifié. [Noté sur 8 ptsJ

Huile

FI1GURE 3 — Déplacement lubrifié d’'un cube sur un plan incliné.

Un cube d’aluminium de volume V,; = L x L x L et de densité p = 2700 kg/m? est animé d’un
mouvement uniforme descendant avec une vitesse constante V. = 20cm/s sur une plaque inclinée
d’un angle a = 30° par rapport a 'horizontale (voir figure). La plaque est recouverte d'une couche
d’huile de viscosité dynamique p = 0,008 N.s/m? et d’épaisseur fixe e = 0,1 mm qui colle & la base
du cube. On donne g = 10m/s>.

1. Schématiser les forces qui s’appliquent sur le cube lors de son mouvement.

2. Calculer, en fonction du poids P, la réaction normale N appliquée par la surface de 1'huile sur
la base du cube.

3. Calculer le taux de cisaillement 7 sur la surface de contacte avec la base du cube.
En déduire la force de cisaillement F' exercée par la couche supérieure de I’huile sur la base du
cube

4. En appliquant le principe fondamental de la dynamique au cube, déduire la longueur de I'arréte
du cube.

5. Faire 'application numérique de tous les résultats.

Exercice 2 : Mesure de la viscosité a I’aide d’un ressort de rappel. [Noté sur 6 ptsJ

On considere 1’écoulement d’un fluide visqueux, de viscosité cinématique v, entre deux plans pa-
ralleles distants de D. Les forces de pesanteurs sont considérées comme négligeables dans 1’écoulement
et la pression est uniforme et vaut Fj.

L’écoulement est de la forme 7 = v(y)?x et il est di au déplacement du plan supérieur a la
vitesse Vy @4, le plan inférieur restant fixe.
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FIGURE 4 — Rappel d’une plaque soumise a la trainée d’un fluide en écoulement de Couette.

1. Déterminer le profil des vitesses v(y) et la force surfacique exercée par le fluide sur chacun des
plans.

2. Le plan inférieur, de surface S est en fait maintenu fixe grace a un ressort. Lorsque le fluide est
au repos, le ressort possede sa longueur naturelle. Montrer que la mesure de son allongement
quand le fluide est en mouvement permet la mesure de la viscosité.

Exercice 3 : Lubrification d’un arbre. [Noté sur 6 ptsJ

Un arbre de longueur L = 2c¢m de diametre d = 1cm tournant a une vitesse angulaire w =
800 trs/mn dans un carter cylindrique fixe. L’écart entre 'habitai fixe et I'arbre est e = 1072 cm et
est rempli avec de I'huile de viscosité u = 37* N.s/m?>.

Trouver le couple et la puissance nécessaire pour faire tourner I'arbre. Supposons que le mouvement
de I'huile dans 'espace peut étre décrit par I’écoulement de Couette.

carter cylindrique fixe
Ecarte=0,01 cm

Arbre de longueur L=2 cm
de diamétre d=1cm

FIGURE 5 — Lubrification d’un arbre.
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