1l
Jeel ol sgg.nﬁonl -

S . | d
TIVERSITE MOULAY ISHAL | 0t ot scince

FILIERE SCIENCESDE LA MATIERE PHY SIQUE

MODULE : ELECTRICITE I

Chapitrel : Electrostatique des milieux diélectriques

Pr. A.BELAARAJ



Chapitre | : Electrostatique des milieux diélectriques

|- Généralités
Un milieu diélectrique est un milieu isolant. C’est a dire qui ne contient pas de charges
libres. 1l est formé, en général, par des molécules (ou atomes) qui peuvent étre polaires ou non
polaires.
|.1 Cas des molécules non polaires en I’absence d’un champ électrique appliqué Eext
Lorsqu’on applique un champ électrique les centres de gravité des charges positives et
négatives se séparent sous I’action des forces électriques appliquées. Les molécules deviennent des

petits dipdles électriques de moment dipolaireinduit p

p=0
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|.2 Cas des molécules qui sont déja polaires méme en I’absence d’un champ électrique
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Lorsqu’on applique un champ extérieur, il y a modification du moment dipolaire permanent
de ces molécules sous I’action des forces électriques appliquées, et orientation des dipbles obtenus
dans une direction parallele au champ appliqué (Cf. cours électrostatique, action d’un champ
éectrique sur un dipdle). FH N

Exemple : lamolécule HCI.

o
»

E,, =0
N p'=p+dp ;
FCI_
En résumé: Un milieu diélectriqgue est un milieu contenant un grand nombre de dipbles

électriques.



|- Vecteur polarisation P
Considérons un volume V de matiere diélectrique. Un volume éémentairedV , pris autour
d’un point M du milieu, est équivalent a un dipdle électrique élémentaire de moment dipolairedp .

On appelle vecteur polarisation e vecteur défini, en

Y
tout point du milieu, par larelation :
- dp
P=— -1
av (I-1)

|| représente le moment dipolaire par unité de

Volume (ou densité dipolaire). Son module

s’exprime en Coulomb par metre carrée(C.m‘Z) .

[11- Potentiel et champ éectrostatiques créés par un milieu diélectrique en un point N de

I’espace

[11.1 Potentiel éectrique

[11.1.1 Cas d’un dipdle électrique de moment p
o] 0= %=t

— vecteur unitaire
Jon |

p= q.ﬁ moment dipolaire

-q
A © B
Le potentiel éectrique créé par le dipble au point N est donné par :
1 p.7
V(N)= — [-2
N= o (2

[11.1.2 Casdu milieu diélectrique

Soit V4(N) le potentiel créé par le milieu en un point N de I’espace.

<
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Un volume élémentairedV , pris autour d’un point M du milieu, est équivalent a un dipdle
électrique de moment :

dp = Pdv (1-3)



Ce volume crée en un point N de I’espace un potentiel électrique élémentaire dV4(N) tel que:

1 dp.F_ 1 P.T
4peg 3  4pey 3

dVy(N) = av (1-4)

Le potentiel créé par tout le volume diélectrique en N est :

Vg(N) = [ —dV (1-5)
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Nous allons dével opper cette intégrale en considérant les relations vectorielles ci-dessous :

Dans un repére cartésien orthonormé direct R (O; i, j,k) ona:

M (X,Y,2);N(xy2); T=MN=X-X).i+y-Y)j+z-2)k

r=| 7=y x=X)2.+(y-Y)2 +(z-2)2.

(1] 0 (1J7 0 (1} 0 (1] ¥
grad dT+—|=|+—=| = |=—=
M 0X oY\r) 0z\r) 3

Si A est un champ de vecteurs et f une fonction de scalaireson a:
div (At )= A gradf +f.div A

Donc, pour A=Petf== cestnotrecas, ona:

P_;:ﬁ,_gr—ﬂzj :dw(i} _dvP
r rm ru r

el d.v( jdV—4pleo jvﬂd‘f’dv

Le premier terme est une intégrale triple de la divergence éendue au volume V . Elle peut se

ce qui permet d’écrire :

Vg (N) =

transformer en une intégrale double éendue & une surface S, qui délimite ce volume, a I’aide du
théoréme d’Ostrogradsky d’ou I’expression du potentiel électrique dd au milieu diélectrique au

point N de I’espace :

di P
vd<N>——JJ— S e I (-6

ou N est un vecteur unitaire delanormalea S.

Remarque : Ce potentiel comporte deux termes :

- le premier terme est identique au potentiel électrostatique créé par une distribution de charges

surfaciques de densités , (M) = P(M).fi(M) .



- Ledeuxieme terme est identique au potentiel éectrostatique créé par une distribution de charges
volumiques de densitér ,(M) = -V .P(M).

En conclusion :

Pour calculer le potentiel éectrostatique crée par un milieu diélectrique, il est équivalent de

remplacer les dipdles éectriques qui le constituent par deux distributions de charge fictives (qui

n’ont aucune existence physique), appel ées charges fictives de polarisation :
- une charge surfacique fictive de densité : s (M) = P(M).7i(M)
- une charge volumiquefictive de densité: r ,(M) =-V.P(M)

Un volume diélectrique polarisé est donc équivaent danslevide a:

v Vv S p(M)

diélectrique polarisé (P = 0) danslevide (e =€)

Remarque:

Si le milieu n’est pas polarisé (c.&d. en tout point du volumeP = 0) les charges de polarisation sont
nulles et par suite aucun potentiel ni champ éectriques ne sont créés. Pour polariser le volume
diélectrique on applique un champ éectrique qui va orienter les dipbles éectriques dans une
direction qui lui est paralléle, d’ou un moment dipolaire global non nul et par suite un vecteur
polarisation non nul.

Si le milieu contient en plus, des charges réelles (mobiles) volumiques de densitér , et surfaciques
dedensité s , les densités de charges totales sont :

Stot =Sp+S =P.fi+s

Mot =Fp+r =-V.P+r

Le potentiel total au point N est :

1 1
Viar(N) = 2" jsjs ol gs + e j\yr ot g (1-7)



Remarque:

Ce sont ces charges mobiles qui peuvent étre a I’origine du champ éectrique éventuellement
appliqué pour polariser le milieu diélectrique, que I’on note en genéral Eo ou Eext.

[11.2 Champ éectrique
Une fois le potentiel V4(N) est connu, le champ éectrique Ed(N) est calculé a partir de la
relation :
Eq(N) = —grad V4 (N) (I-8)
Le champ éectrique total au point N est :
Etot = Eq(N) + Eext (1-9)
Si Lepoint N setrouve dans le volume diélectrique, le champ Etot s’appelle champ macroscopique.
|V- Vecteur déplacement éectrique ou induction électrique D
Laforme locale du théoreme de Gauss est donnée par :

t(M) _F+"p _r—div.P
€0 €0 €0

div E(M) = (1-10)

soit : div (egE + P)=r (M)

On appelle vecteur induction éectrique ou excitation éectrique le vecteur :

D=eyE+P (1-11)
tel que:

divD(M) =r (M) (1-12)
Cette relation exprime laforme local e du théoreme de Gauss généralise.

D s’exprime en Coulomb par metre carre (C. .m‘z).

Si on considere un éément de volume du milieu on a:
jjjdivf)(M)dV:j”r av
\Y \Y

en appliquant le théoreme d’Ostrogradsky on obtient la forme intégrale du théoreme de Gauss
généralise :

Hﬁ(M).dézQ(totalemobileinterneéS) (1-13)

S
ou (S) est lasurface du volume V .

Q est lacharge éectrique réelle totale située al’intérieur de la surface fermeée de Gauss.



Remarque:
L’expression D =egE + P est générale. Elle s’applique a tous les diélectriques. Elle montre,

qu’en général, les vecteursE, D et P ne sont pas colinéaires.

V — Propriétés des milieux diélectriques
V.1 Milieux diélectriques parfaits ou linéaires, homogenes et isotropes

En pratique, il n’y a pas de diélectriques parfaits. Les diélectriques r éels sont caractérisés par :

e une faible conductivité électrique.

e |a polarisation induite par le champ électrique extérieur ne disparait pas instantanément lorsgue ce

champ disparait. On dit que ces milieux présentent de I’hysterésis électrique.

Les diélectrigues parfaits sont des milieux linéaires, homogénes et isotropes (L.H.l.) qui ne

présentent ni conductivité éectrique ni hystérésis et pour les quels la polarisation P et le champ
éectriquetotal E sont colinéaires. Larelation de proportionnalité est donnée par :
P=egCeE (1-14)
oU C, estun scalaire qui représente la susceptibilité diélectrique de la substance.
Dans ces diélectriques parfaits les champs E et D sont aussi colinéaires, En effet
D=epE+P=eg(l+ce)E
onpose 1+ co=¢€, d’ou:
D=epe, E=eE (1-15)
e, est un nombre sans dimension qui représente la permittivité éectrique relative du milieu.
e =eq e, estlapermittivité absolue. Ici c’est un scalaire.
L’expression (I-14) peut aussi s’écrire :

P=eg (e, —-1)E=(e—eg)E (1-16)



V.2 Milieux diélectriques linéair es anisotr opes

Un milieu diélectrique est dit linéaire si I’application qui, & tout point M du milieu, fait
correspondre D(M) & E(M) est linéaire.
Soit D(Dy,Dy,D;) et E(Ex, Ey,E,) dansun repére cartésien orthonormeé direct % (O; 1, J, k).

Larelation entre ces deux vecteurs est une relation matricielle:

(D)=(e) (E)

O

X exx €xy €xz| [Ex

O

z €xz €yz €z E,
La matrice () des permittivités diélectriques étant symétrique, il existe une base orthonormée

directe (&, €, &3) appelée base principale dans laguelleon a:

€1 0 0
€e)=| 0 e, O (1-18)
0 0 €3

Larelation matricielle entre D (D1, D5, D3) et E(E;, Eo, E3) dans cette base s’écrit :

Dl €1 0 0 El
D2 =0 (S) 0 E2 (1-19)
D3 0 0 €3 E3

ce qui donne:
Di=¢E; ; Dp=¢gyEy ; D3=¢g3E;3 (1-20)

Les trois axes Mxq, MXo, Mx3 de vecteurs unitaires respectifs €, &,, &3 sont les axes éectriques
(ou axes principaux) du milieu diélectrique au point M.
e, o, e3 sont les permittivités diélectriques principales en M.
La permittivité diélectrique dépend donc de la direction considérée dans le milieu. On dit que le
milieu diélectrique est anisotrope. Les vecteurs D et E ne sont pas colinéaires.
De méme pour les composantes Py, P, et Py du vecteur polarisation P:

PL=(e1-e0)E1 ;Py=(ex-eg)Ex ;P3=(e3—-ep)Ez (I-21)
Les vecteurs P et E ne sont pas colinéaires.
¢ Si e; =€y =egz=e (M) indépendant de ladirection considérée le milieu est isotrope.
e Si e nedépend pas du point M considéré le milieu est homogeéne.

D’ou I’appellation linéaire, homogeéne et isotrope des milieux diélectriques parfaits.



VI - Relations de passage, pour D etE , entre deux milieux

Au point M de la surface de séparation 2.
le vecteur D s’exprime suivant les directions
tangente et normal e de vecteurs unitaires

respectifs ey et ey par:

V1.1 Composante normale de D
On applique le théoreme de Gauss a une surface cylindrique fermée Sg, s de hauteur h tendant

Vers zéro.

Considérons une surface de séparation

plane (%) :

SGauss =S1+S2 + S

ffD . dSgaus = Q
S

o ) @ e

)

Q : charge mobile totaleinterne a Sgy

ffD . dSgauss = [[D1(M1).11dS; + [[D2(M).i2dS, + Ogs = [[Jrav  @-22
Seae S, S, Y

On veut établir la relation de passage a la surface de séparation entre les milieux (1) et (2), c’est a
dire lorsgue h tend vers zéro.

Lorsque h— 0
S >0 ; Oz -0 ; S eSS

D1(M;) — Dy(M)

M M M ; _ .
1t M2 Me(2) Do(M2) — Da(M)



L’expression du théoréeme de Gauss précédente devient dans ce cas :

[[[B1(M)iy ~Do(M).Ay ] ds= [[s ds (1-23)
S, S
Cette expression est vraie quelque soit dS, donc, on a nécessairement :
D1(M).Ai; —D5(M).fi; =5 (1-24)
Conclusion : A la traversée d’une surface de séparation, entre deux milieux, contenant une charge

surfacique réelle de densité s , il y adiscontinuité de la composante normalede D .

V1.2 Composante tangentiellede E
Le champ étant électrostatique, sa circulation est conservative :

§Ed?=o
r
I' = contour fermée = rectangle ABCD
A M, Ty B
> o >
(1)
A
) o
M \
2
. 2)
D T2 M 5 C
§Ed? = jél(M 1)'d£AB':|;l + Jéz(M Z)df CD .:|;2 + CE/ BC + CE/ DA = 0
T AB CD

On s’intéresse a ce qui se passe a la surface de séparation (2.) , donc lorsque::

Ex(M7) — Ey(M)

Ml et Mz—)ME(Z) ; — =
E>(Mp) —» Ex(M)
dgAB:dECD =adv¢ ; :|;l=—:|;2

Lacirculation de E s’écrit donc :r

E1(M).Ti=E2(M).Ty (1-25)

Conclusion :
A la traversée d’une surface de séparation entre deux milieux il y a continuité de la

composante tangentielle de E .
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VIl — Energie éectrostatique en présence du champ B
VII.1 Densité volumique d’énergie

On démontre que la densité volumique d’énergie électrostatique emmagasinée dans un
milieu ou régne un champ électrique est égale a:

V o(M) = BM) EM) (1-26)

Dans le cas d’un milieu parfait (L.H.l.), D =ege, E, ladensité d’énergie s’écrit :

1

D?(M) (1-27)
2ep€y

1
v o(M) = ecer E*(M) =

VII1.2 Energie électrostatique

L énergie électrostatique contenue dans un volume V' d’un milieu diélectrique parfait est donnée

par :

We = [[[V e(M)aV :%eoerjIjEz(M)..dV :meZ(M)..dv (1-28)
Vv Y 0®r °y
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