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Chapitre I: Formes linéaires et espace dual

Dans tout ce qui suit K =R ou C.

1- Espace dual

Definition 1.1.
Soit E un espace vectoriel sur K. Onappelle forme linéaire
sur E toute application linéaire u : E — K c’est a dire,

u(ax+py) = au(x) + pu(y),¥x,y € E,Va,p € K

L'ensemble E* des formes linéaires sur E est un espace
vectoriel sur K.
E* s’appelle I'espace dual de E.

Exemple 1.2.

Soit E = M,;(IR) 'espace vectoriel des matrices carrées
d’ordre n. Alors tr: E — IR, tel que

tr(M = (@jj)1<i jen) = a11 + @2 + - + G

est la trace de M, est une forme linéaire sur E.

Remarque.

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K et soit
B ={ey,e2,-- ,en} une base de E sur K. Soit f : E— K une
forme linéaire sur E. Alors la matrice de f relativement a
la base B est

(f(e1) fle2)--- f(en)).

Proposition 1.3.

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K et soit
B ={ej,ez,---,e,} une base de E sur K. Pouri=1,2,---,n,
on definit I'application ¢; : E — K tel que pour tout x =
X161+ Xxpex+ -+ +Xxu€,, 0N a e;f(x) = x;. Alors,
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(1) Vi=1,---,n, € est une forme linéaire sur E (c’est la
ieme projection).
(2) €;(ej) = 0j, ou b;; est le symbole de Kronecker, i.e.,
6ijzlsii:jet6i]-:05ii¢j.
(3) B* = {e’i,e;,--- ,e,} est une base de E* qui s’appelle
la base duale de B.
(4) dim(E*) = dim(E) = n.
Démonstration.
(1) et (2) sont clairs.
3) Soient aq, -+ ,a, € K tels que a1e’i + azez + -+ aye;, =0.
On applique cette application a e, on aura

(are] +agey +--- +ape,)(er) =0

etalors, ae](e1) +azes(e1) +- - +aney(e1) = a1 =0. Leméme
travail on le fait pour montrer que ap =--- =, =0. Ce
qui veut dire que B* est une famille libre. Soit maintenant
f € E* une forme linéaire. Soit x = xje1 + xpep + - + X6y €
E. Alors f(x) =x1f(e1) +x2f(e2) +---+x,f(ey). Comme
x; = €(x), on obtient f(x) = f(er)ej(x) + f(e2)e5(x) + -+ +
f(en)ey,(x). Par suite, pour tout x € E,

£ = (flev)e; + flex)ey + -+ flen)e ) x)

ce qui veut dire que

f = fler)e + flex)es +--- + flen)ey,.

Par conséquent B* est une famille génératrice et donc une
base de E.
4) 11 découle de (3).

Exemple 1.4.

Soit E = M,,(R) 'espace vectoriel des matrices carrées
d’ordre n. Soit B = {E;j}1<; j<n la base canonique de E avec
E;; est la matrice dont tous les coefficients sont tous nuls
sauf le coefficient qui se trouve a la ieme ligne et jéme
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colonne qui est égal a 1. Alors la forme linéaire trace
s’écrit

— * * . *
tr=E{+Eyp+-+E,,.

Voici quelques propriétés des formes linéaires.

Proposition 1.5.
Soit E un espace vectoriel sur K et x € E. Alors

u(x)=0,Yue E* = x=0.

Démonstration.

On montre la contraposée. Supposons que x # 0. Soit
H un suppl’ementaire de Vect({x}) = Kx, d’ou E = Kx®H.
Soit u: E = Kx&H — K l'application telle que

u(ax+h)=a,Ya e K,Yh € H.

Alors, u € E* et u(x) =1 # 0. Par suite il existe une forme
linéaire u de E telle que u(x) =1 # 0.

Corollaire 1.6.
Soit E un espace vectoriel sur K. Soit x € E tel que x # 0.
Alors il existe u € E* telle que u(x) = 1.

2- Hyperplan

Definition 2.1.
Soit E un espace vectoriel sur K. Un hyperplan H de E est

un sous espace vectoriel de E tel qu’il existe une droite vectorielle non nulle
D telle que E=H®D.

Remarque.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1. Un
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sous espace vectoriel H de E est un hyperplan si et seule-
ment si dim(H) =n—1.

Proposition 2.2.

Soit E un espace vectoriel sur K. Si H est un hyperplan de
E, alors

E=Ka®H,Va ¢ H.

Démonstration.

Soit H un hyperplan de E eta € E\ H. Soit D = Vect{d} une
droite vectorielle de E telle que E=H®D. En premier
lieu, notez que KaNH = {0}. En effet, soit x = aa € H avec
a € K. Alors, on a soit a =0 et donc x =0, soit a # 0 et
donca=a~'x € H ce qui est absurde puisque a ¢ H. Alors
Ka@®H est une somme directe telle que Kit®H CE=D®H.
Dotta=ad+h, avec 0 # a € K ( puisque a ¢ H) et h € H.

1 1
Alors d = Ea - Eh € Ka®H. Par suite D C Ka® H et par
conséquent, E=D®H CKa®H. D'ou E=Ka®H.

Corollaire 2.3.
Soit E un espace vectoriel sur K et H un hyperplan de E.
Soit a € E\ H. Alors il existe u € E* tel que la restriction

u/H=0 (c’'estadire u(h) =0,Yhe H) et u(a) = 1.

Démonstration.

On a, d’apres Proposition 2.2, E = Ka®H. On considere
u € E* tel que u(aa+h)=a,Va e K,Yh € H. Alors, u(h) =0,
Vhe Hetu(a)=1.

Proposition 2.4.

Soit E un espace vectoriel sur K. Alors

1) Un sous espace vectoriel H de E est un hyperplan si et
seulement si il existe u € E* tel que u # 0 et H = Ker(u).

2) Soit u € E* tel que u # 0 et H = Ker(u) un hyperplan.
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Alors 1'égalité u(x) = 0 est appelée une équation de H et
on a, pour v € E7,

H =ker(v) & dA € K\ {0} : v = Au ({u, v} est une famille liée).

Démonstration.

1) Soit H un hyperplan de E et D une droite vectorielle
telle que E=D®H. Soitae D tel quea # 0. D’ou Ju € E*
tel que u(a) =1 et u/H =0. Par suite Ker(u) = H puisque
u(aa+h) =a,Ya € K,Yh € H. Inversement, montrons que,
siu € E* tel que u # 0, alors H = Ker(u) est un hyperplan.
En effet, soit 0 # u : E— K une forme linéaire sur E et soit
H = Ker(u). Premiérement notez que u est surjective. Par
suite Im(u) = K. D’ou il existe a € E tel que u(a) = 1. D’ou
Ka@® H est une somme directe. Soient x € E et a = u(x).
Notez que

u(aa) = a = u(x).

D’ou x —aa € Ker(u) = H. Par suite x € Ki®H. Par
conséquent, E = Ka® H et par suite H est un hyperplan.
2) Si dA € K\ {0} tel que v = Au, alors Ker(u) = Ker(v) = H.
Maintenant, supposons que H = ( Ker(u)) = Ker(v) pour
un certain v € E*. D’apres Corollaire 2.3, il existe a € E\ H
tel que u/H =0 et u(a) = 1. Par suite u(aa+h) =a,Va €
K,VYh € H. Soit A =v(a). D’ou A # 0 puisque a ¢ H (car
sinon A = v(a) = 0 = a € Ker(v) = H absurde). Par suite

v(aa+h)=Aa = Au(aa+h) = (Au)(aa+h),Ya € K,Vh € H.
Par conséquent, comme E = Ka® H, v(x) = (Au)(x),Vx € E,
et ainsi v = Au.

3-Equation d’un hyperplan

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1 et
B ={ej,er,--- ,e4} une base de E. Soit u € E*. D’ou la
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matrice de u relativement a B est M(u,B) = (a1 a>---ay)
aveca; =u(e;),Yi=1,--- ,n. Soitx € Eavecx =xie1+- - Xnéy,
alors
X1
X2
u(x)=(ayay ---an)| .- |=a1x1+axx2+ -+ anXy.

Xn

Proposition 3.1.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et soit
B ={ey, - ,ey} une base de E. L'equation cartésienne d"un
hyperplan H est de la forme

a1x1+axxo+---+aux,; =0

avecay,ap, -+ ,a, € Knon tous nuls. Alors H = ker(u) avec
u € E* de matrice (aq ap ---ay).

Démonstration.

Soit H un sous espace vectoriel de E. Alors H est un hy-
perplan si et seulement si 40 # u € E* tel que H = Ker(u)
si et seulement si 30 # u € E* tel que H = {x € E : u(x) = 0}
si et seulement si 40 # u € E* tel que (x € H © ajxq +apxy +
- +ayx, =0),ou (a; ap---a,) est la matrice de u.

4-Base duale et base préduale

Proposition-Définition 4.1.

Soient E un espace vectoriel sur K de dimension n > 1 et
B={ej,ep,--- ey} unebasede E. Pourtoutie{1,2,---,n},on
définit le dual e;f € E* de e; par e;.‘(e]-) =0ij,Yj € {1,2,--- ,n}.
Alors, B* = {e’i, ez, .-+, e, estunebase de E* appelée base duale
de B. Aussi, labase B de E est appelée base préduale de B*.
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Corollary 2.10.

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension 7 et soit
B ={eq,---,e;} une base de E. Soit u € E*. Alors

u = u(e)e] +ulez)e, +--- +uley)e),.
Proposition 2.11.

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n. Soient
B =1{eq,---,e,} une famille de E et B* = {uy,up, -+ ,u,} une
famille de E* telles que

ui(e;) = 0, Vi, j.
Alors

1) B est une base de E.
2) B* est une base de E* et B* est la base duale de B.

Démonstration.
1) Soient ay,---,a, € K tels que ajeq +ager + -+ aye, = 0.
Dou, Vje{l, - ,n},

ujlater +agep +---+anen) = ayujler) +aguj(er) +---+anujlen)
= a;=0.
J

Par suite B est une famille libre et par conséquent B est
une base de E.
2) Elle provient de Proposition-Definition 2.9.

Proposition 2.12.

Soient E un espace vectoriel de dimensionn etuy,up, -, up
une famille libre de E*. Alorsil existe p vecteurs xq,x3,---,xp
tels que ui(xj) = 6i]-,\7’i,]'.

Démonstration.

On complete {u1,---,up} en une base {u1,---,u,} de E*. Soit
f:E— K"telque f(x) = (u1(x),--- ,un(x)). f estune appli-
cation linéaire. Montrons que f est injective. Soit x € E tel
que f(x) =(0,---,0). Supposons que x # 0. D’ou1, d"apres
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Corollaire 2.3, il existe u € E* tel que u(x) = 1. Comme
{ug,--- ,u,} est une base de E*, il existe a1,---,a; € K tels
que u = ajuy +---+ayuy. On a f(x) = (uy(x), -, un(x)) =
0,---,0),d’ott u1(x) =--- =uu(x) =0 et par suite u(x) =0 ce
qui est absurde puisque u(x) = 1. Par suite x = 0 et ainsi
Ker(f) = {0}. D’ou f est injective. Maintenant, comme
dim(E) = dim(K") = n, on obtient que f est bijective et par
suite f est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Soit
j€{l,2,---,nlet(0,---,0,1,0,---,0) € K" avec le 1 est placé
a la jieme place. D’ou il existe x; € E tel que

f(x]) = (ul(xj)/"' /un(xj)) = (0/ ,0,1,0,--- /0)

Par suite uj(x;) =1 et u;(x;) = 0,Vi # j. Par conséquent
ui(x]-) = 5ij,Vi,j.

Corollaire 2.13.

Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1 sur K. Soit
L ={uy,---,u,} une base de E*. Alors il existe une base
B={xy,---,x,} de E telle que B* = L c’est a dire que B est la
base préduale de L. Les vecteurs x; sont déterminés par
le systéeme d’equations u;(x;) = 6;j, Vi, .

Démonstration.
Elle provient de la combinaison de Proposition 2.11 et
Proposition 2.12.

Exercice.
Soient E un IR-espace vectoriel de dimension 3 et B =
{e1,e2,e3} une base de E. Soient f1, f», f3 € E* telles que
fi = 2e0+¢+¢]
fo = —ej+2¢
fs = €]+3¢
Montrer que {f1, f2, f3} est une base E* et donner sa base
préduale.



