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1. Description des systemes quantiques.
1.1. Mélange statistique.

* L es systemes macroscopiques sont de nature
statistique.

* Le manque d’information sur ces systemes
fait que leurs états {|y,)} sont aléatoires, de
| __probabilités {p,}, avec la condition }}; p; = 1.

Melange statistique ou macroétat : {|y,); p,}.

d|y;,)

dt

,f\:It/a) €Efy; Ih =HlY,); H'=H




N.B. : On a deux types d’aléatoires : Un
caractere probabiliste lie a la Mécanique
Quantique, a travers les kets {|1;)}, et un
aléeatoire lié au manque d’information sur le
systéme, a travers les probabilités {p, }.

1.2. Operateur densite.

Définition :

D = Z pa [Y2) Wil
pl

D agit alors sur I'espace de

lilbert £ .




Repréesentation diagonale :

Soit une base {|m)} qui diagonalise D :
D|m) = pp,Im)

D’ou la représentation :

= D m)(ml

~{/m); p_}: Mélange statistique; p,, estla
probablllte d'occupation de I'état |m); avec




Propriétés :
On démontre que (voir Polycopié ou TD Série 1):
Propriétée 1 :

D estdetrace unité: TrD=1.

Propriété 2 :

_~

D .

D estun hermitien: DT

Propriété 3:

Diest un positif : (p|D|@) =0, V|p)€EEy.




Propriété 4 :

D est invariant sous le groupe unitaire :
U(1) ={e'; 0<0 < 2n}

1) = ey, (Wl = e ¥,|, D->D

Propriété 5 :

D n’est pas un projecteur : D? = D |
contrairement a I'opérateur densité d'un état
pur.




Equation d’évolution :

On utilise le fait que les kets {|y;)} sont solution
de I'équation de Schrodinger :

. dlll)/l)_ Y . d<l/)/1|__ ~
ih—>==H|y,), ih—==—);|H

et le fait que les probabilités {p,} sont

indépendantes du temps (systemes en marche
vers I'équilibre) : % =0, l'on trouve :

dD . _

ih—— = |H,D]
Cst ’équation de Liouville-von Neumann.




Solution:

Si H ne dépend pas du temps (systémes
conservatifs), la solution est exacte :

D(t) =U(t)D(0) UT(t)

U(t) = e tHt/M - Qpérateur évolution, solution

Soit {|u,,)} une base qui diagonalise H :

Hlup) = Epluyn),  Uluy) = e™#ntMu,,)




L'on designe par .
(un|D|uy) = Dy, () : éléments de matrice de D .

On trouve :
Dy (t) = Dy (0)e ™ En=Ep)t/h

Populations : D.,,(t) = D,,,,(0) sont
~Indépendantes du temps.
Cohérences : D,,,(t) (n # p) sont dépendantes

du temps et leur dépendance est simplement
une phase.




Valeurs moyennes des observables :

Soit A une observable physique agissant sur
I'espace de Hilbert &.

Par définition, sa valeur moyenne est :
(A) = Z pa (a|Al2)
A
~.On peut montrer que cette valeur moyenne
peut se mettre sous la forme (voir Polycopie) :
(&) = Tr(D.A)
Diou le réle crucial de I'opérateur densité D.




1.3. Opérateur densité partiel.

Soit un systeme physigue formé de deux parties
A (sous-systeme) et B (environnement), et I'on
s'intéresse, particulierement, a A, en présence
de B.




A — &4, de base {|a)},
B — &5 , de base {|b)} .

A+B > &; = E4Q EB, de base tensorielle
{la,b) = |a)&|b)} .

* Soit A, une observable quelconque attachée
au sous-systeme A. Sa valeur moyenne est :

- (Ag) = Tr|D. (A, ®I,)|

= {a,b|D. (4,®1,)[a,b) = » {a|Da]a)

a,b a

(Ag) = Try(Dg. Ay )




D, : Opérateur densité partiel, d’éléments de
matrice

(alBala’) = ) {ab|D|a’, b)

b

* L'opérateur densite partiel s'obtient alors, a

partir de D, en sommant sur tous les degrés de
liberte de B.

“Pour B :
(Bb) = Trb(ﬁb.éb) , (blﬁblb’) = Za(a,blﬁla, b,>




* On montre que I'opérateur densité partiel est
bien un opérateur densite, en ce sens qu'll
vérifie les proprietés 1 a 5 satisfaites par
I'opérateur densité global (voir Polycopié ou TD
Série 1).

Remarque : Siles parties A et B sont
statistiquement indépendantes, alors lI'operateur
densiteé global est simplement le produit
tensoriel des opérateurs densite partiels :

b = D,®D,




1.4. Entropie statistique.
Définition :

* Elle a été introduite par Shannon et Weaver,
dans le cadre de la Théorie de I'Information.

* C'est la mesure de degré de désordre ou la
guantité d’'information manquante.

* Cette notion a été étendue a la Physigue par
Xéon Brillouin.




* | 'entropie statistique est définie par :
S = —kp ZAPALOQPA

kg > 0 : Constante physique identifiée plus loin.

* Dans la representation diagonale :
S = —kp Z PmLogpm
m

Sous forme compacte :

S = —kgTr(DLogD)




Propriétés :

On montre les propriétes suivantes (voir
Polycopié ou TD Série 1) :

Propriété 1 : Positivite.
§5=>0

_Propriéte 2 : Minimum.

S =0, etatpur




Propriété 3 : Maximum.

Si tous les W/ états accessibles sont
équiprobables, alors I'entropie est maximale et
vaut :

S = kgLogW

C’est |la loi de Boltzmann, pour les systemes en
~equilibre statistique.




Propriéte 4 : Invariance.

On considere une transformation unitaire :

) € Ey — UlY) € Ey
U0t =1
Dans ce Cas, 5 Se transforme comme .

P

~La propriete cyclique de la trace implique que
I'entropie statistique est invariante sous une
transformation unitaire

s(D) = s(By)




Propriéeté 5 : Additivite.

Soit un systeme formé de deux parties A et B
non corrélees, alors I'entropie s’ajoute -

S(D) =S(D,) + S(Dg)
Propriété 6 : Corrélations.
Si les deux parties A et B sont corrélées :
S(D) < S(Dy) + S(Dp)

Iy a plus d’ordre dans un systeme si ses
parties sont corrélees.




Propriété 7 : Concavité.

En tant que fonction de I'opérateur densite,
I'entropie statistique est une fonction concave :

S(AD; + (1 = )D,) = AS(Dy) + (1 — 1)S(D,)

pour tous opérateurs densité D, et D, et pour
tout nombre réel 1 € ]0,1]. On a égalité si
51 — 52.

La reunion de deux mélanges statistiques en un
seul augmente le degre de désordre.




Evolutionde S :

Si H ne dépend pas de t (systémes en
equilibre), les {p,} sont des constantes :

s
dt
Si H dépend de t (systemes hors équilibre),

~alors les {p, } ne sont plus des constantes, et S
eroit avec t : S(t) = —kgH (t),

0




2. Description des systemes classiques.

2.1. Macroetat classique.

* Un état ou configuration du systeme classique
est la donnée de s coordonnées generalisées et
s moments conjugués : (q4,...,qs, D1, -, Ps).

* | 'ensemble des configurations constitue
I'espace de phases : &p.

*Une configuration donnée est solution des

equatlons de Hamilton (trajectoire) :

oH O A XAXXRX
op; Pi= ' RAAS

q; =




* \Vu que le systeme macroscopique est de

nature statistique, les points qui le représentent
dans £, sont distribues d’'une maniere aléatoire.
Ces points constituent un macroeétat classique.

2.2. Densité en phase.
Définition :

La probabilité elementaire, dP, de trouver le
point représentatif (q4,..., 9, 1, ..., ps) du
systeme dans |I'élement de volume de l'espace
de phases, dr, est :




dP = D(q4,...,9s,P1, -+, Ps; )dT
T
Densité en phase «— D

avec
S

1
dt = nsFH[dqzdm]

N
AN —
“.‘\\
W
\

|CI ns est un facteur de symetrie (n¢ = 1/N!,
pour un systeme a N particules).




Propriétés :

Propriéteé 1 :

f D(qq,...,qs, D1, -, Ps;t)dT =1 «— TrD =1
£

P

dtr < Tr

Ep
\NPrOprlete 2.
D est réelle < DT =D.
Proprlete 3:

D est positive «— D est positif.




Equation d’évolution :

Pour les systemes classiques en equilibre :

d(dPC%t dD g%d )
T
dt — E dt + D dt = (

d(dr)

- Or = 0, théoreme de Liouville. Donc,

\ dt
L'a densité en phase reste constante le long des
trajectoires de phase du systéme.




Explicitement,




Valeurs moyennes des observables :

Soit A(qg4,...,9¢,p1, ..., Ps; t) UNE Observable
physique quelconque. Sa valeur moyenne est :

. D(Ql!"'JQS’pl' vy Psy t)-
Ep A(QD"'JQSJle wwvy Ps) t) T

- qui est analogue a :

() = Tr(D. A)




2.3. Entropie statistique.

Définition:

S:—ka
E

dP —» DAt, At estle volume d’'une cellule.
S(D) = —kgLogAt

— k f D(q].’ LN qS) p]_; ""pS; t)
7 gp LOgD(q]." " 'IqS) p]_; ""pS; t)dT

> S(ﬁ) = —kBTr(ﬁLogﬁ)

dPLog(dP) <« S = —kg z paLlogp;
A

P




Proprietés :

L'entropie classique a les mémes proprietes que
I'entropie quantique. En particulier, si les etats
accessibles sont equiprobables, |'entropie est
maximale :

S = kgLogW, Loide Boltzmann classique,

~avec le volume de I'espace de phases des etats
accessibles, Y :




3. Distribution de Boltzmann-Gibbs.
3.1. Données statistiques.

Données certaines : Spin et nature des
particules, volume de la boite, champ éelectrique,
champ magnétique...

Données statistiques : Une suite d'observables
_physiques {4;} qui sont connues en moyenne :

Tr(ﬁAl) — (Al> 1 (1)
TrD =1, (2)

La relation (2) est une contrainte naturelle.

%%
84!




3.2. Distribution quantique.

Expression :

L'opérateur densité D est tel que I'entropie
statistique, S(D) = —kzTr(DLogD), est
extremale (voire maximale), avec les contraintes
(1) et (2). On considere plutot la fonction :

S(D) S(D)
2 B.(Tr(D.A;) — (A1) + Bo(TrD — 1)

{,[3~i et 5, : Multiplicateurs de Lagrange.




En annulant la variation de S(D), 6S(D) = 0,

I'on trouve I'expression de |'operateur densite a
I'équilibre :
~ 1 -
D = — e_Zi BiAi
Z

C’est la distribution de Boltzmann-Gibbs.

- Fonction de partition :
L'a relation TrD = 1 donne :
Z({B}) = Tr(e Zifi)

L a fonction de partition est fonction des {8;}.




Factorisation de la fonction de partition :

Soit un systéme formé de M parties non
correlées, de fonctions de partition partielles
{Z;}. On démontre que la fonction de partition
associée est (voir Polycopié) :

M
Z — l_IZl
=1

C'est la propriété de factorisation de la fonction
dé partition.




Valeurs moyennes des observables :

De la relation (4;) = Tr(D. 4;), l'on a:

. 1 A .
(Ai) — ~ Tr(Aie—ZiﬁiAi)

= ;aaﬁl (Tr (e_zj ﬁjﬁj))

Donc,

(A‘) _ aLOgZ({ﬁj})
l op;
Biou le role crucial de Z. Les {B;} sont des

finctions directes des grandeurs {(4;)}.




Corrélations des observables :

Les grandeurs physiques sont généralement
corrélées. La fonction de corrélation de deux
observables A; et A- est:

G(Av J) ( ) (A;L )<Aj>
= (4~ {4, ][4, - {4) )]

| II est aise de montrerque: _—Log

0°Z({Br})
dB;0pB;

ou le réle crucial joué par Z.

G(4A;, A;) =




Fluctuations des observables :

Les grandeurs physiques fluctuent autour de
leurs valeurs moyennes. Les fluctuations
d'une observable A; est sa variance :

02 = (A;) — (A = ([A4; — @)])

Il est aisé de montrer que : _Log

/
, 07 Z({Br})
KNPy

D'ou le role crucial joue par Z.




Entropie statistique :
Les relations

S(D) = —kgTr(DLogD), D =% o~ Li BiAi
donnent :

S =kgLogZ + kBZﬂi(Ai)
i

Ors d’'un deplacement d'equilibre :
‘ (Az) — (/L) + d<Ai>

S—->5+dS




dS = ks ) Bid(A);  kufi=- ™

S est alors une fonction des valeurs moyennes

{(4;)}, ot les {B;} et les {(4;)} sont des variables
conjuguees.

N.B. : S est une fonction concave des variables
~{{4;)} (voir Polycopié ou TD Série 1).




3.3. Distribution classique.

Soit {4;} une suite d’'observables physiques
classiques, connues en moyenne.

Distribution de Boltzmann-Gibbs classique :

1 P
D(q, p) — E e_Zi ﬁlAl(qip)

(4.p) = (q1,--+, G5, P1) ) Ps).
“avec la fonction de partition :

Z({ﬁj}) = ) e~ 2iBidi(a.p) gt
P

N.B. : Les relations précédentes restent valables.




4. Ensembles statistiques.

4.1. Ensemble canonique.

On fixe le nombre de particules, N, et le
volume, (), et 'on suppose que I'énergie est
connue en moyenne. On dit que le systeme est
au contact d’'un thermostat.

~Expression de la densite :
Donnée statistique :

Tr(D.Hy)=(Hy)=U - B >0




C’est la distribution canonique. Le
multiplicateur de Lagrange ff est homogene a
I'inverse d’'une énergie.

Fonction de partition canonique :

Z.(B,N,Q) = Tr(e FHn)

Soit {Im)} une base diagonalisant le
Hamiltonien :

Hy|m) = Ep|m)




Z.(B,N,Q) = 2(m|e‘ﬁﬁ1\’|m)

m

Explicitement,

_9(Ey) : Multiplicité du niveau d’énergie Ep,.

+\La dépendance de Z. dans les variables
(N, Q) se trouve complétement dans les
energies {£,, }.




Au niveau classique :

La distribution canonique est :

1
D.(g,p) = 7 e~ PHN(q,p)
C




Grandeurs physiques :

Energie :
- 0LogZ.(B,N,Q)
U = 3p
Fluctuations de I’énergie :
o7 = azLogZC(zﬁ, N, Q)
af
‘Entropie :

S =kgLogZ.+ kgpU
U

dS = koBdU . ko =22/




* LogZ . est une fonction convexe de £.

 § est une fonction concave de U :

0%S i 1 L
=k
oU? of

N.B. : Toutes les relations precedentes restent
__valables pour les systemes classiques.




4.2. Ensemble grand canonique.

Le volume, (, est fixé, mais I'énergie et le
nombre de particules sont connus en moyenne.
Le systeme est au contact d'un réservaoirr.

Expression de la densité :
Données statistiques :
Tr(D.H)=(H)=U - >0
Tr(D.N) =(N) » —a, a>0

Hr Hamiltonien, N : Opérateur nombre de
particules.




Ona:

C’est la distribution grand canonique. Ici 8
est I'inverse d'une energie et a est sans unite.

Fonction de partition grand canonique :
; Z:(B,a,Q) = Tr(e‘ﬁﬁmﬁ)
Soient {|m4, ..., my)} les états a N particules :

FILml, omy) = ENmy, ..., my)
N|mq, ...,my) = N|my, ..., my)




Ona:

Zc(ﬁ, o, Q')

Z Z my, ., myle” 5H+“N‘m1,... i)

0m1

(N)
Zc(Ba, Q) = z e Z e PEm
N=0 ml,...,mN R




On trouve :

O

ZG(ﬁ! «, Q) — Z eaNZC(:BI N! 'Q')

N=0

Donc, Z; est la transformée de Laplace de Z_,
ou a et N sont les variables conjuguées de
Laplace.

N.B. : Toutes les relations précédentes restent
valables pour les systemes classiques.




Grandeurs physiques :
Energie :
dLogZ: (B, a, )
of

Nombre moyen de particules :
0LogZ.(B,a, )
| da
Fluctuations de I’énergie :

: azLogZG (B, a, Q)

U =

(N) =

o5 =

AR?




Fluctuations du nombre de particles :

2 GZLOQZG(,B, a, )
N dar’
Corrélations :
0%LogZ. (B, a, )

G(A,N) =

FREL




Entropie :
S =kglogZ; + kzBU — kga(N)

dS = kBﬁdU T kBad(N),

S S

kpfB = TR kpa = (V)

* LogZ, est une fonction convexe des variables
~peta.

*'S est une fonction concave de U et (N).

NiB. : Toutes les relations précédentes restent
valables pour les systémes classiques.




4.3. Ensemble isobare-isotherme.

Le nombre de particules, N, est fixé, mais
I'énergie et le volume sont connus en moyenne.
Cet ensemble est adopte par les ingénieurs
chimistes et les thermiciens.

Expression de la densiteé :
- Données statistiques :
Tr(D.A) = (A)=U - B >0
Tr(D.Q) =(Q) - y >0
H\'r Hamiltonien, Q : Opérateur volume.




Ona:

C’est |la distribution isobare-isotherme. Ici 8

est I'inverse d'une energie et y est
le rapport d’'une pression a une énergie.

Fonction de partition isobare-isotherme :
} Z;(B,y,N) = Tr(e=FH-79)
Soient {|mg)} les états a volume constant () :

Himg) = EV|mg),  Qlmg) = Qmg)




2By = “e 107 (8,N,0)d 0
0

“Z; est la transformée de Laplace de Z_, oul y et
(isont les variables conjuguées de Laplace.

N B Toutes les relatlons precedentes restent




Grandeurs physiques :

Energie :
dLogZ;(B,y,N)
ap

U =

Volume moyen :

dLogZ;(B,v,N)
dy

Q) =

“Fluctuatlons de I’énergie :
| 0°LogZ;(B,y,N)

oy =

AR?




Fluctuations du volume :

, _ 0°LogZ;(,y,N)

Corrélations :




Entropie :
S = kBLogZi + kBﬁU 1 kBy(Q)

dS dS
kBﬁ — 5 ’ kBy £ m

* LogZ; est une fonction convexe des variables
~pety.
*'S est une fonction concave de U et ().

N:B. : Toutes les relations précédentes restent
valables pour les systémes classiques.




4.4. Ensemble microcanonique.

Cet ensemble est utilisé en simulation (Monte

Carlo, Dynamique Moléculaire, Dynamique
Brownienne...)

Expression de la densité :

Pas de donnees statistiques: §; = 0 .

~ 1 VA
Dy = I

ch
C’est la distribution microcanonique, avec la




Zme = W(E)

W(E) : Nombre d’états accessibles
dépendant de I'énergie, E, du nombre de
particles, N, et du volume, (.

Systeme classique : La distribution

microcanonique est :
1

D.(a.p) = m@ @PEE

0, (qgp) ¢&Y




Trois versions de la distribution
microcanonique :

(1) Energie connue exactement et égale a E.

(Il) Energie strictement inférieure a E.

(I11) Energie connue avec incertitude, AE.

_Distribution quantique :

Dans les trois cas figures, elle est définie par :

A .

,pmc =7 I , Zme = Wi (E), W, (E), Wy (E)




Remarque :
Wi (E) = Wy (E + AE) — Wy (E)

Comme AE K E,
dW,(E) A

dE e

Wi (E) =

Distribution classique :
~Cas (i) : H(q,p) = E, hypersurface.

D.(q,p) = ZUI(E)c?[H(q,p) B

lai 5(x) est la distribution de Dirac.




w;(E) = dt
H=E

Cas (ii) : H(gq,p) < E, hypervolume.

D.(q,p) = [E—H(q,p)]

o (E) i

~Jci 8(x) est la fonction saut de Heaviside :
9(x) =0,six<0,0(x)=1,six>0.

ZD-”(E) — dT




Cas (iiil): E < H(q,p) < E + AE, couronne.

1
Dc(CI)p) — wm(E)H[H(CI;p) Y E]

O|E +AE — H(q,p)]

@ (E) =f dt
E<H(q,p)<E+AE
‘De méme, on a la relation :

1

<‘ip 5‘ (0550 (E ) =

Wi AE
E

d




Entropie :

Dans tous les cas, I'on a:
S =kgLogW(E), cas quantique.
S =kgLlogw(E), cas classique.

L'on a la relation suivante définissant la
_temperature :

N
\\‘ 2

kolB = —
/ a E




4.5. Autres ensembles.

On se contente de les recenser (voir Polycopié) :

* Ensem
* Ensem
* Ensem
* Ensem

0
0

0

ole

translation.
e rotation.

e diélectrique.
e magnetique.

_4.6. Equivalence entre ensembles.

Dans la limite thermodynamique, tous les
ensembles statistigues sont équivalents pour la
descrlptlon de la Physique (Polycopie ou TD




