Chapitre II: Formes bilinéaires symétriques
et formes quadratiques

Soient K =R ou C et E un K-espace vectoriel.

1-Formes bilinéaires symétriques et formes quadratiques

Definition 1.1.
1) On appelle forme bilinéaire (fb) sur E toute applica-
tion ¢ : EXE — K telle que, pour tout x,x’,y,y’ € E et
pour tout ¢, € K, on a

a) p(ax+px’,y) = ap(x,y) + pp(x’,y).

b) p(x,ay +py’) = ap(x, y) + fo(x, y').
2) Une application ¢ : EX E — K est appelée une forme
bilinéaire symétrique (fbs) si ¢ est une fb qui est de plus
symétrique, c’est a dire, @(x,v) = ¢(y,x), Vx,y € E.
3) Soit @ est une fbs sur E. On appelle forme quadratique
associée a ¢ 'application g : E — K definie par

q(x) = p(x,x),Vx € E.

4) On note L(E,E,K) I'ensemble des fb, S(E, K) I'ensemble
des fbs et Q(E) I'ensemble des fq.

Exemples 1.2.
1) Soient ¢ : R? x R> — R definie par

P((x1,%2), (1, ¥2)) = X191 + X2y2 et (x, y) = x° + 7~
Alors ¢ est une fbs et g est la fq associée a .
2) Soit @ : Mp(R) X Mp(IR) — R l'application definie par
¢@(A,B) =tr(AB) la trace de AB et g: M>(IR) — R definie
par g(A) =tr(A?). Alors @ est une fbs et g est la fq associée
a Q.
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Proposition 1.3.
L(E,E,K), S(E,K) et Q(E) sont des K-espaces vectoriels.

Remarque.

Soit ¢ une fb sur E.

1) Soit y € E fixé. Soit ¢, = ¢(—,y) : E — K T'application
telle que ¢ (x) = p(x,y). Alors ¢, est une forme linéaire
sur E, i.e., ¢y € E*.

2) Soit x € E fixé. Soit ¢y = @(x,—) : E — K l'application
telle que @x(v) = p(x,y). Alors @y est une forme linéaire
sur E,i.e., ¢y € E*.

Definition 1.4.

Soit g : E — K une application. On dit que g est une
forme quadratique si il existe une fbs ¢ : EXE — K telle
que g(x) = p(x,x),Vx € E. ¢ s’appelle une forme polaire de

q.

Voici quelques propriétés des formes quadratiques.

Proposition 1.5.

Soit g : E — K une forme quadratique. Alors:
1) g(Ax) = A%q(x), YVx € E,¥YA € K.

2) g(—=x) =¢q(x),Vx € E.

3) 9(0) = Ok.

Démonstration.
1) Soit ¢ une forme polaire de 4. Soient A € K et x € E.
Ona

g(Ax) = p(Ax, Ax) = A2 (x,x) = 1%q(x).

2) q(=x) = (=1)%q(x) = q(x).
3) 4(0g) = q(0x0E) = 0%9(0) = 0kq(0g) = Ok.



Proposition 1.6.

Soit g : E — Kune forme quadratique. Alorsl’application
¢ : EXE — K definie par

Py = 30+ 1) =90~ 4(3)

est l'unique forme polaire de g appelée la forme polaire
de g.

Démonstration.
Soit ¢ une fp arbitraire de 4. D’ou

Px+y,x+y)=q(x) +q(y) +2¢(x,y) = q(x +y).

. 1
Ce qui donne y(x,y) = 5(q(x +y) - 9(x) = q(y)) = p(x, ),
¥x,y € E. Par suite 1) = .

Proposition 1.7.

Soit g : E — K une application. Alors g est une forme
quadratique sur E si et seulement si
1) g(Ax) = A%q(x),Yx € E,VA € K.
2) L'application ¢ : EX E — K definie par
1
P y) = 5@ +y) —9(x) = (1))

est une forme bilinéaire sur E.

Démonstration.
Supposons que (1) et (2) sont vérifiés. D’'ou Vx € E,

P = (020 - 24()) = 5(34(:) ~29(2) = 9(2).
Alors g est une fq.

Proposition 1.8.
L'application ¢ : S(E, K) — Q(E) definie par ¢(¢p) = g pour
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toute fbs ¢, avec g est la forme quadratique associée a ¢,
est un isomorphisme d’espaces vectoriels sur K.

Démonstration.

Il est facile de voir que 1 est linéaire. Soit g € Q(E). D’ot1il
existe une unique f € S(E,K) qui soit la forme polaire de
g, c’est a dire que, (f) =g. Alors ¢ est un isomorphisme.

Application

Montrer que g : Mp(IR) — R definie par g(A) = det(A) est
une forme quadratique.

D’abord, g(aA) = det(aA) = a®det(A) = a?q(A),Ya € R et
VA € M>(IR). Soient A = 92 ) ot B = ( by b ) deux

az Ay b3 by
éléments de M»(IR). Alors,

a1+b1 (12+b2
a3+b3 a4+b4

det(A +B) =

aq1a4 + 611174 + b1114 + b1b4 — a3 — (121?3 — bzﬂg — b2b3

Par suite,
@(A,B) = %(det(A +B)—det(A)—det(B)) = %(ﬂ1b4 +byag—(apbs +azby))

definie une fb sur M(R) X M>(R). Par conséquent, g est
une fq sur M (IR).

Remarque.

L’application det : M;(IR) — Rn’est pas une forme quadra-
tique lorsque n # 2.

Definition 1.9.
Soient E un espace vectoriel de dimension n > 1 et B =
{e1,--- e} une base de E. Soit ¢ : EXE — K une fbs.




Soeint x = xjeq +---+xuey €t y = y1e1 + - + yue,. Alors
p(x,y) = inw(ei,ej)-
L]

1) La matrice de ¢ dans la base B est definie par

pler,e1) @ler,er) - @ler,en)
(e2,e1) @le2,e2) -+ @lez,en)

M(g,B) = (pleie))i=| ¥ v e
plene1) @len,e2) -+ @len,en)
2) La matrice d'une forme quadratique g dans B est la
matrice de sa forme polaire ¢ dans B, c’est a dire que
M(q,B) = M(¢, B).
Remarque.
La matrice d"une forme bilinéaire symetrique est une ma-
trice symetrique.

Proposition 1.10.

Soit ¢ : EXE — K une fbs avec E un espace vectoriel de
dimension n > 1. Soient B une base de E et A = M(¢, B).

X1 n
X
Soient X = :2 etY = :yz . Alors
Xn Yn
n
Py = KAY = (rxa--x)A| P
Yn
Démonstration.
Y1 a11y1 +apyz+ -+ aiYn

+ +.--+
Soit A = (ﬂij)i,j- OnaA ]/:2 _ :5121]/1 axy»? DnYn

Yn Amy1 tan2Y2 + -+ aunlYn
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D’ou
XAY = (a11x171 +a12x1Y2 + -+ + a1,X1Yn) + (21 %201+
axpXoYa+-+ +a2XoYn) + -+ (@1 XnY1 +an2XnY2 + -+ AunXnYn)
= (X, ).

Remarque.

Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1 et soit B une

base de E.

1) Soit ¢ une tbs sur E. Si ¢(x,y) = Y a;jx;y;,Vx,y € E, alors
i

M(p, B) = (ai})i -

n
2) Soitgune fqsur E. Sigq(x) = }, aiixlz + ). ajxxj alors
i=1

1<i<j<n
1 1
a1 5012 e Ealn
la a 161
11
Eanl EanZ ot Onn

Exemple
Soit g : R?> — R la forme quadratique telle que
q(x,y,z) = x> + 2% + 22° + 2xy — 4xz — 6Yz.

1) Donner la matrice M(q, B) de g dans la base canonique
de R3.
2) Déterminer la forme polaire ¢ de g.

Proposition 1.11.
Soient E un espace vectoriel sur K et B = {e,--- ,e;} une
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base de E. Soit S,(K) l'espace vectoriel des matrices
symétriques sur K de degré n. Alors I'application

Y : S(E,K) — Su(K)

telle que (@) = M(¢, B), est un isomorphisme d’espaces
vectoriels sur K avec 1(A) = ¢ telle que p(X,Y) = IXAY
pour toute matrice symetrique A et tout X, Y € K".

Démonstration.

Il est facile de voir que ¢ est linéaire. Soit A € S;,(K). Alors
¢ : EXE — K definie par ¢(x,y) = ' XAY est une fbs sur E,
Y(p) = A et p € S(E,K) est "'unique fbs telle que M(¢p,B) =

A. D’ou1 ¢ est bijective. Par suite S(E, K) i S, (K).

Corollaire 1.13.
Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1. Alors

dimg(S(E, K)) = ”(”2+ D,

Démonstration.

On a dimg(S;,(K)) =

nn+1)

. Par suite, puisque S(E,K) =

S,(K), on obtient, dim(S(E, K)) = " 2+ D)

Corollaire 1.14.
Soient A, B € S;;(K) telles que pour tout X, Y € K",

EXAY = tXBY

Alors A = B.

Démonstration.
Supposons que 'XAY = 'XBY, ¥X,Y € K". Donc

oI ANXY) = v (B)(X,Y), VX, Y € K.
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Par suite Y "1(A) = ¢~}(B). Comme 1 est bijective, on ob-
tient A = B.

Corollaire 1.15.
Soient A, B € S;;(K) telles que pour tout X € K",

IXAX = 'XBX

Alors A = B.

Démonstration.

Soient 4 =11 (A) et g =11 (B). D’'ottpa(X,X) = pp(X, X),VX.
Par suite, g4(X) = gp(X), VX. Ce qui implique que g4 = g3.

On obtient alors A = M(q,8B) = M(qp,8) = B.

Application.
Soit g : M>(R) — IR definie par g(A) = det(A). Soit B =

10 01 00 00
{Ellz(o 0)/E12:(0 0)/E2]:(1 0)/E22:(0 1)}

la base canonique de M>(IR). Donner la matrice etla forme
polaire de g.

z t
de M>(IR). Alors g(A) = det(A) = xt — yz. Par suite

Soit A = ( Yy ) = xEq1 + yE12 + zE»1 +tEy un élément

o O
|
—

1
M@, 8)= 5

_ o O O
S

—_
o O
SO O



/ /

SoientA:(;C f),A'z(_’ZC, ;f )EMZ(]R). Alors
00 0 1)«
. 1loo -10]|y
(P(A/A)_(xth)E 0 -1 0 0 o
10 0 0Jl#

t/

1 —z

=5yl T,

1
= E(xt’ —yz' —zy' +tx').

2- Changement de bases

Proposition 2.1.

Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1. Soient
B=1{e, - ,ey} et B = {ei,--- ,e;,} deux bases de E et P la
matrice de passage de B a B’. Soient ¢ une fbs sur E,
A =M(p,B) et A’ = M(p,B’). Alors

A’ = tPAP.

Démonstration.

Soient x,y € E et X la matrice colonne de x dans B, Y la
matrice colonne de y dans B. Soient X’ la matrice colonne
de x dans B’ et Y’ la matrice colonne de y dans B’. Alors
X =PX’etY =PY’. Par suite

o(x,y) = 'XAY = {(PX)APY) = 'X'('PAP)Y’
= X'AY.
Par conséquent, A’ = 'PAP.
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3-Orthogonalité pour les fbs

Definition 3.1.
Soit E un espace vectoriel sur K et soit ¢ une fbs sur E.
1) Soient x,y € E. On dit que x est orthogonal a y pour ¢

si p(x,y)=0.

2) Soient x € E et A C E. On dit que x est orthogonal a A
pour ¢ si @(x,a) =0,Ya € A.

3) Soit A C E. On définit I’orthogonal de A pour ¢, noté
At, l'ensemble A+ = {x € E: ¢(x,a) =0,Ya € A}.

4) Une famille (x;);c; d’éléments de E est dite orthogonale
pour @, si ¢(x;,x;) =0,Yi # j.

Proposition 3.2.

Soit E un espace vectoriel sur K et soit ¢ une fbs sur E.
1) VA C E, A+ est un sous espace vectoriel de E.

2) Soient A, BCE. ACB= B+ CA*t.

3) YA CE, A+ = Vect(A)*.

4) 0+ =E.

5)YACE,ACALL.

Démonstration.
1) Soit A CE. Soient x,y € A+. On a, Va € A,

p(x+y,a) = @(x,a)+(y,a) = 0.

Dot x+y € A+. De méme, si x € A+ et a € K, p(ax,a) =
a@(x,a) =0, Ya € A, par suite ax € A+. Par conséquent, A+
est un sous espace vectoriel de E.

2) Soit A C B. Soit x € B+. D’out ¢(x,b) =0,Yb € B. En
particulier, ¢(x,a) =0,Ya € A puisque A C B. Par suite
x€At. Alors B+ C AL,

3) Soit A CE. Alors A C Vect(A). D’ou Vect(A)* C AL
Soit, maintenant, x € AL. Soit b € Vect(A). Alors, il existe
ai,---,ay € A et il existe ay,---,a, €K, tels que b = aja; +
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apdp + -+ -+ ayay. Par suite

P(x,b) = p(x, 181 + apap + - - + apay) =

= a1p(x,a1) +ax@(x,az) + -+ app(x,a,) =0
car x € AL. Alors x € Vect(A)*. Par suite A+ C Vect(A)~.
D’ou I'égalité.
4) 1l est clair.
5) Soit x € A. D’ot1 ¢(x,y) = 0 pour tout y € A+. Par suite
x € A+, Par conséquent A € A+,

Remarque.

Soient E un espace vectoriel et F un sous espace vectoriel
de E. Soit {ey,e2,---, ¢y} une famille base (ou une famille
generatrice) de F. Alors

L _ LAl AL
F =er Ne; ﬂep.

Definition 3.3.
Soit ¢ une fbs sur un espace vectoriel E. On appelle noyau
de ¢ le sous espace vectoriel

Ker(p) =E* ={x€E:p(x,y) =0,Yy € E}

de E.

Proposition 3.4.

Soit ¢ une fbs sur un espace vectoriel E. On définit
I'application ¢ : E — E* telle que y(x) = ¢y, Vx € E. Alors
Y est une application linéaire et

ker(y) = ker(p).

Démonstration.

Soit x € E. On a x € ker() si et seulement si (x) =0 si
et seulement si @y = 0 si et seulement si @x(y) = @(x,y) =
0,Vy € Esietseulementsix € ker(¢). D’ottker(y) = ker(¢p).
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Proposition 3.5.

Soit @ une fbs sur un espace vectoriel de dimension finie
E et soit A = M(¢,B), ou B est une base de E. Alors, si
x€E,

x € Ker(p) © AX=0

ou X est la matrice colonne de x dans B. D’ot, Ker(p) =
Ker(A).

Démonstration.
On a x € Ker(p) © ¢(x,y) =0,Yy € E & 'XAY =0,VY &
FEAX)Y = 0,YY & {AX)Y =0,VY & AX =0.

Exemple.

Soit g la forme quadratique sur R? définie par

1
q(x,y) = X%+ Zyz +xy.

1) Déterminer la matrice de g et la forme polaire de 4.
2) Déterminer le noyau de g.

1)OnaA:(i/2 }ﬁ ) Alors
Ny ot 1 ’ 1 / 1 /
P y), (X, y) =X+ 7yy + oxy + Syx
Y(x,y), (', y) € R2.
2) Ker(p, B) = Ker(4) = {(x,) :( 1 1 )( y ) :( . )}
x+1y =0
={ewiig 2
§x+4—1y =0

={(x,y): y=—-2x} = {(x,—2x) : x € R} = Vect{(1,-2)}. Par
suite Ker(¢) = Vect{(1,-2)}.
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Definition 3.6.
Soit E un espace vectoriel. Alors
1) Une fbs @ sur E est dite dégénérée si Ker(¢p) # {0}.

2) Une tbs @ sur E est dite non dégénérée si Ker(p) = {0}.

Definition 3.7.

Soient E un espace vectoriel sur K. Soit ¢ une fbs sur E et
q sa forme quadratique.

1) Un vecteur x de E est dit isotrope pour ¢, si g(x) = 0.

2) On appelle cone isotrope de g 'ensemble

C(q) = {x e E: x estisotrope } = {x € E : g(x) = 0}.

3) Soit Fun sous espace vectoriel de E. F est dit totalement isotrope
si FC F*.

Remarque.

1) Soit F un sous espace vectoriel de E. Soit ¢ une fbs
et g sa fq. F est totalement isotrope si et seulement si
o(x,y)=0,Vx,y €F.

2) Ker(¢) € C(g).

Démonstration.

1) F est tot isotrope © FC F+ & Vx € Fo(x,y) =0,Yy €
Fo o(x,y)=0,Yx,y €F.

2) Soit x e Ker(p) =@ x € E* = ¢p(x,x)=0=g(x) =0=>x €
C(g). D’ou Ker(¢p) € C(g).

Exemple.
Déterminer le cone isotrope de la fq g : R — R définie
par

q(x,y,z) = X%+ y2 — 72
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Ona(x,y,2)€C(q) © > +y> -2 =022 =x*+y> o z¢

(Va2 +1y2,— \/x2+12}. Alors

C(q):{(x,y, x2+y2):x,y€]R}U{(x,y,— x2+y2):x,ye]R}.

Remarque.

Le cone isotrope n’est pas, en général, un sous espace
vectoriel de E.

D’apres l'exemple précédent, on a (1,0,1),(1,0,-1) €
C(q) mais (1,0,1)+(1,0,-1) = (2,0,0) ¢ C(g). D’otr C(g)
n’est pas un sev de E.

Definition 3.8.
Une forme quadratique sur un espace vectoriel E est dite
définie si Vx € E,

gx)=0=>x=0
c’est a dire C(g) = {0}.

Proposition 3.9.

Soit E un espace vectoriel et 4 une forme quadratique sur
E.

1) Si g est définie, alors g est non dégénérée.

2) Soit K =IR. Si g est non dégénérée et g est positive, alors
g est définie (positive).

Démonstration.

1) Supposons que g est définie. Comme Ker(p) C C(g) =
{0} = Ker(p) = {0}. D’ot1 ¢ est non dégénérée.

2) Supposons que K =R, ¢ non dégénérée et (x) > 0,Vx €
E. Soit x € C(g). Soient y€e Eet A€ R. On a g(y+ Ax) >0,
d’ott g(y) + A*q(x) + 2A9(x, y) = g(y) + 2A@(x, y) 2 0. Sup-
posons qu’il existe y € E such that ¢(x,y) > 0. D’ou,
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—q(y) .
,ona +2@(x,1y) < 0 qui est absurde.
200, ) 9(y) +2¢(x,y) <09
—9(y)

De méme, si ¢(x,y) <0, pour A > , on a +
P(x, y) p 200%,9) q(y)

pour A <

2A@(x,y) <0 qui est absurde aussi. Par suite ¢(x,y) =
0,Yy € E. Alors, x =0 puisque g est non dégénérée. Par
suite C(q) = {0} est donc g est définie.

4-Cas ou E est un espace vectoriel de dimension finie

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1. Soit
@ une forme bilinéaire symétrique sur E et g la fq associée.

Definition 4.1.
On appelle rang de ¢ l'entier

rg(@) = dim(E) — dim(Ker(¢)) = dim(E) — dim(E™").
(d’ou dim(E) = rg(¢) + dim(E*)).

Proposition 4.2.

Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur K et B
une base de E. Soit ¢ une fbs sur E. Alors

rg(¢p) = rg(M(¢, B)).

Démonstration.
On a Ker(¢p) = Ker(A), ot A = M(¢, B). Or

dim(E) = dim(Ker(A)) + dim(Im(A)).

Alors dim(E) = dim(Ker(¢p))+rg(A) = dim(E+)+rg(A). Comme
dim(E) = rg(¢) + dim(E™*), on obtient rg(p) =rg(A).

Corollary 4.3.

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n > 1 et
B une base de E. Soit ¢ une fbs sur E. Alors ¢ est non
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dégénérée si et seulement si rg(A) = n si et seulement si A
est une matrice inversible, o A = M(¢p, B).

Démonstration.
On a rg(p) = rg(A) et Ker(¢) = Ker(A). De méme

dim(Ker(A)) +rg(A) = dim(E) = n.

Alors ¢ est non dégénérée si et seulement si Ker(¢) = {0}
si et seulement si rg(A) = n.

Théoreme 4.4.
Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et ¢
une fbs sur E. Alors ¢ admet une base orthogonale B,

c’est a dire, il existe une base B = {eq, ey, -, e} telle que
(p(ei,ej) =0,Vi#].

Démonstration.

La démonstration se fait par récurrence sur n. Pour le cas
n =1 le résultat est trivial. Supposons que le résultat est
vrai pour n > 1. Soient E un espace vectoriel de dimension
n+1let@:EXE— Kune fbs. Si ¢ =0 le résultat est
trivial puisque toute base de E est orthogonale pour ¢.
Supposons alors que ¢ # 0. D’ou C(gq) # E (car si C(q) = E,
alors g =0 et donc ¢ = 0 ce qui est absurde). Soit e; € E tel
que g(e1) # 0. Soit F = {e1}*+ et ¢ : FXF — K la restriction
de p a F (c’est a dire ¢r(x,y) = ¢(x,v),Vx,y € F). Montrons
que E = Ke; ®F, ou Ke; = {ae; : a € K} désigne le sous
espace vectoriel engendré de E par e;. Soit x € Key NF.
D’ol1 x = aeq, pour un certain a € K, et ¢(x,e1) = 0 puisque
x € F. Alors ag(e1) =0 ce qui donne a = 0 puisque g(e7) # 0.
Ceci entraine que x = 0 et par suite Ke; N F = {0}. Fixons
x € E et cherchons @ € K et y € F tels que x = ae; +y. D’ou

@(e1,x) = ap(ey,e1) = ag(er) puisque @(e1, y) =0. Alors a =
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qo(el,x). Onax= (P(el’x)el + (x = (P(ellx)el). On montre
q(e1) L) q(e1) q(e1)
que y:=x-— (pq(el) e € F. En effet,
plery) = pler,x- (P{;:;;C)ﬁ)
= pler, 1) (Pq(f;f gter

= (P(El,X)—(P(el,X)
= 0.

D’out y € F et par suite x € Ke; + F. Par conséquent, E =
Key@F. Enparticulier, dim(F) = n. Par récurrence, il existe
une base orthogonale {ey, - ,¢,+1} de F pour ¢r. Comme
e1 ¢ F, on obtient que {eq,e2,--- ,e,+1} est une famille libre
de E. Par suite {e1,ep,---,e,11} est une base de E qui est de
plus orthogonale pour ¢.

Corollaire 4.5.

Soit @ une fbs sur un epace vectoriel E de dimension finie
n > 1. Alors il existe une base B de E telle que M(¢p, B) est
diagonale.

Démonstration.
Il suffit de prendre une base orthogonale B de E pour ¢.
D’ott M(¢, B) est diagonale.




