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1)
En raison de la symetrie sphérique de la distribution de charge pg , le champ électrique EO(M) créé
par la charge réelle Qgqest radial et son module ne dépend que la coordonnée r du point
M(r,0,p)M :

Eo(M)=Eq(n) &
Puisque les deux milieux diélectriques sont parfaits, les polarisations l3| (M)et I3|| (M) induites par le
champ électrique Eo (M) sont également de la forme :

Pr(M) =Py (& Pi (M) =Py (N &

et

Une fois les milieux diélectriques sont polarisés, le champ électrique dépolarisant Ed(M) créé par
chaque milieu est également de la forme :

Eq(M)=Eq(&
D’ou le champ total :
Eot (M) = Eq (1) & +Eq(r) &) = Eqo (1) &
Il s’en suit :
Ijtot(M) = 30‘9rEtot (M) = gg&rEtot (1) €;
2)

Par définition de la charge volumique, une charge Q( répartie avec une densité volumique pqdans un

volume sphérique V, s’exprime par :

3
47.R
Qo =po-V = po. 3
d’ou I’expression de pq:
3Qo
PO=""73
47.R

3) Expression du théoréme de Gauss généralisé :

Elle est donnée par I’intégrale suivante

ff D(M).dS = Qe



Ou:
= (S) est une surface fermée

. tl;)g[elle est la charge ¢lectrique réelle totale située a 'intérieur de la surface fermée (S)

4) Expressions de I’induction électrique f)(M) et du champ électrique E(I\/I) :

On applique le théoréme de Gauss généralisé a une surface sphérique de centre O et de rayon r
(surface représentée en couleur rouge dans la figure ci-dessous).

D(M) = D(r) &
dS(M) = dS,

En tout point M de la surface (S) de Gausson a: {

L’induction électrique D(M), qui ne dépend que de I, est donc constante en tout point M de la surface
sphérique de Gauss de rayon r. Dans ce cas I’intégrale du théoréme de Gauss généralisé s’écrit :

ff D(M).dS = ff D(M).dS = D(M)ff; dS =D(M).4zr? = Qe

L’expression de 1’induction est donc :
réelle
D(M) — tot 5
Ar.x
Soit en notation vectorielle:
R réelle
Ar.r

* a lintérieur de la sphére de rayon R, contenant la charge Qq(r <R):

3 3
sell Arx r
Qlot © = P0-V = po. =—3Qo
3 R




3Qo

R etant le rayon de la sphere de Gauss et pg = (déterminé dans la question 2), d’ou :

47 R3
B(M) = &3{.@r
4R
Le champ électrique correspondant s’obtient a partir de la relation D(M) = ggE(M):
E(M) = %.r.ér
472'80.R

& Pintérieur du milieu diélectrique I (a <1 <b): Qe - Q,

D|(M) =

Le champ électrique correspondant est :
Di(M) Q.

€0ér1 472'808r1.|’2

E(M)=

& Pintérieur du milieu diélectrique I (b <r <c): QI —Q,

Dy (M) = QOZ €
dr.r

Le champ électrique correspondant est :
Qo

Ey(M) = 5
47[505r2.r

e
5) Les deux milieux diélectriques sont parfaits, donc le vecteur polarisation est donné par
I’expression suivante :
Pi (M) = &0 (&ri —DE;
avec i=I pour le milieu | et i=Il pour le milieu Il

edans le milieu diélectrique I :
(gl'l _1)Q0 g8
D N

P (M) =
el
* dans le milieu diélectrique II :
5 (er2 =DQo
Puy(M) =205,
Arepn.r

6) Densité volumique de charge fictive :

Par définition, la densité volumique de charge fictive est donnée par :
pp(M) =~divP(M)

On utilise I’expression de la divergence en coordonnées sphériques suivante:

» oP
div.Pzié(rzPr)+ 1 9 (Pysing)+ 1 —2
2 or rsind 06 rsind o




Remargue : Dans les deux milieux diélectriques, les composantes Py et P(/, du vecteur polarisation
sont nulles (voir question 5) et que seules les composantes Pr sont non nulles :

Py, = (er1 —1)20 Pu, = (612 —1)30
- el - e r
P = Plg =0 et Py = Pl =0
Plp =0 Piip =0

* dans le milieu diélectrique I :

.= 10>
M) = —div.P| (M :———(r P )=0
ppi(M) 1 (M) Tl
* dans le milieu diélectrique II :

.= 10
ppi1(M) = —div.P (M) = __za_(rZP”r): 0
r r

7) Densités surfaciques de charge fictive au niveau des surfaces délimitant les deux milieux
diélectriques :
Par définition, la densité surfacique de charge fictive est :
op (M) =P(M € S).fig (M eS)
e au niveau de la surface (Sa) de rayon a :
5 < (611 —1)Qo

oa (M) =P (r=a).(-&) = -0

e au niveau de la surface (Sb) de rayon b :

op(M) =P (r=b)& +P(r=b).(-&) = (er1 —1)20 _(er2 —1)(30
47er1.b Arrerp.b

e au niveau de la surface (Sc) de rayon c :

5 . _ (e -1Q
oc(M) =Py (r=c)g = r—20
Aren.C
8) La densité volumique d’énergie électrostatique est donnée par :
dwei 1 .2
Wei =— = —¢&pé& EIT(M
ei dv 2 0¢ri (M)

L’énergie électrostatique est :

wei = [[] wg .dv:zigogrijj Ei2(M).dv
v ' %

Ou i=I pour le milieu I et i=Il pour le milieu Il, et dv = rsingdrd @ de I’élément de volume en
coordonnées sphériques.



* dans le milieu diélectrique I :

Q
Wel = —gogrlj”E (M).dv=— gogrlm 72 .dv:gogrl%j jsm edejd(p
Arspepy T 3277 (gpér1) 0 0
% [1_1j
872'808r1. a b
* dans le milieu diélectrique II est :
Q0

2jdrj‘sm 9d9jdgo

2
Well—— Ef(M).dv=— — | dv= -
2. 50€r2”j “( ) 2. 505r2m.(47[808r2 r2] cofr2 327[2(gogr2) N

s
871'808,-2 b ¢




