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1. But du Chapitre

= Etude des propriétés thermiques des gaz
de Fermi (eélectrons libres dans un solide,
hélium 3, ions dans un plasma...) et des gaz
de Bose (hélium 4, photons des corps noirs,
phonons...).

= Distinction entre les deux gaz .

- Fermions : particules de spin demi-entier, de
fenction d’'onde antisymetrigue,




CDA(F]_, _ 7;}', ---;?i; e JFN)
s Ffr ), VD

C’est le Principe d’Exclusion de Pauli.

- Bosons : particules de spin entier, de fonction
d’onde symetrique,

CI)S(?]_, 7;}'; ;Fi; ,FN)
PO TR WY

=“Hypotheése : Les deux gaz sont sans
interactions.




2. Espace de Fock

* On choisit ici 'ensemble grand canonique
pour la description de ces gaz (limite
thermodynamique).

* Pour le calcul de la fonction de partition
grand canonique, Z., I'on a besoin d'une base
~d'un certain espace complexe, appele "espace
de Fock".




2.1. Etats a une particule.

* Une seule particule :

H, : Hamiltonien associé.

H P 5 e espace des états a 1
partlcule.

_* Volume de la boite : Q0 = L, L, L,.

o \Etat & particule |g) est reperé par 3 nombres
quanthues m, €N, m, €N, m, E N" .




* Fonction d’onde d'une particule :

Om(x,y,2) = (x,y,z|my, m,,m, )

1/2
B 8 . (mymx\ | (MY A\ m,TmZ
=\ LL, sin L sin L, L

°* ¢, = 0, surles bords.

* Fonction d'onde globale :

\\\\\QD(x Y,z) = 2 2 2 mmy,m; Pm (X, Y, Z)

Mmy=1m,=1m,=1

2




* Spectre d’énergie d'une particule :

hm? (mZ m;  m}
€ =7 JARETRVAT YT
m \ L2 XM

m, EN*,my EN*, m, EN"

* Si, en plus, la particule possede un spin, les
__etats sont aussi reperes par un nombre
quantique, g, pouvant prendre 2s + 1 valeurs :

{|lo,my, my, m, )} : états & une particule.




2.2. Etats a plusieurs particules.

e Etats & N particules : {|q4, ..., gy )},
appartenant a I'espace de Hilbert des étatsa N

particules, SISN) = SS) ® ...®8,Sl) (N fois).

|Q1r ) QN> — |m1xr mlyJ mygz, "'rmNXJmNymeZ)
m;, = 1; ml-yZ 1; miZZ 1

_* Comme la "trace" ne dépend pas de la base
choisie, on construit une base, en termes de
nombres d’occupation des états a une
particule, en rangeant les particules selon leurs
éer_qies individuelles.




* ng : nombre de particules dans l'etat |q).

1q) o o — T
. _ ] ® ®
Energie de letat __ . o
fondamental

* n, = 0,1: Fermions (Principe d'Exclusion de
Pauli).

\ en,=0,1,2,...:Bosons.

{In.,n,, ..., ng, ... )} : base sur laquelle se fera la




2.3. Espace de Fock.

C’est un espace de Hilbert, F, qui est une

somme directe des espaces de Hilbert, 8,80),

e . eN ., a0,1,..,N,.. particules
indiscernables (bosons ou fermions) :

F=eloelo.. 0N o ..

{In, n,, ..., ng, ... }} : base de I'espace de Fock.




3. Opérateurs dans la représentation de
Fock

3.1. Opérateur nombre d’occupation.

fg : operateur nombre d'occupation de I'etat
|q), d’énergie ¢,

ﬁq|n1, ey Ny, ) = nq|n1, ey Mg, )

N.B. : Les opérateurs {#,} commutent :
|

4 g, iq)| = 0, q#q




3.2. Opérateur Hamiltonien.

Le Hamiltonien global, H, est la somme directe
des Hamiltoniens partiels, H; (j = 1, ..., N). Il
possede comme états propres, les etats
construits {|ny, ..., ng, ... )} :

Hlny, ...,ng, ..) = znq,eq, Ing, . mg, o)
q,

Y ngi€qs - €nergie totale.

' = (my, my, m,) : état a une particule.




€ =

h?m? (m2 m_32;+m2
» 2m

Z, N\ A : e /
2ta L—%) énergie de l'etat g'.

m, € N', m, € N',m, € N’

Relation importante :

H = Z €qfig
q
- Propriété : {71} et H formentun E.C.O.C.:

g, ig)| = O q+q




3.3. Opérateur nombre de particules.

Il es défini par son action sur la base de
I'espace de Fock :

N‘nl,...,nq,...> — znq, ‘nl, ...,nq,...)

q1

2.q: Mg, - NOMbre totale de particules.

Relation importante :




3.4. Operateur densité.

Il s’exprime par :

D, = — =B Zqeqiqg+BuEq g

L

avec la fonction de partition grand
canonique :

\<




A

_ - EqrNgr+ 1)
— Z (nl, ey N, ...|e B Lqr €qifiqrt B g gy nl,...,nq,...)

nl,...,nq,...

Expression fondamentale :

ZG — Z e_ﬁ Zq! quﬁql+ﬁﬂ qu 'ﬁ,q,
{nq}

“Qu encore :

\n‘ A

n

q Ng




3.5. Distribution de Fermi-Dirac.

Fonction de partition :

7, = 1_[ Z [e=he- u)]nq

nq=01

ZG — qu
q

Zo=1+ e~Bleg—1)

a fonction de partition se factorise.




Facteur de Fermi :

* La valeur moyenne de I'opérateur nombre
d’occupation 71, de I'état |q), d’énergie €., porte
le nom de facteur de Fermi, f, :

fa = (fig) = Tr(D. )

1 4 A
fq —_— — Tr[ﬁqe_ﬁ qu qunql+ﬂﬂ ZCI’ nq[]




* En tenant compte de la factorisation de la
fonction de partition :

1 n
_ —Bleqg—w)| 1
Jq Z, 2 g |eFleas)
ng=0,1
Zg=1+ e~ Pleqg=H)

L’on obtient :
— eﬁ(eq_u) X 1

fq

‘est la distribution de Fermi-Dirac.




* f,represente la probabilite d’occupation de
I'etat |q), d’énergie €.

* u . potentiel chimique ou énergie de Fermi.

* u > 0 : pour augmenter le nombre de
particules d’'une unité (une particule), il faut
dépenser une energie egale a u (les fermions
“"se repoussent").




Représentation de f, = f, en fonction de
I'énergie ¢, = ¢ :

* ¢ = ( (etat fondamental), pour toute
temperature T

FO) = —r—s

qw est la valeur maximale de f(¢). Noter que
e/= 0 n'est pas un extrémum (point maximum)
de la fonction f(e).




* € = u, pour toute température T : On a
fle=u) =1/2,leniveau de Fermi (e = u) a
une chance sur deux d’étre occupe.

*T - 0K : les etats avec une energie € < u
sont tous occupes et les etats avec une
énergie € > u sont tous vides.

* T augmente : les états qui etaient occupes
avec € < u se dépeuplent partiellement et
occuperont les niveaux d’'énergie € > u. La
probabilité d’'occupation des trous est alors :




Graphique de la distribution de Fermi-Dirac :




3.6. Distribution de Bose-Einstein.

Fonction de partition :

Z = U i el s] "

On a la factorisation de |la fonction de partition :

\\ /
\ ¢ g
q




Facteur de Bose :

* La valeur moyenne de I'opérateur nombre
d’occupation 1, de I'état |q), d’energie €., est
le facteur de Bose :

fa = (fig) = Tr(D. )

1 4 £
fq =7 Tr[ﬁqe_ﬁ 2q1 €qrTqr+Bu Zq'”’"q']




* En tenant compte de la factorisation de
la fonction de partition ;

Ja = Z', Z"q[ e 4 “)]nq

nq—O

1
7' =
1 1 — e“ﬂ(eq_“)

“En utilisant la série suivante :

00

PRl cery R ey

n=0




L'on obtient :

B 1
B eB(Eq_”) -1

fq

C’est la distribution de Bose-Einstein.

u < 0 : le potentiel chimique des bosons est
negatif (les bosons "s’attirent").

N.B.: Contrairement au facteur de Fermi, le
facteur de Bose n’est pas borne et devient infini
siil'énergie ¢, tend vers u (asymptote

vrticale .




Graphique de la distribution de
Bose-Einstein :
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4. Grandeurs physiques en termes de
facteurs de Fermi ou de Bose

4.1. Cas des fermions.

|| est facile de montrer que :

* Nombre moyen de particules :

. 1
N = (N> — Zq fqv fq . ePleq—1) 4

‘?Energie interne :
/)

[0
Y4 i f c
Pt —

[ ‘ — q q

"(v“':

X

3 q

b9

3

X

6‘534

X

”‘/"0




* Grand potentiel :

A=—kgTLogZ; = _kBTZ LogZ,

/

A= kBTzLog(l ~f), Zg=1+eFlea )
* Entropie: S=(U—-A—uN)/T

S = —kp z[quogfq (1 2 fCI)LOg(l \, fCI)]

F rmule : ﬁ(eq ) Log (1 fq).




4.2. Cas des bosons.

|| est facile de montrer que :

* Nombre moyen de particules :

R 1
N = (N) = quq’ fq N eBleq—1) _q

~ + Energie interne :




* Grand potentiel :

A= —kgTLogZ; = —kBTZLogZ’q
q

/

1
1 — e_ﬁ(eq_”)

A= —kBTzLog(l +fq)» Z'q=
q
~.* Entropie: S = (U —A—uN)/T

LS =—kp Z[quogfq —(1+ f;)Log(1 + f,)]
i q




9. Limite de grand volume: Densite d’etat
5.1. Du discret au continu.

* On considere un gaz de Fermi ou de Bose,

enfermeé dans une boite de grand volume ()

(N - 0, - o, adensité p = N/ ( fixée;
limite thermodynamique).

°:‘Noter gue les grandeurs physiques, @, sont
fonction de I'énergie d’'une particule, €, : ®(¢,).




* Dans la limite de grand volume, la difféerence
entre les niveaux d’énergie voisins est Ae~L™?,
ou L est I'aréte du cube (volume), le spectre
d’énergie {¢,} devient continue, et I'on écrit :

XOE f d(e)D(e)de
q

\ _Ol‘.l

D(e) = Z §(e—€q)
q

est la densité d’état.




* D(e)de : nombre de particules ayant une
energie comprise entre € et € + de.

* Etat |q) = |0» My my,mz),

o (mymy,m;) €N
Variable de spin
* Volume de la boite : A = L, L, L,.

__* Impulsion : 5 = (px, py, p,), quantifiée,




* Dans la limite de grand volume :

||b48

AY d3p
= 933 sz p

'y = 2s + 1 : Facteur gyromagnétique, s est la
valeur de spin des particules. Ce facteur
exprime la nature des particules.




5.2. Calcul de la densité d’état.
On doit donc avoir :

933 fRB =f .D(e)de

Le facteur 4m est I'integrale sur les variables
“angulaires.

Par passage a la variable p = \/e/2m, I'on a:

D(e) = L m3/2el/2 e>0

g \/57‘[2 K3




Geéneéralisation a une dimension arbitraire d :
L'on a:

D(e)de = la YN

wy = 2n%? /T (d/2) : Intégrale sur les variables
angulaires (6, ...,04_5,0).

_Par passage a la variable p = \/e/2m, 'on a
I'expression générale de la densité d'état :

Q md/z  4_4
€2 e > ()

' D(e) =g

24/2d/2pd T(d/2)




Q
d=3:D(e) =9 oo m?3/2¢l/2,

d=2:D() =g Z;hzm, indépendamment de

I'énergie. S étant I'aire du systeme plan.

N.B.: L'expression de la densité trouvee ne
dépend ni de la forme de la boite, ni des
“eonditions imposées aux fonctions d’onde. Ceci
n'est vrai que dans la limite thermodynamique.




6. Grandeurs thermodynamiques en
termes de la densite d’etat

6.1. Nombre moyen de particules.

Dans la limite Q > 0 : N =Y, f.
devient :

N = f D(e)f(e)de = m3/2H (T, 1)
. f gxfﬁnzh?’ e
\ 0o 61/2
Hi(T' Il) — J;) eﬁ(e—u) + 1 de

t : Fermions; —:Bosons.




6.2. Energie interne.

Dans la limite Q > 00 : U = Y €,f,

devient :
U=f eD(e)f(e)de = m3/2K . (T,
DO (e = g mIK (T, 1)
o) 63/2
K (T, 1) = J; eBle-1) + 1 %

¥ : Fermions; — :Bosons.




6.3. Grand potentiel.
Rappels :

A= —kgT Y, Log (1 + e‘ﬁ(%‘”)) , Fermions
A =kgT },,Log (1 — e‘ﬁ(eq_”)) , Bosons

Dans la limite () — oo :

M = —kBTf D(e)Log(1 + ex Aleg ”))de
Fermlons

= kT [ D(e)Log(1 — e P€~H)de , Bosons




Explicitement :

3/2 o
A= —kgTg y_n;hgf eY2Log(1+ e PleM)de
Fermions.
3/2 o
A=kgTg y—n;zhsf eY2Log(1 — e Ple~W)de ,
Bosons.

.*» Par intégration par parties, on trouve la
relation fondamentale suivante, valable pour

les fermions et les bosons :

A= 2U d=3
=-=U, =




6.4. Equation d’état.

On part de la relation genérale suivante
A = —P(), combinée avec la formule A = —2U/3,

I'on trouve :

PQ = : U

3
~N.B.: Cette relation est indépendante de la
nature statistique du gaz, mais la déependance
dans la nature du gaz se trouve entierement
contenue dans l'energie interne U. m




7. Gaz de Boltzmann

7.1. Facteur de Boltzmann.

* Le gaz de Boltzmann est un gaz de Fermi ou
de Bose, sans interactions, porte a tres haute
température (T — oo ou f — 0).

* La température choisie est telle que :
e PlE-1) « 1

ou u est le potentiel chimique. Cette condition
est équivalente a : e — u > kpT.




* Pour les fermions, a tres haute température,
les états avec € < u sont vides, mais les états
avec € > u sonttousremplis: e —u > kgT.

* Pour les bosons, la condition e #(€—#) « 1 est

toujours satisfaite, puisque u < 0 et |u| K kgT.
Noter que T — oo.




 Dans cette limite, les facteurs de Fermi ou de
Bose deviennent identiques et la nature des
particules n'apparait plus :

fo ~ e Bleg=n) €,=Pp°/2m
C'est le facteur de Boltzmann.

* Donc, a haute température, I'on ne peut
distinguer entre un gaz de Fermi ou un gaz de
Bose : Ces deux gaz tendent vers un gaz
parfait classique, appele gaz de Boltzmann.




7.2. Grandeurs physiques.

Grand potentiel :

Dans ces conditions, le grand potentiel est le
méme pour les fermions et les bosons :

A=—ksT ) f,
q

~Az‘*_omme N =2,fq lona :

,
%




Dans la limite ) — oo ;

(0
A= —kBTgﬁ ePlu-p*/2m)q35

93 eﬁ(” p*/2m )d3p Distribution de Maxwell.

Utilisant I'intégrale : | e P A35 = (m/1)3/?,
()
A= —kBTgﬁem‘(ankB T)3/2

Au facteur g = 2s + 1 pres, on retrouve
I'expression de A pour un gaz parfait classique,
dans I'ensemble grand canonique.

¥,
1%
84!




Formules essentielles :

* De larelation N = —dA/du, I'on tire
I'expression du nombre moyen de particules :

Q)
N = gﬁeﬁi"‘(ankBT)g/2

* On en deduit le potentiel chimique :
3

N h
ePH = q E(ankBT)‘3/2 ={( /AN 3

ou la température quantique T, est telle que :

N
a E (Zﬂ'kaTO)_S/Z =1




*T <T,:Le gaz est purement quantique.

*T > T, : Le gaz est un gaz parfait classique.

* Des relations A = —NkzT et A = -2U/3, I'on
tire 'expression classique de I'énergie interne :

3

~* Comme A = —P(, 'on déeduit I'équation d’état

des gaz parfaits classiques (équation d'etat de
Mariotte) :

PQ = NkgT




8. Au-dela du gaz de Boltzmann

8.1. Formules de base.

But :

OnseplaceaT > T,, et on cherche a
determiner les deviations des grandeurs
physiques (A, U, etat d’état) par rapport a leurs
~homologues d’'un gaz de Boltzmann.




Formules de base :




— Q) o0 A P
A — ——kBTg \/En.zhg m3/2 fo 61/2(1 + e ﬁ(e u))de

v v

—:F, +:B +:F, —:B

Noter les relations :

2 2
A=—=-U, PQ=§U

3




Calculs des corrections :

1 e—ﬁ(f—ﬂ)
eBle-1) + 1 1 + e=Ble-n)
<1
o BEW[1 F o)
eBe—p) + 1 l
—:F, +:B

1L(T, 1) = f e1/2e=Be[1 T e=BEm) 4 .. ]de




CO

f 61/28‘5(6‘”)de=85”ﬁ‘3/zf t1/2e=tqt
0 0

j —

r(3/2)

f 61/28‘23(6‘”)de=825”(2ﬁ)‘3/zf t1/2e=tdt
0 0

N _—

r(3/2)
ML (T, ) = ePHB=3/21(3/2)(1 F 273/2eht 4 -..)

K

“T-:F, +:B orrection par rapport a
3 un gaz de Boltzmann




Un calcul analogue donne :

Ky (T, ) = ePHR=521(5/2)(1 F 275/2ePH + ...)

l

—:F, +:B Correction par rapport a
un gaz de Boltzmann

Le rapport U a N .
U K.(T,u) 3 1+ 2=5/2,B1 4 ...

N~ H.(T,p) =3P T3 2zeput -

N a utilise la relation : T G) = % I G)




U = ;NkBT(l + 275/20b1 4 )

N

Correction par rapport a
+:F, —:B un gaz de Boltzmann

~Alordre ou on travalille :

S
N

o
I 3
o

—3/2
’ N h T
/i’—p—‘ eﬁ“ = 5 ?(ZHkaT)_?’/Z = (—)

To




_3 52 (T)*/% | ...
U—ZNkBT(liZ () + ) A

3/2
A=—NkBT(1J_r2-5/2(T—7?) +) e,

3/2
PQ = NkgT (1 + 275/2 (%) + ) SNIRSRIT

_+ :F, + signifie que les fermions se repoussent.
~ : B, — signifie que les bosons s’attirent.

Pour T >» T,, on tend vers un gaz parfait
classique. =




