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1. Introduction

Définition d’'un Condensat de Bose-Einsteln:

Un Condensat de Bose-Einstein est un état
de la matiere qui ne ressemble ni a un gaz ni a
un liquide, formé par des bosons (typiquement
des atomes se comportant comme des
bosons), tel que le nombre de ces particules, a
une température suffisamment basse, occupent
un unigue état quantigue de plus basse énergie
(état fondamental).




Schéma:

Etape 1 : On part d’'un gaz de Bose a trés
haute température (gaz de Boltzmann) : Les
particules se comportent comme des petites
masses qui diffusent entre elles, et leur
distance moyenne, d, est superieure a la

longue thermique : A7 = /h2/2mkgT.
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Etape 2 : On refroidit le gaz par laser ou par
un champ magnetique. Ce gaz devient
quantique et les particules se comportent
comme des ondes. Dans ce cas, leur distance
moyenne, d , est comprise entre la longueur
d’onde de Broglie, A, = h/mv, et la longueur
thermique : 1, < d < A7.




Etape 3 : On refroidit suffisamment le gaz.
Dans ce cas, les ondes chevauchent, et leur
distance moyenne, d, devient inféerieure a la
longueur d’'onde de Broglie, dp: d < dp.

Etape 4 : On tend vers T = 0 K. Dans ce cas,
les ondes chevauchées forment un état unique
(etat collectif), et leur distance moyenne devient
de l'ordre de la taille des atomes. C’est la
Condensation de Bose-Einstein (CBE). Le
condensat apparait a une certaine température,
Tg ~ 0 K, appelee tempeéerature de Bose faisant
passer de |'état dispersé a |'état condense.
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Historique :

* La CBE a éte prédite theoriguement par Albert
Einstein en 1925, qui a genéralise les
statistiques des phonons de Bose aux bosons
avec masse.

* La CBE a éte observée dans les gaz ultra-
froids (gaz alcalins), dans les liquides (sauf
l.hydrogene), comme I'helium 4 (superfluide),
vers 2,17 K, et aussi dans les solides.

But : Déecrire les proprietés thermiques en
relation avec la CBE, a tres basse temperature.
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2. Tempeérature de Bose

Description :

* AT =0 K, les degres de liberté sont geles, et
I'énergie individuelle s’annule, €, = 0, et donc
I'énergie interne s’annule aussi, U = Ney = 0 ;
ce qui correspond a une impulsion individuelle
nulle : p = 0, entrainant une pression nulle.
Donc,a T = 0 K, le potentiel chimique s’annule
(aucune énergie est nécessaire pour faire
varier le nombre de particules d’'une unite)




* Pour T ~ 0 K, un grand nombre de particules,
N.—,, se trouve a I'état fondamental. Le reste
est le nombre de particules a |'état dispersé
(etat excité) d’énergie € > 0, noté N_-, :
N.—o+ N._o, = N, ou N est le nombre total de
particules.

* Quand la température diminue, a densité
constante, la valeur absolue du potentiel
chimique |u| diminue, et il existe une
température caracteristique, Ty, appele




chimique s’annule : u(Tg) = 0. C’est une
temperature quantique et dependant de Ia
densite des atomes, N /().

Expression de la température de Bose :

On part de la formule donnant le nombre de
particules, avec u(Tg) =0 : z =¢€/kgT;.
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* On utilise lI'integrale :

w0 ,x—1
fo eZZ — dz =T(x){(x), Re[x] > 1

M'x) = f z*¥ le72dz, Re[x] > 1
0

~ estla fonction gamma d’Euler, et

{(x) = lx : Re[x] > 1
=1

st la fonction zéta de Riemann. On trouve :




1 12/3 hZ 2/3

Is = 9¢(3/2)| 2mkpm (IIV).)

On a utilisé : T (g) = %jﬁ (%) u g

Numeriqguement,

I'g

1 3,31h2 (N)2/3
kg g?3m \Q
~On a utilisé la valeur : {(3/2) = 2,6124.

Incidemment, la température de Bose, T, varie
avec la densité N/, comme la température de




3. Nombre de particules dans un
condensat

* Lorsque T < Ty, les particules d’énergie € > 0,
avec u = 0, sont distribuees selon la formule :

Q e1/2

dN oo = 3/2 de

Y V212h3 L e€/keT —_ 1
-qui est le nombre de particules d’energie
comprise entre € et € + de.




Ne>0

_ (4 B QO y¥ ® “el/2de
— f Ne>0 =9 \/iﬂzfl?’ m -[0 e€/ksT — 1
00 Zl/2

3/2 kT 3/2f d
m>/<(kgT) , eZ—1 Z
r'(3/2){(3/2)
-_On trouve donc, en tenant compte de
I'expression de N donnant la température de

Bose :

N(:'>0 — g\/iﬂzh?’

Neso = N(T/Tp)*?, T <Tjg




* Le nombre de particules dans un condensat
estalors: N._, = N — N.5,. Explicitement,
Ne—o = N|1 - (T/Tg)3/?], T < Ty

N /N
=0
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4. Proprietés thermiques

4.1. Energie interne.

Pour T < Tg, I'énergie interne ne fait intervenir
gue les particules d’énergie individuelle, € > 0,
car les particules formant le condensat, ont une
énergie individuelle nulle, e = 0 :

ooZB/ZdZ
3/2 koT 5/2[
m>/<(kpT) . ez —1

r(5/2){(5/2)




En combinant cette relation avec celle donnant
le nombre de particules, N, en fonction de la
température de Bose, on trouve :

U 3¢5/2)(T\""
NkBTB_E(@/Z)(TB) ' AR

Ou encore,
3/2
U =0128 % g—3 (kpT)>/2Q, T <Tpg
On a utilisé :

[(5/2) =3(3/2)/2, ¢(3/2) = 2,6124
2(5/2) = 1,3415




Donc, pour T < Ty, I'énergie interne croit avec
la température, selon la loi : U ~ T>/2.

4.2. Chaleur spécifique.

Elle est donnée par :

- (au)
vV =\ 3r
oT il
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“Explicitement
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Cy === ~T32, T<T
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4.3. Entropie.

Elle se calcule a partir de la relation :

V — —
N’Q

Par intégration du rapport C,, /T, par rapport a la
~ température, I'on trouve :

5 U
‘ S=—_~T3/2, T < T
' 3T B




4.4. Pression.

On part de la relation générale : P = 2U /3, on
trouve :

3/2

P =0,0851 X g—

(kBT) 5/2) I < TB

Commentaires :

e Pour T < Tg, la pression croit avec la
température, comme T>/?, mais elle est
independante du volume.




* Au zeéro absolu, et contrairement aux gaz de
Fermi, la pression s’annule. Ceci est du au fait
gue les particules se trouvant dans I'état
d'énergie € = 0, ne possedent aucune
Impulsion, et par suite, elles ne peuvent
contribuer a la pression. =




