Chapitre IV- Espaces préhilbertiens réels
Dans tout ce chapitre, on considére que K = R.

1 Formes quadratiques positives et définie positives

Definition 1.1.

Soit F/ un espace vectoriel sur R, ¢ une forme quadratique sur E et ¢ sa forme
polaire.

1) q est dite positive si g(x) > 0, Va € E.

2) q est dite définie positive si g(x) > 0, Vo € E tel que z # 0.

3) ¢ est dite positive, si g est positive.

4) ¢ est dite définie positive, si g est définie positive.

Proposition 1.2.
Soit E un espace vectoriel et ¢ une forme quadratique sur E. Alors ¢ est définie

positive si et seulement si g est définie et ¢ est positive.

Preuve.

Supposons que ¢ est définie positive. D’ou ¢ est positive. Soit x € E tel que
q(x) = 0. Siz # 0, alors g(x) > 0 ce qui est absurde. D’ou x = 0. Ce qui
montre que ¢ est définie. L’inverse est facile.

Théoreme 1.3. (Inégalité de Cauchy-Schwartz)
Soit ¢ une forme quadratique positive sur un espace vectoriel E et soit ¢ sa

forme polaire. Alors

o(z,y)” < q(x)q(y).
Si de plus g est définie positive, alors o(x,y)? = q(x)q(y) si et seulement si
x et y sont liés.

Preuve.
Soient x,y € E. Supposons que g(x) # 0. Soit t € R. Le réel ¢(y + tx) > 0.
D’ou

q(y + tx) = tq(x) + 2t(z,y) +q(y) > 0.



Par suite le déterminant réduit de I'equation de deuxiéme degré en ¢,

A =p(x,y)’ —q(z)qly) <0

garde un signe constant négative et alors ¢(z,9)? < q(x)q(y). Si q(z) = 0,
alors

q(y + tx) = 2tp(z,y) + q(y) > 0,Vt € R

par suite p(z,y) = 0. Par conséquent, p(z,y)* < q(z)q(y).
Supposons que ¢ est définie positive. Soient x,y € E. Si x =0, il n y a rien a
montrer. Supposons que x # 0. Soit ¢t € R. Alors

o(z,y)* = q(z)q(y) & A = o(z,y)* — q(z)q(y) =0

p(r,y)
q(z)

= q(y+tox) = 0= y+toxr = 0 (puisque ¢ est définie positive) = x, y sont
lies. Inversement, supposons que x,y sont liés. D’ou il existe t € R, tel que
y =tx. D'ou

p(a,y)” = ol ta)* = tPp(x,2)° = q(2)” = q(2)(q(x)) = q(z)q(tz) = q(x)q(y).

D’ou le résultat.

& 'equation de deuxiéme degré en ¢ admet une unique solution ty = —

Le résultat suivant est deja demontré. On le rappelle ici.

Corollaire 1.4.
Une forme quadratique g est définie positive si et seulement si g est positive et
non dégénérée.

Application.
La forme quadratique suivante est-elle definie positive:

1
a(w,y,2) = & +6y° + 22" + day + y2?

1 1
On ag(z,y,2) = (2° + day) +6y° + 22° +yz = (¢ +2y)" + 2" + yz + 22~

11 1
Dlou q(x,y,2) = (z + 2y)° + 2(y" + 2y72 + (72)") = (v +29)" + 2y + 72)°
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Par suite ¢ est positive. Aussi q(z,y,z) = 0 si et seulement si z + 2y = 0 et

y 4+ —z = 0 si et seulement si x = —2y et z = —4y. Par suite le cone isotrope

de q est C(q) = vect{(—2,1,—4)} # {0}. Par conséquent, g n’est pas définie
positive.

Definition 1.5.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Soit M = (a;;); ; une matrice
carrée symetrique réelle. On appelle matrice mineure de M la matrice
My, = (aij)1<ij<r- Il y an matrices mineures My, My, - -+, M, de M. Les déter-
minants det(My), det(Ma), - - - , det(M,,) des matrices mineures s’appellent les

a;y aig -+ Qip
. .. . ao1 Q22 -+ Q2 .
mineurs principaux de M. Si M = " | alors les mineurs
An1 QAp2 -+ QGpp
principaux de M sont:
a1x aig -+ Qip
ay; a2 Aais
ailr a2 ag1 Q22 - Q2p
|a11|, , | 21 Q22 A23 |, ,
a21 a9
azy az2 as3
An1 QAp2 *+ Qpp

Théoréme 1.6. (Critére de Sylvester)

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n. Alors, une forme quadra-
tique ¢ sur F est définie positive (ou une matrice symetrique a coefficients
dans R est définie positive) si et seulement si tous les mineurs principaux
de M(q, B) sont strictement positifs.

Preuve.
Soit B = {ej,e9, -+ ,e,} une base de E. Soient By = {ej, e, -+ ,er} et
Eyr = vect(By) pour k = 1,--- . n. Soit gy : EFx —> R la restriction de ¢ a

Ey, c’est a dire, qr(x) = q(z), Vo € Er. Remarquez alors que Vk = 1,--- | n,
qr est une forme quadratique sur Ej. Notez bien que ¢ est définie positive
si et seulement si q; est définie positive Vk = 1,--- ,n. Le probléeme revient
donc a montrer que g est une forme quadratique définie positive si et seulement
si det(M(q1, By)), -+ ,det(M(q,, By)) sont strictement positifs. En effet, soit
B' = {e], -+ ,e,} une base orthogonale de q. D’ou la matrice M(q, B") est



diagonale et il existe une matrice inversible P telle que
M(q, B) = '"PM(q, B)P.

Par suite det(M (¢, B")) = det( 'P) det(M (q, B)) det(P) = det(P)*det(M(q, B)).
D’ou det(M(q, B)) > 0 si et seulement si det(M(q, B')) > 0. On peut donc
supposer que B est une base orthogonale et que, par suite, M (q, B) est diago-
nale et la diagonale est formée des g(e;) = ¢(e;, €;). D’ou

det(M (g, B)) = [ aler).

Aussi, on note que

n
q() = p(za) =) aiqle;), Vo € E.
i=1
D’ou q(z) > 0,Vx € E,z # 0 si et seulement si ¢q(e;) > 0,Vi = 1,--- ,n. Par
conséquent, ¢ est définie positive si et seulement si g(e;) > 0,Vi=1,--- ;nsiet
seulement si det(M (q1, B1)), - ,det(M (g, Br)) > 0 ce qui achéve la démon-
stration du théoreme.

Application.

On considére la forme quadratique q,, Ya € R, sur R? de matrice:
1 11
1 a1l
11 a

Montrer que g, est définie positive si et seulement si a > 1.

En effet, les mineurs principaux de cette matrice sont:

111
1|7 | fta
11 a
11 111 1 1 1
Ona|1|:1,‘1a‘:a—let lal{={0a—-1 0 |=(a—1)>~
11 a 0 0 a-—1

D’ou ¢, est définie positive si et seulement si a > 1.
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Definition 1.7.

1) Soit £ un R-espace vectoriel. Une application ¢ : F x E — R qui est
bilinéaire symetrique définie positive est appelée un produit scalaire.

Un produit scalaire ¢ est donc une application définie de £ x E — R qui

vérifie les propriétés suivantes:

a) o est une forme bilinéaire symetrique.

b) Vz € E, p(z,x) > 0.

c)Ve € E, p(x) =0= 2 =0.
2) Un produit scalaire sera noté (.|.) et donc p(z,y) sera noté x|y.
3) L’application x — +/@(z,x) est appelée norme euclidienne et notée
x — ||z]].
4) Un espace vectoriel £ muni d'un produit scalaire ¢ est appelé espace
préhilbertien réel et noté (E, p).
- Lorsqu'un espace préhilbertien (E, @) est complet on I'appelle espace de
Hilbert.
- Lorsqu’un espace préhilbertien (F, ) est de dimension finie non nulle on dit
que (E, ) est un espace euclidien.

Théoréme 1.8.

Soit (.|.) un produit scalaire sur E et ||.|| la norme euclidienne associée. Alors:
D |z +yll* = [lz]* + llyl* + 2z]y.

2) ||z =yl = l|=|* + [|ylI* — 22]y.

3) ||z 4+ y||* + ]z — y|I* = 2(||z]|* + ||y||*) Identité du parallélogramme.

W

x|y = Z(Hx +y||> = ||z — y||?) Identité de polarisation.

)
)
)
5)Vo,y € E, |(z|y)] < ||z||.]|y|| Inégalité de Cauchy-Schwarz.
6) Vr,y € E, |(z|y)| = ||z||.||y|| si et seulement si x,y sont liés.
) Ve,y € E, ||z +y|| <||z|| + ||y|| Inégalité de Minkowski.
8) Va,y € E, ||z +y|| = |lz|| + ||y|| & =,y sont liés.

2-Isomorphismes d’espaces préhilbertiens réels

Definition 2.1.
1) Soient (E1, 1) et (F2, ¢2) deux espaces préhilbertiens réels.
On appelle isomorphisme d’espaces préhilbertiens réels tout isomorphisme




d’espaces vectoriels f : £y — FE5 qui conserve le produit scalaire:

Vr,y € B, oa(f(2), f(y)) = a2, y).

2) Les espaces (E1, 1) et (s, ¢9) sont dits isomorphes §'il existe un isomor-
phisme d’espaces préhilbertiens réels f : (Ey, 1) — (E2, ¢2).

3) Un isomorphisme f : (E,¢) — (E,¢) d’espaces préhilbertiens réels de
(E, ) vers lui méme est appelé autormorphisme orthogonal.

Théoréme 2.2.

1) Si f, g sont deux isomorphismes d’espaces préhilbertiens réels, alors f o g est

un isomorphisme d’espaces préhilbertiens réels.

2) Si f : (E1,p1) — (Es,¢9) est un isomorphisme d’espaces préhilbertiens
réels, alors f~1: (Fy, p2) — (E1, 1) est un isomorphisme d’espaces préhilber-
tiens réels.

3)idg : (F,p) — (E, ¢) est un automorphisme orthogonal.

4) Soit (E,¢) un espace préhilbertien réel. Alors l'ensemble O(F) des au-
thomorphismes orthogonaux de E est un sous groupe du groupe GL(E) des
automorphismes de E. O(F) s’appelle le groupe orthogonal de E.

Preuve. Elle est claire.
Proposition 2.3.

Soit f : (E1,p1) — (FEs, p2) une application linéaire surjective d’espaces
préhilbertiens réels. Alors f est un isomorphisme d’espaces préhilbertiens réels

si et seulement si f conserve les normes, c’est a dire ||f(z)|]2 = ||z||1, Vz € E.

Preuve.
Supposons que f conserve les normes. Soit x € E. On a

f@)=0=[lf@)ll2 =0 [z[h =02 =0

D’ou f est injective et par suite f est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Soient z,y € E;. D'ou

e f(z+y), f(x+y)) =p2(f(2), f(2)) + 02(f(y), f(¥) + 202(f (), [(v))-
Or

ea(flx+y), flx+y) =viz+y,2+y) =@1(z,2) + 01(y,y) + 201(2, ).
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Comme ws(f(z), f(x)) = p1(z, ) et pa(f(y), f(y)) = ¢1(y,y), on obtient que
wa(f(x), fy)) = @(z,y). Par conséquent f est un isomorphisme d’espaces

préhilbertiens. Inversement, supposons que f est un isomorphisme d’espaces
préhilbertiens. Soit x € E. D’ou

1f(@)ll2 = VVea(f(2), f(2)) = Vr(a,2) = ||z]]r.

Par suite f conserve les normes.

Corollaire 2.4.
Soit (F,.|.) un espace préhilbertien réel et u un automorphisme de E. Alors
les propositions suivantes sont equivalentes:

1) u est un automorphisme orthogonal;
2) u conserve le produit scalaire;
3) u conserve la norme.

Preuve. Elle est directe.

3-Orthogonalité

Definition 3.1.

Soit E un espace préhilbertien réel et ||.|| la norme euclidienne associée.
- Un vecteur = de F est dit unitaire lorsque ||z|| = 1.

- Un vecteur z est dit orthogonal & y lorsque x|y = 0 et on note z L y.
- Soit A une parti de E. On appelle Orthogonal de E I'ensemble

At ={r € E:zx1aVac A}

- Deux sous espaces vectoriels F' et G de E sont dits orthogonaux lorsque
Vee FFVye G,onax Ly.

Théoréme 3.2. (Théoréme de Pythagore)
Soit (F,.|.) un espace préhilbertien réel et ||.|| la norme euclidienne associée.
Alors, Vx,y € F,

v Ly |lv+yll* =l + Iyl



Le résultat suivant rassemble les propriétés de 'orthogonal qui ont été déja
vu lors de I’étude des formes bilinéaires symetriques (non dégénérées).

Proposition 3.3.
Soit (E,.|.) un espace préhilbertien réel. Soient A et B deux parties de FE.
Soient F' et GG deux sous espaces vectoriels de E. Alors

1) AL est un sous espace vectoriel de E.
2) AL C (vect(A))*.
3) AC A
4) AC B= B+ C At
5) AC Bt BC AL
6) FNF+={0}.

7) {0} = E et E+ = {0}.
8) F et G sont orthogonaux si et seulement si F' C G si et seulement G C F*.

Preuve. La démonstration est immediate.

4-Familles Orthogonales et familles orthonormales

Definition 4.1.
Soit (F,.|.) un espace préhilbertien réel et ||.|| la norme associée.
- Une famille (e;); de E est orthogonale si:

(VZEI,V]E[) Z#]:>€Z’€]:0
- Une famille (e;); de E est orthonormale si:
Viel,Vjel) eilej=20..

Proposition 4.2.
Soit (E,.|.) un espace préhilbertien réel (non nul) et ||.|| la norme associée.
1) Si E est de dimension finie, alors £ admet une base orthonormale.

2) Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.
3) Toute famille orthonormale est libre.
4) (Relation de Pythagore) Soit {ej, ez, - ,e,} une famille orthogonale. Alors

n

| Zez\l2 > el

=1



Preuve.
1) Supposons que FE est de dimension finie n. On sait £ admet une base orthog-

e e
onale B = {ey,---,e,}. D'ou {—1 —n} est une base orthonormale

ledl]” " [lenl]
de F.

Le reste de la démonstration est directe.

Definition 4.3.

Soit (FE,.|.) un espace préhilbertien réel. Soient F' et G deux sous espaces
vectoriels de . On dit que F' et G sont des supplémentaires orthogonaux
lorsque

E=FaGet ' L{G.

Proposition 4.4.

Soit (E,.|.) un espace préhilbertien réel. Soient F' et G deux sous espaces
vectoriels de F.

1) Si F' et G sont des supplémentaires orthogonaux, alors

G=Ftet F=F+

2) F admet un supplémentaire orthogonal si et seulement si F' @ F+ = E.

Preuve.

1) Par hypothése ona: E = F®Get F L G. Ona F L G, dou G C F*.

Par suite F'+ F+ = E. Or F N F+ = {0}, par conséquent I & F+ = E.
Maintenant, soit z € F+. D'oux = a+baveca € Fetb € G. Doncx—b = a

avec x—b € F* puisque G C F+ et a € F. Parsuitex—b=a € FNF+ = {0}.

D’ou z = b € G. Par conséquent, F* C G et donc G = F*. Aussi on obtient

F =G*. Ce qui donne F = G+ = F+.

2) Elle est directe a partir de (1).

Definition 4.5.
Soient F un espace vectoriel et p : E — E un endomorphisme.
1) On dit que p est un projecteur de F lorsque pop = p.
2) Supposons que E' est espace préhilbertien réel.
a) On dit que p est un projecteur orthogonal lorsque im(p) et Ker(p)

sont des supplémentaires orthogonaux, c’est a dire im(p) @ Ker(p) = E et
im(p) L Ker(p).




b) Si F' est un sous espace vectoriel de £ qui admet un supplémentaire
orthogonal, alors le seul projecteur orthogonal d’image F' est noté pp : E —
E s’appelle la projection orthogonale de E sur F et il est définie par,

Vr=a+b, avecac Fetbe F pp(z) = a.
c¢) Soit a € E. La distance de a a F' est I'entier
d(a, F) = inf{d(a,x) : v € F} = inf{||a — z|| : x € F}.

Théoréme 4.6.

Soient (F£,.|.) un espace préhilbertien réel et ||.|| la norme associée. Soient
a € F et F un sous espace vectoriel de E. Alors:

1) Pour z € F, ||la —z|| =d(a, F) & a—x € F*.

2) Il existe au plus un vecteur x qui vérifie ||a — z|| = d(a, F).

3) Si F' admet un supplémentaire orthogonal, alors

d(a, F) = |la — pr(a)l| et d(a, F)* = |[a||* — [|pr(a)]*.

Preuve.
1) Soit x € F. Supposons que ||a — z|| = d(a, F'). Soient y € F' et r € R. On a

la = (@ +ry)lI* = lla — 2| = =2r((a — 2)[y) +r*[lylI*

Comme x + 1y € F, on obtient ||a — z|| = d(a, F) < ||la — (x +ry)||. Par suite
pour tout 7 € R, on a

—2r((a —x)ly) +r*|lyl|> > 0.
Sir > 0, on obtient en simplifiant par r,
—2((a —2)|y) +rllyl* > 0,

d'ou 2((a — z)|y) < r|ly||?, Vr € R%. Par suite, en faisant tendre r vers 0, on
aura ((a — x)|y) < 0. Sir < 0, on obtient

=2((a = 2)ly) +rllyl]* <0,

d’ou 2((a — x)|y) > r||ly||?, Vr € R*. Par suite, en faisant tendre r vers 0, on
aura ((a — z)|y) > 0. Par conséquent, ((a — z)|y) = 0. D'ou a —z € F* .
Inversement, on suppose que a —x € F+. Soit y € F. On a |la — y|> =
I(a —2) + (= = y)[|*. D’ou

la—yl[* = lla — z|* + 2(a — zlz — y) + ||z — yl|*.
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Orz—yeFeta—xzeFt dou(a—z|z—y)=0. Par suite
la —y|l* = lla—2|]* + ||z — "

D'ou ||a — z||? < ||a — y||?, ce qui donne ||a — z|| < ||la — y|| pour tout y € F.
Par conséquent, ||a — z|| < d(a, F)). Comme d(a, F') < ||la — z||, on obtient
I'egalité.

2) Soient x, 2’ € F tel que a — z,a — 2’ € F+. Don

(z—a)— (' —a)=x—2a" € F*.

Pars suite z — 2’ € FNF+ = {0}. Doux = 2.

3) On suppose que I admet un supplémentaire orthogonal. D’ou FF @ F'+ = E.
On a a = pr(a)+ (a —pr(a)) et a — pr(a) € F+. D'on, d’aprés (1), d(a, F) =
la —pr(a)l] et llal* = [lpr(a)|* + lla — pr(a)||* = |lpr(a)|* + d(a, F)*.

Théoréme 4.7.
Soit (E,.|.) un espace préhilbertien réel. Alors tout sous espace vectoriel de
dimension finie de £ admet un supplémentaire orthogonal.

Preuve.
Soit {e1, eq, - - - ,e,} une base orthonormale de F. Soit x € E et soit
y = (zler)er + (x]ex)ea + - - + (z]ey)ep.
On a donc yle; = zle; pour @ = 1,--- ,p. Par suite (x — y)le; = 0 pour
i =1,---,petdonc v —y € Fr. Dounx € F + F+. Par conséquent,

E =F + F*+. Comme FNFt ={0}, on obtient £ = F @ F*. 1l s’ensuit que
F* est un supplémentaire orthogonal de F'.

Corollaire 4.8.
Soit (F,.|.) un espace préhilbertien réel. Soit F' un sous espace vectoriel de
dimension finie de E. Alors

)E=FaF
2) F = FLL
3) Soit {ej,- - ,e,} une base orthonormale de F'. Alors, Vo € E
P
pr(z) =) (z]e;)e;
i=1
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et
p

> (zle)* <|lzl]> (Inégalité de Bessel).

i=1
Preuve.
1) et 2) découlent du théoréme précedent.
3) Elle provient de la démonstration du théoréme précédent en remarquant que
y = pr(z). De plus, ||z|* = [[pr(2)|]* + d(z, F)*. Donc ||pr(z)|| < [|zl.
L’inégalité de Bessel en découle facilement puisque la base {e,--- ,e,} est or-
thonormale.
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