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Chapitre 9

Vibrations dans les
solides et chaleur
spéecifique




Contenu du chapitre 9
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1. But du chapitre

* Dans ce chapitre, on présente une
introduction a la théorie des vibrations dans les
solides (dynamigue du réseau).

* Surtout, on évogue la notion importante des
phonons.

* | 'origine des vibrations est la propagation
d’'une onde elastique dans la matiere (son) ou
l“absorption de la chaleur par cette méme




* On cherche a calculer la chaleur spécifique,
d'abord, par le modele classique, ensuite, par
le modele d’Einstein et par le modele de
Debye. Ce dernier permet de reproduire le
comportement expérimental de la chaleur
spécifigue en tempeérature.




2. Vibration du réseau
2.1. Potentiel harmonique a une dimension.

 Soit un atome de masse M, soumis a un
potentiel harmonique :

V(x) = 1K x?
2
‘Ici, x est son élongation (déviation par rapport a
sa position d’équilibre stable) et K > 0 est la
¢onstante de raideur ou simplement la
constante élastique.




* Force de rappel :

A%
F(x) =——=—Kx
dx
e Equation de mouvement :
d%x
Mdt2 Kx =20

~.* On désigne par w = ,/K/M, la pulsation
d oscillations de I'atome, par T = 2n,/M/K , sa

perlode et par f = w/2n = (JK/M)/2m, sa
f”quence




* Solution de I'équation de mouvement :

x(t) = xpcos(wt — @)

Icl, @ est la phase et x;, est 'amplitude
d'oscillations, determinées par les conditions
Initiales.

* Energie mécanique totale :

2
1 ]
E=T+V =2 F—Kx? = =Mw?x%

2M 2 2




2.2. Potentiel quelconque a une dimension.

* Soit un potentiel, V(x), présentant un
minimum au point x, : V'(x,) = 0.

* Un développement de ce potentiel, a I'ordre 2,
autour de x = x,, donne :

1
Vix) =V, + —K(x — Xg)2

| C est 'approximation harmonique.
|CI Vo = V(xy) (la profondeur du potentiel) et
Ki=V"(x0) > 0. w =/V"(xy)/M est la




2.3. Oscillateur harmonique quantique a une
dimension.

e Hamiltonien :

~2 2

. Mw

H = P | X2
2M 2

Ici, X est |'opérateur position et p est I'opérateur
~ impulsion.

N

*\Spectre d'énergie :

E, = (n + E) hw , neN




2.4. Chaine d’atomes linéaire.

2.4.1. Cas d’un atome par maille.

e | a chaine a N atomes en oscillation est
schématisée comme suit :

(n-1jJa na (nt+1)a
- === NN - -

repos
‘ U1 ‘ Un ‘ U+l

tmouvetnent

Ici, a est le pas du réseau, x,, = na + u,, estla
posmon instantanée de I'atome n et u,, est son




Energie potentielle :

L'énergie potentielle totale des N atomes, I/,
est une fonction des déplacements (uy, ...uy).
Si ces derniers sont faibles, I'énergie potentielle,
dans l'approximation harmonique, est :

N-1
K
V(ug, ...uy) = Vo + E 2(un+1 X un)z
n=1

avec les notations :

0%V
' V0=V(O,...O), K = > (0
% Un=0




Equation de mouvement :

On applique le PFD a chaque atome :

Mdzun_ oV XXX N
ez~ Bu, Y

Explicitement,

M — = K (2 u‘n o un+ Tyt un & ) y (I)




Solution des equations dynamiques :

* On cherche des solutions fondamentales sous
la forme :

u,(t) = U, e 't n=1..N
Les amplitudes {U,,} satisfont :
Mw?U, = KQUp = Upyy — Up_y) (1D
pourn=1,..,N.
lls’agit d'un systeme de N équations lineaires

couplees (equations de la dynamique).
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e Conditions aux limites :

Les équations precedentes doivent éetre
completees par des conditions aux limites qui
sont les suivantes :

(i) Chaine finie :
Un+1 =Up =0

\'\(i_\i) Chaine cyclique :

UN+n r Un




Loi de dispersion :

* Le théoreme de Bloch suggere que les
amplitudes {U,,} doivent satisfaire la condition :

U, =upge™™, n=1,..,N ()

* Pour une chaine cyclique, par exemple,
~l'egalite Uy, = U, implique la condition :
e*Na = 1. Le module du vecteur d’onde est
alors quantifié, et 'on a :

k=—np, €EZ
Nap p




* Si I'on se restreint a la premiere zone de
Brillouin, pour laquelle |k| < w/a, I'entier p est
tel que :

—~N<2p<N

* En injectant les solutions (lll) dans les
équations dynamiques (ll), 'on obtient la o/ de
~ dispersion suivante :

. 2K 4K ., (ka
wj; =— (1 — coska) = — sin®

M M X




—

K | [(ka

a)k=2 M Sin 7
\

* La pulsation w; s’annule, pour toutes les
valeurs de k égales a 2np/a (p € Z), et passe
par des maxima, pour k = (2p + 1)n/a (p € Z).
La valeur maximale de w;, est w,,,, = 2./ K/M .

-~ Pour de tres faibles valeurs de k, c’'est-a-dire
pour ka < 1,lon a:

w, = +/K/M ka = vk, k— 0

vi=.,/K/M a : vitesse du son.




Graphigue de la loi de dispersion : w; est

péeriodique de periode 2m/a.
W

)




Equation des ondes :

* Le passage au continu des equations
dynamiques (l) se fait par le remplacement :
, 0%uy,

on?
L'on trouve, dans la limite continue, I'équation
des ondes élastiques pour I'élongation u(x, t):

2Up —Upyqg — Up—q — —0a

avec la masse linéique p = M /a et la notation
C/= Ka. Lavitessedusonest:v=,/C/p.




Vitesses de phase et de groupe:

* La vitesse de phase est définie par :
Wi
U(p — T
Elle tend vers la vitesse du son, v, dans la
limite k — 0.

N » La vitesse de groupe est donnee par :

_a(l)k_ ka
Ugo— Py = PV |COS >




* L a vitesse de groupe est la vitesse de I'onde,
lorsqu’on tient compte de la dispersion :

w = wy. Elle est périodique, de periode 2m/a,
et s’annule pour toutes les valeurs du vecteur
d'onde k, de laforme : 2p + 1)m/a (p € Z).

2.4.2. Cas de deux atomes par maille.

Soient des atomes differents, de masses
respectives, M, et M,, disposés d’'une maniere
alternée sur une chaine, tels que deux atomes
de méme espece voisins sont sépares par une
distance 2a. Deux atomes de type 1 et 2
)isins sont séparés par une distance a.




* | es postions instantanées des atomes sont :

Atomes de type 1 : x,,, = 2na + u,
Atomes de type 2 : xy,.1 = (2n+1)a + v,

ci, {u, } et {v, } sont les déplacements par
rapport aux positions d’équilibre des atomes.

Energie potentielle :

V(uy, ..., Uy, V1, oo, Uy)

= Vo + Z(U —Vp_g)? + i(un > )

K constante elast|que commune entre deux




Equations de mouvement :

Les 2N equations de la dynamique sont telles
que :

y d*u, 9V 'y d v, A PO
Ydt2 — ou,’ 2dt2  dv,
Explicitement :
d?u
M, dtzn = —KQu, —v,_1 —v,), (IV)
d?v
M, dtzn = —KQvy — Up — Upy1) (V)

Ce sont des équations différentielles, de
second ordre, linéaires et couplées.




Solutions des équations dynamiques :

* On cherche des solutions fondamentales
(sinusoidales) sous la forme :

u,(t) = Upye™i@t,  p, (t) = Ve ot

* En reportant ces solutions dans les equations
de mouvement (V) et (V), I'on trouve les
équations linéaires couplées satisfaites par les
amplitudes d’oscillations {U,,} et {V,} :

lezUn =KQUp = Vo1 — W), (VD)

MZC‘)ZVn = KQ2W, — Uy — Upy1), (VII)




Lois de dispersion :

* Le théoréme de Bloch stipule que les
amplitudes doivent étre de formes :

2inka 2inka

U, = uge , VL,=1vge
qgu'on injecte dans les equations (VI) et (VII)
pour trouver le systeme linéaire satisfait par les

~ amplitudes {uy, v} :

M u
D)X = w2 X, X=( v 0),

\/ﬁzvo

ayec la matrice dynamique (symetrique) :




/ 2 1+ e‘z”‘a\

D(k) =K

NN M, )

* Le systeme precedent n'a de solutions non
nulles (uy # 0, vy # 0) que si le déterminant de
~Ja matrice dynamique est nul :

det|D(k)] =0

Cette condition impose une forme particuliere
de la pulsation :




2
Wi = % (1 +.J1—y smz(ka))

C'est la loi de dispersion, avec les notations

2K (M, + M)
MM, -

M1 M,
(M + M;)?

W} =

Le signe (+) dans la loi de dispersion désigne la
branche optique (haute fréquence), et le signe (—)
designe la branche acoustique (basse frequence).




La courbe ci-dessous décrit la variation de la
pulsation, w,, en fonction du vecteur d’'onde, k.
On a choisi les masses M, et M,, telles que

My > M,.

o A

Branche Optique - ZK/[J

Bande Interdite

SN AN,




* Remarquer I'existence d’'un gap (bande
interdite), Aw , entre les deux branches, a la
limite de la zone de Brillouin, dont |la valeur est :

Aw = /2K /M, — /2K /M,

* Ce gap devient nul, si tous les atomes sont
identiques (M; = M,).

*.Remargue : Les modes optiques n’existent
gue pour les cristaux ayant plusieurs atomes
par maille, en I'occurence les cristaux ioniques.




2.5. Cas general.

* On considere un cristal tridimensionnel a N
atomes identiques, de méme masse, M,
sollicité par une onde elastique ; ce qui
provoque des vibrations de ces atomes, autour
de leurs positions d'equilibre.

* On désigne par u, = (u}, u;, u2), le vecteur
déplacement instantané de I'atome n.

* On a alors 3N équations dynamiques qu'on
n‘écrit pas et qui possedent des solutions sous

'Fnrm nNe -
)




i, (t) = 1, (E’)ei(ﬁ.ﬁn—wt)

ou

—_ -

R,=md+nb+1¢, meNneN,leN

est le vecteur décrivant la position de I'atome

sur le réseau. Ici, (d, b, ¢) désignent les
vecteurs de la maille du réseau.

* En injectant les solutions ci-dessus dans les
3N equations dynamiques, on trouve que le

vecteur-amplitude, i, (k), est solution des
équations aux valeurs propres suivantes :




DR)X(R) = w2 X(K),  X(K) = VMo (K)

D(k) est la matrice dynamique. X (k) désigne le
vecteur propre de cette matrice. Cette derniere

posséde trois vecteurs propres {X,} (directions
principales de vibrations).

* On a trois modes propres de vibrations
(acoustiques) : un mode longitudinal,

(wk, X L(E)) et deux modes transverses

(g)k Xr, (k) et (w2, X, (k)




Remarque :

* Sion a p atomes (différents) par maille, on
aura une equation aux valeurs propres similaire
a celle définie avant, mais avec une matrice

dynamique, D(k), d’ordre d X p.

* On affirme qu'on a uniquement d branches
acoustiques et d(p — 1) branches optiques,
Indépendamment de la structure du réseau. lci,
d/est la dimension de ce reseau.




2.6. Hamiltonien d’une chaine linéaire
d’atomes.

Hamiltonien classique :

Définition : Le Hamiltonien classique d’'une
chaine a N atomes est donné par :

N-—-1 pz K N—-1
H. = z ZICI | ) Z(un+1 v un)z
n=0 n=0

Ici, u,, et p,, sont les vecteurs déplacement et
impulsion de 'atome n, avec la condition de |la
chaine cyclique : U,y = U,.




Décomposition en modes propres :

Posons :
N—1
g = i e—iknau
n
\/N n=0
N-—1
D = i e—iknap
n
\/N n=0

Ici, k = 2mrm/Na (m € Z) est le vecteur d’'onde,
appartenant a la premiere zone de Brillouin
\k| < m/a. Les nouvelles variables (g, p:)
jouent le role des coordonnees normales.




Par inversion,

Lkna

Lkna

1
\/.__
1
\/.__

- On a utilisé la relation :

1 O inanr
N z el(k+k Jan _— 6k,—k!
n=0

2
3o




Le Hamiltonien classique diagonalise est :

PkP k
H. = | Z:wk drq-k
K

avec les notations :

Pk =D}, q—k= qr

_etlaloi de dispersion :

—
K| [(ka T
Wy = 2 v 1S\ 5| k| < —




Hamiltonien quantique :

Expression:

* En remplacant les positions et les impulsions
(q,,p,) par les opérateurs position et impulsion
(§,,D, ), le Hamiltonien classique précédent
devient :
g N(L,, M
= z (ZM PxP-k ) kakQ—k)

qu’'on reecrit, en termes d’opérateurs
annihilation et création (ay, aj;), comme :




_ 1 .
H=Zhwk(a;§ak+ EI)
k

avecC
I
1| M, |1
U= 2n T [ 2nMe, PR
\ \
I
+ 1 M(J.)kA . 1 N
=5 J 2n Uk lw 2hMw, ¥




* Les operateurs annihilation et création
satisfont les regles de commutation suivantes :

~~ ~

:ak' akl] =0, [a,i',a,i',] =0

[ag, a,] = i8]
Ici, O désigne I'opérateur nul.
Spectre d’énergie :

Qn réécrit d’abord le Hamiltonien précédent, en
termes de I'opérateur nombre de modes
fix = a; a,, comme :




= 2 how(f + S 1
= Wk | Nk >
k
C’est le Hamiltonien d’'un ensemble

d'oscillateurs harmoniques (modes) decouples.

* Donc, le spectre d’énergie, a une dimension,
est donnee par .

1
€(n,) = (nk + )hw(k) n,=0,1,..,00

|, le vecteur d’'onde k est a une dimension.




* En dimension 3, le spectre d’énergie est :
1 -
1= (100 e

avec s = 1,2,3. lci, k = (ky, k,, k) estle
vecteur d'onde (quantifie).

* Le quantum d’énergie de vibration du reseau,
hw, (E) est qualifié de quasi-particule ou
encore phonon, qui peut interagir avec des

électrons (couplage électrons-phonons) et avec
des photons. Le phonon est I'equivalent du

--l._‘-L--- P R [N B0 R




* | 'energie total des phonons est:

Eroe{N, o) = Z Z ( )h“’s(k)

k s$=1,2,3

lCl, ng ; est le nombre de phonons de vecteur
d’onde k et de polarisation s = 1, 2, 3.




3. Proprietées thermiques
3.1. Chaleur spécifique expérimentale.

* Experimentalement, a basse temperature, la
chaleur spécifique (a volume constant), Cy,
croit avec la temperature, T, selon la loi :

Cy, ~ T3, et a haute température, elle sature et
~obeit a la loi de Dulong et Petit (1819), c'est-a-
dire : C, = 3Nkg. Ici, N est le nombre d’atomes
dans le solide et k; est la constante de
Boeltzmann.




* | "allure experimentale de la chaleur spécifique
des solides est la suivante :

Cy (J/mole)

o P —

Loide DERYE a
basse température

10

0 0.5 1,0 1,5 T /TD




But :

* L'étape suivante consiste a passer en revue
les différents modeles (modele classique,
modele d’Einstein, modele de Debye), pour
I'étude de la variation de la chaleur spécifique,
en fonction de la tempeérature.

* Comme on verra ci-dessous, le modele de
Debye est un bon candidat pour de telle étude
ef permet de reproduire les observations
experimentales.




3.2. Modele classique.

* Dans ce modele, les N atomes sont supposes
étre des oscillateurs harmoniques classiques
independants, de méme masse, M, et de
méme pulsation, w, et le Hamiltonien associé
est .




* Comme le Hamiltonien est quadratique dans
cette configuration, le theoreme d’equipartition
de I'énergie peut s'appliquer et I'on ecrit :

(Hc) = N(h)

avec
(h) = (ap?) + (bG*)

~Nei, a=1/2M etb = Mw? /2.

* Les valeurs moyennes dans I'expression
precedente sont :




@ _)2> - ffaﬁze—ﬂ(aﬁ2+b672)dq’dﬁ + Ek 4
P S T (e B+ ggap 2 °

[ [ bgze~B(aP*+ba%)qgap 3 LT
f | ePlar*+b@)agap 277

(bG*) =
On a utilisé les intégrales :

00
0

{ f xze—/lxz dx — \/ﬁl—3/2/2
0




Donc, I'énergie interne est :

D’ou I'on extrait la chaleur spécifique :

U
CV — (G_T) — 3NkB
Q)

* Elle est alors indépendante de la température
Il Le modeéle classique n’est pas donc conforme
a.l'expérience qui predit une croissance de la
chaleur spécifique en température, mais Il
s'accorde avec lI'expérience, a tres haute
température (regime Dulong et Petit).




3.3. Modele d’Einstein.

* On suppose que le cristal est forme par N
oscillateurs harmoniques quantiques
iIndependants, de frequence unique, wg,
appelée "frequence d’Einstein”.

Spectre d’énergie :
_ Il est donne par :

e'{nt,n},nl} = (nﬁc +nl, + nj+ E) hwg

avec i=1,..,Netn, €N, a=x,7y,z.




L'énergie totale est :
N

J | — (AN
Etot{na} = z € {nx, ny, ny}

i=1
Fonction de partition canonique :
Elle s’exprime par :
/ = Z e Z{\’:l Ei{n;:c’ngf’ngf}/kBT — ZN
{n{[eN }

Ou z est la fonction de partition d’un seul
ome, définie par :




00 00 0
7 = Z Z z e~ (nx+ny+n,+3/2)hwg/kpT

Nx=0ny,=0n;=0
3 3
z = Z g~ (n+1/Dhws/kpT
n=0 3
- 1
- \2sh(hwg/2kgT)
Soit,
/ y 3N
2sh(hwg /2kgT)

(- |

Jrtles| gss dasla
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Energie libre :
Elle est donnee par :

F =—-kgTLogZ
Explicitement,

: hwor \
F =3NkgTLog Zsh( )

~.Entropie :

Elle se calcule par :




§ = aNTCE o (0
— 2N O\ 2k,T

: AW
— 3NkgLog ZSh( )

Energie interne :
Elle se calcule en appliquant la formule :

"
\T::;'».\
dLogZ
\“v\“'«\
A

T
)
R
3 ﬁ
i
{oy




On trouve :
ha)E

2

ha)E
U = 3N—coth( )

Chaleur spécifique :

Elle est donnee par

- _TaS
o or

Explicitement,

hCl)E °
CV —_ 3NkB

2k T

U

oT

sh?(hwg/2kgT)



Ou encore .

Cy = 3Nk (TE) x
VT BN2T) sh2(Tg/2T)
Icl, Ty = hwg /kg estla température d’Einstein.

Comportement en temperature :

Une simple analyse révele :

Cy ~ Te\”
Y| 3Nk, (—E) e TE/T TR S




Critigue du modéle :

* Cette formule suggere que le modele
d'Einstein s’accorde avec |'expérience, a tres
haute tempeérature (régime Dulong et Petit).
Mais, il n'est pas conforme avec I'expérience, a
tres basse température, ou on devrait avoir une
loi plutdt en T3. Cette loi ne peut étre reproduite
que si le spectre d’énergie est continu.

*'La question etait donc de batir un modele plus
realiste rendant compte des faits

experimentaux. C'est le modele de Debye.




3.4. Modele de Debye.
Spectre d’énergie :

Dans ce modele, le spectre d’énergie totale
(des phonons) est donné plus haut.

Fonction de partition :

2= 3 owbed [ To,

) koS

0U z3, ; est la fonction de partition du mode

—_

k,s), donnée par :




(00

Z (ng +1/2)hwg(K)

e _Bth(E)/z

k,s 1 _ e—ﬁha)s(z)

Explicitement,

Energie libre :

N\
\y\\\a\

W

R

2lle s’exprime par :

L F=—ksTlogZ = ~ksT ) Logay,
k,s




Energie interne :

Elle est donnee par :

dLogZ z dLogzy,

U o —
op (~ 0f
k,s
Explicitement,
N U=) SRR - W ¥
Lo 1 2 ")

O encore :




U = U0+Z Vs (F)

1 ),
== > o (K)
s

est I'energie du point zero, et

|Cl,

N
N
W
)
Y
\ —
WA,
&\
N
\.‘ b

()
W
[¢ “,




* La forme du nombre moyen de phonons dans
I'état suggere que les phonons obéissent a la
Statistigue de Bose-Einstein, au méme titre que
les photons, mais avec un potentiel chimique
nul, car le nombre de phonons n’est pas
conserve.

Densitée d’état :

Formellement, la densité d’état a la forme
suivante :

D(e) = 2 S(ha)q — e)
q




* Trois modes de vibrations sont possibles :
o Un mode longitudinal, L, de quantum
hwg = c1p;
o Deux modes transverses, T, et T,, de
quantum hw, = crp.

Ici, p est I'impulsion du phonon, et ¢; et c; sont
les vitesses du son dans les directions
longitudinale et transversales.

* Dans ces conditions, et dans la limite de
grand volume, la densite d'etat s'’exprime par :

i

Jucloa] glisn dasls,
UVERSTE MOULAY 1Ml



§)
D(E) = 15 | (6Ceup — ) +26(crp — )} d%

AtQ) (7
D(e) =% p? {6(cLp —€) + 26(crp — €)}dp
0
. _1 A JE -
Ona:é(cy,p —€) = Cac?(p ca)’ a=1LT.

En utilisant la propriété d'intégration sur la
~distribution de Dirac, I'on trouve :

Q (1 2\,
D(e) = = +—5 ke e>0
cL Cr

212 h3




* En fait, D(e)de représente le nombre de
phonons d’énergie comprise entre € et € + de,
avec € = hw. Donc, on doit avoir :

fool)(e)de = 3N
0

qui est le nombre total d’oscillateurs.

* Approximation de Debye : L'integrale
précedente diverge a € = o, et on est obligé de
la couper par une énergie, €,, appelée énergie
de Debye. Cette approximation est largement
jastifiee, car on est concerné par le domaine
acoustique (basse fréquence).




* Dans I'approximation de Debye, |la densité
d'etat est alors :

Q (1 2\, X
D(e) =1{2m2h3\c c3 N Sde
0, € > €p

Tempeérature de Debye :
¢ Elle est simplement definie par :

€p
Tp = —
: 0 kck
qui depend de |la nature du cristal et de la
densité de ses atomes.




* Cette temperature caractéristique peut étre
determinée en ecrivant :

kgTp
f D(e)de = 3N
0

Un calcul trivial aboutit a :

—1/3 1/3

h 1Y\ N

Tp = —(18n2)1/3 [ = A (—)
o kB( ) (Cf Cq3~) Q

Cette expression montre que la température de
Debye est d’'origine quantique, a cause de la
oresence de la constante de Planck h.




* Ordres de grandeurs de T}, :

Argent : Tp, = 220 K ;
Germanium : Tp, = 400 K;;
Beryllium : T, =920 K ;
Argon : Tp, = 92 K.

Energie interne dans I’approximation de
~Debye :

Elle s’écrit comme :
U= Uy + Upnonon




avec la contribution des phonons :

keTp () 1A M2 €3
U = + de
Phonon j;) 2172 H3 (CLB C%) ePe — 1

Ou encore .

dx

T4 Tp/T X3
UPhonon — 9NkB f e

TD x_]-

~Chaleur specifique :

En partant de la définition :

e dUPhonon
C'Phonon — dT




on trouve :

T 3 ~Tp/T L PE
Cphonon = INKp E f (eX — 1)2 dx
0

Comportement a basse temperature : T << T}, .

A basse temperature, seuls les phonons de
faible énergie qui interviennent, et
I'approximation de Debye est parfaitement
justifiee, et dans ce cas, on peut remplacer la
borne supéerieure de l'intégrale precedente,
Ty /T, par oo, et 'on obtient :




on trouve :

T\ (® x*e¥
CPhonon = 9NkB ™ dx
0

Solit,

127 7§y
CPhononz 5 NkB E ) T << TD

N.B. : Ce comportement en T3 de la chaleur
specifique a été vérifié expérimentalement avec
grande précision pour les isolants et




et I'nelium 4. Cependant, pour les métaux, a
tres basse temperature, la contribution linéaire
en T, provenant des électrons, domine.

Comportement a haute température : T > T)p,.

|| suffit de developper lI'intégrant dans
I'expression généerale donnant la chaleur
specifique, I'on trouve, au premier ordre,

1 /7T54
Cphonon = 3Nkp | 1 ZO(T) vy

AT — o, Cpponon = 3Nkg, C'estla loi de
Dulong et Petit. m




