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1
Intégrale de Riemann

Définition : Une fonction f : [a,b]→ R est dite intégrable au sens de Riemann sur [a,b]

si,

∀ε > 0;∃ψ,φ ∈ E([a,b] ;R) telles que φ ≤ f ≤ ψ et
∫ b

a
(ψ −φ)dx ≤ ε,

où E([a,b] ;R) est l’ensemble des fonctions en escalier sur [a,b].

Théorème : Une fonction bornée f : [a,b]→ R est Riemann- intégrable si et seulement

si

I− (f ) = I+ (f ) :=
∫ b

a
f (x) dx,

où

I−(f ) := sup
{∫ b

a
φ (x)dx / φ ∈ E([a,b] ;R) , φ ≤ f sur [a,b]

}
et

I+(f ) := inf
{∫ b

a
ψ (x)dx / ψ ∈ E([a,b] ;R) , ψ ≥ f sur [a,b]

}
.
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Exercice 1

Soit n un entier naturel non nul.

1. Montrer que la fonction f : x→ E
(1
x

)
est en escalier sur

[1
n
,1

]
.

2. Calculer
∫ 1

1
n

f (x)dx.

Solution.

1. Considérons une subdivision uniforme σ =
(1
k

)
1≤k≤n

de
[1
n
,1

]
adaptée à f . On a

f (x) = k,∀x ∈
] 1
k + 1

,
1
k

]
, k ∈ {1, · · ·,n− 1}(n > 1), f

(1
n

)
= 0.

D’où f est en escalier sur
[1
n
,1

]
.

2. Par la définition de l’intégrale d’une fonction en escalier, on a

∫ 1

1
n

f (x) dx =
n−1∑
k=1

k
(1
k
− 1
k + 1

)
=
n−1∑
k=1

1
k + 1

.

Exercice 2

Montrer qu’une fonction f : [a,b]→ R est intégrable au sens de Riemann sur

[a,b] si et seulement si,

∀ε > 0;∃ϕ,µ ∈ E([a,b] ;R) telles que |f (x)−ϕ(x)| ≤ µ(x) et
∫ b

a
µ(x) dx ≤ ε.

Solution. Supposons que f est Riemann-intégrable sur [a,b] alors pour tout ϵ > 0 il

existe (g,h) ∈ E([a,b] ;R) telles que pour tout x ∈ [a,b], on ait :

g ≤ f ≤ h et
∫ b

a
[h(x)− g(x)]dx ≤ ϵ.
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Il suffit de prendre ϕ = (g + h)/2 et µ = (h− g)/2.

Réciproquement, soit ϵ > 0, supposons qu’il exite ϕ,µ ∈ E([a,b] ;R) vérifiant

|f (x)−ϕ(x)| ≤ µ(x) et
∫ b

a
µ(x)dx ≤ ϵ

2
.

Il suffit de prendre g = ϕ −µ et h = ϕ +µ.

Exercice 3

Soit f : [a,b]→ R une fonction bornée.

1. Montrer que f est Riemann-intégrable sur [a,b] si et seulement si

(∀n ∈ N∗)(∃ψn,φn ∈ E([a,b] ;R)) telles que

φn ≤ f ≤ ψn et
∫ b

a
(ψn −φn) (x)dx <

1
n
.

2. Montrer que
∫ b

a
f (x) dx = lim

n→+∞

∫ b

a
ψn (x) dx = lim

n→+∞

∫ b

a
φn (x) dx.

Solution.

1. Supposons que f est Riemann-intégrable sur [a,b], donc ∀ε > 0, il existe deux

fonctions (ψε,φε) ∈ E([a,b] ;R) telles que pour tout x ∈ [a,b], on ait :

ψε ≤ f ≤ φε et
∫ b

a
(φε −ψε)dx ≤ ϵ.

En particulier pour ε =
1
n

(n ∈ N∗), il existe ψn,φn ∈ E([a,b] ;R) telles que

φn ≤ f ≤ ψn et
∫ b

a
(ψn −φn) (x)dx ≤ 1

n
. (∗)

Réciproquement supposons que pour tout n ∈ N∗ il existe ψn,φn ∈ E([a,b] ;R)

Page 4 M. ZITANE & J. H’michane
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telles que

φn ≤ f ≤ ψn et
∫ b

a
(ψn −φn) (x)dx ≤ 1

n
.

et montrons que f est Riemann-intégrable sur [a,b].

Soit ε > 0, d’après la propriété d’Archimède, il exite n ∈ N∗ tel que
1
n
< ε. Or

d’après les hypothèses pour tout n ∈ N∗ il existe ψn,φn ∈ E([a,b] ;R) telles que

φn ≤ f ≤ ψn et
∫ b

a
(ψn −φn) (x)dx ≤ 1

n
≤ ε.

Donc f est Riemann-intégrable sur [a,b].

2. Montrons maintenant que
∫ b

a
f (x) dx = lim

n→+∞

∫ b

a
ψn (x) dx = lim

n→+∞

∫ b

a
φn (x) dx.

Soit n ∈ N∗, d’après (∗) on a :

0 ≤
∫ b

a
(ψn −φn) (x)dx ≤ 1

n
.

Par passage à la limite, on obtient :

lim
n→+∞

∫ b

a
(ψn −φn) (x)dx = 0

La linéarité de l’intégrale donne :

lim
n→+∞

∫ b

a
ψn (x) dx = lim

n→+∞

∫ b

a
φn (x) dx (∗∗)

Or on a :

φn ≤ f ≤ ψn alors
∫ b

a
ψn(x)dx ≤

∫ b

a
f (x)dx ≤

∫ b

a
φn(x)dx

Par passage à la limite et (∗∗) on déduit que :

∫ b

a
f (x) dx = lim

n→+∞

∫ b

a
ψn (x) dx = lim

n→+∞

∫ b

a
φn (x) dx.
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Exercice 4 (Approximation par une suite de fonctions en escalier)

Soit f : [a,b] → R une fonction bornée. On suppose qu’il existe deux suites

(ψn) et (φn) de fonctions Riemann-intégrables sur [a,b] telles que, pour tout

x ∈ [a,b], on ait

φn ≤ f ≤ ψn et lim
n→+∞

∫ b

a
(ψn −φn) (x)dx = 0.

Montrer que f est Riemann-intégrable sur [a,b] et

∫ b

a
f (x) dx = lim

n→+∞

∫ b

a
ψn (x) dx = lim

n→+∞

∫ b

a
φn (x) dx.

Solution. Soit f : [a,b]→ R une fonction bornée. On suppose qu’il existe deux suites

(ψn) et (φn) de fonctions Riemann-intégrables sur [a,b] telles que, pour tout x ∈ [a,b],

on ait

φn ≤ f ≤ ψn et lim
n→+∞

∫ b

a
(ψn −φn) (x)dx = 0.

− Montrer que f est Riemann-intégrable sur [a,b] : Soit ε > 0. Il s’agit de montrer qu’il

existe deux fonctions en escalier ψ et φ sur [a,b] vérifiant :

φ ≤ f ≤ ψ et
∫ b

a
(ψ −φ) (x)dx ≤ ε. (1.1)

Par hypothèse, on a lim
n→+∞

∫ b

a
(ψn −φn) (x)dx = 0. Par définition de la limite, il existe

n ∈ N tel que
∫ b

a
(ψm −φm) (x)dx ≤ ε pour tout m > n. Fixons un tel entier n. Comme ψn

est intégrable sur [a,b], il existe deux fonctions en escalier cn et dn telles que

cn ≤ ψn ≤ dn et
∫ b

a
(dn − cn) (x)dx ≤ ε,
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donc a fortiori
∫ b

a
(dn −ψn) (x)dx ≤ ε.

De même, puisque φn est intégrable sur [a,b], il existe deux fonctions en escalier an et

bn telles que

an ≤ φn ≤ bn et
∫ b

a
(bn − an) (x)dx ≤ ε,

donc a fortiori
∫ b

a
(dn −ψn) (x)dx ≤ ε.

On a ainsi trouvé des fonctions en escalier an et dn sur [a,b] vérifiant :

an ≤ φn ≤ f ≤ ψn ≤ dn,

et∫ b

a
(dn − an) (x) dx =

∫ b

a
(dn −ψn) (x) dx+

∫ b

a
(ψn −φn) (x) dx+

∫ b

a
(φn − an) (x) dx ≤ 3ε.

En prenant φ = an et ψ = dn on a bien les relations (1.1), ce qui montre que f est

Riemann-intégrable sur [a,b].

− Calculons l’intégrable de f sur [a,b] : D’après l’exercice 3, on a

∫ b

a
f (x) dx = lim

n→+∞

∫ b

a
an (x) dx = lim

n→+∞

∫ b

a
dn(x) dx,

et comme ∫ b

a
an(x) dx ≤

∫ b

a
φn(x) dx ≤

∫ b

a
ψn(x) dx ≤

∫ b

a
dn(x) dx,

par passage à la limite, on déduit le resultat dérisé :

∫ b

a
f (x) dx = lim

n→+∞

∫ b

a
ψn (x) dx = lim

n→+∞

∫ b

a
φn (x) dx.

Remarque : C’est ainsi qu’on peut montrer que les fonctions x 7→ sin(
1
x

) et x 7→ 1
x
−E(

1
x

)

sont Riemann intégrables sur [0,1] bien qu’elles ne soient pas continues par morceaux.
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Exercice 5

1. Soit f : [0,1]→ R une fonction intégrable et soit g : E→ R (où f ([0,1]) ⊂

E ⊂ R) une fonction k−lipschitzienne. Montrer que la fonction composée

gof est intégrable sur [0,1].

2. Soient a,b ∈ R tels que a < b, et soit f : [a,b] → R+ une fonction

intégrable sur [a,b], montrer que
√
f est intégrable sur [a,b]. (Indica-

tion : montrer que ∀α,β ∈ R+, |
√
α −

√
β| ≤

√
|α − β|.)

Solution.

1. Soit ε > 0. Puisque, f est intégrable sur [0,1], on peut trouver des fonctions ϕ et

µ en escalier sur [0,1] telles que

|f −ϕ| ≤ µ et
∫ 1

0
µ(x) dx ≤ ε.

Or, goϕ est une fonction en escalier sur [0,1] puisque, si (ai)0≤i≤n est une subdi-

vision quelconque de [0,1] telle que ϕ(x) = λi pour tout x ∈]ai−1, ai[, alors

(goϕ)(x) = g(λi)

pour tout x ∈]ai−1, ai[ et tout i ∈ {1, ...,n}. D’autre part, puisque g est k−lipschitzienne,

on a

|(gof )(x)− (goϕ)(x)| ≤ k|f (x)−ϕ(x)| ≤ kµ(x),

avec ∫ 1

0
kµ dx ≤ kε.

On en conclut que la fonction gof est intégrable sur [0,1].

2. −Montrons que ∀α,β ∈ R+, |
√
α−

√
β| ≤

√
|α − β| : On sait que pour tous x,y ∈ R+,

on a
√
x+ y ≤

√
x+
√
y (1.2)
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∗ Si α ≥ β. En prenant x = β et y = α − β dans (1.2), on obtient :

√
α ≤

√
β +

√
α − β.

∗ Si α ≤ β. En prenant x = α et y = β −α dans (1.2), on obtient :

√
β ≤
√
α +

√
β −α.

On a démontrer donc le résultat désiré.

− Montrons que
√
f est intégrable sur [a,b] : Puisque, f est intégrable sur [a,b],

pour tout ε > 0, il existe des fonctions ϕ et µ en escalier sur [a,b] telles que

|f −ϕ| ≤ µ et
∫ b

a
µ(x) dx ≤ ε.

Or |ϕ| est une fonction en escalier sur [a,b], d’après l’inégalité précédente, on a

|
√
f −

√
|ϕ|| ≤

√
|f − |ϕ||.

Comme de plus

|f − |ϕ|| ≤ |f −ϕ| ≤ µ,

on déduit que

|
√
f −

√
|ϕ|| ≤ √µ,

où
√
µ est une fonction en escalier sur [a,b], d’après l’inégalité de Schwarz,

∫ b

a

√
µ(x) dx ≤

(∫ b

a
1 dx

) 1
2
(∫ b

a
µ(x) dx

) 1
2

≤
√
ε.

On a donc démontré que
√
f est intégrable sur [a,b].
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Exercice 6 (Application de l’inégalité de Schwarz)

1. Soit f et g deux fonctions intégrables sur [0,1], on suppose en outre que

f g ≥ 1. Montrer que

(∫ b

a
f (x) dx

)(∫ b

a
f (x) dx

)
≥ 1.

2. Étant donné a et b tels que 0 < a < b. Montrer que

∫ b

a

dx
x
≤ (b − a)
√
ab

.

3. Soient n ∈ N∗, (α1, ...,αn,β1, ...,βn) ∈ R2n), et soient a,b ∈ R tels que a < b.

Montrer que si f et g sont deux fonctions intégrables sur [a,b], alors

( n∑
i=1

αiβi +
∫ b

a
f g

)2

≤
( n∑
i=1

α2
i +

∫ b

a
f 2

)( n∑
i=1

β2
i +

∫ b

a
g2

)
.

Solution.

1. Les fonctions f et g sont continues et positives sur [0,1], donc
√
f et

√
g sont

définies et continues sur [0,1], donc intégrables sur [0,1]. Et puisque on a f g ≥ 1,

on a aussi 1 ≤
√
f
√
g. L’inégalité de Schwarz donne :

1 =
(∫ 1

0
1 dx

)2

≤
(∫ 1

0

√
f
√
g dx

)2

≤
(∫ 1

0
f (x) dx

)(∫ 1

0
g(x) dx

)
.

2. Il suffit d’appliquer l’inégalité de Schwarz à f (x) = 1 et g(x) =
1
x

.

3. On a ( n∑
i=1

αiβi +
∫ b

a
f g

)2

=
( n∑
i=1

αiβi

)2

+
(∫ b

a
f g

)2

+ 2
n∑
i=1

αiβi

∫ b

a
f g.
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D’après l’inégalité de Schwarz dans Rn, on a

( n∑
i=1

αiβi

)2

≤
( n∑
i=1

α2
i

)( n∑
i=1

β2
i

)
,

et d’après l’inégalité de Schwarz pour les fonctions intégrables, on a

(∫ b

a
f g

)2

≤
(∫ b

a
f 2

)(∫ b

a
g2

)
.

Donc ( n∑
i=1

αiβi +
∫ b

a
f g

)2

≤
n∑
i=1

α2
i

n∑
i=1

β2
i +

∫ b

a
f 2

∫ b

a
g2 + 2

n∑
i=1

αiβi

∫ b

a
f g.

Or (∫ b

a
αig − βif

)2

≥ 0⇔ 2αiβi

∫ b

a
f g ≤ α2

i

∫ b

a
g2 + β2

i

∫ b

a
f 2.

En reportant dans la dernière inégalité, on obtient

( n∑
i=1

αiβi +
∫ b

a
f g

)2

≤
n∑
i=1

α2
i

n∑
i=1

β2
i +

∫ b

a
f 2

∫ b

a
g2 +

n∑
i=1

α2
i

∫ b

a
g2 +

n∑
i=1

β2
i

∫ b

a
f 2,

c-à-d ( n∑
i=1

αiβi +
∫ b

a
f g

)2

≤
( n∑
i=1

α2
i +

∫ b

a
f 2

)( n∑
i=1

β2
i +

∫ b

a
g2

)
.

Exercice 7 (Première formule de la moyenne)

Soit f une fonction continue au voisinage de 0. Montrer que

lim
x→0+

1
x2

∫ x

0
tf (t) dt =

f (0)
2

et lim
x→0+

∫ 2x

x

f (t)
t

dt = f (0) ln(2).

Solution.
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1. On prend g(t) = t ≥ 0, ∀t ∈ [0,x] on a g(t) ≥ 0. D’après la première formule de la

moyenne, il existe c ∈ [0,x] tel que :

1
x2

∫ x

0
tf (t) dt =

1
x2 f (c)

∫ x

0
t dt =

1
x2

[
t2

2

]x
0
f (c) =

f (c)
2
.

Faisonant tendre x→ 0+, alors c→ 0+. Donc

lim
x→0+

1
x2

∫ x

0
tf (t) dt =

f (0)
2
.

2. Il suffit de prendre g(t) =
1
t

et appliquer la première formule de la moyenne.

Exercice 8 (Lemme de Riemenn-Lebesgue)

1. Montrer que pour toute fonction en escalier f : [a,b]→ R, on a

lim
n→+∞

∫ b

a
f (x)cos(nx) dx = 0 et lim

n→+∞

∫ b

a
f (x)sin(nx) dx = 0.

2. En déduire le resultat pour toute fonction intégrable sur [a,b].

Solution.

1. Puisque f est en escalier sur [a,b], il existe une subdivision adaptée à f

σ = {a = a0, a1, ..., am = b} (m ≥ 1),

et des réels λ1,λ2, ...,λn tels que

∀i ∈ {0,1,2, ...,m− 1} , ∀x ∈ ]ai , ai+1[ , f (x) = λi .
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Soit n ∈ N∗, on a

∫ b

a
f (x)einx dx =

m−1∑
k=0

∫ ak+1

ak

f (x)einx dx =
m−1∑
k=0

λk
einak+1 − einak

in
.

D’où

0 ≤
∣∣∣∣∣∫ b

a
f (x)einx dx

∣∣∣∣∣ ≤ 2
n

m−1∑
k=0

|λk |.

On en déduit que

lim
n→+∞

∫ b

a
f (x)cos(nx) dx = lim

n→+∞
Re

(∫ b

a
f (x)einx dx

)
= 0,

et

lim
n→+∞

∫ b

a
f (x)sin(nx) dx = lim

n→+∞
Im

(∫ b

a
f (x)einx dx

)
= 0.

2. Soit f une fonction intégrable au sens de Riemann sur [a,b], et soit ε > 0. Il existe

alors une fonction en escalier ϕ : [a,b] → R telle que
∫ b

a
|f (x) − ϕ(x)| dx ≤ ε.

Puisque ϕ est en escalier, d’après la question précédente, on a

lim
n→+∞

∫ b

a
ϕ(x)einx dx = 0,

d’où, il existe n0 ∈ N tel que

∀n ∈ N∗, n ≥ n0 ⇒
∣∣∣∣∣∫ b

a
ϕ(x)einx dx

∣∣∣∣∣ ≤ ε.
Par conséquent, pour tout n ≥ n0∣∣∣∣∣∫ b

a
f (x)einx dx

∣∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣∣∫ b

a
ϕ(x)einx dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∫ b

a
(f (x)−ϕ(x))einx dx

∣∣∣∣∣
≤ε+

∫ b

a
|f (x)−ϕ(x)| dx ≤ 2ε.
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c-à-d lim
n→+∞

∫ b

a
f (x)einx dx = 0, d’où

lim
n→+∞

∫ b

a
f (x)cos(nx) dx = lim

n→+∞
Re

(∫ b

a
f (x)einx dx

)
= 0,

et

lim
n→+∞

∫ b

a
f (x)sin(nx) dx = lim

n→+∞
Im

(∫ b

a
f (x)einx dx

)
= 0.

Remarque :

1. Cet exercice nécesi et seulement site des connaissances sur l’intégration des fonc-

tions à valeurs complexes.

2. Ce resultat permet de démontrer la décroissance vers 0 des coefficients de Fou-

rier. Il est particulièrement facile à prouver si f est de classe C1 : par intégration

par parties.

Exercice 9 (Sommes de Riemann)

1. Montrer que les fonctions définies sur R par f (x) = x2 et g(x) = ex sont

intégrables sur tout intervalle fermé borné de R puis calculer les deux

intégrales
∫ 1

0
f (x) dx et

∫ 1

0
g(x) dx.

2. Calculer les limites des suites définies par le terme général suivant :

un =
n∑
k=1

1
n+ k

√
k

2n+ k
, vn =

( n∏
k=1

(1 +
k2

n2 )
) 1
n

, wn =
1
n
√
n

n∑
k=1

E(
√
k).

Solution.

1. Calcul de
∫ 1

0
f (x) dx et

∫ 1

0
g(x) dx :

Les fonctions f et g sont continues sur tout intervalle fermé borné [a,b] de R,

elles sont donc intégrables au sens de Riemann sur [a,b], de plus, on a :
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∗
∫ 1

0
f (x) dx =

∫ 1

0
x2 dx = lim

n→+∞
Sn avec Sn =

1
n

n−1∑
k=0

f (
k
n

) =
1
n

n−1∑
k=0

(
k
n

)2 =
1
n3

n−1∑
k=0

k2.

Or
n∑
k=0

k2 =
n∑
k=1

k2 = 12 + 22 + 32 + ...+n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Donc ∫ 1

0
f (x) dx = lim

n→+∞
Sn = lim

n→+∞

1
n3 .

n(n− 1)(2n− 1)
6

=
1
3
.

∗
∫ 1

0
g(x) dx =

∫ 1

0
ex dx = lim

n→+∞
Sn avec Sn =

1
n

n−1∑
k=0

g(
k
n

) =
1
n

n−1∑
k=0

e
k
n =

1
n

n−1∑
k=0

(e
1
n )k .

Or
n∑
k=0

qk = 1 + q+ q2 + q3 + ...+ qn =
1− qn+1

1− q
.

Donc ∫ 1

0
g(x) dx = lim

n→+∞
Sn = lim

n→+∞

1
n

1− (e
1
n )n

1− e 1
n

== lim
n→+∞

1− e
1−e

1
n

1
n

=
1− e
−1

= e − 1.

2. ∗ Calcul de lim
n→+∞

un :

On a un =
1
n

n∑
k=1

1

1 + k
n

√
k
n

2 + k
n

et la fonction x 7→ 1
1 + x

√
x

2 + x
est continue sur

[0,1], donc

lim
n→+∞

un =
∫ 1

0

1
1 + x

√
x

2 + x
dx (intégrale abélienne de première espèce).

Le changement de variable t =

√
x

2 + x
donne

lim
n→+∞

un =
∫ 1√

3

0

4t2 dt
(1 + t2)(1− t2)

=
∫ 1√

3

0

1
1− t

+
1

1 + t
− 2

1 + t2
dt = ln2− 2arctan(

1
3

).

∗ Calcul de lim
n→+∞

vn :

On a ln(vn) =
1
n

n∑
k=1

ln(1 +
k2

n2 )→n→+∞

∫ 1

0
ln(1 + x2) dx.
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L’intégration par parties, donne

lim
n→+∞

ln(vn) = ln2− 2 +
π
2

:= α.

D’où lim
n→+∞

vn = eα.

∗ Calcul de lim
n→+∞

wn :

On sait que ∀x ∈ R : x − 1 < E(x) ≤ x En particulier, pour tout entier k ≥ 1, on a
√
k −1 < E(

√
k) ≤
√
k. Ainsi, , pour tout entier n ≥ 1,

1
n
√
n

(
√
k −1) <

E(
√
k)

n
√
n
≤
√
k

n
√
n

.

Par suite, on a

1
n

n∑
k=1

(

√
k
n
− 1
√
n

) <
1
n
√
n

n∑
k=1

E(
√
k) ≤ 1

n

n∑
k=1

√
k
n
.

Autrement, (
1
n

n∑
k=1

√
k
n

)
− 1
√
n
<

1
n
√
n

n∑
k=1

E(
√
k) ≤ 1

n

n∑
k=1

√
k
n
.

Comme la fonction x 7→
√
x est continue sur [0,1], on déduit que

lim
n→+∞

1
n

n∑
k=1

√
k
n

=
∫ 1

0

√
x dx =

[
2
3
x

3
2

]1

0
=

2
3
.

Et comme lim
n→+∞

1
√
n

= 0, par le lemme de gendarmes, on conclut que :

lim
n→+∞

1
n
√
n

n∑
k=1

E(
√
k) =

2
3
.

Exercice 10

1. En utilisant l’intégration par parties, calculer les intégrales suivantes :

A =
∫ e

1

ln(t)
t2

dt, B =
∫ π

0
et cos(2t) dt.
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2. En utilisant l’intégration par changement de variable, déterminer les

primitives suivantes :

E(x) =
∫

dx

x(ln2(x)− 4)
, F(x) =

∫
sin(x) dx

(cos2x+ 2cosx+ 5)2 ,

G(x) =
∫

e3x + 6e2x − ex

(ex − 3)2(ex − 1)
dx.

Solution.

1. L’intégration par parties :

∗ Calcul de A =
∫ e

1

ln(t)
t2

dt : Posons


u(t) = ln(t)

v′(t) =
1
t2

. D’où


u′(t) =

1
t

v(t) =
−1
t
.

Les fonctions u et v sont de classe C1, donc

A =
[
−1
t

ln t
]e

1
+
∫ e

1

1
t2
dt =

−1
e

+
[
−1
t

]e
1

=
−1
e
− 1
e

+ 1 = 1− 2
e
.

∗Calcul de B =
∫ π

0
et cos(2t) dt : Posons


u(t) = et

v′(t) = cos(2t)
. D’où


u′(t) = et

v(t) =
1
2

sin(2t).

Comme les fonctions u et v sont de classe C1, alors

B =
[
1
2

sin(2t)et
]π

0
− 1

2

∫ π

0
sin(2t)et dt = 0− 1

2

∫ π

0
sin(2t)et dt.

Posons


u(t) = et

v′(t) = sin(2t)
. D’où


u′(t) = et

v(t) =
−1
2

cos(2t).
. Alors

B =
−1
2

([
−1
2

cos(2t)et
]π

0
+

1
2

∫ π

0
cos(2t)et dt

)
=
−1
2

(
−1
2
eπ +

1
2

+
B
2

)
.
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c-à-d
5
4
B =

1
4
eπ − 1

4
, donc B =

eπ − 1
5

.

2. L’intégration par changement de variables :

∗ La primitive E(x) =
∫

dx

x(ln2(x)− 4)
: La fonction x 7→ dx

x(ln2(x)− 4)
est définie et

continue sur ]−∞, e−2[∪]e−2, e2[∪]e2,+∞[, elle admet donc des primitives définies

sur ]−∞, e−2[ , ]e−2, e2[ et sur ]e−2,+∞[. Posons u = lnx, d’où du =
dx
x

, donc E(x) =∫
du

u2 − 4
. La décomposition en éléments simples de la fraction F(u) =

1
u2 − 4)

=

1
(u − 2)(u + 2)

s’écrit sous la forme F(u) =
a

u − 2
+

b
u + 2

, avec

a = (u − 2)F(u)
∣∣∣
u=2

=
1

u + 2

∣∣∣
u=2

=
1
4

b = (u + 2)F(u)
∣∣∣
u=−2

=
1

u − 2

∣∣∣
u=−2

=
−1
4
.

D’où

E(x) =
∫

1
4

(
1

u − 2
− 1
u + 2

) du =
1
4

(ln |u − 2| − ln |u + 2|) + cte =
1
4

ln
∣∣∣∣∣u − 2
u + 2

∣∣∣∣∣+ cte.

Donc, les primitive de E sont définies sur ]−∞, e−2[, ]e−2, e2[ et sur ]e2,+∞[ par :

E(x) =
1
4

ln
∣∣∣∣∣u − 2
u + 2

∣∣∣∣∣+ cte =
1
4

ln
∣∣∣∣∣ lnx − 2
lnx+ 2

∣∣∣∣∣+ cte.

∗ La primitive F(x) =
∫

sin(x) dx
(cos2x+ 2cosx+ 5)2 : La fonction x 7→ sin(x) dx

(cos2x+ 2cosx+ 5)2

est continue sur R, elle admet donc des primitives définies sur R. Posons u =

cosx, d’où du = −sinxdx, par conséquent, F(x) =
∫

−du
(u2 + 2u + 5)2 . Ecrivons u2 +

2u + 5 sous la forme canonique : u2 + 2u + 5 = (u + 1)2 + 4, d’où

F(x) =
∫

−du
((u + 1)2 + 4)2 =

−1
16

∫
du

((u+1
2 )2 + 1)2

.
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Posons t =
u + 1

2
, d’où dt =

1
2
du, donc F(x) =

−1
8

∫
dt

(t2 + 1)2 =
−1
8
J2. Pour trouver

J2, on doit intégrer par parties J1 :

J1 =
∫

1
t2 + 1

dt =
∫

1
t2 + 1

(t)′ dt =
[

t

t2 + 1

]
+ 2

∫
t2

(t2 + 1)2 dt

=
[

t

t2 + 1

]
+ 2

∫
t2 + 1

(t2 + 1)2 dt − 2
∫

1
(t2 + 1)2 dt

=
[

t

t2 + 1

]
+ 2

∫
1

t2 + 1
dt − 2

∫
1

(t2 + 1)2 dt.

Donc,

J2 =
∫

1
(t2 + 1)2 dt =

1
2

[
t

t2 + 1

]
+

1
2

arctan t + cte.

On remplace t par
u + 1

2
et u par cosx, on obtient

F(x) =
−1
8
J2 =

−1
16

( u+1
2

(u+1
2 )2 + 1

+ arctan(
u + 1

2
)
)

+ cte

=
−1
16

( cosx+1
2

(cosx+1
2 )2 + 1

+ arctan(
cosx+ 1

2
)
)

+ cte.

∗ La primitive G(x) =
∫

e3x + 6e2x − ex

(ex − 3)2(ex − 1)
dx : La fonction x 7→ e3x + 6e2x − ex

(ex − 3)2(ex − 1)
est

définie et continue sur ] −∞,0[∪]0, ln3[∪] ln3,+∞[, elle admet donc des primi-

tives définies sur ]−∞,0[ , ]0, ln3[ et sur ] ln3,+∞[. Posons u = ex, d’où du = exdx,

par conséquent

G(x) =
∫

[(ex)2 + 6ex − 1]ex

(ex − 3)2(ex − 1)
dx =

∫
u2 + 6u − 1

(u − 3)2(u − 1)
du.

La décomposition en éléments simples de la fraction F(u) =
u2 + 6u − 1

(u − 3)2(u − 1)
s’écrit

sous la forme F(u) =
a

(u − 3)2 +
b

u − 3
+

c
u − 1

, avec a = 13,B =
−1
2

et c =
3
2

. D’où

G(x) =
−13
u − 3

− 1
2

ln |u −3|+ 3
2

ln |u −1|+ cte =
−13
ex − 3

− 1
2

ln |ex −3|+ 3
2

ln |ex −1|+ cte.
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Exercice 11 (Intégrale de Wallis)

Soit In =
∫ π

2

0
sinnxdx et Jn =

∫ π
2

0
cosnxdx

1. Montrer que In = Jn.

2. Établir une relation de récurrence entre In et In+2.

3. En déduire I2p et I2p+1.

4. Montrer que (n+ 1)In+1In =
π
2

pour tout entier n.

5. Montrer que lim
n→+∞

In+1

In
= 1. En déduire qu’au voisinage de l’infini In ∼√

π
2n

Solution.

1. Montrons que (∀n ∈ N) In = Jn : En effectuant le changement de variable u =
π
2
− x, dx = −du, on obtient :

In =
∫ π

2

0
sinnx dx =

∫ 0

π
2

−sinn(
π
2
−u) du = −

∫ 0

π
2

cosnu du =
∫ π

2

0
cosnx dx = Jn.

2. Une relation de récurrence entre In et In+2 : Soint n ∈ N, les fonctions t 7→ cos t et

t 7→ sinn+1 t sont de classe C1 sur [0,
π
2

]. Par une intégration par parties, on a :

In+2 =
∫ π

2

0
sin t · sinn+1 t dt =

[
cos t · sinn+1 t

]π
2

0
−
∫ π

2

0
cos t · (n+ 1)(−cos t sinn t) dt

=(n+ 1)
∫ π

2

0
sinn t cos2 t dt = (n+ 1)

∫ π
2

0
sinn t(1− sin2 t) dt

=(n+ 1)In − (n+ 1)In+2

On en déduit que (∗) In+2 =
n+ 1
n+ 2

In.

3. Déduisons I2p et I2p+1 : De la relation de récurrence (∗) de la question précédente,
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pour p ∈ N, on obtient :

I2p =
2p − 1

2p
· I2p−2 (2p = n+ 2⇒ n = 2p − 2)

=
2p − 1

2p
·

2p − 3
2p − 2

· I2p−4 =
2p − 1

2p
·

2p − 3
2p − 2

·
2p − 5
2p − 4

· I2p−6 = · · ·

=
2p − 1

2p
·

2p − 3
2p − 2

·
2p − 5
2p − 4

× · · · × 1
2
· I0 =

(2p − 1)(2p − 3)× · · · × 3× 1
(2p)(2p − 2)× · · · × 4× 2

· π
2

(I0 =
π
2

)

=
[(2p − 1)(2p − 3)× · · · × 3× 1]× [(2p)(2p − 2)× · · · × 4× 2]

[(2p)(2p − 2)× · · · × 4× 2]2 · π
2

=
(2p)!

(2pp!)2 ·
π
2

=
(2p)!

4p(p!)2 .

De même, on a

I2p+1 =
2p

2p+ 1
· I2p−1 =

2p
2p+ 1

·
2p − 2
2p − 1

· I2p−3 = · · ·

=
2p

2p+ 1
·

2p − 2
2p − 1

·
2p − 4
2p − 3

× · · · × 2
3
· I1

=
[(2p)(2p − 2)× · · · × 4× 2]2

[(2p+ 1)(2p − 1)× · · · × 5× 3]× [(2p)(2p − 2)× · · · × 4× 2]
(I1 = 1)

=
(2pp!)2

(2p+ 1)!
=

4p(p!)2

(2p+ 1)!
.

4. Montrons que (n + 1)In+1In =
π
2

pour tout entier n : Soit n ∈ N, on pose wn =

(n+ 1)In+1In. On a

wn+1−wn = (n+2)In+2In+1−(n+1)In+1In = (n+1)In+1In−(n+1)In+1In(d’après(∗)) = 0.

Donc la suite (wn) est constante de valeur wn = w0 = I0I1 =
π
2
.

5. Montrons que lim
n→+∞

In+1

In
= 1 et que In ∼+∞

√
π
2n

: Soit n ∈ N, on a In+2 ≤ In+1 ≤ In

car la suite (wn) est décroissante. Comme In > 0, on en déduit que
n+ 2
n+ 1

=
In+2

In
≤

In+1

In
≤ 1. Par passage à la limite, on obtient lim

n→+∞

n+ 2
n+ 1

= 1 ≤ lim
n→+∞

In+1

In
≤ 1, c-à-d

lim
n→+∞

In+1

In
= 1, donc In+1 ∼+∞ In. Par suite wn ∼+∞ nI

2
n . Or, pour tout n ∈ N, wn =

π
2

,
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FS de MEKNÈS Exercices résolus d’Analyse 2/SMIA/S2

alors nI2
n ∼+∞

π
2
, ainsi In ∼+∞

√
π
2n

et lim
n→+∞

In = 0.

Exercice 12

On considère la fonction définie sur R∗ par : f (x) =
∫ 2x

x

1
√
t4 + t2

dt.

1. Montrer que f est bien définie et impaire.

2. Montrer que 0 ≤ f (x) ≤ 1
2x

, pour tout x ∈ R∗ et en déduire lim
x→+∞

f (x).

3. Montrer que f est de classe C1 sur R∗+, calculer sa dérivée et en déduire

les variations de f sur R∗+.

4. Montrer que f (x) ≤ ln(2), pour x ∈ R∗+ et en déduire que f admet une

limite finie à droite en 0.

Solution.

1. ∗ Vérifions que f est bien définie : La fonction t 7→ 1
√
t4 + t2

est continue sur R∗.

• Si x > 0, alors [x,2x] ⊂ R∗+, d’où
∫ 2x

x

1
√
t4 + t2

dt existe en tant qu’intégrale d’une

fonction continue sur un segment.

• Si x < 0, alors [2x,x] ⊂ R∗−, d’où
∫ 2x

x

1
√
t4 + t2

dt existe pour la même raison.

∗ Montrons que f est impaire : Pour étudier la parité d’une fonction définie par

une intégrale, la méthode générale consiste à effectuer le changement de variable

u = −t sur l’expresi et seulement sion intégrale de f (−x).

• Pour tout x ∈ R∗, on a −x ∈ R∗.

• Pour tout x ∈ R∗, on a

f (−x) =
∫ −2x

−x

1
√
t4 + t2

dt =
∫ 2x

x

−du√
(−u)4 + (−u)2

= −
∫ 2x

x

du√
(−u)4 + (−u)2

= −f (x).

Donc, f est impaire sur R∗.
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2. Montrer que (∀x ∈ R∗+),0 ≤ f (x) ≤ 1
2x

: Soit x ∈ R∗+, pour tout t ∈ [x,2x] on a

0 ≤ 1
√
t4 + t2

≤ 1
√
t4

=
1
t2
.

Ainsi, par croissance de l’intégrale,

0 ≤ f (x) ≤
∫ 2x

x

dt

t2
=

[
−1
t

]2x

x

=
1
x
− 1

2x
=

1
2x
.

Comme lim
x→+∞

1
2x

= 0, d’après le lemme de gendarmes, on a lim
x→+∞

f (x).

3. Montrons que f est de classe C1 sur R∗+ et calculons f ′(x) : La fonction g : t 7→
1

√
t4 + t2

est continue sur R∗+, elle admet donc une primitive G sur R∗+. Ainsi,

pour tout x ∈ R∗+,

f (x) = G(2x)−G(x).

G est de classe C1 en tant que primitive d’une fonction continue sur cette inter-

valle et parsuite, par composition avec la fonction affine x 7→ 2x et par soustrac-

tion, f est de classe C1 sur R∗+. De plus, pour tout x ∈ R∗+, on a

f ′(x) =(G(2x))′ − (G(x))′ = 2G′(2x)−G′(x)

=2g(2x)− g(x) (G′(x) = g(x) car G est primitive de g)

=
2

√
16x4 + 4x2

− 1
√
x4 + x2

=
1

√
4x4 + x2

− 1
√
x4 + x2

.

Comme pour tout x ∈ R∗+,
√

4x4 + x2 >
√
x4 + x2, alors f ′(x) < 0 c-à-d f est stricte-

ment décroissante sur R∗+.

4. Montrons que (∀x ∈ R∗+)f (x) ≤ ln(2) : Pour tout x ∈ R∗+ et tout t ∈ [x,2x] on a

0 ≤ 1
√
t4 + t2

≤ 1
√
t

=
1
t2
.
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FS de MEKNÈS Exercices résolus d’Analyse 2/SMIA/S2

Ainsi, par croissance de l’intégrale,

0 ≤ f (x) ≤
∫ 2x

x

dt
t

=
[

ln t
]2x

x

= ln2x − lnx = ln2.

La fonction f est décroissante et majorée sur R∗+, donc, par le théorème de limite

monotone, f admet une limite finie à droite en 0.

Exercice 13

1. Prouver que si f est de classe C1 sur [0,1], alors

lim
n→+∞

n

1
n

n∑
i=1

f
( i
n

)
−
∫ 1

0
f (x)dx

 =
f (1)− f (0)

2
.

En déduire que

lim
n→+∞

(
1k + 2k + . . .+nk

nk+1
− 1
k + 1

)
=

1
2
, k ≥ 0.

2. Soit f une fonction de classe C2 sur [0,1]. Prouver que

lim
n→+∞

n2

∫ 1

0
f (x)dx − 1

n

n∑
i=1

f
(2i − 1

2n

) =
f ′(1)− f ′(0)

24
.

En déduire que

lim
n→+∞

n2
( 2
2n+ 1

+
2

2n+ 3
+ . . .+

2
4n− 1

− ln2
)

=
−1
32
.

Solution.

1. Montrons que lim
n→+∞

n

1
n

n∑
i=1

f
( i
n

)
−
∫ 1

0
f (x)dx

 =
f (1)− f (0)

2
: Soit f une fonction
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de classe C1 sur [0,1], considérons une subdivision uniforme de [0,1]

σ = (ai)0≤i≤n avec ai = 0 +
i
n

(1− 0) =
i
n
∀i ∈ {0,1, · · ·,n}.

Observons d’abord que :

n

1
n

n∑
i=1

f
( i
n

)
−
∫ 1

0
f (x) dx

 =n

1
n

n∑
i=1

f
( i
n

)
−

n∑
i=1

∫ ai

ai−1

f (x) dx

 (Relation de Chasle)

=n
n∑
i=1

∫ ai

ai−1

(
f (
i
n

)− f (x)
)
dx

=n
n∑
i=1

∫ ai

ai−1

(f (ai)− f (x)) dx

=n
n∑
i=1

∫ ai

ai−1

f ′(ci(x))(ai − x) dx (∗).

La dernière égalité provenant du T.A.F. Si on pose

mi = inf
{
f ′(x) : x ∈ [ai−1, ai]

}
, Mi = sup

{
f ′(x) : x ∈ [ai−1, ai]

}
.

On obtient

mi

∫ ai

ai−1

(ai − x) dx ≤
∫ ai

ai−1

f ′(ci(x))(ai − x) dx ≤Mi

∫ ai

ai−1

(ai − x) dx.

c-à-d

mi

[
axx −

x2

2

]ai
ai−1

≤
∫ ai

ai−1

f ′(ci(x))(ai − x) dx ≤Mi

[
aix −

x2

2

]ai
ai−1

.

Or [
aix −

x2

2

]ai
ai−1

= a2
i −

a2
i

2
− aiai−1 +

a2
i−1

2
=

1
2

(ai − ai−1)2 =
1

2n2 .

Donc
1

2n

n∑
i=1

mi ≤ n
n∑
i=1

∫ ai

ai−1

f ′(ci(x))(ai − x) dx ≤ 1
2n

n∑
i=1

Mi (∗∗)
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Puisque f ′ est continue sur [0,1] alors elle est intégrable sur [0,1] et on a

∫ 1

0
f ′(x) dx = lim

n→+∞

1
n

n∑
i=1

mi = lim
n→+∞

1
n

n∑
i=1

Mi .

De (∗) et (∗∗), on obtient :

1
2n

n∑
i=1

mi ≤ n

1
n

n∑
i=1

f
( i
n

)
−
∫ 1

0
f (x) dx

 ≤ 1
2n

n∑
i=1

Mi .

Par passage à la limite, on a

1
2

∫ 1

0
f ′(x) dx ≤ lim

n→+∞
n

1
n

n∑
i=1

f
( i
n

)
−
∫ 1

0
f (x) dx

 ≤ 1
2

∫ 1

0
f ′(x) dx.

Par conséquent

lim
n→+∞

n

1
n

n∑
i=1

f
( i
n

)
−
∫ 1

0
f (x)dx

 =
1
2

∫ 1

0
f ′(x) dx =

f (1)− f (0)
2

• En appliquant le resultat obtenu à f (x) = xk, on obtient

lim
n→+∞

(
1k + 2k + . . .+nk

nk+1
− 1
k + 1

)
=

1
2
.

2. Montrons que lim
n→+∞

n2

∫ 1

0
f (x)dx − 1

n

n∑
i=1

f
(2i − 1

2n

) =
f ′(1)− f ′(0)

24
: Soit f une

fonction de classe C2 sur [0,1], considérons la même subdivision de [0,1]. D’après

la formule de Taylor, on a :

f (x)− f
(2i − 1

2n

)
= f ′

(2i − 1
2n

)(
x − 2i − 1

2n

)
+

1
2
f ′′(ci(x))

(
x − 2i − 1

2n

)2
.
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D’où

n2

∫ 1

0
f (x)dx − 1

n

n∑
i=1

f
(2i − 1

2n

) =n2

 n∑
i=1

∫ ai

ai−1

f (x) dx −
n∑
i=1

∫ ai

ai−1

f

(
2i − 1

2n

)
dx


=n2

n∑
i=1

∫ ai

ai−1

(
f (x)− f

(
2i − 1

2n

))
dx

=n2
n∑
i=1

∫ ai

ai−1

f ′
(

2i − 1
2n

)(
x − 2i − 1

2n

)
dx

+
n2

2

n∑
i=1

∫ ai

ai−1

f ′′(ci(x))
(
x − 2i − 1

2n

)2

dx (∗ ∗ ∗).

On remarque que chacune des intégrales∫ ai

ai−1

f ′
(

2i − 1
2n

)(
x − 2i − 1

2n

)
dx = 0.

Posons

mi = inf
{
f ′′(x) : x ∈ [ai−1, ai]

}
, Mi = sup

{
f ′′(x) : x ∈ [ai−1, ai]

}
.

Puisque f ′′ est Riemann intégrable sur [0,1], alors

∫ 1

0
f ′′(x) dx = lim

n→+∞

1
n

n∑
i=1

mi = lim
n→+∞

1
n

n∑
i=1

Mi .

De (∗ ∗ ∗), on obtient :

1
24n

n∑
i=1

mi ≤
n2

2

n∑
i=1

∫ ai

ai−1

f ′′(ci(x))
(
x − 2i − 1

2n

)2

dx ≤ 1
24n

n∑
i=1

Mi .

En faisant tendre n vers +∞ dans la dernière inégalité, on obtient le resultat

désiré.
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• Posons f (x) =
1

1 + x
; x ∈ R∗+, on a

∫ 1

0
f (x) dx =

[
ln(1+x)

]1

0
= ln2 et

2
2n+ 1

+
2

2n+ 3
+. . .+

2
4n− 1

=
1
n

n∑
i=1

f

(
2i − 1

2n

)
.

Donc, par application du resultat précédent, on obtient

lim
n→+∞

n2
( 2
2n+ 1

+
2

2n+ 3
+ . . .+

2
4n− 1

− ln2
)

=
−1
32
.

Exercice 14 (facultatif)

Calculer la limite des suites de terme géneral suivant :

un = n
−3
2

n−1∑
k=0

√
k, vn = n

n∑
k=1

1
n2 + k2 , wn =

1
n

n∑
k=1

ke
−k
n ,

xn =
( n−1∏
k=0

(1 +
k
n

)
) 1
n

, yn =
(

(2n)!
n!nn

) 1
n

.

Exercice 15 (facultatif)

Calculer les primitives suivantes sur leurs ensembles de définition :∫
x4 + 3x3 + x

(x − 1)3(x2 − x+ 1)2dx,

∫
dx

√
4x − x2

,

∫
x

(2x+ 1)
√
x+ 1

dx,

∫
tanxdx,

∫
1

cos4x
dx,

∫
cos3x

sin5x
dx,

∫
dx

5cosh x+ 3sinh x+ 4
,

∫
cosh x

2cosh x+ sinh x
dx∫

cosh x − 1
cosh x+ 1

exdx,

∫
dx

1 + tanh x
,

∫
x
√
−x2 + 3x − 2dx,

∫
x

√
x2 + x+ 2

dx.
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Exercice 16 (facultatif)

Soit F la fonction définie, pour tout x ∈ R, par

F(x) =
∫ 2x

x
e−t

2
dt.

1. Calculer F′(x).

2. Calculer F(0) et montrer que la fonction F est impaire.

3. Étudier les variations de F.

4. Montrer que lim
n→+∞

F(x) = 0.

5. Calculer le développement limité de F en 0 à l’ordre 3 et desi et seule-

ment siner la courbe de F.

Exercice 17 (facultatif)

1. lim
R→+∞

∫ Π/2

0
e−Rsinxdx (Etablir et utiliser sinx ≥ 2

π
x, ∀x ∈ [0,

π
2

].)

2. Déterminer les limites suivantes :

lim
n→+∞

∫ n

0
xne−nxdx, lim

x→0

∫ x

3x

cos t
t
dt, lim

R→+∞

∫ Π
2

0
e−Rsinxdx.

(Etablir et utiliser : 1− t
2

2
≤ cos t ≤ 1,∀t ∈ R+).

3. Soit f une fonction continue sur [0,1]. Calculer

lim
n→+∞

∫ 1

0

f (x)
x+n

dx, lim
n→+∞

∫ 1

0
xnf (x)dx, lim

n→+∞

∫ 1

0

f (x)
1 +nx

dx.
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2
Intégrales Généralisées

Exercice 1

1. En utilisant les primitives usuelles, déterminer la nature des intégrales

suivantes :

A =
∫ π

2

0
tan(x) dx, B =

∫ π
4

0

cos(x)√
sin(x)

dx, C =
∫ +∞

−∞
xe−x

2
dx.

2. Étudier la nature des intégrales suivantes :

A =
∫ 1

0

x2 + 1
√
x(1− x)

dx, B =
∫ +∞

1
x2020e−x dx, C =

∫ +∞

−∞

x2

x4 + 2− cos(x)
dx,

D =
∫ +∞

0

sin2(x)
x

dx, E =
∫ +∞

0

e−
√
x2+1
√
x

dx, F =
∫ π

2

−π2
ln(1 + sin(x)) dx.

G =
∫ +∞

0

1− cos(x)
x2 dx, H =

∫ −1

−∞

ecos(x)

x
dx, I =

∫ +∞

0

cos(x)
√
x

dx,

J =
∫ +∞

0
cos(x2) dx.
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3. Montrer la convergence et calculer :

∫ b

a

dt√
(t − a)(b − t)

(a < b) et
∫ π

2

0
ln(sinx) dx.

Solution.

1. ∗ La nature de A =
∫ π

2

0
tan(x) dx :

La fonction t 7→ tan(x) est localement intégrable sur [0;
π
2

[ car elle est continue.

Il y a donc un problème en
π
2

.

A = lim
t→π

2

∫ t

0

sin(x)
cos(x)

dx = lim
t→π

2

[
− ln(|cos(x)|)

]t
0

= − lim
t→π

2

ln(|cos(t)|) = +∞.

Donc, l’intégrale A est divergente.

∗ La nature de B =
∫ π

4

0

cos(x)√
sin(x)

dx :

La fonction t 7→ cos(x)√
sin(x)

est localement intégrable sur ]0;
π
4

] (car continue). Pour

étudier la convergence de cette intégrale, il suffit de se préoccuper du compor-

tement au voisinage de 0. Soit 0 < ε <
π
4
. L’integrand est de la forme

u′
√
u

avec

u = sin donc se primitive en 2
√
u :

B = lim
ε→0

∫ π
4

ε

cos(x)√
sin(x)

dx = lim
ε→0

[
2
√

sin(x)
]π

4

ε

= lim
ε→0

2

√√
2

2
− 2

√
sin(ε) = 2

3
4 ,

donc l’intégrale B est convergente et B = 2
3
4 .

∗ La nature de C =
∫ +∞

−∞
xe−x

2
dx :

La fonction t 7→ xe−x
2

est continue sur ] −∞,+∞[, donc le problème se pose en
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+∞ et en −∞. Soit c ∈ R, on a

∫ +∞

c
xe−x

2
dx = lim

A→+∞

∫ A

c
xe−x

2
dx = lim

A→+∞

[
−1

2
e−x

2
dx

]A
c

= lim
x→+∞

−1
2
e−A

2
+

1
2
e−c

2
=

1
2
e−c

2
,

et∫ c

−∞
xe−x

2
dx = lim

A→−∞

∫ c

A
xe−x

2
dx = lim

A→−∞

[
−1

2
e−x

2
dx

]c
A

= −1
2
e−c

2
+ lim
A→+∞

1
2
e−A

2
= −1

2
e−c

2
.

Donc, les deux intégrales
∫ +∞

c
xe−x

2
dx et

∫ c

−∞
xe−x

2
dx sont convergentes. Par

suite, l’intégrale B est convergente et on a

B =
∫ +∞

−∞
xe−x

2
dx =

∫ 0

−∞
xe−x

2
dx+

∫ +∞

0
xe−x

2
dx = 0.

2. ∗ La nature de l’intégrale A =
∫ 1

0

x2 + 1
√
x(1− x)

dx :

La fonction x 7→ x2 + 1
√
x(1− x)

est continue sur ]0,1[, donc localement intégrable. Soit

0 < c < 1.

− Au voisinage de 0 on a :
x2 + 1
√
x(1− x)

∼
0+

1
√
x

et
∫ c

0

1
√
x
dx est une intégrale de

Riemann convergente (car α =
1
2
< 1), par le critère de comparaison, l’integrale∫ c

0

x2 + 1
√
x(1− x)

dx converge.

− Au voisinage de 1 on a :
x2 + 1
√
x(1− x)

∼
1−

2
1− x

et
∫ 1

c

2
1− x

dx est une intégrale de

Riemann divergente (car α = 1 ≥ 1), par le critère de comparaison, l’integrale∫ 1

c

x2 + 1
√
x(1− x)

dx diverge.

Conclusion : l’integrale
∫ 1

0

x2 + 1
√
x(1− x)

dx diverge (CV+DV=DV).

∗ La nature de l’intégrale B =
∫ +∞

1
x2020e−x dx :

La fonction x 7→ x2020e−x est continue (donc localement intégrable) sur [1,+∞[.
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D’où le problème se pose en +∞. Puisque lim
x→+∞

x2(x2020e−x) = 0, d’après les règles

de Riemann (α = 2 > 1), l’intégrale B converge.

∗ La nature de l’intégrale C =
∫ +∞

−∞

x2

x4 + 2− cos(x)
dx :

La fonction x 7→ x2

x4 + 2− cos(x)
dx est paire et localement intégrable sur ]−∞,+∞[,

donc les deux intégralesC =
∫ +∞

−∞

x2

x4 + 2− cos(x)
dx etC′ =

∫ +∞

0

x2

x4 + 2− cos(x)
dx

sont de même nature (dans le cas de convergence on a C = 2C′).

Au voisinage de +∞ on a :
x2

x4 + 2− cos(x)
∼

+∞
1
x2 et

∫ +∞

0

1
x2 dx est une intégrale

de Riemann convergente (α = 2 > 1). Donc, d’après le critère de comparaison,

l’intégrale C′ converge, par suite l’intégrale C converge.

∗ La nature de l’intégrale D =
∫ +∞

0

sin2(x)
x

dx :

La fonction x 7→ sin2(x)
x

est continue sur ]0,+∞[, il y a donc deux problèmes en 0

et en +∞. Soit c ∈]0,+∞[.

− L’intégrale D1 :=
∫ c

0

sin2(x)
x

dx est convergente car la fonction x 7→ sin2(x)
x

admet une limite finie en 0
(

lim
x→0+

sin2(x)
x

= lim
x→0+

sin(x)
sin(x)
x

= 0× 1 = 0
)
.

− Pour l’intégrale D2 :=
∫ +∞

c

sin2(x)
x

dx on a

D2 =
∫ +∞

c

1− cos(2x)
2x

dx =
∫ +∞

c

1
2x

dx −
∫ +∞

c

cos(2x)
2x

dx :=D ′2 +D ′′2

+ D ′2 est une intégrale de Riemann divergente (α = 1 ≤ 1).

+ Pour D ′′2 on va utiliser l’intégration par parties :

D ′′2 =
[
−sin(2x)

4x2

]+∞

c

+
∫ +∞

c

sin(2x)
4x2 dx =

sin(2c)
4c2 +

1
4

∫ +∞

c

sin(2x)
x2 dx.

Comme
∣∣∣∣∣sin(2x)

x2

∣∣∣∣∣ ≤ 1
x2 et

∫ +∞

c

dx

x2 est une intégrale de Riemann convergente,
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alors D ′′2 est convergente, par suite D2 diverge.

Conclusion : l’intégrale D =D1 +D2 diverge (CV+DV=DV).

∗ La nature de l’intégrale E =
∫ +∞

0

e−
√
x2+1
√
x

dx :

La fonction t 7→ e−
√
x2+1
√
x

est continue sur ]0,+∞[, le problème se pose donc en 0

et en +∞. Soit c > 0,

− Au voisinage de 0 on a :
e−
√
x2+1
√
x
∼
0+

e−1
√
x

et
∫ c

0

e−1
√
x
dx est une intégrale de Rie-

mann convergente (α =
1
2
< 1), donc d’après le critère de comparaison E1 =∫ c

0

e−
√
x2+1
√
x

dx est convergente.

− Pour x ≥ c on a
e−
√
x2+1
√
x
≤ e−x
√
c

et
∫ +∞

c

e−x
√
c
dx converge (voir le cours), d’où

d’après le critère de comparaison E2 =
∫ +∞

c

e−
√
x2+1
√
x

dx est convergente.

Conclusion : l’intégrale E = E1 +E2 converge.

∗ La nature de l’intégrale F =
∫ π

2

−π2
ln(1 + sin(x)) dx :

La fonction t 7→ ln(1 + sin(x)) est continue sur ]− π
2
,
π
2

], le problème se pose donc

en −π
2
. Cherchons un équivalent de ln(1 + sin(x)) au voisinage de −π

2
. Posons

u = x+
π
2

, donc

ln(1 + sin(x)) = ln(1− cos(u)) = ln(
u2

2
+ o(u2)) = 2ln(u)

(
1 +

ln(1
2 + o(1))

2ln(u)

)
∼
0+

2ln(u).

Comme
∫ 1

0
ln(x) dx converge (voir le cours), d’après le critère d’équivalence,

l’intégrale F est convergente.

∗ La nature de l’intégrale G =
∫ +∞

0

1− cos(x)
x2 dx :
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La fonction x 7→ 1− cos(x)
x2 est continue sur ]0,+∞[, il y a donc deux problèmes

en 0 et en +∞. Soit c ∈]0,+∞[.

− L’intégraleG1 :=
∫ c

0

1− cos(x)
x2 dx est convergente car la fonction x 7→ 1− cos(x)

x2

admet une limite finie en 0
(

lim
x→0+

1− cos(x)
x2 =

1
2

)
.

− Puisque |cosx| ≤ 1, alors∣∣∣∣∣1− cos(x)
x2

∣∣∣∣∣ ≤ 1 + |cos(x)|
x2 ≤ 2

x2 , ∀x ∈ [c,+∞[.

Comme
∫ +∞

c

1
x2 dx est une intégrale de Riemann convergente (α = 2 > 1), par le

critère de comparaison, l’intégrale G2 :=
∫ +∞

c

1− cos(x)
x2 est convergente.

Conclusion : l’intégrale G = G1 +G2 est convergente (CV+CV=CV).

∗ La nature de l’intégrale H =
∫ −1

−∞

ecos(x)

x
dx :

La fonction x 7→ ecos(x)

x
est continue sur ]−∞,−1], il suffit donc d’étudier le com-

portement au voisinage de −∞. Puisque −1 ≤ cosx ≤ 1, on a e−1 ≤ ecosx ≤ e et

donc ∣∣∣∣∣ecos(x)

x

∣∣∣∣∣ =
ecos(x)

|x|
≥ e
−1

|x|
=
e−1

−x
, ∀x ∈]−∞,−1].

Comme
∫ −1

−∞

e−1

x
dx est une intégrale de Riemann divergente (α = 1 ≤ 1), par le

critère de comparaison, l’intégrale H est divergente.

∗ La nature de l’intégrale I =
∫ +∞

0

cos(x)
√
x

dx :

La fonction x 7→ cos(x)
√
x

est continue sur ]0,+∞[, il y a donc deux problèmes en 0

et en +∞. Soit c ∈]0,+∞[.
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− L’intégrale I1 :=
∫ c

0

cos(x)
√
x

dx est convergente. En effet, puisque |cosx| ≤ 1, alors

∣∣∣∣∣cos(x)
√
x

∣∣∣∣∣ ≤ |cos(x)|
√
x
≤ 1
√
x
, ∀x ∈]0, c].

Comme
∫ c

0

dx
√
x

est une intégrale de Riemann convergente (α =
1
2
< 1), par le

critère de comparaison, l’intégrale I1 est convergente.

− D’après le critère d’Abel, l’intégrale I2 :=
∫ +∞

c

cos(x)
√
x

dx est convergente. En

effet, la fonction x 7→ 1
√
x

garde un signe constant, décroissante et lim
x→+∞

1
√
x

= 0.

D’autre part, pour tout t ∈ [c,+∞[: On a
∣∣∣∣∣∫ t

c
cos(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ 2.

Conclusion : l’intégrale I = I1 + I2 est convergente (CV+CV=CV).

∗ La nature de l’intégrale J =
∫ +∞

0
sin(x2) dx :

En faisant le changement de variable u = x2 on obtient J =
1
2
I . Comme l’intégrale

I est convergente, alors J l’est aussi.

3. ∗ La convergence et le calcul de A =
∫ b

a

dt√
(t − a)(b − t)

(a < b) :

La fonction x 7→ 1√
(t − a)(b − t)

est localement intégrable (car continue) sur ]a,b[.

Il y a donc deux problèmes en a et en b. Or

1√
(t − a)(b − t)

∼
a+

1√
(t − a)(b − a)

et
1√

(t − a)(b − t)
∼
b−

1√
(b − a)(b − t)

,

et
∫ b

a

dt
√
t − a

,

∫ b

a

dt
√
b − t

sont deux intégrales de Riemann convergentes (α =
1
2
<

1), alors l’intégrale A est convergente.

Pour le calcul, on remarque queA a la forme d’une intégrale abélienne de deuxième
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espèce. On a

(t − a)(b − t) = −t2 + (a+ b)t − ab

= −
(
t − a+ b

2

)2

+
(
b − a

2

)2

(la forme canonique)

=
(
b − a

2

)2[
1−

(
2t
b − a

− a+ b
b − a

)2]
.

Alors,
1√

(t − a)(b − t)
=

2
b − a

1√
1−

(
2t
b − a

− a+ b
b − a

)2
.

Effectuons le changement de variable u =
2t
b − a

− a+ b
b − a

, on trouve

A =
∫ 1

−1

du
√

1−u2

= 2
∫ 1

0

du
√

1−u2
(u 7→ 1

√
1−u2

est paire)

= 2 lim
x→1−

[
arcsinu

]x
0

= π.

∗ La convergence et le calcul de B =
∫ π

2

0
ln(sinx) dx.

La fonction x 7→ ln(sinx) est localement intégrable (car continue) sur ]0,
π
2

]. De

plus, lorsque x→ 0+, on a

ln(sinx) = ln(x+ o(x)) = ln(x) + ln(1 + o(1)) ∼
0+

lnx.

Comme
∫ 1

0
ln(x) dx converge (voir le cours), d’après le critère d’équivalence,

l’intégrale B′ :=
∫ 1

0
ln(sinx) dx est convergente. Or B = B′ +

∫ π
2

1
ln(sinx) dx et
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∫ π
2

1
ln(sinx) dx converge car la fonction x 7→ ln(sinx) est continue sur le com-

pacte [1,
π
2

], donc B est convergente.

Pour le calcul, de sinx = 2sin(
x
2

)cos(
x
2

) on obtient

B =
∫ π

2

0
2sin(

x
2

)cos(
x
2

) dx

=
∫ π

2

0
2 dx+

∫ π
2

0
sin(

x
2

) dx+
∫ π

2

0
cos(

x
2

) dx

=
π ln2

2
+ 2

∫ π
4

0
sin(x) dx+ 2

∫ π
4

0
cos(x) dx (poser u =

π
2
− x)

=
π ln2

2
+ 2

∫ π
4

0
sin(x) dx+ 2

∫ π
2

π
4

sin(u) du (Relation de Chasle)

=
π ln2

2
+ 2

∫ π
2

0
sin(x) dx

=
π ln2

2
+ 2B.

D’où B = −π ln2
2

.

Exercice 2

1. Soit f : [0,1] → R une fonction continue. Montrer que l’intégrale

généralisée
∫ 1

0
f (x) lnx dx est absolument convergente.

2. Soit f : [0,+∞[→ R une fonction positive et décroissante telle que

l’intégrale généralisée
∫ +∞

0
f (x) dx converge. Montrer que lim

x→+∞
xf (x) =

0.

3. Soit f : [0,1[ → R une fonction de classe C1 telle que f ′ soit bornée.

Montrer que lim
1
f existe.

Solution.
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1. Montrons que
∫ 1

0
f (x) lnx dx est absolument convergente :

Puisque f est continue sur le compact [0,1], elle y est bornée ; il existe doncM ≥ 0

tel que |f (t) ln t| ≤M | ln t| pour tout t ∈ [0,1]. D’où

|f (t) ln t| ≤M | ln t|. (2.1)

Or, sur ]0,1] on a | ln t| = − ln t et l’intégrale
∫ 1

0
lnx dx est convergente (voir le

cours), de l’inégalité (2.1) et le critère de comparaison, on déduit que l’intégrale∫ 1

0
f (x) lnx dx est absolument convergente.

2. Montrons que lim
x→+∞

xf (x) = 0 :

Soit ε > 0. Comme l’intégrale de f est convergente, d’après le critère de Cauchy,

on a :

(∃A > 0)(∀x > A),
∫ 2x

x
f (t) dt < ε.

Comme la fonction f es décroissante sur ]1,+∞[, on a alors

(∀x > A), xf (2x) =
∫ 2x

x
f (2x) dt ≤

∫ 2x

x
f (t) dt < ε.

On en déduit que 0 ≤ 2xf (2x) ≤ 2ε pour tout x > A, ce qui entraı̂ne :

lim
x→+∞

xf (x) = 0.

3. Montrons que lim
x→1

f (x) existe :

On a f (x)−f (0) =
∫ x

0
f ′(t) dt , d’où lim

x→1
f (x) = f (0)+lim

x→1

∫ x

0
f ′(t) dt.Or l’intégrale

impropre
∫ 1

0
f ′(t) dt est convergente, alors lim

x→1

∫ x

0
f ′(t) dt existe. Par conséquent,

lim
x→1

f (x) existe aussi.
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Exercice 3

Soit f : [0,+∞[→ R une fonction continue telle que
∫ +∞

1

f (t)
t

dt converge et

soient a,b > 0. Pour tout x > 0, on pose :

F(x) :=
∫ +∞

x

f (at)− f (bt)
t

dt et G(x) :=
∫ bx

ax

f (t)
t

dt.

1. Montrer que F = G.

2. Montrer que si une fonction g : [0,+∞[→ R est continue et nulle en 0,

alors lim
x→0

∫ bx

ax

g(t)
t
dt = 0.

3. Déduire des deux questions précédentes que∫ +∞

0

f (at)− f (bt)
t

dt = f (0) ln
b
a
.

4. Application : Montrer que
∫ +∞

0

e−at − e−bt

t
dt = ln

b
a
.

Solution.

1. Soit x > 0. On a :

F(x) =
∫ +∞

x

f (at)
t

dt −
∫ +∞

x

f (bt)
t

dt

=
∫ +∞

ax

f (u)
u

du −
∫ +∞

bx

f (v)
v

dv (poser u = at et v = bt)

=
∫ +∞

ax

f (u)
u

du +
∫ bx

+∞

f (v)
v

dv (Ralation de Chasle)

= G(x).

2. En supposant, sans perte de généralité, b ≥ a. La fonction t 7→ g(t) est continue

sur [ax,bx] et la fonction x 7→ 1
t

est positive sur [ax,bx], donc, d’après la première
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formule de la moyenne, il existe cx ∈ [ax,bx] tel que

∫ bx

ax

g(t)
t
dt = g(cx)

∫ bx

ax

1
t
dt = g(cx) ln(

b
a

).

Comme cx→ 0 quad x→ 0, alors,

lim
x→0

∫ bx

ax

g(t)
t
dt = lim

cx→0
g(cx) ln(

b
a

) = g(0) ln(
b
a

) = 0.

3. On considère la fonction g : [0,+∞[→ R définie par g(x) := f (x) − f (0). Cette

fonction est continue et nulle en 0. D’où,∫ +∞

0

f (at)− f (bt)
t

dt = lim
x→0

F(x) = lim
x→0

G(x) (D’après la première question)

= lim
x→0

∫ bx

ax

f (t)
t

dt

= lim
x→0

∫ bx

ax

f (0) + g(t)
t

dt

= lim
x→0

∫ bx

ax

f (0)
t

dt + lim
x→0

∫ bx

ax

g(t)
t
dt

= f (0) lim
x→0

∫ bx

ax

1
t
dt + 0 (D’après la deuxième question)

= f (0) ln(
b
a

).

4. Appliquer le resultat de la question précédente à la fonction f : x 7→ e−x qui

vérifie les hypothèses.

Exercice 4

Étudier la nature des intégrales suivantes :∫ +∞

1

1

x
√

4x2 + x+ 1
dx,

∫ +∞

0

e−x

x
dx,

∫ +∞

0

cosx
1 + x2 dx,

∫ +∞

0
2−xx4 dx,
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∫ 1

0

dx

1−
√
x
,

∫ 1

0

dx
(tanx − x)α

,

∫ 1

0

ln(1 + x)
xα(1− x)β

dx,

∫ +∞

0

1
xarctanx dx.∫ +∞

0

cosx
xα

dx,

∫ +∞

0

sinx
xα

dx,

∫ 1

0
sin(1/x) dx,

∫ 1

0

dx
arccosx

,

∫ +∞

0
sin(x2) dx,

∫ +∞

0
cos(xα) dx,

∫ +∞

0

sin2x
x

dx,

∫ +∞

1

(
1− cos

1
√
x

)
sinx dx,

∫ +∞

0

1− cosx
xα

dx.

Solution.

∗ La nature de
∫ +∞

1

1

x
√

4x2 + x+ 1
dx : L’intégrande est positif, continu sur [1,+∞[ et

majoré par
1

2x2 donc, d’après le critère de comparaison, l’intégrale est (absolument)

convergente.

Remarque : une autre façon de montrer que cette intégrale converge est de la transfor-

mer, par le changement de variable tanθ =
8x+ 1
√

15
, en une intégrale non impropre, que

l’on peut même calculer.

∗ La nature de
∫ +∞

0

e−x

x
dx : Au voisinage de 0, on a

e−x

x
∼
0+

1
x
> 0 donc, d’après le

critère d’équivalence, l’intégrale diverge. (en +∞, elle est absolument convergente car

0 <
e−x

x
≤ e−x pour x ≥ 1).

∗ La nature de
∫ +∞

0

cosx
1 + x2 dx : L’intégrande est continu sur [0,+∞[ et

|cosx|
1 + x2 ≤

1
x2 donc

l’intégrale est absolument convergente, d’après le critère de comparaison.

∗ La nature de
∫ +∞

0
2−xx4 dx : Le problème se pose en +∞. On a 2−x = e−x ln2 et ln2 > 0

d’où

lim
x→+∞

x4.2−x = lim
x→+∞

x4 e−x ln2 = lim
x→+∞

e−x ln2 = 0.

Donc, d’après les règles de Riemann, l’intégrale converge (absolument).
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∗ La nature de
∫ 1

0

dx

1−
√
x

: Par changement de variable et équivalence, l’intégrale en 1

est de même nature que celle de
1
y

en 0 donc divergente.

∗ La nature de
∫ 1

0

dx
(tanx − x)α

: En 0, par équivalence, l’intégrale est de même nature

que celle de
1
x3α donc, elle converge (absolument) si et seulement si 3α < 1, c’est-à-dire

α < 1/3 (elle n’est même pas impropre si α ≤ 0).

∗ La nature de
∫ 1

0

ln(1 + x)
xα(1− x)β

dx : L’intégrande est équivalent à
1

xα−1 en 0 et à
ln2

(1− x)β
en

1. D’après le critère d’équivalence, l’intégrale est donc convergente (absolument) si et

seulement si α − 1 et β sont strictement inférieurs à 1, c’est-à-dire α < 2 et β < 1.

∗ La nature de
∫ +∞

0

1
xarctanx dx : On a lim

x→0+

1
xarctanx = 1 car arctanx. lnx ∼

0+
x lnx −−−−−→

x→0+
0.

Par conséquent, l’intégrale est convergente en 0 car l’intégrande admet une limite finie

en 0.

Au voisinage de +∞, on a
1

xarctanx ∼+∞
1
xπ/2

(car quand y :=
1
x
→ 0+,

xπ/2

xarctanx = y−π/2+arctan(1/y) =

y−arctan(y) =
1

yarctany → 1). Puisque π/2 > 1, l’intégrale converge donc aussi en +∞.

∗ La nature de
∫ +∞

0

cosx
xα

dx et de
∫ +∞

0

sinx
xα

dx : En 0, par équivalence, on a
cosx
xα
∼
0

1
xα

et
sinx
xα
∼
0

x
xα

=
1

xα−1 . D’où, la première intégrale converge (absolument) si et seulement

si α < 1 et la seconde si et seulement si α < 2.

En +∞, pour chacune des deux intégrales, on a :

⋆ convergence absolue si α > 1 (Voir le cours).

⋆ convergence simple si et seulement si α > 0. En effet, cette condition est non seulement

nécessaire (car si β := −α ≥ 0 alors
∫ 2kπ+π/2

2kπ
xβ sinxdx et

∫ 2kπ+π/2

2kπ
xβ cosxdx, minorées

par (2kπ)β , ne tendent pas vers 0) mais aussi suffisante, d’après le critère d’Abel.

En résumé :
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− la première intégrale converge lorsque 0 < α < 1 et sa convergence n’est jamais abso-

lue ;

− la seconde converge lorsque 0 < α < 2 mais sa convergence n’est absolue que si α > 1.

∗ La nature de
∫ 1

0
sin(1/x) dx : Par changement de variable y =

1
x

, cette intégrale est

absolument convergente, comme celle de
siny
y2 en +∞.

∗ La nature de
∫ 1

0

dx
arccosx

: Par changement de variable y = arccosx, cette intégrale

est absolument convergente, car
∫ 1

0

dx
arccosx

=
∫ π

2

0

siny
y

dy (
∫ π

2

0

siny
y

dy est faussement

impropre, car l’intégrande admet une limite finie en 0).

∗ La nature de
∫ +∞

0
sin(x2) dx : Par changement de variable y = x2, cette intégrale est

semi-convergente, comme celle de
siny
y1/2

en +∞.

∗ La nature de
∫ +∞

0
cos(xα) dx : Supposons α , 0 (sinon, l’intégrale diverge évidemment).

Par changement de variable y = xα, cette intégrale est de même nature que
∫ +∞

0

cosy
yβ

dy

avec β = 1 − 1
α

. Elle est donc convergente si et seulement si 0 < 1 − 1
α
< 1, c’est-à-dire

α > 1, et sa convergence n’est jamais absolue.

∗ La nature de
∫ +∞

0

sin2x
x

dx : En 0, l’intégrale est faussement impropre (l’intégrande

tend vers 0). En +∞, elle diverge, puisque sin2x =
1− cos(2x)

2
et que l’intégrale en +∞

de
cos(2x)
x

est semi-convergente (par changement de variable y = 2x) tandis que celle

de
1
x

est divergente.

∗ La nature de
∫ +∞

1

(
1− cos

1
√
x

)
sinx dx : L’intégrande est continu sur [1,+∞[. Vérifions
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FS de MEKNÈS Exercices résolus d’Analyse 2/SMIA/S2

les hypothèses de la règle d’Abel. x 7→ 1− cos
1
√
x

est décroissante sur [1,+∞[ et nulle à

l’infini, et x 7→
∫ x

1
sin tdt = cos1−cosx est bornée. Par conséquent, l’intégrale converge.

Mais elle est seulement semi-convergente car

∣∣∣∣∣∣
(
1− cos

1
√
x

)
sinx

∣∣∣∣∣∣ ∼x→+∞
|sinx|

2x
, non intégrable

en +∞.

Autre Solution :
(
1− cos

1
√
x

)
sinx =

( 1
2x

+O
( 1
x2

))
sinx =

sinx
2x

+O
( 1
x2

)
donc l’intégrale

est semi-convergente, comme somme d’une intégrale semi-convergente et d’une intégrale

absolument convergente.

∗ La nature de
∫ +∞

0

1− cosx
xα

dx : En 0, la fonction (positive)
1− cosx
xα

∼
0+

1
2xα−2 est

intégrable si et seulement si α − 2 < 1, c’est-à-dire α < 3. En +∞, l’intégrale converge si

α > 1 (car 0 ≤ 1− cosx
xα

≤ 1
xα

) et diverge si α ≤ 1 (car
∫ 2kπ+3π/2

2kπ+π/2

1− cosx
xα

dx ≥
∫ 2kπ+3π/2

2kπ+π/2

dx
x

=

ln
2kπ+ 3π/2
2kπ+π/2

∼ 1
2k

). Finalement,
∫ +∞

0

1− cosx
xα

dx converge si et seulement si 1 < α < 3.

Exercice 5

Soient f : R+ → R une fonction localement intégrable, et In =
∫ n

0
f (x) dx. On

suppose que lim
n→+∞

In = I ∈ R. Est-il vrai que sous cette hypothèse :

1. Si l’intégrale
∫ +∞

0
f (x) dx converge alors

∫ +∞

0
f (x) dx = I.

2. Si f est positive alors l’intégrale
∫ +∞

0
f (x) dx converge?

3. Si f est positive alors lim
+∞

f = 0 ?

4. f admet en +∞ une limite (finie ou infinie), alors l’intégrale
∫ +∞

0
f (x) dx

converge?

5. Si f est dérivable et de dérivée bornée, alors l’intégrale
∫ +∞

0
f (x) dx

converge?

Solution.
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1. Vrai car si lim
A→+∞

∫ A

0
f (x) dx = J alors lim In = J .

2. Vrai car ∀A ∈ R+ I[A] ≤
∫ A

0
f (x) dx ≤ I[A]+1 (où [A] désigne la partie entière de

A) donc

∣∣∣∣∣∣
∫ A

0
f (x) dx − I

∣∣∣∣∣∣ ≤max
(∣∣∣I[A] − I

∣∣∣ , ∣∣∣I[A]+1 − I
∣∣∣)→ 0 quand A→ +∞.

3. Faux, bien que l’intégrale converge d’après le point précédent, car lim
+∞

f peut

ne pas exister. On peut construire un contre-exemple où, de plus, la fonction

positive f n’est pas bornée :

f (x) =

ng(n3(x −n)) si n ≤ x ≤ n+
1
n3 pour un n ∈ N∗

0 sinon

pour n’importe quelle fonction non nulle intégrable g : [0,1]→ R+ (par construc-

tion, In+1 = G
n∑
k=1

1
k2 , avec G =

∫ 1

0
g(t) dt).

4. Vrai : ⋆ Montrons d’abord que cette limite ℓ est forcément 0. Pour tout entier

naturel n, puisque In+1 − In =
∫ n+1

n
f (x) dx, on a : inf

x≥n
f (x) ≤ In+1 − In ≤ sup

x≥n
f (x).

Par passage à la limite, on en déduit : ℓ ≤ 0 ≤ ℓ.

⋆ Sachant maintenant que lim
+∞

f = 0, montrons que l’intégrale converge. Pour

tout A ∈ R+, on a∣∣∣∣∣∣
∫ A

0
f (x) dx − I[A]

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫ A

[A]
f (x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫ A

[A]
|f (x)| dx

≤ (A− [A]) sup
[A]≤x≤A

|f (x)|

≤ sup
x≥[A]

|f (x)|

donc ∣∣∣∣∣∣
∫ A

0
f (x) dx − I

∣∣∣∣∣∣ ≤ sup
x≥[A]

|f (x)|+
∣∣∣I[A] − I

∣∣∣→ 0 quand A→ +∞.

5. Faux. Exemple : f (x) = sin(2πx).
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Exercice 6

Montrer la convergence et calculer :

∫ +∞

0

dt
1 + t2

,

∫ 1

0

dt
√
t
,

∫ +∞

0

dt
(t + 1)(t + 2)

,

∫ +∞

2

dx
x2 − 1

,

∫ +∞

0

ln t
1 + t2

dt

∫ +∞

0

dx
(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)

,

∫ +∞

3

dx
(x2 − 3x+ 2)2 ,

∫ +∞

0
e−t cos t dt,

∫ 5

4

dt√
(t − 4)(5− t)

,

∫ +∞

0

1
(1 + t2) (1 + tα)

dt, (α ∈ R),
∫ 1

0

ln t
√

1− t
dt,

∫ +∞

−∞

dx
(a+ x2)(b+ x2)

(a,b > 0).

Solution. La convergence et le calcul de :

∗ A =
∫ +∞

0

dt

1 + t2
: On a A = [arctan t]+∞

0 = π/2.

∗ B =
∫ 1

0

dt
√
t

: On a B =
[
2
√
t
]1
0

= 2.

∗C =
∫ +∞

0

dt
(t + 1)(t + 2)

: La Décomposition en éléments simples dans R de l’intégrande

est
1

(X + 1)(X + 2)
=

1
X + 1

− 1
X + 2

.

Une primitive sur ]−1,+∞[ est donc : F(t) = ln
t + 1
t + 2

. Puisque lim
+∞

F = 0 ∈ R, l’intégrale

converge et C =
∫ +∞

0

dt
(t + 1)(t + 2)

= 0−F(0) = ln2.

∗ D =
∫ +∞

2

dx
x2 − 1

: Par un raisonnement analogue, avec

1
X2 − 1

=
1/2
X − 1

− 1/2
X + 1

,

F(x) =
1
2

ln
x − 1
x+ 1

(sur ]1,+∞[) et D =
∫ +∞

2

dx
x2 − 1

= 0−F(2) =
ln3
2

.
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∗ E =
∫ +∞

0

dx
(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)

: Par un raisonnement analogue, avec

1
(X + 1)(X + 2)(X + 3)

=
1/2
X + 1

− 1
X + 2

+
1/2
X + 3

,

F(x) =
1
2

ln
(x+ 1)(x+ 3)

(x+ 2)2 (sur ]−1,+∞[) et E =
∫ +∞

0

dx
(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)

= 0−F(0) =
ln(4/3)

2
.

∗ F =
∫ +∞

3

dx
(x2 − 3x+ 2)2 : Par un raisonnement analogue, avec

1

(X2 − 3X + 2)2 =
2

X − 1
+

1

(X − 1)2 −
2

X − 2
+

1

(X − 2)2 ,

F(x) = 2ln
∣∣∣∣∣x − 1
x − 2

∣∣∣∣∣− 1
x − 1

− 1
x − 2

(sur ]−∞,1[, ]1,2[ et ]2,+∞[) et

F =
∫ +∞

3

dx
(x2 − 3x+ 2)2 = 0−F(3) =

3
2
− 2ln2.

∗ G =
∫ +∞

0

ln t
1 + t2

dt : Par équivalence, l’intégrale converge en 0 car γ > −1. Par chan-

gement de variable s = 1/t, l’intégrale
∫ +∞

1
f (t) ln t dt est l’opposée de

∫ 1

0
f (t) ln t dt

(donc, comme elle, convergente), si bien que
∫ +∞

0
f (t) ln tdt est convergente et nulle.

∗ H =
∫ +∞

0
e−t cos t dt : Par une double intégration par parties,

∫ +∞

0
e−t cos tdt =

[
e−t (sin t − cos t)

2

]+∞

0
=

1
2
.
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∗ I =
∫ 5

4

dt√
(t − 4)(5− t)

: Par le changement de variable s = 2t − 9,

∫ 5

4

dt√
(t − 4)(5− t)

=
∫ 1

−1

ds
√

1− s2
= [arcsins]1

−1 = π.

∗ J =
∫ 1

0

ln t
√

1− t
dt : Par le changement de variable s =

√
1− t,

∫ 1

0

ln t
√

1− t
dt = 2

∫ 1

0
ln(1− s2)ds = 2[G(1 + s)−G(1− s)]1

0 ,

avec G(x) = x lnx − x, continue sur ]0,+∞[. Puisque lim
0
G = 0 ∈ R, l’intégrale est donc

convergente et vaut 2(G(2)− 0) = 4(ln2− 1).

∗ Kα =
∫ +∞

0

1
(1 + t2) (1 + tα)

dt, (α ∈ R) : L’intégrande (positif et continu sur ]0,+∞[)

est majoré par
1

1 + t2
, donc l’intégrale converge. Par changement de variable s = 1/t,

Kα :=
∫ +∞

0

1
(1 + t2) (1 + tα)

dt =
∫ 0

+∞

1
(1 + s−2) (1 + s−α)

−ds
s2

=
∫ +∞

0

sα

(1 + s2) (1 + sα)
ds =: K ′α

donc Kα =
Kα +K ′α

2
=

1
2

∫ +∞

0

1
1 + t2

dt =
π
4

= K0.

∗ L =
∫ +∞

−∞

dx
(a+ x2)(b+ x2)

(a,b > 0) :

L’intégrale converge en ±∞ comme celle de
1
x4 .

− Cas général : b , a. L’intégrande s’écrit alors
1

b − a

( 1
x2 + a

− 1
x2 + b

)
donc admet pour

primitive

F(x) :=
1

b − a

(
1
√
a

arctan
x
√
a
− 1
√
b

arctan
x
√
b

)
.

∫ +∞

−∞

dx
(a+ x2)(b+ x2)

= lim
+∞

F − lim
−∞

F = 2lim
+∞

F =
π
b − a

(
1
√
a
− 1
√
b

)
=

π

b
√
a+ a
√
b

.
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− Cas particulier : b = a. Par changement de variable x = y
√
a puis y = tan t,

∫ +∞

−∞

dx
(a+ x2)2 =

1
a
√
a

∫ +∞

−∞

dy
(1 + y2)2 =

1
a
√
a

∫ π/2

−π/2
cos2 t dt =

π

2a
√
a
.

Exercice 7

Soit I =
∫ +∞

0

e−t − e−2t

t
dt.

1. Montrer que I est convergente.

2. Pour ε > 0, établir la relation :∫ +∞

ε

e−t − e−2t

t
dt =

∫ 2ε

ε

e−t

t
dt.

3. En déduire le calcule de I (utiliser la première formule de la moyenne).

4. En déduire le calcul de
∫ 1

0

x − 1
ln(x)

dx (Poser x = e−t).

Solution.

1. La fonction t 7→ e−t − e−2t

t
est continue sur ]0,+∞[, le problème se pose donc en 0

et en +∞. Soit c > 0,

− En 0 : l’intégrale
∫ c

0

e−t − e−2t

t
dt est convergente car la fonction t 7→ e−t − e−2t

t
se prolonge par continuité en 0 (elle admet une limite finie en 0+). En effet,

lim
t→0+

e−t − e−2t

t
= lim
t→0+

e−t.
e−t − 1
−t

= 1.

Ou bien, En effectuant un développement limité en 0, on a

e−t − e−2t = (1− t)− (1− 2t) + o(t) = t + o(t),

d’où, lim
t→0+

e−t − e−2t

t
= 1.
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− En +∞ : d’après les règles de Riemann, l’intégrale
∫ +∞

c

e−t − e−2t

t
dt converge,

en effet,

lim
t→+∞

t3(
e−t − e−2t

t
) = 0, (α = 3 > 1).

Conclusion : l’intégrale I =
∫ c

0

e−t − e−2t

t
dt +

∫ +∞

c

e−t − e−2t

t
dt est convergente.

2. Soit ε > 0. On a ∫ +∞

ε

e−t − e−2t

t
dt =

∫ +∞

ε

e−t

t
dt −

∫ +∞

ε

e−2t

t
dt.

Par le changement de variable u = 2t, on obtient∫ +∞

ε

e−2t

t
dt =

∫ +∞

2ε

e−u

2u
2du =

∫ +∞

2ε

e−u

u
du =

∫ +∞

2ε

e−t

t
dt,

d’où, ∫ +∞

ε

e−t − e−2t

t
dt =

∫ +∞

ε

e−t

t
dt −

∫ +∞

2ε

e−t

t
dt =

∫ 2ε

ε

e−t

t
dt.

3. On a :

I =
∫ +∞

0

e−t − e−2t

t
dt = lim

ε→0

∫ +∞

ε

e−t − e−2t

t
dt = lim

ε→0

∫ 2ε

ε

e−t

t
dt.

La fonction t 7→ e−t est continue sur [ε,2ε] et t 7→ 1
t

est positive sur [ε,2ε], donc,

d’après la première formule de la moyenne, il existe cε ∈ [ε,2ε] tel que

∫ 2ε

ε

e−t

t
dt = e−cε

∫ 2ε

ε

1
t
dt = e−cε ln(2).

Comme cε→ 0 quand ε→ 0, alors,

I = lim
ε→0

∫ 2ε

ε

e−t

t
dt = lim

cε→0
e−cε ln(2) = ln(2).
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4. Le changement de variable x = e−t donne :

∫ 1

0

x − 1
ln(x)

dx = I = ln(2).

Exercice 8

Soit In =
∫ +∞

0

dt

(t3 + 1)n
, où n est un entier naturel.

1. Étudier pour quelles valeurs de n l’intégrale In converge.

2. Calculer I1.

3. Montrer que si n ≥ 1, on a : In+1 =
3n− 1

3n
In.

4. En déduire l’expresi et seulement sion de In.

Solution.

1. On a
1

(t3 + 1)n
∼

+∞
1
t3n

. Donc, l’intégrale In =
∫ +∞

0

dt

(t3 + 1)n
converge si et seule-

ment si 3n > 1 c-à-d n ∈ N∗.

2. Calculons I1 =
∫ +∞

0

dt

t3 + 1
.

La décomposition en éléments simples de la fraction F(t) =
1

t3 + 1
=

1
(t + 1)(t2 − t + 1)

s’écrit :

F(t) =
a

t + 1
+

bt + c
t2 − t + 1

.

Avec :

a = (t + 1)F(t)
∣∣∣∣∣
t=−1

=
1

t2 − t + 1

∣∣∣∣∣
t=−1

=
1
3
.

F(0) = 1 = a+ c⇒ c = 1− a =
2
3
.

lim
t→+∞

tF(t) = 0 = a+ b⇒ b = −a =
−1
3
.

Donc, ∫ x

0

dt

t3 + 1
=

1
3

∫ x

0

dt
t + 1

− 1
3

∫ x

0

t − 2
t2 − t + 1

dt,
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=
ln(x+ 1)

3
− 1

6

∫ x

0

(t2 − t + 1)′

t2 − t + 1
dt +

1
2

∫ x

0

dt

t2 − t + 1
,

=
ln(x+ 1)

3
− ln(x2 − x+ 1)

6
+

1
2

∫ x

0

dt

(t − 1
2 )2 + 3

4

,

=
1
6

ln
(

(x+ 1)2

x2 − x+ 1

)
+

1
√

3

∫ x

0

dt

(
2t − 1
√

3
)2 + 1

, (u =
2t − 1
√

3
),

=
1
6

ln
(

(x+ 1)2

x2 − x+ 1

)
+

1
√

3

(
arctan(

2x − 1
√

3
)− arctan(

−1
√

3
)
)
,

=
1
6

ln
(

(x+ 1)2

x2 − x+ 1

)
+

1
√

3
arctan(

2x − 1
√

3
) +

π

6
√

3
.

Par conséquent, I1 = lim
x→+∞

∫ x

0

dt

t3 + 1
= 0 +

π

2
√

3
+

π

6
√

3
=

2π

3
√

3
.

3. Soit n ≥ 1, par une intégration par parties, on obtient :

In =
∫ +∞

0

(t)′

(t3 + 1)n
dt,

=
[

t

(t3 + 1)n

]+∞

0
+
∫ +∞

0

3nt3

(t3 + 1)n+1 dt,

= 3n
(∫ +∞

0

t3 + 1
(t3 + 1)n+1 dt −

∫ +∞

0

1
(t3 + 1)n+1 dt

)
,

= 3n(In − In+1).

D’où, pour tout n ≥ 1, In+1 =
3n− 1

3n
In.

4. Pour tout n ≥ 1, on a In+1 =
3n− 1

3n
In. Donc :

In =
3n− 4
3n− 3

In−1,

In−1 =
3n− 7
3n− 6

In−2,

In−2 =
3n− 10
3n− 9

In−3,

. = .

. = .
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. = .

I2 =
2
3
I1.

Multiplions ces égalités, membre à membre, on obtient :

(∀n ≥ 2), In =
3n− 4
3n− 3

.
3n− 7
3n− 6

.
3n− 10
3n− 9

...
2
3
.I1 =

3n− 4
3n− 3

.
3n− 7
3n− 6

.
3n− 10
3n− 9

...
2
3
.
π

6
√

3
.

Exercice 9

Soit I =
∫ +∞

0

dt
√
t(t2 + 1)

.

1. Montrer que I est convergente.

2. Calculer J =
∫ +∞

0

dx

x4 + 1
.

3. En déduire I (poser x =
√
t).

Solution.

1. La fonction t 7→ 1
√
t(t2 + 1)

est continue sur ]0,+∞[, le problème se pose donc en

0 et en +∞. Soit c > 0,

− En 0, on a
1

√
t(t2 + 1)

∼
0

1
√
t

et
∫ c

0

dt
√
t

est une intégrale de Riemann convergente

(α =
1
2
< 1), donc, d’après le citère d’équivalence, l’intégrale

∫ c

0

dt
√
t(t2 + 1)

est

convergente.

− En +∞, on a
1

t
5
2

∼
+∞

1
√
t

et
∫ c

0

dt
√
t

est une intégrale de Riemann convergente

(α =
5
2
> 1), donc, d’après le citère d’équivalence, l’intégrale

∫ +∞

c

dt
√
t(t2 + 1)

est

convergente.

onclusion : l’intégrale
∫ +∞

0

dt
√
t(t2 + 1)

=
∫ c

0

dt
√
t(t2 + 1)

+
∫ +∞

c

dt
√
t(t2 + 1)

converge.

2. Pour calculer l’intégrale J il faut décomposer la fraction F(x) =
1

x4 + 1
en éléménts
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simples. On a

x4 + 1 = (x4 + 2x2 + 1)− 2x2 = (x2 + 1)2 − (
√

2x)2 = (x2 +
√

2x+ 1)(x2 −
√

2x+ 1).

D’où

F(x) =
1

(x2 +
√

2x+ 1)(x2 −
√

2x+ 1)
=

ax+ b

x2 +
√

2x+ 1
+

cx+ d

x2 −
√

2x+ 1
.

Comme la fonction F est paire, alors c = −a et d = b, d’où

F(x) =
1

(x2 +
√

2x+ 1)(x2 −
√

2x+ 1)
=

ax+ b

x2 +
√

2x+ 1
+
−ax+ b

x2 −
√

2x+ 1
.

On a F(0) = 1 = 2b, alors b =
1
2
.

De F(1) =
1
2

=
a+ 1

2

2 +
√

2
+
−a+ 1

2

2−
√

2
, on obtient a =

1

2
√

2
.

Or,

∫ t

0

ax+ b

x2 +
√

2x+ 1
dx =

1

4
√

2

∫ t

0

(x2 +
√

2x+ 1)′ +
√

2

x2 +
√

2x+ 1
dx,

=
ln(t2 +

√
2t + 1)

4
√

2
+

1
4

∫ t

0

dx

(x+
√

2
2 )2 + 1

2

,

=
ln(t2 +

√
2t + 1)

4
√

2
+

1
2

∫ t

0

dx

(
√

2x+ 1)2 + 1
(u =

√
2x+ 1),

=
ln(t2 +

√
2t + 1)

4
√

2
+

√
2

4

(
arctan(

√
2t + 1)− arctan(1)

)
,

=
ln(t2 +

√
2t + 1)

4
√

2
+

√
2

4
arctan(

√
2t + 1)− π

4
.

Et, ∫ t

0

−ax+ b

x2 −
√

2x+ 1
dx = − ln(t2 −

√
2t + 1)

4
√

2
−
√

2
4

arctan(−
√

2t + 1) +
π
4
.
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Donc,

J = lim
t→+∞

∫ t

0

dx

x4 + 1
,

= lim
t→+∞

[
1

4
√

2
ln

(
t2 +
√

2t + 1)

t2 −
√

2t + 1

)
+

√
2

4

(
arctan(

√
2t + 1)− arctan(−

√
2t + 1)

)]
,

=
π
√

2
4
.

3. Par le changement de variable x =
√
t dans I , on trouve que I = 2J =

π
√

2
2
.
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3
Équations Différentielles Linéaires

Exercice 1

Résoudre les équations différentielles suivantes :

(E1) : (1 + x)y′ + y − 2 = 0,

(E2) : y′′ − 3y′ + 2y = 1 + 2ex.

Solution.

1. ∗ On commence par résoudre l’équation homogène (1 + x)y′ + y = 0. On a

(1 + x)y′ + y = 0⇒
dy

y
=
−dx
1 + x

,

⇒
∫
dy

y
=

∫
−dx
1 + x

,

⇒ ln |y| = − ln(|x+ 1|) + cte, x ∈]−∞,−1[ ou bien x ∈]− 1,+∞[,

⇒ y =
C
|x+ 1|

, avec C ∈ R, x ∈]−∞,−1[ ou bien x ∈]− 1,+∞[,

⇒ y =


C
x+ 1

pour x ∈]− 1,+∞[,

C1

x+ 1
pour x ∈]−∞,−1[.

avec C,C1 ∈ R

∗ On cherche maintenant une solution particulière de (E1) ; sur ]− 1,+∞[ sous la
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forme yp =
C(x)
x+ 1

; par la méthode de variation de la constante :

yp est solution de (E1)⇒ (1 + x)y′p + yp + 2 = 0

⇒ (1 + x).
C′(x)(1 + x)−C(x)

(1 + x)2 +
C(x)
1 + x

= −2,

⇒ C′(x) = −2

⇒ C(x) =
∫
−2 dx

⇒ C(x) = −2x

⇒ yp =
C(x)
x+ 1

=
−2x
x+ 1

.

Donc, la solution générale de l’équation (E1) sur ]− 1,+∞[ est

y(x) = yh(x) + yp(x) =
C
x+ 1

+
−2x
x+ 1

=
C − 2x
x+ 1

, C ∈ R.

Et sur ]−∞,−1[ est

y(x) = yh(x) + yp(x) =
C1

x+ 1
+
−2x
x+ 1

=
C1 − 2x
x+ 1

, C1 ∈ R.

2. On commence par résoudre l’équation homogène associée y′′−3y′+2y = 0. l’équation

caractéristique est : r2 − 3r + 2 = 0 dont le ∆ = (−3)2 − 4 × 1 × 2 = 1, alors elle ad-

met deux racines réelles r1 = 1 et r2 = 2. Donc, la solution générale de l’équation

homogène est

yh = Aex +Be2x; A,B ∈ R.

Pour trouver une solution particulière, on peut utiliser :

1- Principe de Superposition : le second membre de l’équation (E2) est de la

forme f (x) = f1(x) + f2(x), avec f1(x) = 1 et f2(x) = 2ex. On cherche une solution
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particulière ypi (i = 1,2) des équations

(E′2) : y′′ − 3y′ + 2y = 1, et (E′′2 ) : y′′ − 3y′ + 2y = 2ex.

On remarque que yp1
(x) =

1
2

est solution particulière de l’équation (E′2) : y′′ −

3y′ + 2y = 1.

Le second membre de l’équation (E′′2 ) est de la forme emx
(
P0(x)cos(ωx)+Q−∞(x)sin(ωx)

)
avec m = 1, ω = 0, P0(x) = 2 et Q−∞(x) = 0. Or m+ iω = 1 est racine de l’équation

caractéristique, alors on cherche une solution particulière de la forme :

yp2
= xemx

(
R0(x)cos(ωx) + T0(x)sin(ωx)

)
= axex.

Puisque

y′′p2
− 3y′p2

+ 2yp2
= −aex = 2ex.

Par identification, on obtient a = −2, par conséquent,

yp2
(x) = −2xex.

Donc, Une solution particulière yp de (E2) est donnée par

yp(x) = yp1
(x) + yp2

(x) =
1
2
− 2xex.

Et la solution générale de (E2) est

y = yh + yp = Aex +Be2x − 2xex +
1
2

; A,B ∈ R.

2- Méthode de Variation de la Constante : la solution générale de l’équation

homogène associée à (E2) est donnée par :

yh(x) = Aex +Be2x; A,B ∈ R.
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Cherchons une solution particulière de (E) sous la forme

yp(x) = A(x)ex +B(x)e2x, avec A,B sont deux fonctions dérivables.

On a

y′p(x) = A′(x)ex +B′(x)e2x +A(x)ex + 2B(x)e2x.

On impose la condition

A′(x)ex +B′(x)e2x = 0,

Ce qui donne

y′p(x) = A(x)ex + 2B(x)e2x.

On calcule ensuite y′′ (utiliser le fait que y1 = ex et y2 = e2x sont deux solutions de

l’équation homogène, c-à-d ex−3ex+2ex = 0 et 4e2x−6e2x+2e2x = 0), on remplace

dans l’équation (E2) on trouve que

A′(x)ex + 2B′(x)e2x = 1 + 2ex.

Résolvons donc le système


A′(x)ex +B′(x)ex = 0,

A′(x)ex + 2B′(x)e2x = 1 + 2ex.

On obtient 
A′(x) = −2− e−x,

B′(x) = e−2x + 2e−x.

C’est à dire A(x) = −2x+ e−x et B(x) = −e
−2x

2
− 2e−x.
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Donc, une solution particulière de l’équation (E2) est donnée par

yp(x) = (−2x+ e−x)ex + (−e
−2x

2
− 2e−x)e2x =

1
2
− 2xex − 2ex.

Par conséquent, la solution générale de (E2) est

y(x) = yh(x)+yp(x) = Aex+Be2x+
1
2
−2xex−2ex = Cex+Be2x−2xex+

1
2

; A,B,C ∈ R.

Exercice 2

Résoudre les équations différentielles suivantes :

(Sep) : (cos t)y′ = (sin t)y4,

(Ber) : y′ = y + ty3,

(Ric) : y′ = (t − 1)y + y2 − t, sachant qu’elle admet une solution particulière

constante.

Solution.

1. (Sep) : (cos t)y′ = (sin t)y4 est une équation à variables séparées. On a

(cos t)y′ = (sin t)y4⇒ (cos t)
dy

dt
= (sin t)y4

⇒
dy

y4 = − sin t
cos t

dt,

⇒
∫
dy

y4 = −
∫

sin t
cos t

dt, sur I =]− π
2

+ kπ,
π
2

+ kπ[ (k ∈ Z),

⇒
y−3

−3
= − ln(|cos t|) + cte, sur I =]− π

2
+ kπ,

π
2

+ kπ[ (k ∈ Z),

⇒ y =


3

√
1

3ln(|cos t|) + c1
, , sur un intervalle J ⊂ I

− 3

√
−1

3ln(|cos t|) + c2
, sur un intervalle J ′ ⊂ I,

avec c1, c2 ∈ R.
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2. (Ber) : y′ = y + ty3 est une équation de Bernoulli avec n = 3, divisons tous les

termes par y3, on obtient l’équation suivante

(Ber ′) : y′y−3 − y−2 = t.

Introduisant la nouvelle fonction u = y−2, d’où u′ = −2y′y−3, portons ces expresi

et seulement sions dans l’équation (Ber ′), nous obtenons l’équation différentielle

linéaire

(E) : u′ + 2u = −2t,

qu’on peut résoudre facilement. En effet, la solution de l’équation homogène u′+

2u = 0 est uh(t) = Ce−2t et par la méthode de variation de la constante on trouve

que up(t) = −t +
1
2

est une solution particulière de (E), d’où la solution générale

de (E) est

u(t) = uh(t) +up(t) = Ce−2t − t +
1
2
, C ∈ R.

Comme y−2 = u, donc y =
±1
√
u

=
±1√

Ce−2t − t +
1
2

sur un intervalle I.

3. (Ric) : y′ = (t − 1)y + y2 − t est une équation de Riccati qui admet une solution

particulière constante yp = c. En remplaçant dans l’équation (Ric) y par c, on

obtient

(∀t ∈ R) : 0 = (t − 1)c+ c2 − t, c-à-d (∀t ∈ R) : t(c − 1) + (c2 − c) = 0,

d’où c − 1 = 0 et c2 − c = 0, donc c = 1, par conséquent, yp = 1.

Soit le changement de variables :

y = yp +
1
z

= 1 +
1
z
.

D’où y′ = − z
′

z2 . Substituons cette expresi et seulement sion dans l’équation (Ric),
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afin d’obtenir une équation linéaire non homogène de la forme

(E) : z′ + (t + 1)z = −1,

la solution de l’équation homogène z′ + (t + 1)z = 0 est zh(t) = Ce−( t
2
2 +t) et par la

méthode de variation de la constante on trouve que C′(x) = −e( t
2
2 +t) c-à-d C(x) =

−
∫
e( t

2
2 +t) dt. Donc zp(t) = −e−( t

2
2 +t).

∫
e( t

2
2 +t) dt est une solution particulière de

(E), d’où la solution générale de (E) est

z(x) = zh(x) + zp(x) = e−( t
2
2 +t)

(
C −

∫
e( t

2
2 +t) dt

)
, C ∈ R.

Comme y = 1 +
1
z
, donc

y = 1 +
1

e−( t
2
2 +t)

(
C −

∫
e( t

2
2 +t) dt

) sur un intervalle I.

Remarque : On ne peut pas exprimer la primitive
∫
e( t

2
2 +t) dt en termes de fonc-

tions usuelles ! ! !.

Exercice 3

En posant u(x) = (1 + x2)y(x), résoudre l’équation différentielle suivantes :

(E) : (1 + x2)y′′ + 4xy′ + (1− x2)y = 0.

Solution. Posons u(x) = (1 + x2)y(x), donc

u′(x) = 2xy(x) + (1 + x2)y′(x) et u′′(x) = 2y(x) + 4xy′(x) + (1 + x2)y′′(x).
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D’où (1 + x2)y′′(x) + 4xy′(x) = u′′(x)− 2y(x).

En reportant dans l’équation (E) , on obtient l’équation linéaire suivante :

(E)⇔ u′′(x)− 2y(x) + (1− x2)y = 0⇔ u′′(x)− (1 + x2)y = 0⇔ (E′) : u′′(x)−u(x) = 0.

l’équation caractéristique r2 − 1 = 0 admet deux racines réelles r1 = 1 et r2 = −1. Donc,

la solution générale de l’équation (E′) est

yh = Aex +Be−x; A,B ∈ R.

Comme u(x) = (1 + x2)y(x), alors, pour tout x ∈ R, on a

y(x) =
u(x)

1 + x2 =
Aex +Be−x

1 + x2 ; A,B ∈ R.
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