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1

Intégrale de Riemann

Définition : Une fonction f : [a,b] — R est dite intégrable au sens de Riemann sur [a, b]
si,

b
Ye>0;d,p € E([a,b];R) tellesque ¢ <f <1 et J(zp—q))dee,

ou &([a, b];R) est ’ensemble des fonctions en escalier sur [a, b].

Théoreme : Une fonction bornée f : [a,b] — R est Riemann- intégrable si et seulement
si
b
(=)= | @ dx
ou )
I°(f):= sup{f ¢(x)dx/ P e&(ab;R), p<f sur [a,b]}

et

b
I7(f):= inf{J‘ Y(x)dx/pe&(ab;R), p>f sur [a,b]}.
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Exercice 1

Soit n un entier naturel non nul.

1 1
1. Montrer que la fonction f : x — E (;) est en escalier sur [;, 1].

1
2. Calculerf f(x)dx.
1

Solution.

1 1
1. Considérons une subdivision uniforme o = (—) de [;, 1] adaptéea f.On a
1<k<n

1

T ] ke{l,.on—1}(n>1), f(l)zo'

| =

Flx) = k,Vxe]

D’ou f est en escalier sur [—, 1].
n

2. Par la définition de I'intégrale d’une fonction en escalier, on a

ff(x) dx = ik(%—ﬁ): 1
n k=1

—+
—_

Exercice 2

Montrer qu’une fonction f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann sur

[a,D] si et seulement si,

b
Ve>0;dp,ue&([a b];R) tellesque |[f(x)—q@(x)| < pu(x) et J p(x)dx <e.

Solution. Supposons que f est Riemann-intégrable sur [a,b] alors pour tout € > 0 il

existe (g, h) € £([a, b];R) telles que pour tout x € [4,b], on ait :

b
g<f<h et J[h(x)—g(x)]dxﬁe.
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I1 suffit de prendre ¢ = (g+h)/2 et p=(h—g)/2.

Réciproquement, soit € > 0, supposons qu’il exite ¢, y € £([a, b];R) vérifiant

Il suffit de prendre g =@ —-—peth=q@+p.

Exercice 3

Soit f : [a,b

] = R une fonction bornée.

1. Montrer que f est Riemann-intégrable sur [a, b] si et seulement si

(Vn e N )Ty, ¢y € E([a, b];R))

Pn<f <9, et
b

2. Montrer que J f(x) dx= lim
a n—+00

telles que
b 1
| wu-gmar <.
b
f o) dx= lim [, (x) d

Solution.

1. Supposons que f est Riemann-intégrable sur [4,b], donc Ve > 0, il existe deux

fonctions (., ¢.) € E([a,b];R

<

Pe

En particulier pour ¢ =

<

bn<f

1
— (n e N), il existe ¥, p,, € E([a,b];R

) telles que pour tout x € [a,b], on ait :

<

b
f<pe et J(¢g—¢s)dxﬁe.

) telles que

b
bu et j(%—@)(x)dxsl. (4

n

Réciproquement supposons que pour tout n € N* il existe 1, ¢, € E([a,b];R)
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telles que
b
bu<f<pn et | - daodxs .

et montrons que f est Riemann-intégrable sur [a, b].
Soit ¢ > 0, d’apres la propriété d’Archimede, il exite n € N* tel que — < ¢. Or
n

d’apres les hypotheses pour tout n € N* il existe ¢, ¢,, € £([a, b];R) telles que

Q|-
IA
[0

b
Pu<f<t, et J(¢n—¢n)(x)dx§

Donc f est Riemann-intégrable sur [a, b].

b b
2. Montrons maintenant quef f(x) dx= lim J Y, (x) dx= lim f ¢, (x) dx.
a a

n—+oo n—+co

Soit n € N*, d’apres (*) on a:

b
0< [ (pu-gumdrs

n

Par passage a la limite, on obtient :

b
lim (lpn - (i)n) (x)dx =0

n—+o00

La linéarité de I'intégrale donne :

b
lim f ¥, (x) dx= lim J ¢, (x) dx  (+)

n—+00 n—+o0

Orona:

b b b
n<f<p, alors f t,bn(x)dxsf f<x>dxsf dn(x)dx

Par passage a la limite et (++) on déduit que :

Lbf(x) dx = nl—i>r-|I—looJ\ Py (x) dx = nlierLb ¢ (x) dx
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Exercice 4 (Approximation par une suite de fonctions en escalier)

Soit f : [a4,b] — R une fonction bornée. On suppose qu’il existe deux suites
(1) et (¢,) de fonctions Riemann-intégrables sur [a,b] telles que, pour tout

x € [a,b], on ait

b

Pn<f<¢, et lim (Yn—Pn) (x)dx = 0.

n—+oo

Montrer que f est Riemann-intégrable sur [a,b] et

b b b
j f(x) dx= lim J P, (x) dx= lim J- ¢, (x) dx.

n—+oo n—+oo

Solution. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. On suppose qu’il existe deux suites
() et (¢,,) de fonctions Riemann-intégrables sur [a, ] telles que, pour tout x € [a,b],

on ait
b

¢, <f<v, et lim (Y, — ) (x)dx = 0.

N
I’l+ooa

— Montrer que f est Riemann-intégrable sur [a,b] : Soit € > 0. Il s’agit de montrer qu’il

existe deux fonctions en escalier ¢ et ¢ sur [a,b] vérifiant :

b
P<f<yP et f (Y-¢)(x)dx <e. (1.1)
a
b
Par hypothése, on a lirp (Y, — ) (x)dx = 0. Par définition de la limite, il existe

a
b
n € N tel que (Y — Pm) (x)dx < € pour tout m > n. Fixons un tel entier n. Comme 1,

a
est intégrable sur [a, b], il existe deux fonctions en escalier ¢, et d,, telles que

b
c, <Y, <d, et J- (d,—c,)(x)dx <e¢,
a
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b
donc a fortiori J (d,—,) (x)dx < e.

De méme, puisque ¢, est intégrable sur [a,b], il existe deux fonctions en escalier a,, et

b, telles que
b
a,<¢p,<b, et j (b, —a,)(x)dx <e,
a

b
donc a fortiori J‘ (dy—1,)(x)dx < e.

a
On a ainsi trouvé des fonctions en escalier a,, et d, sur [a, b] vérifiant :

a, <¢, < f <y, <d,

et

b

b b b
f (dy— ay) () dx=j (dy— ) () dx+j (= ) () dx+f (¢ —an) (x) dx < 3¢.

a

En prenant ¢ = a, et » = d,, on a bien les relations (1.1), ce qui montre que f est
Riemann-intégrable sur [a,b].

— Calculons I'intégrable de f sur [a,b] : D’apreés I'exercice 3, on a

b b b
I f(x) dx= lim a,(x) dx= lim d,(x) dx,
a

—+00 —+00
n—+ a n—+ a

Jj a,(x) dx < J;b ¢,(x)dx < J;b P, (x)dx < Lb d,(x) dx,

par passage a la limite, on déduit le resultat dérisé :

et comme

n—+oo n—+oo

b b b
J f(x) dx= lim J Y, (x) dx= lim J ¢ (x) dx.

P . .1 1
Remarque : C’est ainsi qu’on peut montrer que les fonctions x + sin(—) et x > ——E(—)
X X X

sont Riemann intégrables sur [0, 1] bien qu’elles ne soient pas continues par morceaux.
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Exercice 5

1. Soit f : [0,1] — R une fonction intégrable et soit g: E — R (ou f([0,1]) C
E C R) une fonction k—-lipschitzienne. Montrer que la fonction composée
gof est intégrable sur [0,1].

2. Soient a4,b € R tels que a < b, et soit f : [a,b] - R* une fonction

intégrable sur [4,b], montrer que \/]_” est intégrable sur [a,b]. (Indica-

tion : montrer que Ya, € RY, Ve - \/E| <A+la-pl)

Solution.

1. Soit € > 0. Puisque, f est intégrable sur [0,1], on peut trouver des fonctions ¢ et

p en escalier sur [0, 1] telles que

1
If —pl<pu et Jy(x)dxgg.
0

Or, go@ est une fonction en escalier sur [0, 1] puisque, si (a;)p<ij<, est une subdi-

vision quelconque de [0,1] telle que ¢(x) = A; pour tout x €]a;_y,4;[, alors

(gop)(x) = g(A;)

pour tout x €la;_1,a;[ ettouti € {1,...,n}. D’autre part, puisque g est k—lipschitzienne,
ona

(g0 )(x) = (go@)(x)| < klf (x) — (x)| < kp(x),

avec

1
f kp dx <ke.
0

On en conclut que la fonction gof est intégrable sur [0, 1].

2. —Montrons que Ya, f € RY, |\/E—\/E| < +/la — B|: On sait que pour tous x,y € R”,

on a
VXFU < Vx+4y (1.2)
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+Si a > B. En prenant x = et y = @ —  dans (1.2)), on obtient :

Va <[B++a-B.

+Si a < B. En prenant x = a et y = f —a dans (1.2), on obtient :

VB<Va++B-a.

On a démontrer donc le résultat désiré.
— Montrons que \/]_‘ est intégrable sur [a,b] : Puisque, f est intégrable sur [a,b],

pour tout ¢ > 0, il existe des fonctions ¢ et y en escalier sur [a, ] telles que

b
lf —pl<p et J,u(x)dxﬁe.

Or |p| est une fonction en escalier sur [a,b], d’apres I'inégalité précédente, on a

WF =il < Vif Tell

Comme de plus

If —lell <1f —pl<n

on déduit que

Wf = Viel < Vi,

ou +/p est une fonction en escalier sur [a,b], d’apres I'inégalité de Schwarz,

Lb Vi(x) dx < (Lb 1 dx);(Lb p(x) dx); < Ve,

On a donc démontré que +/f est intégrable sur [a, b].
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Exercice 6 (Application de I'inégalité de Schwarz)

1. Soit f et g deux fonctions intégrables sur [0, 1], on suppose en outre que

(Lb (x) dx)( Lb £(x) dx) > 1

2. Etant donné a et b tels que 0 < a < b. Montrer que

f’d_x<<b—a>
o X Nab

3. Soient n € NY, (ay,...,ap, B1,.- Bu) € RZ”), et soient a,b € R tels que a < b.

fg>1. Montrer que

Montrer que si fet g sont deux fonctions intégrables sur [a, b], alors

(Zaiﬂi + Lbfg)2 < (;“2 + Lbfz)( Zﬂ? + J;bgz)-

Solution.

1. Les fonctions f et g sont continues et positives sur [0,1], donc +/f et yg sont
définies et continues sur [0, 1], donc intégrables sur [0, 1]. Et puisqueona fg>1,

onaaussi 1 < \/7\@ L'inégalité de Schwarz donne :

1:(j 1dx) U \/_\/_dx) S(J:f(x) dx)(J:g(x) dx).

2. Il suffit d’appliquer I'inégalité de Schwarz a f(x) =1 et g(x) = —

3. Ona

(Zaiﬁﬁffg)z (Za ﬁz) U fg) +2Za ﬁ:f /s

i=1
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D’apres 'inégalité de Schwarz dans R", on a

i=1

et d’apres I'inégalité de Schwarz pour les fonctions intégrables, on a

IREEIRG Ty

Donc

(Zdiﬁi +Lbfg)2 < gafiﬁf+Lbf2ng2+2iaiﬁi Lbfg.

(Lbaig—ﬁif)z20@zaiﬁiLbfgSaijg%ﬁinjfz'

En reportant dans la derniére inégalité, on obtient

n b 2 n n b b n b n b
(Zaiﬂi+J- fg) éZa?Zﬁﬁf f2f g2+ZafJ g2+Z/>’i2f f*
i=1 a i=1 i=1 a a i=1 a i=1 a
c-a-d

(o [ (St [ of S ')

Exercice 7 (Premiére formule de la moyenne)

Soit f une fonction continue au voisinage de 0. Montrer que

X 2x
lim ifo tf(t)dt:@ et lim @dt:f(onn(z).

x—0* X2 x—0* J,

Solution.
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1. On prend g(t) =t >0, Vt € [0,x] on a g(t) > 0. D’apres la premiére formule de la

moyenne, il existe c € [0, x] tel que :

X X 21X
%fo (1) di = éf(c)Jo {dt = i[%] flo =119

X 0

Faisonant tendre x — 0%, alors ¢ — 0". Donc

1
2. 1l suffit de prendre g(t) = n et appliquer la premiere formule de la moyenne.

Exercice 8 (Lemme de Riemenn-Lebesgue)

1. Montrer que pour toute fonction en escalier f : [a,b] > R, on a

b b
lim J f(x)cos(nx)dx=0 et lim J f(x)sin(nx) dx = 0.

n—+oo n—+oo

2. En déduire le resultat pour toute fonction intégrable sur [4, b].

Solution.

1. Puisque f est en escalier sur [g,]], il existe une subdivision adaptée a f

o={a=ay,ay,..,a,=b) (m>1),

et des réels Ay, 1,,..., A, tels que

Vie{0,1,2,...m—-1}, Vxela,a;q[, f(x)=2.
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Soit n e N¥, on a

b ) m-l gy
f f(x)e!™ dx:ZJ f(x)e el dx—Z/\k
a k=0 %

1nak+1 znak

D’ou

mx dx

Z]@|

On en déduit que

b b ,
lim f(x)cos(nx) dx = lim Re(f f(x)e™ dx) =0,

n—+oo a n—+oo

et
b
lim j f(x)sin(nx) dx = lim Irn(j f(x)ei”x dx):
n—+oo n—+o0 a

2. Soit f une fonction intégrable au sens de Riemann sur [g, b], et soit € > 0. Il existe

alors une fonction en escalier ¢ : [a,b] — R telle que J If (x) — p(x)| dx < e.

Puisque @ est en escalier, d’apres la question précédente, on a

b
lim p(x)e'™ dx =0,

—+00
n—+ a

d’ou, il existe ny € N tel que

VneN, n>n, =

<e.

b
J @(x)e'™ dx

Par conséquent, pour tout n > n

b ‘ b )
¢MWde+J\ﬂm—wmwmdx

x)e!"™* dx| <

<£+J If(x x)| dx < 2e.
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b b _
lim f(x)cos(nx) dx = lim Re(f f(x)e!™™ dx) =

n—+oo J, n—+00

et

n—-+oo a n—+oo

b b '
lim f(x)sin(nx) dx = lim Im(j f(x)e'™ dx) =

Remarque:

1. Cet exercice nécesi et seulement site des connaissances sur l'intégration des fonc-

tions a valeurs complexes.

2. Ce resultat permet de démontrer la décroissance vers 0 des coefficients de Fou-
rier. Il est particuliérement facile a prouver si f est de classe C! : par intégration

par parties.

—1 Exercice 9 (Sommes de Riemann)

1. Montrer que les fonctions définies sur R par f(x) = x> et g(x) = e* sont

intégrables sur tout intervalle fermé borné de R puis calculer les deux

1 1
intégrales J f(x)dx et f g(x) dx.
0 0

2. Calculer les limites des suites définies par le terme général suivant :

1
S| k = k2 \" 1
u”_Zn+k 2n+k’ v”_(]_[(leﬁ)) ’ wn_n\/ﬁZE(\/%
k=1 k=1 k=1

Solution.

1 1
1. Calcul de f f(x)dxet J g(x)dx:
0 0

Les fonctions f et ¢ sont continues sur tout intervalle fermé borné [a,b] de R,

elles sont donc intégrables au sens de Riemann sur [4,b], de plus, on a :
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1 1
1
* = 2 = i = —
J; f(x)dx J; x“ dx nlierSn avec S, = Zf ”
Or
n

nn+1)2n+1)

n—1 n—1
k 2 1 2
7= ) K
k:O k:O

n
k2:2k2:12+22+32+."+n2:

6
k=0 k=1
Donc .
B 3 1 n(n-1)2n-1) 1
J, Feax= tim 0= tim 5 M
1 1 = e S
% J; g(x) dx = J:) e’ dx = nl—i>Too S, avec S, = Zg = en = - Z(eﬁ)k.
k=0 k=0
Or
n 1_qn+1
qu:1+q+q2+q3+...+q”: 1
k=0 —1
Donc

1 1 _ _
Lg()dx_hms lim l#:: lim ! le_—le:e—l.

n—+oo n—+oo 1 1—en n—+00 1_p7

2. +Calcul de lim u,:

n—+oo

1 1 k , 1 X .
Onau, =- Z—k P est continue sur

nk:l 1+Z 2+z 1+x 2+x

[0,1], donc

n1_1)r+noou = f T / 7 dx (intégrale abélienne de premiere espece).

Le changement de variable t = | *_ donne
2+x
Vo 42 dt Vo1 2 1
. 3 3
nl—l>r-|1:100un_J\ 1+ j L 1 dt_ln2—2arctan(§).
+ Calcul de lim v, :
Tl—)-HX)
1

On a In(v,) § In(1 . Ooj In(1 +x?) dx.

n 71 + 0
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L'intégration par parties, donne

lim In(v,)=In2-2+ T-a
n—+00 2

D’ou lim v, =e“.

n—+oo

* Calcul de lim w,, :

n—+oo

On sait que Vx €

Vk -1 < E(Vk) < Vk. Ainsi, , pour tout entier n > 1, L(\/E— 1)<
n\n

Par suite, on a

R :x—-1 < E(x) < x En particulier, pour tout entier k > 1, on a

E(k) _ Vk

< —_

mfn ~ nn

\/_

1

) 1
Et comme lim — =0, par le lemme de gendarmes, on conclut que :

n—+oo

Exercice 10

n

1. En utilisant I'intégration par parties, calculer les intégrales suivantes :

TC

e
In(t) B= e cos(2t) dt.

A: t—2dt,
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2. En utilisant l'intégration par changement de variable, déterminer les

primitives suivantes :

_ dx B sin(x) dx
E(x)_Jx(lnz(x)—éL)' F(x)_f(coszx+2cosx+5)2’

e3% + ge2* — ¥
= dx.
) J (-3 -1) "

Solution.
1. Lintégration par parties :
1
¢ In(t u(t)= In(t W)= -
+ Calcul de A = J % dt : Posons ] .D’ou t |
1 () — _
v (t) = t_2 U(t) = T
Les fonctions u et v sont de classe C', donc
e e e
— 1 -1 -1 -1 1 2
A=|—Int| + —dt=—+|—| =———+1=1-—
t L t? e tf, e e e
" u)= o W)=
+Calculde B = j e’ cos(2t) dt : Posons . D’ou
0 v/(t)= cos(2t) v(t) =
Comme les fonctions u et v sont de classe C!, alors
1 . A5 1 (" , 1 (™. ;
B =|=sin(2t)e’| —= sin(2t)e’ dt =0— = sin(2t)e’ dt.
2 . 2Jo 2 J,
u(t)= et u'(t)= e
Posons .D’ou q Alors
v/(t) = sin(2t) v(t) = 7cos(2t)
-1{[-1 S e ~-1{-1 1 B
B= 7(l7 cos(2t)e! ) + 5 I, cos(2t)e’ dt) = 7(Te7I + 5 + 5)

—sin(2t).
2sm( )
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5 1 1
c-a-d ZB = Ze” T donc B =

e -1
=

2. U'intégration par changement de variables :

+ La primitive E(x) = sz—x : La fonction x — Zd—x est définie et
x(In“(x) — 4) x(In“(x) — 4)

continue sur |—oo,e 2[U]e™?, e?[U]e?, +co[, elle admet donc des primitives définies

dx
sur |—oo,e ?[, Je72,e*[ et sur Je 2, +oo[. Posons u = Inx, d'ot du = o donc E(x) =

; 1
j " f 1 La décomposition en éléments simples de la fraction F(u) = u? —4) -
1 v !

m s’écrit sous la forme F(u) = — + —

, avec

1
u=2 - u—+2'u:2

a=(u—2)F(u)l _%

1 -1

b=(u+2)F(u)| = m|u:_2 =0

1,1 1 1 1
E(x)—fz(u_z—u+2)du—Z(ln|u—2|—ln|u+2|)+cte—Zln

Donc, les primitive de E sont définies sur | —co,e™2[, Je™2,¢*[ et sur ]e?, +oo[ par :

u-—2
u+2

1
+cte=-1n

E(x)=-1In 1

sin(x) dx : La fonction x sin(x) dx

La primitive F(x) =
TP ) f(coszx+2cosx+5)2 (cos?x+2cosx +5)?

est continue sur R, elle admet donc des primitives définies sur R. Posons u =
: —du .
cosx, d'ou du = —sinxdx, par conséquent, F(x) = | ——————. Ecrivons u?+
(u?+2u+5)

2u + 5 sous la forme canonique : u% + 2u +5 = (u +1)> + 4, d'ot

—du -1 du
F(x):f<<u+1>2+4>2 :Rf«%my'
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+1 1 -1 dt -1
Posons t = uT’ d’ou dt = Edu, donc F(x) = 3 f m = ?]2- Pour trouver
J», on doit intégrer par parties J; :
1 1 t t2
— dt = t) dt = +2 | ———dt
J Jt2+1 Jt2+1() t2+1 J‘(t2+1)2

t t?2+1 1
= 2| ————dt-2 | ———= dt
[t2+ll+ j(t2+1)2 J(t2+1)2
1 1
-2 | ——dt.
J(t2+1)2

] —J L dt—1 ! +1arctant+cte
2T ) (24127 T 2|e2+1]| 2 '

u-+
On remplace t par

Donc,

et u par cosx, on obtient

-1 wl u+1
:—] = (;+arctan )+cte
F( =52 = 15| @y ()
—1( cosxtl ©arct (cosx+1)) .
=—|——=— +arctan(————— cte
16 (cos;ﬁl)z_}_l
3x 2x X 3x 2x X
+ 6e~* —e e’ +6et—e
+ La primitive G(x) = J dx : La fonction x est
(e¥—3)%(e*—1) (e¥—3)%(e*—1)

définie et continue sur | — o0, 0{U]0,In3[U]In 3, +o0[, elle admet donc des primi-
tives définies sur |—o0,0[ , ]0,In3[ et sur ]In 3, +oo[. Posons u = ¢*, d’ott du = e*dx,

par conséquent

G(x)zf[(ex)2+6ex—1]ex dx:J‘(u2+6u—1 .

(e¥—3)2(ex-1) u—-32wu-1)
, .. 12 . ) u?+6u-1 ..
La décomposition en éléments simples de la fraction F(u) = s’écrit
(u=3)*(u—1)
sous la forme F(u) “_. b + 5 aveca=13,B ! etc D’ou
u = , av = y D= = =3 u
(u-3)2 wu-3 u-1 2 2
-13 -13

G(x) = 3 ——ln|u 3|+—ln|u—1|+cte_ m—ilnle —3|+—1n|e — 1|+ cte.
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Exercice 11 (Intégrale de Wallis)

2 2
Soit I,, = J sin"xdxet], = J cos”" xdx
0 0
1. Montrer que I, = J,,.
2. Etablir une relation de récurrence entre I, et I, ,.
3. En déduire I, et Ip, 1.

Tt
4. Montrer que (n+1),,,11, = - pour tout entier n.

I
5. Montrer que lim -1 = 1. En déduire qu’au voisinage de I'infini I, ~
n—+oo [,
(i
2n

Solution.

1. Montrons que (Yn € N) I, =], : En effectuant le changement de variable u =

T .
— —x,dx =—-du, on obtient :

2
L - 0 z
In:f sm”xdx:f —sm”(E—u)du:—f cos” u du:f cos"x dx =],.
0 z z 0

2 2

2. Une relation de récurrence entre I,, et I,,., : Soint n € N, les fonctions t > cost et

n+1

. Tt . . .
t— sin t sont de classe Cl sur [O, E] Par une Intégration par parties,on a:

3 7 3
Lo :j sint-sin™!t dt = lcost-sin””tl —f cost-(n+1)(—costsin"t) dt
0 0 0

2 2
:(n+1)J sin”tcosztdt:(n+1)j sin” t(1 —sin’ t) dt
0 0

=(n+ 1), —(n+1),,,

On en déduit que (*) I, =

3. Déduisons I, et I, : De larelation de récurrence (x) de la question précédente,
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pour p € N, on obtient :

2 -1
Izpzpz—p-lzp_2 2p=n+2=n=2p-2)
2p-1 2p-3 2p-1 2p-3 2p-5

TT2p 2p-2 T Tp 2p-—2 2p-4 WO

2p-1 2p-3 2p-5 1 2p-1)(2p-3)x---x3x1 = Tt

— > . . XeooX=-Ip= . — (I():_)
p 2p-2 2p-4 2 (2p)2p—-2)x---x4x2 2 2

[(2p-1)(2p-3)x---x3x1]x

[(2p)(2p—2)x---x4x2] m _ (2p)! m _ (2p)!

[(2p)(2p—2) x -+ x 4x 2] 2 (2ppl)2 2 4r(p))?

De méme, on a

Iy =P 2 2p=2
2+ Tl P T 2phl 2p-
2 2p=2 2p- 4x...xz.11
2p+1 2p 1 2p 3 3
_ [(2p)(2p —2) x--- x4 x2]?
[2p+1)(2p-1)x---x5x%x3]x [2p (2p—2)x---x4x2]
_(2Pp1)® _ 4P(pY)?
C(2p+1)! (2p+ 1)

2p_3:...

(I, =1)

I . .
4. Montrons que (n+ 1)I,,,11, = 0 pour tout entier n : Soit n € N, on pose w, =

(n+1)I,,11,. On a

Wys1—Wy = (+2) 00 —(n+ 1) 0 1, = (n+ 1)L, I, —(n+1)1,,, I, (d’apres(+)) = 0.

: T
Donc la suite (w,,) est constante de valeur w,, = wy = [yl; = —

n—+oo [,

I T
5. Montrons que lim ntl_ ] et que I, ol /% :SoitneN,onal, ,<I,;<I,

. . L. n+2 1
car la suite (w,,) est décroissante. Comme I, > 0, on en déduit que = 2 <

+1 I, —

I n+2 .1
#t1 < 1. Par passage 4 la limite, on obtient lim =1< lim 21 <1,c-ad
I, n—+oo 1+ 1 n—+oo [,
N Y 2 T
lim =1, donc In+1 I Par suite w,, ~ nl,;. Or, pour toutn e N, w, = —,
n—+00 In +00 2
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T . . [ .
alors nI> ~ =, ainsi I, ~ \[— et lim I, =0.
+o0 2 +00 2n n—+o0

Exercice 12

2x 1

— dt.
x Vit +¢2

On considere la fonction définie sur R* par : f(x) =
1. Montrer que f est bien définie et impaire.
X—+00

1
2. Montrer que 0 < f(x) < 5, pour tout x € R* et en déduire lim f(x).

3. Montrer que f est de classe C' sur R?, calculer sa dérivée et en déduire

les variations de f sur R}.

4. Montrer que f(x) < In(2), pour x € R} et en déduire que f admet une

limite finie a droite en 0.

Solution.

. . e . 1 . .
1. » Vérifions que f est bien définie : La fonction ¢ — T est continue sur R”.
1*+t
2x

1
_ _ x Vit 412
fonction continue sur un segment.
2x

1
x Vit 412

+ Montrons que f est impaire : Pour étudier la parité d’une fonction définie par

e Six >0, alors [x,2x] C R}, d’ou dt existe en tant qu’intégrale d’une

e Si x <0, alors [2x,x] C R, d’ou dt existe pour la méme raison.
une intégrale, la méthode générale consiste a effectuer le changement de variable
u = —t sur l'expresi et seulement sion intégrale de f(—x).

e Pour tout x e R*, ona —x e R".

e Pour tout x e R*, on a

—2x 1 2x —du 2x du
Cx) = S P - —_
fi=) —x Vtr+t2 t x A(u)+ (—u)? x A (—u)t+ (—u)?

Dong, f est impaire sur R".

f(x).
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1
2. Montrer que (Vxe€R}),0< f(x) < o Soit x € R}, pour tout t € [x,2x] on a

0< 1 < 1 :l,

Ve N P

Ainsi, par croissance de l'intégrale,

g [<1F 1 1 1
t—z— .

Osf(x)SJ

X

.1 s .
Comme xLlIPoo o 0, d’apres le lemme de gendarmes, on a xlirflwf(x).

3. Montrons que f est de classe C' sur R’ et calculons f’(x) : La fonction g : t >
1

Vit + 12

pour tout x € RY,

est continue sur R}, elle admet donc une primitive G sur R}. Ainsi,

f(x) = G(2x) - G(x).

G est de classe C! en tant que primitive d’une fonction continue sur cette inter-
valle et parsuite, par composition avec la fonction affine x — 2x et par soustrac-

tion, f est de classe C! sur R%. De plus, pour tout x € R*, on a

f(x) =(G(2x))" - (G(x))" = 2G'(2x) - G'(x)

=2¢(2x)—g(x) (G'(x)=g(x) car G est primitive de g)
2 1

- V16xt+4x2  Vxt +x2
1 1

Vaxt+x2 Vxh+x?

Comme pour tout x € R, V4x4+x2 > Vx4 +x2, alors f'(x) < 0 c-a-d f est stricte-

ment décroissante sur R}.

4. Montrons que (Vx € R})f(x) <In(2) : Pour tout x € R} et tout f € [x,2x] on a

1 1

< <— .
Vise \i P
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Ainsi, par croissance de l'intégrale,
2x dt 2x
OSf(x)Sf T:[Intl =In2x-Inx=1n2.
X X

La fonction f est décroissante et majorée sur R}, donc, par le théoreme de limite

monotone, f admet une limite finie a droite en 0.

Exercice 13

1. Prouver que si f est de classe ¢! sur [0,1], alors
(i iy [ F)-£(0)
nL“Poo”[z Zlf () fo f ‘x’d’“] ==
En déduire que

lim
n—+0co

tha2ke 40k 1\ 1
nk+1 k+1]

2. Soit f une fonction de classe C* sur [0,1]. Prouver que

nl_iﬂo" [jf x__Zf(2z—1)] ’(1)2—4f'(0).

En déduire que

2 2 2 -1
lim nz( + o+ —1n2):—.
n—+o0 2n+1 2n+3 dn-1

Solution.

1. Montrons que lim n lZ‘f(i)—
1 0

n—+00

f(x)dx] = f)=f(0) : Soit f une fonction
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de classe C! sur [0, 1], considérons une subdivision uniforme de [0,1]
o0 =(a;)o<i<n avec a;=0+— (1 -0)= % Vie{0,1,---,n}

Observons d’abord que :

‘Zf Jf dx]_n(% f(%)—;L;f(x)dx

-y (s ) dx

=n) | (fla)-f(x) dx

1 Y 4i-1

(Relation de Chasle)

n ~a;

= fllei(x)(a; —x) dx (%).

1 Y4i-1

La derniére égalité provenant du T.A.F. Si on pose

m; = inf{f’(x) ix € [ai_l,ai]}, M; = sup {f’(x) X € [ai_l,ai]}.

On obtient
aj; a; a;
m | x| P - dx< i [ -
ai-1 ai-1 ai-1
c-a-d
2 a; x2 ai
ml[axx—— f f'(c i —x)dx < M; azx——l
2 ai-1
Or ) )
274
X a; a;_ 1
lalx—il _1_6112—?1 a;a;_1 + ’21 = —(a; a,_l)zzz—nZ.
Donc
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Puisque f’ est continue sur [0, 1] alors elle est intégrable sur [0,1] et on a

1 n
fo fix)dx = nh‘fi‘m; Z'”l - nLlEL,; ) M

De (%) et (*+), on obtient :
ZHZmZ_n[_Zf [ ] IRY
Par passage a la limite, on a
1 (! 1!
_ 4 < - . ,
2J;f(x)dx nl—1>r-il:loon Jf _ZJ;f(x)dx
Par conséquent

s o)1 v 5

e En appliquant le resultat obtenu 4 f(x) = x*, on obtient

lim
n—+00

1542k +uF 1) 1
nk+1 k+1] 2

n—+0o 24

2. Montrons que lim n [J f(x dx__Zf(2l—1)] f'(1)-£7(0) . Soit f une

fonction de classe C? sur [0, 1], considérons la méme subdivision de [0,1]. D’apreés

la formule de Taylor, on a :

f(x)—f(zz'z;l):f'(ziz;l)(x_ 2;;1)+%f"(ci(x))(x— 21'2’_11)2.
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D’ou

On remarque que chacune des intégrales

o (i 1\ 2i-1
J;lf( 2n )(x— 2n )dx_O.

i—

Posons

m; = inf{f”(x) ix€ [a,-_l,a,-]}, M; = sup {f”(x) X € [ai_l,ai]}.

Puisque f” est Riemann intégrable sur [0,1], alors

1 n n
1 1
27 _ 1 - E — 13 _ E .
L f (x) dx B 1/11—1>r-{100 n & 7 ml - n1—1>r-{1m n & T Ml'
1= 1=

De (* %), on obtient :

n 2 n

Py . 1)\2
2411—11 Zmi < ”7 ZJ f”(ci(x))(x— 212111) dx < ﬁ ZMi.

i=1 i=1 %1

En faisant tendre n vers +oo dans la derniere inégalité, on obtient le resultat

désiré.
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e Posons f(x) = ; xeRi,ona

1+x

j flx [m (1+x)

Donc, par application du resultat précédent, on obtient

1

2 2 2 v« [2i-1
=In2 et + +...+ =— :
N P R TR AT n;f( )

2 + 2 +...+ 2 | 2) 1
—-In2)=—.
2n+1 2n+3 dn-1 32

lim nz(

n—+oo

Exercice 14 (facultatif)

Calculer la limite des suites de terme géneral suivant :

n

Exercice 15 (facultatif)

Calculer les primitives suivantes sur leurs ensembles de définition :

J‘ X*+3x° +x J‘ J Jtanxdx
(x=1)3(x? —x+1)2 Vix—x2’ 2x+1)Vx+1 ' '

1 cos3 x dx cosh x
dx} —dxl . ) . dx
cos4x sin® x 5cosh x +3sinh x +4 2cosh x +sinh x

coshx-1 , x
COSNN™ " gy, | %X Vox2+3x-2d d
fcoshx+1e x J1+tanhx JX XTHox—Ldy j\/m x
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Exercice 16 (facultatif)

Soit F la fonction définie, pour tout x € R, par

2x 5
F(x) = f et dt.
X

1. Calculer F’(x).

2. Calculer F(0) et montrer que la fonction F est impaire.
3. Etudier les variations de F.

4. Montrer que lim F(x)=0.

n—-+oo

5. Calculer le développement limité de F en 0 a 'ordre 3 et desi et seule-

ment siner la courbe de F.

Exercice 17 (facultatif)

I1/2

: 2
1. lim e Rsinx gy (Etablir et utiliser sinx > —x, Yx € [0, E].)
R—+oc0 0 TC 2

2. Déterminer les limites suivantes :

e

" * cost :
lim x"eT™dx, lim ——dt, lim e Rsinx gy
n—+00 0 x—0 3x t R—+00 0

)
(Etablir et utiliser : 1 — > <cost<1,VteR").

3. Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Calculer

1 1 1
im [ 2% 1im f e, tim [ 2 gy
0

n—+eo Jo X+H n—-+co n—+oo Jo 1+nx
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2

Intégrales Généralisées

Exercice 1

suivantes :

A:J2tan(x)dx, B:JA4
0 0

2. Etudier la nature des intégrales suivantes :

cos(x)

dx,
sin(x)

1 2 +00
1
A= B dx, B= j x2020,~x gy C
0 Vx(1-x) 1
+00 1?2 +oo ,—Vx2+1
D :J sin(x) dx, E= ¢ dx, F
0 X 0 Vx
tooq _ -1 cos(x)
G:J C—(;S(x)dx, H:J ¢ dx,
0 X —co X
+00
J= cos(x?) dx.

1. En utilisant les primitives usuelles, déterminer la nature des intégrales

x2

+00
J_OO x*+2—cos(x)

I

- JQ In(1 + sin(x)) dx.

[ cos(x)
=] %

dx

NI

dx,
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3. Montrer la convergence et calculer :

IR

In(sinx) dx.

Jﬁa<betﬁ)

Solution.

s

2
1. * La nature de A = f tan(x) dx :
0

. . TC .
La fonction t - tan(x) est localement intégrable sur [0; E[ car elle est continue.
Tt
Il y a donc un probleme en 7

t

A = lim f sin() - lim l— ln(|cos(x)|)l — _lim In(|cos(t)]) = +co.
0

t>% J)o cos(x) % o toF

Donc, l'intégrale A est divergente.

s
4 cos(x
* La nature de B = #

cos(x)

sin(x)

étudier la convergence de cette intégrale, il suffit de se préoccuper du compor-
)

sin(x)

. . T .
La fonction t — est localement intégrable sur |0; Z] (car continue). Pour

.. . T, u
tement au voisinage de 0. Soit 0 < ¢ < 1 L'integrand est de la forme T avec
u

u = sin donc se primitive en 2Vu :

i /
B=1lim cos(x) =lim [2\/s1n l =lim 24| — — 2+/sin(e) = 2%,
e—=0 ), /sin( ) e—0 e—0

L 3
donc l'intégrale B est convergente et B = 24.

+00

2
* La nature de C = J xe ™ dx:
—00
Z2

La fonction t > xe™ est continue sur | — oo, +0co[, donc le probléme se pose en
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+o0o et en —oo. Soit c € R, on a

A
. -1 21 _2 1
= m —-e4jen =g

too 2 A 2 1 2
j xe ™™ dx= lim xe ™™ dx= lim —Ee_x dx
C

A—+oo ). A—+c0

et

¢ 2 ¢ 2 1 2 ¢ 1 - I 42 1
j xe ™™ dx= lim xe ¥ dx= lim |—=e ¥ dx| =——=¢“+ lim —e™ =—=¢
—co A——00 A A——00 2 A 2 A—+oo 2 2

+00 c
o 2 2
Donc, les deux intégrales f xe " dx et J- xe ™ dx sont convergentes. Par
c

—00

suite, I'intégrale B est convergente et on a

+00 5 0 5 +o00 5
B = f xe ™ dx = f xe ™ dx+f xe ™ dx=0.
—00 —00 0

b x24+1
2. # La nature de l'intégrale A= | ———— dx:
0 Vx(1-x)
x?+1
La fonction x — ———— est continue sur |0, 1[, donc localement intégrable. Soit
V(1 -x)
O0<c<1.
Au voisinage de 0 g f dx est tégrale d
— Au voisinage de 0 on a : ~—e est une intégrale de
& Vx(1-x) 0" VX s

Riemann convergente (car o =

c

1 . s
3 < 1), par le critere de comparaison, l'integrale
x?+1
0 Vx(1-x) 1
2
+1 2
— Au voisinage de 1 on a : i ~ et J
Vx(l-x)1- 1-x c 1—x
Riemann divergente (car « = 1 > 1), par le critéere de comparaison, 'integrale
1 2
x“+1

c \/}(1 _x)

Conclusion : I'integrale

dx converge.

dx est une intégrale de

dx diverge.

U x2i1
0 Vx(1-x)

dx diverge (CV+DV=DV).

+o0
+ La nature de l'intégrale B = J x2020e7% gy
1

20206—x

La fonction x +— x est continue (donc localement intégrable) sur [1,+oo].
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D’oti le probléme se pose en +co. Puisque lim x%(x?%2%¢™) = 0, d’aprés les régles
X—+00

de Riemann (a = 2 > 1), I'intégrale B converge.

+00 x2
+ La nature de I'intégrale C = J - dx:
oo X%+ 2—cos(x)
2
) x . o
La fonction x > ———— dx est paire et localement intégrable sur |—co, +oo],

x*+2—cos(x)
400 2 400 2

donc les deux intégrales C = f Y dxetC'= f . S—')
coo X+ 2—cos(x) o x*+2-cos(x)

sont de méme nature (dans le cas de convergence on a C = 2C’).

x? 1

+00
Au voisinage de +oco on a : et j — dx est une intégrale
0 X

x4+ 2 —cos(x) +oo x2
de Riemann convergente (o = 2 > 1). Donc, d’apres le critere de comparaison,

I’intégrale C’ converge, par suite I'intégrale C converge.

dx

T sin?(x
+ La nature de l'intégrale D = j in”(x)

0 X
sinz(x)

X
et en +o0. Soit ¢ €]0, +o0|.

€ qin?
— L'intégrale D := j sin’(x)
0

La fonction x — est continue sur ]0,+oo[, il y a donc deux problémes en 0

sin?(x)

dx est convergente car la fonction x —
X x

) .
admet une limite finie en 0 ( lim sin”(x) = lim sin(x)sm(x) =0x1=0]|.
x—0t X x—0* X
+oo s 2
— Pour l'intégrale D, := J sin’(x) dxona
X
Cc

D - 91 — cos(2x) = +Ooidx— % cos(2x) dx =D+ D
S 2x . 2x . 2x T2

+ Dj est une intégrale de Riemann divergente (a« =1 < 1).

+ Pour D) on va utiliser I'intégration par parties :

ol +00 +00 _: . 400 _:
Dy = [ sm(2x)l +J sin(2x) dx sin(2c) N lj sin(2x) x.
c ¢ c

4x? 4x? 4¢? 4 x?

1

sin(2x) e o :
< — et — est une intégrale de Riemann convergente,
c

Comme

x? T~ x? x?
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alors D) est convergente, par suite D, diverge.

Conclusion : l'intégrale D = D; + D, diverge (CV+DV=DV).
+00 ,—VxZ+1

+ La nature de l'intégrale E = j
o Vx

e~ Vx2+1

est continue sur |0,+oo|, le probléme se pose donc en 0

dx:

La fonction t —

P
et en +oo0. Soit ¢ > 0,

eVl -l ¢ -1
— dx est une intégrale de Rie-

~ — et
Vx o 0t yx 0 VX

< 1), donc d’apres le critere de comparaison E; =

— Au voisinage de O on a :

mann convergente (a =
J>C e~ Vx?+1
0o Vx

— Pour x > con a

N =

dx est convergente.

e—Vx2+l X +00 —x

e ) N
— dx converge (voir le cours), d’ou

< ¢ et
Vx Ve o Je e
+oo —Vx2+1

e

d’apres le critere de comparaison E, = j dx est convergente.

C x
Conclusion : l'intégrale E = E; + E, converge.

+ La nature de l'intégrale F = Jz In(1 + sin(x)) dx :

-2

TC
TC 2 Tt

en —=. Cherchons un équivalent de In(1 + sin(x)) au voisinage de —3 Posons

T
La fonction t  In(1 + sin(x)) est continue sur |— > ], le probléme se pose donc

e
U=x+ > donc

2

1
In(1 +sin(x)) = In(1 - cos(u)) = 111(”7 +o(u?)) = 21n(u)(1 ,nG+oll)

21n(x) )61 2In(u).

1
Comme j In(x) dx converge (voir le cours), d’apres le critere d’équivalence,

0
I'intégrale F est convergente.

1 — cos(x)

+ La nature de I'intégrale G = j dx

0 x?
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1 —cos(x)
2
en 0 et en +oo. Soit ¢ €]0, +o0].

c
1—
— l'intégrale G; := J c—c;s(x)
0 X

La fonction x — est continue sur ]0,+o0[, il y a donc deux problemes

) 1 —cos(x)
dx est convergente car la fonction x > ————
X
T . 1l-cos(x) 1
admet une limite finieen 0 [ lim —() =—|
x—0* x?2 2

— Puisque |cosx| < 1, alors

< 1+ |cos(x)|

‘1 — cos(x) <2 Vxele+ol.
x2

x? x?

+00
Comme J. — dx est une intégrale de Riemann convergente (@ = 2> 1), par le
X
[
+00
. . e 1 —cos(x
critere de comparaison, l'intégrale G, := J- %
X

c

Conclusion : I'intégrale G = G; + G, est convergente (CV+CV=CV).

est convergente.

ecos(x)

dx:

-1
+ La nature de l'intégrale H = J
oo X

ecos(x)

La fonction x —

est continue sur | — oo, —1], il suffit donc d’étudier le com-
portement au voisinage de —co. Puisque —1 < cosx < 1, on a e™! < ¥ < ¢ et

donc

ecos(x)

- > —f%  Vxel-oo,-1].
X X

-1 -1
Comme f - dx est une intégrale de Riemann divergente (o« =1 < 1), par le

critere de comparaison, I'intégrale H est divergente.

+00
cos(x) Ix

+ La nature de l'intégrale I = j

0 X
0s(x)

x
et en +o0. Soit ¢ €]0, +o0|.

La fonction x —

est continue sur |0,+oo], il y a donc deux problemes en 0
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“ cos(x)

0 Vx

— L'intégrale I; := dx est convergente. En effet, puisque |cos x| < 1, alors

cos(x)

Vx

| cos(x)] < 1

> \/z _W;

Vx €]0,c].

x .y . 1
Comme J — est une intégrale de Riemann convergente (a = 5 < 1), par le

critere de comparaison, I'intégrale I; est convergente.
T cos(x)

¢ Vx

1
effet, la fonction x > — garde un signe constant, décroissante et 11 =0.

V= t Lk
j cos(x) dx

D’autre part, pour tout € [¢,+oo[: On a
Conclusion : I'intégrale I = I; + I, est convergente (CV+CV=CV).

— D’apres le critere d’Abel, l'intégrale I, := dx est convergente. En

<2

+0oo
+ La nature de I'intégrale | = J- sin(x?) dx :
0

2

1
En faisant le changement de variable u = x“ on obtient | = EI' Comme l'intégrale

I est convergente, alors | ’est aussi.

3. * La convergence et le calcul de A = J (a<b):
Jt=a)b-1t)
La fonction x W est localement mtegrable (car continue) sur ]a, b[.
t—a)o—t
Il y a donc deux problemes en a et en b. Or
1 1 1 1
~ et ~

Vi—ao-n« Ji-ab-a)  t-ab-nv Jo-ab-1

bdt

N =

et J Nk sont deux intégrales de Riemann convergentes (a =
t—

), alors I’ 1ntegra1e A est convergente.

Pour le calcul, on remarque que A a la forme d’une intégrale abélienne de deuxieme
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espece. On a

(t—a)(b—t) = t—ab

+b)
+b :
_( - T) ( ) (la forme canonique)
b

I |

1
Alors, ! = 5 2 .
(t=afb=n 7% [ (2t axby’
- ( b—a b-a )
2t b
Effectuons le changement de variable u = b Z+—a' on trouve
— a —

1
d 1
= ZJ " (U : est paire)
0

X
=2 lim | arcsinu
x—1-

=Tt

[SIE

+ La convergence et le calcul de B = f In(sinx) dx.
0

. : L . Tt
La fonction x + In(sinx) est localement intégrable (car continue) sur |0, E]' De

plus, lorsque x > 0%, on a

In(sinx) = In(x + o(x)) = In(x) + In(1 + o(1)) & In x.

1
Comme j In(x) dx converge (voir le cours), d’apres le critere d’équivalence,
0

[STE

1
'intégrale B" := J In(sinx) dx est convergente. Or B = B’ +J In(sinx) dx et
0 1
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us

r

T
pacte [1, E]’ donc B est convergente.

X X
Pour le calcul, de sinx = 2sin(§)cos(5) on obtient

%
B= Jo ZSin(g)cos(g) dx

3 2 x §
:J 2dx+f sin(=) dx +
0 0 2 J

7ln2
2

7ln2
2

wln?2
2
ln2

7tln?2
>

Dou B=-

+2 sin(x) dx + 2

+2 sin(x) dx + 2

0
T r

J J

0
~

D o
el

J J

REES)
Nl
1R

+2 sin(x) dx

JO

+ 2B.

N

INE

[SE

cos(g) dx
cos(x) dx

sin(u) du

In(sinx) dx converge car la fonction x +— In(sinx) est continue sur le com-

(poser u = %—x)

(Relation de Chasle)

Exercice 2

0.

I'intégrale généralisée

+00

0

Montrer que li{n f existe.

1. Soit f : [0,1] —» R une fonction continue. Montrer que l’intégrale

1
généralisée J f(x)Inx dx est absolument convergente.
0

2. Soit f : [0,+c0o[— R une fonction positive et décroissante telle que

f(x) dx converge. Montrer que lim xf(x)=

X—+00

3. Soit f : [0,1] — R une fonction de classe C! telle que f’ soit bornée.

Solution.
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1
1. Montrons que J f(x)Inx dx est absolument convergente :
0
Puisque f est continue sur le compact [0, 1], elle y est bornée;; il existe donc M > 0

tel que |f(t)Int| < M|Int| pour tout t € [0,1]. D’ou

|f (t)Int| < M|Int|. (2.1)

1

Or, sur ]0,1] on a |Int| = —Int et l'intégrale J- Inx dx est convergente (voir le
0
cours), de I'inégalité (2.1) et le critére de comparaison, on déduit que l'intégrale

1
J f(x)Inx dx est absolument convergente.
0

2. Montrons que lim xf(x)=0:
X—+00
Soit € > 0. Comme l'intégrale de f est convergente, d’apres le critere de Cauchy,
ona:

2x
(JA>0)(Vx > A), f(t)dt<e.

Comme la fonction f es décroissante sur ]1,+co[, on a alors

2x 2x
(Vx>A), xf(2x)= f(2x)dt < f(t)dt<e.

X

On en déduit que 0 < 2xf(2x) < 2¢ pour tout x > A, ce qui entraine :

1ir+n xf(x)=0.

3. Montrons que lirr} f(x) existe :
x—
X

Ona f(x)-f(0) = fo'(t) dt,dou lin}f(x) = f(0)+lirr} f’(t) dt. Or I'intégrale
0 x— x—=1 Jo

x—1

1 X
impropre J f’(t) dt est convergente, alors lim J f'(t) dt existe. Par conséquent,
0 0

lim f(x) existe aussi.
x—1
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Exercice 3
iU
Soit f : [0,+0c0[ — R une fonction continue telle que — dt converge et
1
soient a,b > 0. Pour tout x > 0, on pose :
+00 £)— f(bt bx t
F(x):= S =1®) 4y ot Guy= [ L9 ar
x t ax
1. Montrer que F = G.
2. Montrer que si une fonction g : [0,+co[ — R est continue et nulle en 0,
bx
alors lim g(t) dt=0.
x=0 J,
3. Déduire des deux questions précédentes que
T f(at)— f (bt b
f@) = F Y 4 - foyin 2,
0 t a
+oo —at _ efbt b
4. Application : Montrer que J dt =In pt
0
Solution.
1. Soitx>0.0Ona:
(00 t (+oo bt
PP (R A CCO PR (R A CL
JIx Jx
(00 (+oo
= fw) du— mdv (poser u=at et v=bt)
Jax u Jbx v
+00 rbx
= M du + M dv (Ralation de Chasle)
Jax u J+00 v
= G(x).

2. En supposant, sans perte de généralité, b > a. La fonction t > g(t) est continue

. 1 . s N
sur [ax, bx] et la fonction x — " est positive sur [ax, bx], donc, d’apres la premieére
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formule de la moyenne, il existe c, € [ax, bx] tel que

bx bx
[ ar—gen [ 1 dr=gleom()
ax t ax t a
Comme ¢, — 0 quad x — 0, alors,

bx
: gt .. by _ by _
hmJ; e dt = lim g(c,)In(=) = g(0)In(—) = 0.

x—0 J gy c,—0 a a

3. On considere la fonction g : [0,+00[— R définie par g(x) := f(x) — f(0). Cette

fonction est continue et nulle en 0. D’ou,

+00 _
M dt = lir% F(x) = lirr(l) G(x) (D’aprés la premiére question)
0 X— X—
rbx
= lim f(t) dt
x—0 J gy
rbx
_im [ O+
x=0 Jax t
rbx bx
~tim [ I et [0
x=0 ), 1 x=0 ),
bx
= f(0) lirré n dt+0 (D’apres la deuxiéme question)
X—> ax
b
= F(0)In(2)

4. Appliquer le resultat de la question précédente a la fonction f : x + e qui

vérifie les hypotheses.

— Exercice 4

Etudier la nature des intégrales suivantes :

+00 1 J‘+oo e—x J\+oo COS X J‘+oo
— dx, — dx, dx, 27 %x% dx,
J‘l xVAx2 +x+1 o X o l+x? 0
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bodx ! dx U In(1 +x) too g
’ o oa’ ——— dx, ——— dx
o 1-— \/} 0 (tanx — x)® 0 x¥(1- x)ﬁ 0 xarctanx
+00 400 - 1 1
d
J cosx dx, J sinx dx, J sin(1/x) dx, J —x,
o X7 o X 0 ) arccosx
j+oo J J‘+°° sin® x
sm cos dx, dx,
0 0 X

oo +°°1—cosx
J (1 —COs — )smx dx, —— dx.
1 0

xa

Solution.

1
= La nature de J

xVax?2+x+1

majoré par o2 donc, d’apres le critére de comparaison, l'intégrale est (absolument)
x

dx : L'intégrande est positif, continu sur [1,+oo[ et

convergente.

Remarque : une autre facon de montrer que cette intégrale converge est de la transfor-
. x+1 L .
mer, par le changement de variable tan6 = ﬁ' en une intégrale non impropre, que

l'on peut méme calculer.

+0o —x -X 1

e
* La nature de J — dx : Au voisinage de 0, on a — i > 0 donc, d’apres le
X X X

critere d’équivalence, l'intégrale diverge. (en +co, elle est absolument convergente car
=X

0<—<e™ pourx>1).
X

+00

Cos X . |cosx|

+ La nature de J dx : U'intégrande est continu sur [0, +co[ e — donc

o l+x? 2SR
I'intégrale est absolument convergente, d’apres le critéere de comparaison.

+00

+ La nature de j 27%x* dx : Le probléme se pose en +c0. Ona 2% =e*"2 et In2 > 0
0
d’ou
lim x*27% = lim x*e™"2= lim e
X—>+00 X—>+00 X—+00

—xIn2 — 0

Donc, d’apreés les regles de Riemann, 1'intégrale converge (absolument).
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1
dx . . :
+ La nature de J : Par changement de variable et équivalence, I'intégrale en 1

o 1—+x

1 .
est de méme nature que celle de — en 0 donc divergente.
y

1
dx . )
* La nature de J- : En 0, par équivalence, I'intégrale est de méme nature

) o (tanx—x)@
que celle de = dong, elle converge (absolument) si et seulement si 3a < 1, c’est-a-dire
X

a < 1/3 (elle n’est méme pas impropre si a < 0).

1
In(1+x 1 In2
+ La nature de j An(l+x) dx : 'intégrande est équivalent a en0etd —= en
0 x%(1—x)P xo-1 (1-x)P

1. D’apres le critere d’équivalence, 'intégrale est donc convergente (absolument) si et

seulement si @ — 1 et § sont strictement inférieurs a 1, c’est-a-dire « <2 et g < 1.

+00 1
x La nature de ———dx:Ona lim ——— =1 car arctanx.Inx ~ xInx —— 0.
yarctanx x—0+ yarctanx 0+ X—0+

Par conséquent, I'intégrale est convergente en 0 car I'intégrande admet une limite finie

en 0.

1 /2

xarctanx 4o, 47/2

X

+ —
7 yarctanx =Y

—1t/2+arctan(1/y)

1
Au voisinage de +oo,0n a (carquand y := o 0 =
—arctan(y) _ 1

VY = —rcany 1). Puisque 7t/2 > 1, 'intégrale converge donc aussi en +co.
y

COS X 1

~ —

+00 +00 s
cosx sinx .
+ La nature de dx et de dx : En 0, par équivalence, on a
a 0 xO( 0 xO(

0 x x“
sinx X

et ~— = . D’ou, la premiére intégrale converge (absolument) si et seulement
x& o x@ xa—1

si a <1 et la seconde si et seulement si a < 2.

En +o0, pour chacune des deux intégrales, on a :
* convergence absolue si @ > 1 (Voir le cours).

* convergence simple si et seulement si @ > 0. En effet, cette condition est non seulement
2km+m/2 2km+7/2

nécessaire (car si p:= —a > 0 alors j xPsinxdx et J xP cos xdx, minorées
2km 2km
par (2kn)P, ne tendent pas vers 0) mais aussi suffisante, d’apres le critére d’Abel.

En résumé :
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— la premiere intégrale converge lorsque 0 < @ <1 et sa convergence n’est jamais abso-
lue;

— la seconde converge lorsque 0 < @ < 2 mais sa convergence n’est absolue que si a > 1.

1
. . 1 L
+ La nature de J sin(1/x) dx : Par changement de variable y = —, cette intégrale est
0 X
siny
absolument convergente, comme celle de —— en +oo.
y
bodx

+ La nature de J ——— : Par changement de variable y = arccosx, cette intégrale
0 arccosx

1 L z .
dx 2 sin 2 sin
est absolument convergente, car f — = J Y dy (j Y dy est faussement
o arccosx J, v 0o Y

impropre, car I'intégrande admet une limite finie en 0).

+00
+ La nature de J sin(x?) dx : Par changement de variable y = x?, cette intégrale est
0
. siny
semi-convergente, comme celle de —75 en +oo.
y
+00
+ La nature de I cos(x%) dx : Supposons a # 0 (sinon, 'intégrale diverge évidemment).
0
_ N o X T cosy
Par changement de variable y = x%, cette intégrale est de méme nature que 5 dy
o ¥

1 . . ) Y .
avec f =1 — —. Elle est donc convergente si et seulement si 0 < 1 - — < 1, c’est-a-dire
a a

a > 1, et sa convergence n’est jamais absolue.

T gin? x

dx :En 0, l'intégrale est faussement impropre (I'intégrande

1 —cos(2x)

* Lanature de f
0

tend vers 0). En +oo, elle diverge, puisque sin®x =
cos(2x)

et que l'intégrale en +oo

de

est semi-convergente (par changement de variable y = 2x) tandis que celle

1 .
de — est divergente.
X

* La nature de f

+00
(1 —Cos — ) sinx dx : 'intégrande est continu sur [1, +oco[. Vérifions
1

X
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1
les hypotheses de la regle d’Abel. x — 1 — cos — est décroissante sur [1,+co[ et nulle a

Vx

X
I'infini, et x — I sintdt = cos1—cosx est bornée. Par conséquent, I'intégrale converge.
1

. . |sin x|
Mais elle est seulement semi-convergente car

~

Xx—>+oo  2X

,non intégrable

1
(1 —cos—)sinx

Vx

en +oo.

1 1 1 1 1
Autre Solution : |1 —cos — |sinx = (— + O(—))sinx =t O(—) donc l'intégrale
Vx 2x x? 2x x?

est semi-convergente, comme somme d’une intégrale semi-convergente et d’'une intégrale

absolument convergente.

+00
1—-cosx . .. 1—-cosx 1
* La nature de —— dx : En 0, la fonction (positive) ~ 5
0 x4 x40+ 2x%”

intégrable si et seulement si @ —2 < 1, c’est-a-dire a < 3. En +c0, l'intégrale converge si

est

2kmt+31/2 2kmt+31/2
1-cosx 1 , ) 1—-cosx dx
a>1(carOS—aS—a)etdlvergemaél(carJ —adsz- — =
X X 2kmt+71/2 X 2krem/2 X
2kme+3m/2 1 . T 1 —cosx , ,
n———— ~ —). Finalement, dx converge si et seulement si 1 <a < 3.
2k +m/2 2k 0 x®

Exercice 5

n
Soient f : R* — R une fonction localement intégrable, et I,, = J f(x) dx. On
0

suppose que lir+n I, =1 € R. Est-il vrai que sous cette hypothese :
n—-+oo

—_

+00 +oo
. Sil’intégrale J f(x) dx converge alors J f(x)dx=1.
0 0

+00

2. Si f est positive alors l'intégrale f(x) dx converge?
0

3. Si f est positive alors lim f =07?
+o0
+00
4. f admet en +co une limite (finie ou infinie), alors I'intégrale J f(x)dx
0
converge ?

+00
5. Si f est dérivable et de dérivée bornée, alors l'intégrale f f(x) dx
0

converge ?

Solution.
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A
1. Vraicarsi lim f(x)dx =] alors limI, =].

A—+o0 0

A
2. Vrai car VA€ R" Iy < f f(x) dx < Ijap41 (ou [A] désigne la partie entiere de
N 0
J f(x)dx—1
0

3. Faux, bien que l'intégrale converge d’apres le point précédent, car lim f peut
+00

J

A) donc

< max(|I[A] -1 I[A]+1 —Ii) — 0 quand A — +co.

ne pas exister. On peut construire un contre-exemple ou, de plus, la fonction

positive f n’est pas bornée :

1
ng(n3(x—n)) si n<x<n+— pourunneN
n

0 sinon

pour n'importe quelle fonction non nulle intégrable ¢ : [0,1] — R, (par construc-

n 1
. 1 f
tion, I,;,1 =G Zﬁ' avec G = . g(t) dt).
k=1 -
4. Vrai : * Montrons d’abord que cette limite ¢ est forcément 0. Pour tout entier
rn+1
naturel n, puisque I,,,; — I, = f(x)dx,ona:inff(x) <I,.—1I, <supf(x).

x2 x>n

Jn
Par passage a la limite, on en déduit: € <0 <{.

* Sachant maintenant que lim f = 0, montrons que l'intégrale converge. Pour
+00

A
j f(x)dx
[A]

tout AeR*,ona

A
< fw ()] dx

<(A-[A]) sup [f(x)l
[A]l<x<A

< sup |f(x)|
x>[A]

A
fo f(x) dx =TI},

donc

A
J f(x)dx—1
0

5. Faux. Exemple : f(x) = sin(27x).

< sup |f(x)|+ |I[A] —I| —0 quand A — +oco.
x>[A]
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Exercice 6

Montrer la convergence et calculer :

J
fo (x+1) x+2)(x+3)’ J:OO(

+00 dt
1+1t2

dx

x2—3x+2)%

+00 dx

x2-1’

T Int

1+ ¢t2 at

J

+00 . 5 dt
e 'costdt, J. _—
J:) 4 AJ(t—4)(5-1)

+00

oo 1 U Int dx
dt, €R), dt, ,b>0).
L Troaam ™ @ )L Vit Lo @y @00
Solution. La convergence et le calcul de :
(+oo dt
+ A= :On a A = [arctant]{* = /2.
Jo 1+¢2
(' dt
+B= :OnaB-= [2{] = 2.
JO t
(+0o dt
+C = ————— :La Décomposition en éléments simples dans R de I'intégrande
Jo (t+1)(t+2)
est
1 1 1
(X+1)(X+2) X+1 X+2
t+1

Une primitive sur ]—1,+oo[ est donc : F(t) =

dt

+00
tC= —_—
converge € J;) (t+1)(t+2)

*D:\J‘
2

+0o0 dx

x?-1

= 0-F(0) =

In 2.

In —— . Puisque limF = 0 € R, l'intégrale
t+2 +00

: Par un raisonnement analogue, avec

1 1/2 1/2
X2-1 X-1 X+1
1., x-1 o dx In3
F =1 1’ D = =0-F(2)= —.
(x) >In— (sur |1,+o00[) et J; 27 0-F(2) 5
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+00 dx
* E = J : Par un raisonnement analogue, avec
0 (x+1)(x+2)(x+3)

1 12 L 12
(X+D)(X+2)(X+3) X+1 X+2 X+3

1. (x+1)(x+3) f+m dx In(4/3)
F =—In—— —1, tE = =VU— = .
() =3 In =g (surl-Lteol)e , Grarmey  HO=—3
F f+oo dx Par un raisonnement analogue, avec
*F = —_— , av
5 (x2-3x+2)? &
1 2 1 2 1

’

= + - +
(X2-3X+2)> X-1 (X-1 X-2 (Xx-2)?

x—1 1 1
F(x)=2In o ‘—x_l—x_z(sur]—oo,l[,]l,Z[et]2,+oo[)et
oo dx 3
F= = —0-F(3)==--2In2.
J; (x2—-3x+2)2 3) 2o

T Int
+G = J o2 dt : Par équivalence, I'intégrale converge en 0 car y > —1. Par chan-
0

+00

1
gement de variable s = 1/t, l'intégrale f(t)Int dt est 'opposée de J f(t)Int dt
1 0

+00
(donc, comme elle, convergente), si bien que J f(t)Intdt est convergente et nulle.
0

+00
+ H = J e 'cost dt : Par une double intégration par parties,
0

+eo “(sint—cost) "7 1
j e tcostdt = e (sinf - cost) =—_.
0 2 . 2
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: Par le changement de variable s = 2t -9,

IJL
4 AJ(t-4)(5-1)

ds

5 dt 1
L JE-45-1) L Vi-s2

= [arcsinsﬂ1 = .

1

Int

* ] = dt : Par le changement de variable s = V1 — ¢,
Jo V1-t 8

U Int 3 1 B B o
J()\/Edt_zjo In(1-5%)ds =2[G(1 +s)—G(1-5)],,

avec G(x) = xInx — x, continue sur ]0,+oo[. Puisque li(r)nG =0 e R, l'intégrale est donc

convergente et vaut 2(G(2)-0)=4(In2-1).

+00 1
+ K, = f 001 dt, (a eR):Lintégrande (positif et continu sur |0, +co|)
est majoré par

o2 donc 'intégrale converge. Par changement de variable s = 1/¢,

K '_JW : dt‘j0 1 ‘ds_j“’" & ds =: K,
)y ) +ty) T ) (T+s ) (1+s59) s2 0, (1+s2)(1+s2) ¢

K,+K/, 1 (™ 1
donc K, = at “:—f dt = — = K,.
0

|

2 2 1+1t2 4

+00 dX
*L:J:w @+ )b+ x2) (a,b>0):

" 1
L'intégrale converge en +oo comme celle de —.
X

1 1 1
— Cas général : b # a. L'intégrande s’écrit alors -— . (x2 T b) donc admet pour
primitive
F(x):= 1 ( L arctan — L arctan — )
- b-alva Va Vb Vb/
oo dx T ( 11 ) T
=limF -limF = 2limF = — )=
J_oo (@a+x?)(b+x?)  +eo oo to b-al\va +b) bva+aVb
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— Cas particulier : b = a. Par changement de variable x = yVa puis y = tant,

cos’t dt =

j+°° dx _1J+°° dy 1 (™2 7
oo (@422 ava ) o (14922 ava ) 2aNa

Exercice 7
Too -t -2t
. et—e
Soit I = f —dt.
0 t

1. Montrer que I est convergente.

2. Pour ¢ > 0, établir la relation :

+oo —t -2t 2e —t

e —e e
[

& t & t

3. En déduire le calcule de I (utiliser la premiere formule de la moyenne).
1

4. En déduire le calcul de J X
o In(x)

dx (Poser x =e™").

Solution.
et — o2t
1. La fonction t — est continue sur |0, +oo[, le probléme se pose donc en 0
et en +o0. Soit ¢ > 0,
c e—t _ e—2t -t _
— En 0 : l'intégrale J — dt est convergente car la fonction t —
0

se prolonge par continuité en 0 (elle admet une limite finie en 07). En effet,

~t 2t —t

. e '—e ) e t=1
lim —— = lim e .
t—0* t t—0* —t

=1.

Ou bien, En effectuant un développement limité en 0, on a

el —e M =(1—t)—(1-2t)+o(t) =t +o(t),

Page 50 M. ZITANE & J. H'michane



FS de MEKNES Exercices résolus d’Analyse 2/SMIA/S2

+oo —t _ 2t
— En +o0 : d’apres les régles de Riemann, I'intégrale f — dt converge,
c
en effet,
ot _ o2t
lim #(———)=0, (a=3>1).
t—+00 t

Conclusion : l'intégrale I = J

¢t _ 2t +oo —t _ -2t

e’ —e 4

—dt+ ——— dt est convergente.
0 t c t

2. Soite>0.0On a

+00 —t _ -2t +oo ,—t +oo =2t

et —e e e
[Tl (T [T
& t &€ t & t

Par le changement de variable u = 2¢, on obtient

+o0 -2t +o00 —u +o00 —uy +o0 —t
e e e e

[T [T e [T [
€ t 2¢ 2u 2¢ u 2¢ t

d’ou,
+oo _—t -2t +oo —t +o0 —t 26—t
e " —e€ e e e
j dt:j _dt_f _dt:j < ar
€ € t 2¢e €
3. Ona
too =t _ =2t too =t _ =2t 2e —t
:J dt =1lim dt = lim — dt
0 e—0 e e—0 c

. ) 1 ..
La fonction t +> e~ ! est continue sur [e,2¢] et t > n est positive sur [¢,2¢], dong,

d’apres la premiere formule de la moyenne, il existe c, € [¢, 2¢] tel que

2e —t 2¢
1
j € dt- e‘CfJ —dt=e%In(2).
&€ t & t

Comme ¢, — 0 quand ¢ — 0, alors,

2¢ et
[ =lim e dt = lime % 1n(2) = In(2).

e—0 € Ces0
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4. Le changement de variable x = ¢”* donne :

Tx—1
.[0 () dx =1=1n(2).

Exercice 8

+oo dt
Soit I,, = J = ou 7 est un entier naturel.
0 (t + 1)

2. Calculer I4.

3n-1
3n

4. En déduire 'expresi et seulement sion de I,,.

3. Montrer quesin>1,ona: [, | =

I,

1. Etudier pour quelles valeurs de n I'intégrale I,, converge.

Solution.
1
(t3 + 1)n +:o t3n
ment si 3n>1 c-a-d n e N,
T dt
t3+1°

1. On a

2. Calculons I} = J
0

La décomposition en éléments simples de la fraction F(t) =

s’écrit :
a bt+c
E(t) = + .
(t) t+1 t2—t+1
Avec:
1 1
a=(t+1)F(t) = =—.
t:—l t2 - t + 12t:—1 3
F(O):1:a+c:>c:1—a:§.
-1
lim tF(t)=0=a+b=>b=-a=—.
t—+o00 3
Donc,

Todt 1 (T dt 1 (F t-2 it
o 341 3 )y t+1 3, t2—t+1 "

+00 dt
——. Donc, l'intégrale I, = j — -, converge si et seule-
0 (t + 1)”

1 1
B4l (t+1) (12—t +1)
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_In(x+1) 1Jx(t2—t+1)’ dt+1fx dt
3 6Jy t2-t+1 2 ) t2—-t+1’

_1n(x+1)_ln(x2—x+1)+1J‘x dt
- PR

4

3 6 2o (t-12+3
1 (x+1)? 1 (* dt 2t—1
s\ e1) B ) e, o e
6 x>—-x+1] /3 Jo ( - )2+1 \V3
V3
1 (x+1)2 1 x—1 -1
:gln PRy +%(arctan( 7 )—arctan(ﬁ) ,
L (x+1)? .\ Lo (2x—1)+ T
= —In|—— |+ —arctan —
6 \x2-x+1] /3 \3 6V3
*odt T T 27

Par conséquent, I = lim — =0+ + = .
x=+eo Jo 1341 2vV3 6V3 343
3. Soit n > 1, par une intégration par parties, on obtient :

+00 )
()
I, = ———— dt,
" J; (t3+1)n
_ t +°°+J+°° 3nt3 s
RIGESAA o (B+1ymt Y

oo 134 oo 1
= 3”(—[; (t3+1)n+1 dt_J; (t3+1)n+1 dt)’

=3n(l, = Iy1).

3n—1
D’ou, pour toutn>1, I,,1 = 7; I,.
n
3n-1
4. Pourtoutn>1,onal, = T; I,,. Donc :
n
3n-4
IL,=——1,4,
n 3n—3 n—-1
_3n-7
n-1— 3n—6 n—2»
_3n-10

n-2 — 371—9 n-3»
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2
I, = =1.
2= 34

Multiplions ces égalités, membre a membre, on obtient :

3n—4 3n-7 3n—-10 2 3n—-4 3n-7 3n-10 2 =

Yn>2), [, = . . =0 = ) ) e )
(Vn>2) " 3n—33n-6 3n-9 "3 ' 31—33u-6 3n-9 "3 63
Exercice 9
+00 dt
Soit I = .
o VEHt2+1)

1. Montrer que I est convergente.

+00
2. Calculer | = f dx
0

xq+ 1
3. En déduire I (poser x = Vt).

Solution.
) 1 ) .
1. La fonction t — m est continue sur ]0,+oo[, le probleme se pose donc en
(- +
0 et en +oo. Soit ¢ > 0,
1 1 ¢
—-EnO,ona —— est une intégrale de Riemann convergente

T v

1
(¢ = = < 1), donc, d’apres le citere d’équivalence, l'intégrale j ——— est
Vi( t2 +1)

2
convergente.
1 . .
— En +c0, on a — — et J — est une intégrale de Riemann convergente
i3 e \/_
5 dt
(¢ = = > 1), donc, d’apres le citere d’équivalence, l'intégrale ——  est
2 VE(t2 +1)
convergente.

onclusion : 'intégrale J+oo dt = JC dt +J+OO dt converge
' 8 o VEt2+1) Jo VE(#2+1) Jo VEHE2+1) 8¢

en éléménts

2. Pour calculer I'intégrale ] il faut décomposer la fraction F(x) = — 1
X=+
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simples. On a

Pl =(xt+2x2+1) - 2x% = (x% +1)? \/_x (x2+\/§x+l)(x2—\/§x+1).
D’ou
1 ax+b cx+d
F(x) = + .
(x2+V2x +1)(x2 = V2x +1) x2+\/§x+1 x2—V2x+1
Comme la fonction F est paire, alors c = —a et d = b, d’ou
1 ax+Db —ax+Db
F(x) = = + .
(2 +V2x+1)(x2—V2x+1) x2+V2x+1 x2—-V2x+1
1
OnaF(O)zlsz,alorsb—E
1 i
1 _aty —a+; 1
De F(1) = = 2 2 on obtient a = ——.
2+\/_ 2-2' 22
Or,
Jt ax+b p 1 J X +\/_x+1 +\/_
— X X,
0 x2+V2x+1 W2 Jo  x2+V2x+1
_ In(2+V2t+1) 1jf dx
4v2 4 Jo (x+%)2+%
2 +V2t+1) 1 (F d
- V2 )+—j (= V2x+1),
42 0 (V2x+1)2+1
2t+1) 2
= £+ V2 \/_(arctan(\/zt%rl)—arctan(l) ,
42 4
2t+1) 2
= 2+ Vot £arctan(\/zﬂrl)—z.
42 4
Et,
t
- b -V2t+1 2
J T dx = Vi )—iarctan(—\/zt+1)+—
0 x2— \/_x+1 42 4
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Donc,
J= t1—1>+oo +1’
tl_lB’lool (t2 * \\//__ttill ) \/E(arctan V2t + 1) —arctan(-V2t + 1)) ,
- T
V2

3. Par le changement de variable x = vt dans I, on trouve que I = 2] = —
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3

Equations Différentielles Linéaires

Exercice 1

(Eq1):
(Ey):

(1+x)y'+y-2=0,
v’ =3y +2y=1+2¢"

Résoudre les équations différentielles suivantes :

Solution.

1. *» On commence par résoudre 1’équation homogene (1 +x)y’+y =0.On a

dy —dx
14X

- W J
1+x’

(1+x)y'+y=0=

= Inly|=-In(]x+1])+cte, x€]-o00,—1[ oubien xe€]-1,+0c0],
= y=——, avec CeR, x€]-oo,—1[ oubien xe€]-1,+c0],
|x + 1]
C
pour x€]-1,+0c0],
= y= xél avec C,C;eR
1
€| —o00,—1].
L. Ppowr X ] —o00,—1]

+ On cherche maintenant une solution particuliere de (E

1); sur ] —1,+co[ sous la
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C(x .
forme y, = (Tl) ; par la méthode de variation de la constante :
x

yp est solution de (E;) = (1+x)y,+y,+2=0
C’(x)(1+x)-C(x) N C(x)

= (1+x). (1+x)2 1+x 7
= Cl(x)=-2
= C(x):J—2dx
= C(x)=-2x
N _ C(x)  —2x
A

Dong, la solution générale de I’équation (E;) sur | - 1,+oo] est

C —2x_C—2x

= = — » R.
y(x) yh(x)+yp(x) x+1+x+1 x+1 Ce
Et sur | — oo, —1[ est
C] —-2x C1—2x
y() yh(x)+yp(x) x+1+x+1 x+1 "~ Cre

2. On commence par résoudre I’équation homogeéne associée -3y '+2y = 0. 1’équation
caractéristique est : 7> —3r+2 = 0 dont le A = (-3)> =4 x 1 x 2 = 1, alors elle ad-
met deux racines réelles r; = 1 et r, = 2. Dong, la solution générale de 1’équation
homogéne est

yp = Ae* +Be*™; A,BeR.

Pour trouver une solution particuliére, on peut utiliser :
1- Principe de Superposition : le second membre de 1’équation (E,) est de la

forme f(x) = fi(x) + f>(x), avec fi(x) =1 et fo(x) = 2¢*. On cherche une solution
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particuliere y,. (i = 1,2) des équations

(Ey): v’ =-3y'+2y=1, et (Ej): v" -3y +2y=2e"

1
On remarque que y, (x) = 5 est solution particuliére de I’équation (E;): p” —

3y +2y=1.

Le second membre de 1’équation (E}) est de la forme emx(PO(x) cos(wx)+Q_(x)sin(wx)

avecm=1,w =0, Pj(x) =2et Q_(x) =0. Or m+iw =1 est racine de I’équation

caractéristique, alors on cherche une solution particuliére de la forme :
Yp, = xe"*| Ro(x) cos(wx) + To(x) sin(a)x)) = axe~.

Puisque

Vo, = 3Yp, + 2y, = —ae* = 2¢.
Par identification, on obtient a = -2, par conséquent,
Vp, (x) = —2xe™.

Donc, Une solution particuliere y, de (E;) est donnée par

1
yp(x) = ypl (X) +yp2(x) = E - 2xex'
Et la solution générale de (E,) est

1
y=yh+yp:Aex+Be2x—2xex+§; A,BeR.

2- Méthode de Variation de la Constante : la solution générale de 1’équation

homogéne associée a (E,) est donnée par :

vu(x) = Ae* + Be**; A ,BeR.
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Cherchons une solution particuliére de (E) sous la forme
Yp(x) = A(x)e" + B(x)e**, avec A,B sont deux fonctions dérivables.

Ona
Yp(x) = A'(x)e* + B’(x)e** + A(x)e* + 2B(x)e*~.

On impose la condition

Ce qui donne

y;y(X) = A(x)e* + 2B(x)e?.

2

On calcule ensuite y” (utiliser le fait que y; = e* et y, = e”* sont deux solutions de

I’équation homogene, c-a-d e* —3e* +2¢* =0 et 4e%* —6e** +2e% = 0), on remplace

dans I’équation (E;) on trouve que
A'(x)e* + 2B (x)e** =1 + 2¢".

Résolvons donc le systeme

On obtient
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Donc, une solution particuliere de I’équation (E,) est donnée par

e—2x

1
—2e7%)e? = = — 2xe" — 26",

Yp(x) = (=2x+e")e" + (- 5 5

Par conséquent, la solution générale de (E,) est

1 1
V(%) = pu(x)+y,(x) = AeX+Bezx+§—2xex—2eX = Cex+Bezx—2xe"+§; A,B,CeR.

Exercice 2

Résoudre les équations différentielles suivantes :
(Sep):  (cost)y’ = (sint)y?,
(Ber): v =yp+ty°,

(Ric): v =(t-1)y+ y2 —t, sachant qu’elle admet une solution particuliére
constante.
Solution.

1. (Sep): (cost)y’ = (sin t)y4 est une équation a variables séparées. On a

(cost)y’ = (sint)p* = (cos t)% = (sint)p*

N dy _ _sint
~ cost
d t
= fy jzgt ,sur I=]-Zokn Dkl (keZ)
= _3:—ln(|cost|)+cte, sur I:]—§+kn,§+kn[ (kez),
1
N ,, surunintervalle JcCI
3In(|cost|) + ¢;
= y=

-1
-3 , intervalle "1,
\/3ln(|cost|)+cz sur un interv Ji

avec cy,c; € R.
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2. (Ber): 3y’ =y+1ty> est une équation de Bernoulli avec n = 3, divisons tous les

termes par p°, on obtient ’équation suivante
(Ber'): yy -y 2=t

Introduisant la nouvelle fonction u = y=2, d’oti u” = -2’y >, portons ces expresi
et seulement sions dans I’équation (Ber’), nous obtenons 1’équation différentielle
linéaire

(E): u'+2u=-2t,

qu’on peut résoudre facilement. En effet, la solution de 1’équation homogene u’+

2u = 0 est uy,(t) = Ce*' et par la méthode de variation de la constante on trouve
1 . s R . "y

que up(t) = —t+ 5 est une solution particuliere de (E), d’ou la solution générale

de (E) est

Comme p~2 = u, donc y = sur un intervalle I.

+1 +1
==

1
\/_ C€_2t—t+§

3. (Ric): vy =(t-1)y+ y2 —t est une équation de Riccati qui admet une solution
particuliére constante y, = ¢. En remplagant dans I’équation (Ric) y par ¢, on

obtient
(VteR): 0=(t—1)c+c®—t, c-a-d (VteR): tc—1)+(c>—c)=0,

d'ottc—1=0etc?—c=0,doncc =1, par conséquent, yp =1L
Soit le changement de variables :
=y, +—=1+ !
y=%+*3,= 2

z . . . > : ,
Douy’ = ——. Substituons cette expresi et seulement sion dans I’équation (Ric),
z
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afin d’obtenir une équation linéaire non homogene de la forme
(E): Z'+(t+1)z=-1,

2
la solution de 1’équation homogeéne z’" + (t + 1)z = 0 est z,(t) = Ce (7% et par la
2
méthode de variation de la constante on trouve que C’(x) = —elT+) cad C(x) =
2 2 2
—J‘e(tZH) dt. Donc z,(t) = —e_(t2+t).\[e(t2+t) dt est une solution particuliére de

(E), d’ou la solution générale de (E) est

2 2
z(x) = z(x) + z,(x) = e_(t2+t)(C —Je(tz”) dt), CeR.

1
Comme y =1+ —, donc
z

1
y=1+ sur un intervalle I.

e_(tzz”)(C - f e(%”) dt)

o 2
Remarque : On ne peut pas exprimer la primitive fe( 7+ dt en termes de fonc-

tions usuelles!!!.

Exercice 3

En posant u(x) = (1+ xZ)y(x), résoudre I’équation différentielle suivantes :

E): (1+x2)y"+4xy"+(1-x%)y=0.
y Y y

Solution. Posons u(x)=(1+ xz)y(x), donc

w'(x) = 2xp(x)+ (1 +x%)’(x) et u”(x)=29(x)+4xy'(x) + (1 + x*)p”(x).
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Dot (1 +x%)p”(x) + 4xy’(x) = u” (x) - 2p(x).

En reportant dans ’équation (E) , on obtient I’équation linéaire suivante :
(E)ou"(x)-29(x)+(1-x*)y=0u”’(x)-(1+x*)py=0=(E'): u”(x)-u(x)=0.

’équation caractéristique r> — 1 = 0 admet deux racines réelles r; = 1 et r, = —1. Donc,

la solution générale de I’équation (E’) est
yp=Ae*+Be™; ABeR
Comme u(x) = (1+ xz)y(x), alors, pour tout x e R, on a

; A,BeR.

(x) = u(x) Ae*+Be™
A B B
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