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Chapitre 1

Intégrale de Riemann

Dans tout ce chapitre, on se placera sur un intervalle compact (c’est-a-dire fermé et borné) [a, b]
de R, non vide ni réduit a un point (—o0 < a < b < +00).

1.1 Intégrale des Fonctions en Escalier

1.1.1 Espace vectoriel des fonctions en escalier

Définition 1.1. — On appelle subdivision de I’intervalle [a, b], toute suite finie et strictement

croissante o = {xo, X1, ..., X,,} de point de [a, b] telle que
Xo=a<x;<..<Xx,=b.

— Le nombre 6 = max{x; — x;_;} s’appelle le pas de la subdivision.

1<i<n
— Une subdivision est dite uniforme si la distance x; — x;_; est constante pour tout 1 <i < n.

3 &
. . i

T T T T
ro E o e Lo Y

-4 Exemple 1.2. 1. Soit/ = [0, 1]
1 2
— o =1{0, 3 1} est une subdivision de I et son pas ¢ = 3
113 1
— o = {0, 37 1} est une autre subdivision de / et son pas d; = 3
123 1
— 0, =1{0,—,—,—, ...... , 1} est une subdivision uniforme de pas ¢, = —.
nnn n
2. Dans le cas général I = [a,b], on peut construire la subdivision uniforme suivante : o =
b —
(Xp)o<k<n avec Xy =a+ — (b —a) Yk €{0,2,...,n} de pas 6, = a4
n
0 o0 0 o 0 0 0
il S G — 4 —a 1
T N v N J
X X1 X X3 o X1 Xk X1 0t Xn—2 Xn—1 Xp

Définition 1.3. Soient o et o’ deux subdivisions de [a, b]. On dit que o’ est plus fine que o si tous

les points de o~ appartiennent a o’ et on note o C o”'.

M. ZITANE & J. H’ michane Page 1 FS de MEKNES
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Remarque 1.4. 1. o’ s’obtient a partir de o~ en lui ajoutant autres points de I’intervalle [a, b] et
en ordonnant la nouvelle famille de points obtenue.

2. A partir de deux subdivisions o et o, on peut définir une nouvelle subdivision o U ¢ qui est
la réunion de o et o’ en prenant tous les points apparaissant dans o~ ou dans ¢ puis en les
rangeant dans un ordre strictement croissant.

113
gExemple 1.5. Dans le cas I = [0,1], ona o = {0, 3T 1} est une subdivision plus fine que
1
=10, =, 1}.
o ={ 3 }

Définition 1.6. Une fonction f : [a,b] — R est dite en escalier, s’il existe une subdivision o =
{xo0, X1, ..., X, } de [a, b] et des réels A1, Ay, ..., 4, tels que

Vie{l,2,...,n}, Vxelx_,xl[, fx)=A4.

On dit alors que o est une subdivision adaptée a f.

P —
/A E b
Remarque 1.7. 1. Il n’y a pas de conditions portant sur les valeurs que prend la fonction f aux

différents points (x;)o<i<n-
2. Si o est une subdivision associée a f alors toute subdivision ¢’ plus fine que o est également

adaptée a f.

5 Exemple 1.8. La fonction f définie par f(x) = E(x) (partie entiere de x), est une fonction en
escalier sur tout intervalle compact de R.

Notation : On note E([a, b] ; R) I’ensemble des fonctions en escalier sur [a, b] a valeurs dans R.

Propriété 1.9
— Si f e &(a,b];R) et g € E(a,b];R) alors f + g € E([a, b]; R).
— Si feé&(a,b];R)eta € Ralors a.f € E(a, b];R).

— Si f € &([a, b];R) alors |f] € E([a, b]; R)

1.1.2 Construction de I’intégrale d’une fonction en escalier

M. ZITANE & J. H michane Page 2 FS de MEKNES
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Théoréme 1.10

Soient f € &([a, b] ; R) et (a;)o<i<, une subdivision de [a, b] adaptée a f. on note A; la valeur

de f sur I'intervalle ]a;,_1,a;[ (1 <i < n). Alors le nombre réel Z A; (a; — a;—1) ne dépend
i=1
pas de la subdivision adaptée a f considérée. On I’appelle I’intégrale de f sur [a, b] et on le

note :

b n
f f(x)dx:= Z/li (a; — aj-1)
a i=1

Démonstration. Notons o la subdivision (a;)o<;<, €t posons
n
I(f,0) = ) A (ai—ai).
i=1

Soit ¢~ la subdivision de [a, b] obtenue en ajoutant un seul élément ¢ a o, distinct des éléments de
o. 1l existe un entier j € {1,...,n} tel que ¢ €la;_;,a;[. La fonction f est constante et égale a A; sur

laj-1,a;[ donc sur ]a;_;, c[ et sur ]c, a,[. La subdivision o est donc adaptée a f et on a
/lj (Clj - Clj_l) = /lj (C - Cli_l) + /lj (Clj - C) .

On en déduit que I(f, o) = I(f, ).

Il en résulte par récurrence sur le nombre fini d’éléments de [a, b] a adjoindre a o, que I(f,0) =
I(f,0") si o est plus fine que o

Enfin, si o~ et o’ sont deux subdivisions quelconques adaptées a la fonction f, les deux nombres réels
I(f,o) et I(f,o’) sont I'un et I’autre égaux a I(f,o U o).

b
Remarque 1.11. — f f (x) dx ne dépend pas de la valeur de f aux points de la subdivision.
b a
— f f (x) dx ne dépend pas de la subdivision adaptée a f.

b
— Modifier la valeur de f en un nombre fini de points ne modifie pas la valeur de f(x)dx.
— Si f et g sont deux fonctions en escalier égales sur [a, b] (sauf peut &tre en un nombre fini de

points,) alors f ) fx) = fﬂ g(x).
b b

— Dintégrale d’une fonction en escalier positive est positive.

fg Exemple 1.12. I. Si f(x) = 0 Vx € [a,b] (sauf en un nombre fini de points), alors

b
f f(x)dx=0.

b
2. Sif(x)=1 Vxe€[a,b] (sauf en un nombre fini de points), alors f f(xX)dx=b-a.

_ 3
3. Sif: [73,3] — R définie par f(x) = E (x), alorsf f(x)dx=1.

=3

2
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Lemme 1.13

Muni des lois usuelles, I’ensemble E([a, b] ; R) est un R—sous-espace vectoriel de I’espace

b
des fonctions de [a, b] dans R, et I’application f +— f f(x) dx de &(a, b];R) dans R est

linéaire.

Démonstration. Soient a, 8 deux scalaires et f, g deux éléments de E([a, b] ;R). Soient o et o’ deux
subdivisions de [a, b] adaptées respectivement a f et a g. Alors, la subdivision o U o~ est adaptée a la
fois a feta g, et af + Bg est constante sur chaque intervalle ouvert de o- U ¢, donc af + Bg est en
escalier sur [a, b] .

En calculant I’intégrale de af + B¢ au moyen de o- U ¢, on obtient aussitot

b b b
faf(x)+ﬁg(x)dx:af f(x)dx+,8f g(x) dx.

On munit &([a, b] ; R) de la norme uniforme ||.||., définie par

Iflleo == sup [f(x)]

x€la,b]

ou le sup est nécessairement fini car f ne prend qu'un nombre fini de valeurs.

Proposition 1.14

b

1. La forme linéaire E([a,b];R) - R; f — f f(x) dx est continue.
b ’ b

2. Sif,ge&(a,b];R),alors f < g = f f(x)dx < f g(x) dx.

b b
3. Si f € &(a, b];R), alors |f] € E([a, b] ;R) et |f f(x) dx| < f |f(x)| dx.

Démonstration. 1. Pour f € &([a,b];R)ona

b
| f f) dx| < (b - a)llflle

ce qui montre que la forme linéaire considérée est continue en 0, donc continue en tout point de
&(la, b]; R).

b
2. Par Linéarité, il suffit de montrer que (g(x) = f(x)) dx > 0, ce qui découle immédiatement du

dernier point de la remarque (1.11).
3. Soit & = (a;)p<i<, une subdivision de [a, b] adaptée a f telle que f soit constante et égale a A; sur
chaque intervalle ]a;_,a;[ (1 < i< n). Alors o est également adapté a |f| et on a

' i Ai(a; — aiy)
i=1

< Z |illa; — ai-il,

n
i=1

d’ou le resultat annoncé.
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Proposition 1.15

Soient f : [a,b] — R une fonction en escalier et ¢ un élément de ]a, b[. Alors la restriction

de f ala,c] (resp. [c, b]) est une fonction en escalier sur [a, c| (resp. [c, b]) et on a

b c b
ff(x)dx:ff(x)dx+ff(x)dx,

Démonstration. 11 suffit de considérer une subdivision adaptée a f contenant c.

1.2 Fonctions Intégrables au Sens de Riemann

Nous allons étendre la notion d’intégrale a une classe beaucoup plus générale que celle des fonc-
tions en escalier ; et cette extension sera guidée par le souci de conserver, pour ces nouvelles fonctions,

les propriétés acquises au paragraphe précédent pour 1’intégrale des fonctions en escalier.

1.2.1 Construction de I’intégrale d’une fonction bornée

Définition 1.16. Une fonction f : [a,b] — R est dite intégrable au sens de Riemann sur [a, b] si,
b
Ve > 0; 3, ¢ € E(a,b] ;R) telles que ¢ < f < wetf W—-¢)dx<e.

Remarque 1.17. De cette définition il résulte que toute fonction intégrable au sens de Riemann sur
[a, b] est nécessairemnt bornée sur ce segment puisque les fonctions en escalier sont elles-mémes

bornées.

Exercice 1.18. Montrer qu’une fonction f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann sur [a, b]
b

ssi, Ve > 0; do, 1 € E([a, b] ; R) telles que [f(x) — ¢(x)| < p(x) et f ux)dx <e.

Rappel : Une fonction f : [a,b] — R est dite bornée, s’il existe deux reéls m et M tels que m <
f(x)<MVxe€la,b].

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée quelconque, posons -
&, (/)= {v € &a.b1sR) [y 2 ]
& ()= {peelabliR) /g < f]
wuv:{lfwuﬁu/weaxﬁ}

b
LU):{j“¢uﬁU/¢e84ﬁ}
I(H)=swpL(f) et I'(f)=infU)

Quels que soient u € L(f) etv € U(f), on a évidemment u < v. D’autre part, les ensembles E,(f)

et &_(f) sont tous deux non vides si et seulement si la fonction f est bornée. Dans ce cas, I’ensemble

M. ZITANE & J. H michane Page 5 FS de MEKNES
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L (f) est majoré par tout élément de U (f) et possede donc une borne supérieure finie, que nous
notons 7 (f); de méme I’ensemble U (f) est minoré par tout €lément de L (f) et possede donc une

borne inférieure finie, que nous notons 7 (f). Pour tout u € L (f) etv € U (f), on a alors
u<I (H<I"(f)<v

Soit &€ > 0 arbitrairement donné. Si f est intégrable, il existe des éléments

b b
u::fqﬁ(x)deL(f) et v::f:,[/(x)dxe(l/l(f)

vérifiant v — u < £; on a donc I’égalité 7~ (f) = I (f).
Réciproquement, sion a I~ (f) = ™ (f), les propriétés des bornes supérieure et inférieure entrainent
I’existence d’un élément u € L (f) et d’un élément v € U (f) vérifiant

u>I‘(f)—§ et v<I+(f)+§,

d’ollv —u < &, ce qui prouve que f est intégrable. On a donc établi le résultat suivant.

Théoréme 1.19
Une fonction bornée f : [a, b] — R est Riemann- intégrable ssi 7~ (f) = 7" (f).

Notation : L’intégrale de Riemann de f sur [a, b] est le nombre réel 7~ (f) = I (f), on le note

b
f f(x)dx.

— y=sx

intégrale d'une fonction en escalier qui majore f

intégrale dune fo nction en escalier qui minore f

Remarque 1.20. Toute fonction en escalier sur [a, b] est Riemann intégrable. En effet, si f est en

escalier, les ensembles &, (f) et &_(f) ont en commun I’élément f. On a alors

b
(=1 = f £ (0.

Proposition 1.21

Si f est une fonction positive et intégrable sur ’intervalle [a, b], son intégrale est positive

(éventuellement nulle).

Démonstration. Puisque f est positive sur [a, b], la fonction nulle appartient a I’ensemble E_(f), donc
0e€ L(f),etona
I7(f) :=sup L(f) 2 0

d’ou le résultat annoncé.
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Exercice 1.22. Soit f : [a, b] — R une fonction bornée.

1. Montrer que f est Riemann-intégrable sur [a, b] si et seulement si pour tout n € N* il existe
s b € E([a, b];R) telles que

b
o< f<un e f<wn—¢n>dx<%.

b b b
2. Montrer que f f(x)dx = lim f v, (x)dx = lim f o, (x)dx.
a n—+oo J, n—+oo J,

1.2.2 Exemples de fonctions intégrables au sens de Riemann

Fonction monotone :

Proposition 1.23

Toute fonction f monotone sur un intervalle compact [a, b] est intégrable.

Démonstration. Supposons f croissante et considérons une subdivision de [a, b] de la forme (a,a +

h,a + 2h, ...,a + nh), I'entier n € N* étant quelconque, et le nombre réel i défini par a + nh = b,
. b-a P . .

c’est-a-dire h = u Nous définissons deux fonctions ¢, ¢ en escalier sur [a, b] en posant, pour

n
tout x appartenant a [a + kh,a + (k+ 1)h[(k=0,1,...,n—1):

¢(x) = fla+kh),y(x) = fla+ (k+ Dh) et ¢b) = y(b) = f(b).

On a alors ¢(x) < f(x) < Y(x) pourtout x € [a,b],et

n—1

b b n—1
f $(x) (x) dx = h ) fla+ kh); f W) () dx=h )" fla+(k+Dh,
a k=0 a k=0

d’ou
b _
( - D14y - fla:

b
| 1= 0100 dx = a4 n - ) =
et pour chaque € > 0 donné, on peut choisir n assez grand de maniere a avoir

(b-a)
n

[f(b) - f(@)] < &;

d’ou le résultat désiré.

Fonction continue :

Rappel : Une fonction f : I — R est dite uniformément continue sur 7, si Ye > 0,dn > 0; Vx,x" € [

Jx=xl<n=|f ) - f(x)

Théoreme de Heine : f est continue sur un compact [a, b] si, et seulement si, f est uniformément

< é&.

continue sur [a, b] .
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Proposition 1.24

Toute fonction f continue sur un intervalle compact [a, b] est intégrable.

Démonstration. Soit f continue sur le compact [a, b], d’apres le théoréme de Heine la fonction f est
uniformément continue sur cet intervalle. Quel que soit le nombre € > 0 il existe donc un nombre
n > 0 tel que, pour tous x,y € [a, b] vérifiant |x —y| < n,onait |[f (x) — f (y)| < €.

Considérons alors une subdivision (ay = a, ay, ...,a, = b) de [a, b], de pas inférieur 1. On obtient deux

fonctions ¢ et ¥ en escalier sur [a, b] en posant

Plai) = y(a) = fla) et ¢(x) = fla)—-& ¥(x) = fa)+e.

pour tout x €]a;_,a;[ (i =1,..,n—1). Orla subdivision (a;)o<;<, a été choisie de maniere que 1’on

ait |f (x) — f (a;)| < & pour tout x élément de [a;_;, a;]. On a donc, pour tout x € [a, b]

P(x) < f(x) < Y(x)

et
b b
f [Y(x) — dp(x)] (x) dx = f 2e dx = 2e(b — a).
Le nombre ¢ étant arbitraire, on conclut que la fonction f est intégrable sur [a, b].

Définition 1.25 (Fonction réglée). Une fonction f : [a, b] — R est dite réglée si, quel que soit &€ > 0,

il existe une fonction en escalier ¢ sur [a, b] vérifiant :

Yx €la,b], |f(x)-o¢x)<e.

En donnant a € une suite de valeurs tendant vers zéro, on voit immédiatement que cette définition

équivaut a la suivante.

Définition 1.26. Une fonction f : [a,b] — R est dite réglée s’il existe une suite de fonctions en
escalier de [a, b] dans R, convergeant uniformément vers f sur [a, b].

Remarque 1.27. 1) On dispose d’une caractérisation tres utile des fonctions réglées : pour qu’une
fonction f : [a, b] — R soit réglée, il faut et il suffit que f admette une limite a droite en tout point de
[a, b[ et une limite a gauche en tout point de ]a, b].

2) Une fonction réglée admet un ensemble au plus dénombrable de points de discontinuité.

Théoréme 1.28

Toute fonction réglée sur un intervalle compact [a, b] est intégrable.

Démonstration. f est limite uniforme sur [a, b] d’une suite (¢,) de fonctions en escalier. Soient € > 0

et ny € N tels que pour tout x € [a, b] et tout n > ny on ait

E
1109 = (0] < 5.
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Notons u la fonction égale a ﬁ sur [a, b], et posons ¥ = ¢,, + u et ¢ = ¢,, — u. Les fonctions ¢
-a

et s sont en escalier sur [a, b] et vérifient

b
p<f<y et f[el'(x)—¢(x)](X) dx = €.

On en conclut que f est intégrable sur [a, b].

Définition 1.29 (Fonction continue par morceaux). Une fonction f : [a, b] — R est dite continue par
morceaux sur [a, b] s’il existe une subdivision (ay = a,ay,...,a, = b) de [a, b], telle que, pour tout
i €{0,1...,n—1}, f est continue sur ]a;, a;;[ et admet une limite finie a droite au point a;, et une limite

finie a gauche au point ;..

| |
(1] 1
L L

Xp X X1 X X

Fonction continue par morceauy sur un
segment.

Exercice 1.30. Montrer que toute fonction continue par morceaux est réglée.

Corollaire 1.31

Toute fonction continue par morceaux sur un intervalle compact [a, b] est intégrable.

Définition 1.32 (Fonction localement intégrable). Une fonction f : I — R est dite localement

intégrable sur / si f est intégrable sur tout segment inclus dans /.

55 Exemple 1.33. Toute fonction continue sur / est localement intégrable ; toute fonction monotone

sur [ est localement intégrable.

Le résultat qui suit est d’une grande utilité en pratique.

Proposition 1.34

Soit f : [a,b] — R une fonction localement intégrable sur ]a, b[ et bornée sur [a, b]. Alors

f est intégrable sur [a, b].
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Démonstration. Soit M > 0 tel que |f(x)| < M pour tout x € [a, b]. Soit € > 0 un réel suffisamment
(b—a)

petit pour que € < . On sait que f est intégrable sur [a + &, b — ], donc il existe deux fonctions

en escalier ¢ et u sur [a + €, b — g] telles que
b—¢g
Vxela+eb—¢g], |f(x)—@x)|<ux) et f u(x)dx < e.

ate

Considérons alors les fonctions définies sur [a, b] par

si x € [a,a+ e]U]b - g,b],
Y(x) = .
p(x) sixela+eb-egl,

et
six € [a,a+ &]Ulb—g,b],

n(x)={ .
ux) sixela+eb-—egl

Les fonctions i et 7 sont en escalier et vérifient | f — ¢| < i sur [a, b]. De plus,

b a+e b—¢g b
f n(x) dx = f M dx + f u(x) dx + f M dx
a a ate b-¢

<Me+e+Me=(2M+ 1)e.

Ceci prouve que f est intégrable sur [a, b].

Corollaire 1.35

Si f : [a,b] — R est une fonction bornée sur [a, b] et continue sur ’intervalle ouvert ]a, b,

alors f est intégrable sur [a, b].

Remarque 1.36. Si f est une fonction bornée sur [a, b] et continue sauf en un nombre fini de points
de [a, b] alors f est intégrable sur [a,b]. En particulier, si f est continue sur [a, b] alors f est intégrable

sur [a,b].

Exemple : Fonction intégrable non réglée : La fonction f définie sur [—1, 1] par

1
cosS (—) six#0,

fx) = X
0 six=0.

n’est pas réglée puisque les limites a droite et a gauche de z€ro n’existent pas mais elle est intégrable

car elle est bornée et admet 1’origine pour seul point de discontinuité.

Exemple : Fonction non intégrable : La fonction f définie sur [a, b] par

F) = {0 six ¢ Q,

1 sixeQ.
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Désignons par (¢, i) un couple quelconque de fonctions en escalier sur [a, b], vérifiant ¢(x) < f(x) <
Y(x) pour tout x € [a, b]; et soit o une subdivision de [a, b] adaptée a la fois a ¢ et a . Chaque inter-
valle de o contient & son intérieur des valeurs rationnelles et des valeurs irrationnelles. A I’ intérieur
de tout intervalle de - on a donc ¢(x) < O et y¥(x) > 1,d ou

b
f [Yy(x) — dp(x)] dx > b — a.

La fonction f n’est donc pas intégrable.

1.2.3 Interprétation Géométrique

Soit f une fonction intégrable sur un intervalle [a; b] et C sa courbe représentative dans un repere
2 R

(0;1; j).

La mesure de I’aire en unité d’aire de la partie hachurée du plan délimitée par I’axe des abscisses, les

droites d’équations x = a et x = b et la courbe C est I’intégrale de a a b de la fonction |f|. On note

b
f |£(£)| dt cette aire.

Exercice 1.37. Calculer Iaire de la surface délimitée par la parabole x — x*, pour x € [-1, 1].

1.3 Propriétés de I’Intégrale de Riemann

1.3.1 Relation de Chasles

Proposition 1.38

Soit f une fonction intégrable sur [a, b] et ¢ est un point dans ]a, b[, alors f est intégrable

sur [a, c] et sur [b, c], et on a

b C b
ff(x)dx=ff(x)dx+ff(x)dx.
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Démonstration. Notons :

o3
I(/. 1 B1) = sup f #(dx | € 8o flE), 6 <[ surlapl)

et
o}
(7, [ ) o= inf f b dx ) e pliR), w2 [ surlapl)

Posons également : f| = fiac €t f2 = ficn-
Soient ¢, ¥ € E([a, b],R) telles que ¢ < f <y sur [a, b]; et soient

&1 = Dlac> Y1 = Yiaes P2 = Diieps Y2 = Yiep)-

D’apres la proposition (1.15]), on a

b C b
fgb(x) dx:f d1(x) dx+f ¢r(x) dx.

b
f 6() dx < I-(fi,[a, D) + I (o, [ B)).

De plus,

En passant au sup sur ¢, on obtient

I_(f’ [Cl, b]) < -Z-_(fla [a’ C]) + J-_(fz’ [C, b])

De méme, on obtient
I+(f’ [a’ b]) < I+(f19 [a’ C]) + I+(f2’ [C, b])

Mais f étant intégrable sur [a, b], on a

b
f f(x)dx =1"(f,a,b]) = I"(f,[a,b]),

donc,
b
I+(ﬁ,[a,C])+I+(f2, [C’b]) < f f(-x) d-x
< -Z-_(fl’ [a’ C]) + I_(fZ, [Ca b])’
et comme
I_(fl’[aa C]) SI+(fla[a’ C]) et I_(fZ’ [C’ b] < -Z-+(f2’ [C’b])a
alors

[_(fl’[a’ C]) :I+(f1’[a’ C]) et I_(fz’ [C, b] = I+(f2’ [C9b])

Donc f; est intégrable sur [a, c] et f, est intégrable sur [c, b]. De plus

b C b
ff(x) dx:f fi(x) dx+f fr(x) dx.

Ceci acheve la démonstration de la proposition.

2
Exercice résolu 1. Calculer f |t — 1| dt.
)
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Solution : En utilisant la relation de Chasles, on a

2 1 2
fIt—lldt:f|t—1|a’t+f|t—1|dt
-2
f(l—t)dt+f(t—l)dl

=[t- —]1 [2 ah

=5

1.3.2 Linéarité

Proposition 1.39

Soient f, g deux fonctions intégrables sur un méme compact [a, b] et @, 8 deux réels. Alors,

la fonction af + Bg est intégrables sur [a, b] et on a

b b b
f (@f(x) + Bg(n) dx = @ f F) dx +8 f o(x) dx

Démonstration. Soit € > 0. Puisque f et g sont intégrables sur [a, b], il existe ¢y, ¢y, ¥, ¥, dans
&E(la, b] ,R) telles que

=f=Y1 . =gy,
et

b b
f [Y1(x) —d1(0)]dx < e et f [Y2(x) — da(x)] dx < &.

Or ¢; + ¢, et ¥y + ¥, sont des fonctions en escalier sur [a, b] et vérifient : ¢y + ¢, < f+ g <Y1 + Y
ainsi que

b
f (Y1 +Y2)(x) — (¢1 + ¢r)(X)] dx < 2,

donc f + g est intégrable sur [a, b].

D’apres le lemme (1.13]), on a

b b b
f [¢1(x) + ¢a(x)] dx = f ¢1(x) dx + f $a(x) dx,
d’ou ,
f [¢1(x) + $2(0)] dx < T7(f) + L7 (g).
Or ¢; + ¢ < f + g, et en passant au sup sur ¢ := ¢, + ¢», il vient

I (f+) I (H+1I (2.

De méme, on obtient
I'"(f+2I"(f)+I(g).
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Comme f et g sont intégrables sur [a, b], on a

b b
(=1 = f fOdx et I(g)=1I(g)= f o(x) dx

et de plus
b b
I (f+g< f f(x) dx+f g(x) dx
et

b b
I+(f+g)2ff(x)dx+fg(x)dx.

Comme f + g est intégrable sur [a, b], on a

b
T (f4g) =T"(f+g) = f [0 + g(0)] dx,

et en reportant dans ce qui précede on déduit que

b b b
f [f(x) + g(x)] dx = f f(x)dx+ f g(x) dx.

b
Montrons maintenat que, pour tout A € R*, la fonction Af est intégrable sur [a, b] et f Af(x) dx =

b
/lf f(x) dx.

Soit & > 0. Tl existe ¢,y dans E([a, b] , R) telles que

b
b<f<y o f[w(x>—¢<x>]dxs8.

Puisque A¢ < Af < Ay et

b b
f [A(x) = Ap(x)] dx = A f [W(x) — p(0)] dx < Ae.

Alors Af est intégrable sur [a, b]. D’autre part, on a

b b
f Ap(x) dx = /lf d(x)dx < AT (f),

en passant au sup sur A¢, il vient : 7 (Af) < AL (f). En procédant de méme avec ¥, on obtient :
I(Af) > AT*(f). Donc,

b b
/IERJ’,I /lf(x)dx:/lf f(x) dx.

Supposons a présent que 4 € R™, et posons 4 = —A. On alors u > 0, et d’apres ce qui précede, pf est
intégrable sur [a, b] et

b b
/IER+,f/1f(x)dx:/1f f(x) dx.

Or si g est intégrable, alors —g I’est aussi. En effet, si ¢ et ¥ sont des fonctions en escalier sur [a, b]

vérifiant

b
p=<g=<y et f[l/’(X)—¢(X)]de8,

a
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alors -y < —g < —get ,
f [(=9)(x) — (=¥)(x)] dx < Ae.

d’ou I'intégrabilité de —g. D’autre part,

b b b
0= f [g(x) + (=g(x))] dx = f g(x) dx + f (=g(x)) dx,

b b
f —g(x)dx = —f g(x) dx.

En appliquant cela ag = puf, on obtient le résultat désiré.

1.3.3 Intégrale de Riemann et inégalités

Proposition 1.40 (Croissance)

Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a, b], telles que f(x) < g(x) pour tout x € [a, b].

b b
ff(x)dxsf g(x)dx. (1.1)

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la proposition (1.21]) a la fonction intégrale positive g — f.

Alors on a

Remarque 1.41. Si f et g sont deux fonctions intégrables sur [a, b], et si leurs valeurs ne different
qu’en un nombre fini de points de [a, b], alors leurs intégrales sont égales ; en effet, leur différence est

une fonction en escalier nulle sauf en un nombre fini de points, son intégrale est donc nulle.

Cette remarque montre que 1’inégalité (1.1 peut se réduire a une égalité sans que ’on ait f = g.

Le théoreme fondamental suivant montre cependant que ce n’est pas possible si f et g sont continues.

Théoréeme 1.42

L’intégrale d’une fonction f positive et continue sur [a, b] ne peut €tre nulle que si cette

fonction est partout nulle.

Démonstration. Si f n’est pas la fonction nulle, il existe un point x, de [a, b] tel que f(xy) > 0. Par
continuité de f, il existe des réels 7 > 0 et @ > O tels que [xo — &, xo + h] soit inclus dans [a, b] et
f(x) > a pour tout x € [xy — h, xo + h]. Considérons alors la fonction en escalier ¢ sur [a, b] donnée

par

a Six€[xg—h,xy+ h],
e(x) = ,
0 sinon.
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On a évidemment f > ¢ sur [a, b], d’ou

b b
f fx) dxzf @(x) dx > 2ha > 0.

D’ou le théoreme.

Corollaire 1.43

Soit f une fonction continue et positive sur [a, b].

b
1. Si f f() dt =0, alors f(t) = 0 pour tout ¢ € [a, b].

b
2. Si f n’est pas la fonction nulle sur [a, b], alors f f()dt>0.

Proposition 1.44

Soit f une fonction intégrable sur [a, b]. Alors la fonction x — |f(x)| est intégrable sur [a, b]

b b
U f(x)dx sf |£(x)| dx.

Démonstration. onalf] = f*+ f~ ol f* et f~ sont des fonctions positives définies sur [a, b] par

etona

o - {f(x) LCELNS {o .12 0,
0 si f(x) <0, —f(x) sif(x)<O0.

Il suffit donc de montrer que f~ et f* sont intégrables sur [a, b]. Soit £ > 0. La fonction f étant
intégrable sur [a, b], on peut trouver ¢,y dans E([a, b] ,R) telles que

p<f<y et f[tﬁ(x) - ()] dx <&
En prenant ¢~, ¢, ¢", " qui sont des éléments de &([a, b],R), on a
o< [Ty et ¢TSIy,
ainsi que

b b
f W) - Wldi<s et f W () - ¢ (0] dx < .

On a alors
b b
f () — 6(0)] dx = f () — ()] = [67(0) — (0] dx

b b
= f W (x) — ¢*(x)] dx + f [¢~(x) — ¢ (x)] dx.

et la démonstration se termine comme pour le cas des fonctions en escalier.
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Corollaire 1.45

Soit f une fonction intégrable sur [a, b] telle que pour tout x € [a,b], |[f(x)] < M ou

M € R*. On a alors ,
| f Fx) dx

<M - a).

Proposition 1.46

Si f et g sont deux fonctions intégrables sur [a, b], leur produit fg est intégrable sur [a, b].

Démonstration. Supposons d’abord f et g positives sur [a, b]. Soit € > 0 donné, il existe ¢y, o, ¥y, Yo
dans &([a, b] , R) telles que

b
0<¢p <f<y <M et j\wmm—¢mmhm$e
ainsi que
b
O<trsg<msM e [ Waw-swdiss
ou M est un majorant commun a f et g. On a alors

0< 1, < fg <Yy

avec ¢1¢, et Y1y, sont en escalier sur [a, b] et vérifient :
b b
f [ (D2 (x) — ¢1(X)h2(x)] dx = f [[llfl(x) = ¢1(D)a(x) + [Ya(x) — ¢2(x)]¢1(x)] dx
b
< f M| = 31001+ M| 2(0) = 620001

b b
<M f 16100 = 1| e + f 1920 = ga(0]| v

<2Me.

On a donc établi la proposition dans le cas ou f et g sont positives. Si f et g sont quelconques alors,
enécrivant f = f* — f"etg=g" — g7, on obtient

fe=re¢~-feg-rg+rg.

Comme f et g sont intégrables sur [a, b], f*, f~, g, g” le sont aussi, et d’apres le cas étudié précédemment,
les fonctions f*g*, fg", fTg™ et f~ g~ sontintégrables. Comme toute somme de fonctions intégrables

est intégrable, on conclut que fg est intégrable sur [a, b].
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Proposition 1.47 (Inégalité de Schwarz)

Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a, b]. Alors

b b
< \/ f (F)) dx\/ f (¢(x))? dx.

Démonstration. Pour tout réel A, de (Af + g)* = 2 f* + 2Afg + g* on déduit

b
‘ f JF(x)g(x) dx

b b b b
f (Af () + g(x))* dx = 22 f (f(x))* dx +24 f f(x)g(x) dx + f (g(x))* dx.

b
SoitP: A+ (Af + g)*. C’est une fonction polyndme qui ne prend que des valeurs positives.

a
le polynome réel P est de degré 2. Puisqu’il ne prend que des valeurs positives, son discriminent
(réduit) est négatif ou nul :

b 2 b b
A= ( f J(x)g(x) dX) - ( f (f(x)) dX) ( f (g(x))? a’X) <0

d’ou I’'inégalité désirée.

Corollaire 1.48 (Inégalité de Minkowski)

Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a, b]. Alors
\/fdb (f(x) + g(x))2 dx < \/fab (f()c))2 dx + \/j;b (g(x))2 dx.
Démonstration. En utilisant 1’inégalité de Schwarz, on obtient
b 2 b 2 b b 2
L (f(x) + g(x)) dx = fa (f(x)) dx + 2fa f(x0)g(x) dx + L (g(x)) dx
< fb (f()c))2 dx+2 \/fb (f(x))2 dx \/fb (g()c))2 dx + fb (g(x))2 dx
< (\/ f ’ ( f(x))2 dx + \/ f ’ (g(x))2 dx)z.

ce qui n’est autre que I’inégalité de Minkowski.

k+1 dt
< — < . En déduire la nature de la

1
Vi+1  Ji \/;_%

Exercice 1.49. 1. Justifier que (Vk > 1),

=~ 1
suite( —) .
kZ:; \/l; nx1

3

2X 3
o . t ) . sint —t
2. Montrer par intégration successives que : V¢ > 0, t—g < sint < ¢, etcalculer llr(r)l+ e
X!
X

I cos(xt) arctan(z)

3. Montrer que lim dt = 0.

x—+o0 o x2 +t
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1.3.4 Formule de la Moyenne

Théoreme 1.50 (Inégalité de 1a Moyenne)

Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a, b]. Si g est positive sur [a,b]etsim < f < M

pour tout x € [a, b], alors

b b b
mf g(x) dxsf f(x)g(x) dxsf g(x) dx. (1.2)

Démonstration. Onam < f < M et g > 0 donc mg < fg < Mg, par linéarité et croissance de
I’intégrale, on obtient (1.2)).

Théoreme 1.51 (Premiere Formule de la Moyenne)

Soit f une fonction continue sur [a, b]. Alors, il existe ¢ € [a, b] tel que

b b
ff(x)g(X)dx:f(c)f g(x) dx. (1.3)

Démonstration. Supposons que f est continue sur [a, b].

b b
* Si f g(x) dx = 0, les inégalités 1| donnent f f(x) dx = 0, et ’égalité 1b est alors vraie
pour tOt{lt c € la,b]. ‘

b
* Si f g(x)dx # 0, alors

( f " ) ax| f o) dx)_1 & [m. M),

et comme f est continue sur [a, b], le théoreme des valeurs intermédiaires assure 1’existence d’un
point ¢ € [a, b] tel que (I.3) soit satisfaite.

Remarque 1.52. La formule de la moyenne est vraie si g est de signe constant sur [a, b], on utilise

fg = (=f)(—g) pour se ramener au cas d’une fonction positive.

En appliquant le théoreme précédent a la fonction g constante égale a 1 sur [a, b], on obtient
aussitot :

Corollaire 1.53

Soit f une fonction intégrable sur [a,b] et sionam < f < M pour tout x € [a, b], alors

1
b—a

m <

b
f f(t)dt < M.
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Corollaire 1.54

Soit f une fonction continue sur [a, b]. Alors, il existe ¢ € [a, b] tel que

1 b
b—f f(o)dt = f(c).

Définition 1.55. On appelle valeur moyenne de f sur [a, b] le nombre réel 1, défini par

1 h
/1f=mf J(x) dx.

Exercice résolu 2. On admet que la fonction f : x

g est décroissante sur [0, +oo[. Pour tout
e+ e

n+1
I, = f f(x)dx

Prouver que pour entier naturel n, f(n+1) < I, < f(n), puis en déduire que la suite (/) est convergente.

entier naturel n, on pose

Solution : Soit n un entier naturel. Puisque f est décroissant sur [0, +oo[, elle est sur [n,n + 1]. Ainsi,
pour tout réel ¢ € [n,n + 1], on a

f+1) < f(@) < f(n).

D’apres I’inégalité de la moyenne, on a alors

n+1
fn+1)(n+1-n)< f fx)dx < f(m)(n+1-—n).

soit "
f(n+1)< f f(x)dx < f(n)

Constatons enfin que
lim f(n+1)= lim f(n)= lim f(x) =0,
n—+oo X—+00

n—+oo

Par le théoreme d’encadrement, on déduit que la suite (/,) est convergente, et que sa limite vaut 0.

3a
, .. ost
Exercice résolu 3. :Calculer la limite de f — dt lorsque a tend vers 0.
a

. 1 . |
Solution : Pour a # 0, 7 est de signe constant sur [a, 3a]. La premiere formule de la moyenne nous

3a 3a
. cost dt
montre I’existence de ¢ € [a, 3a] tel que f — dt = cos cf e
a a

34 dt . 34 cost
En notant que - = In|3a| — In|a] = In3, il vient — dt = (In3)cosc, avec cosc €
a a

3 cos t

[cos(3a),cos a] et lir% cosa = lir% cos(3a) = 1, on obtient lirrol — df =1n3.
" dr
Exercice 1.56. Montrer que lirrll v In2.
a— n

a
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1.3.5 Sommes de Riemann

Définition 1.57. Soit f une fonction bornée sur un intervalle [a, b] et soit o= = (a;)o<i<, Une subdivision
de [a,b] et & = {&4, ..., &, ) tels que, pour tout i € {1, ...,n}, & € [a;_1, a;]. On appelle somme de Riemann
de f relative a (o, £), le nombre S (f, o, £) défini par

S(f,0,8) = ) (@i = ar )f ().
i=1

Remarque 1.58. Lorsque f est une fonction en escalier sur [a, b] et que o est une subdivision de
[a, b] adaptée a f on a exactement, avec &; €]a;_;, a;l :

b
S(f,0,6) t=f f(x) dx.

Théoréeme 1.59

Soit f une fonction continue sur [a, b]. Soient o = (a;)o<i<, Une subdivision de [a, b] et

(&i)o<i<n une famille de points tels que &; € [a;-1,a;] pour tout i € {1,...,n}. Alors

n b
i Yt —anfer= [ sea (14)

ou h désigne le pas de la subdivision o. En particulier,

n—o+oo N

n b
Jim 2=¢ > fa+ kbn;“) - f £(x) dox. (1.5)
k=1 a

Démonstration. Puisque f est continue sur le compact [a, b], elle y est uniformément continue d’apres

le théoreme de Heine, donc, pour tout £ > 0, il donc un réel n > 0 tel que, pour tous

Yy elabl, lx-yl<n = If@-fOl< .

On suppose que le pas & de la subdivision est tel que 0 < & < 7. On a alors a; — a;_; < n pour tout
ief{l,..n}.Dou

&

Vx € lai1,al, |x=&l<ai—a1<n = |fx)-fE)N< P

On a alors

1l @ Ya-arel<| 3 [ rwas-@-aore|
a i=1 i=1 - Vai-

5 [ - senax
i=1 | Jai

3 [ - renax
i=1 Vi1

n
e
< E (ai —ai-1) < &,
i=1

b—a
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ce qui établit (1.4).
b —
La limite 1| s’obtient en prenant dans || a=a+k

Remarque 1.60. Le théoréeme ci-dessus est encore vrai si on remplace f continue sur [a, b] par f

a
et§ = da;.

continue par morceaux sur [a, b]. En pratique, il permet notamment le calcul de la limite de certaines

suites.
Exercice résolu 4. Montrer que la fonction définie sur R par f(x) = x est intégrables sur tout inter-
1

valle fermé borné de R puis calculer I’intégrale f f(x) dx.
0

Solution : En utilisant les sommes de Riemann, on sait que f f(x) dx est la limite quand (n — +o0)

1

n-l n—1
de S, ::%;f(’;‘).omn Z_:%Z 1n(n—1)

k=0
1
1
Alorsf f(x)dx = lim S, = =.
0 noteo 2

1 24 ...
Exercice résolu 5. Calculer la limite de la suite S, = Vit V2o \/ﬁ

n\n
k1 k1< .k
AL =— Z \/j =— Z f(=), ou f estla fonction définie et continue sur
nyn  ngNno ondton

Solution: Ona §,, = Z
k=1

[1,0] par f(x) = Vx. 1 1
2
En prenanta = O et b = 1, on obtient lim S, = f f(x)dx = f Vxdx = 3
n—too 0 0

Exercice 1.61. Calculer la limite des suites de terme géneral suivant :

& 1 roit P+22+...+n
un_n;n2+k2 n = Z ev, Wy = n* ’

2n—1

e k \n L —
= 1 - 5 n = 5 kz_ka
(1]:0[( +n)) Y nzkzz(; o 2k+1

b
1.3.6 Notations et extension de f f(x)dx

Dans tout ce qui précede nous avons défini I'intégrale de f sur [a, b] pour tout couple (a, b) de
nombres réels vérifiant a < b. En fait, on peut s’ affranchir de cette condition sur (a, b) en adoptant la

définition suivante.

Définition 1.62. Sia > b et si f est une fonction intégrable sur [b, a], on pose

b
f f(x)dx = - f(x) dx.
a b

Sia = b, on pose
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Ces conventions permettent d’obtenir une version plus générale de la relation de Chasles.

Théoréme 1.63 (Relation de Chasles)

Soient a, b, ¢ trois nombres réels quelconques. Si f est une fonction intégrable sur 1’inter-

valle compact [min(a, b, c), max(a, b, ¢)], alors
b C b
f f(x)dx = f f(x) dx + f f(x) dx.

Démonstration. — Le cas ol a < ¢ < b a fait I’objet de la oroposition ([1.38)).

— Supposons maintenent que a < b < c¢. On a alors

C b C
[ rwan= [ gware [ seax
a a b
b C C C b
f f(x)dx = f f(x) dx—f f(x)dx = f f(x) dx+f f(x) dx.
a a b a c

— Le casou b < a < c¢ se traite comme le précédent.

d’ou

— Enfin, si deux des trois points a, b, ¢ sont égaux, la relation a établir est évidente.

1.4 Intégrale Indéfinie et Primitive

Dans toute cette section, a et b sont deux nombres réels vérifiant a < b. Si f est une fonction
intégrable sur I’intervalle compact [a, b], on sait que, pour tout t € [a, b] fixé, f est intégrable sur

I’intervalle [a, t].

Définition 1.64. Soit f une fonction intégrable sur [a, b] et soit fy un point de [a, b]. On appelle
intégrale indéfinie de f, la fonction

F: [ab] >R, t|—>ff(x)dx.

Remarque 1.65. Deux intégrales indéfinies de f different d’une constante additive puisque, d’apres

ff(x)dx—ff(x)dX=flf(x)dx:cte.

la relation de Chasles,

Proposition 1.66

Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable . Alors, la fonction

F: [ab] - R, t|—>ff(x)dx.

est lipschitzienne, de rapport kK = sup [f(x)|, donc uniformément continue sur [a, b].

as<x<b

M. ZITANE & J. H michane Page 23 FS de MEKNES



2019-2020 SMIA/Cours d’analyse II

Démonstration. Par définition du nombre k, on a |f(x)| < k pour tout x € [a, b]. Quels que soient
u,v € [a, b], par application du corollaire (I.45]), on a alors

< klu—v|,

|F(u) = F(v)| < ‘f f(x)dx

d’ou le résultat annoncé.

Notons par f(z7) (resp. f(¢)) la limite a droite (resp. a gauche) de f au point z.

Proposition 1.67

Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable . Alors, la fonction

F: [a,b] - R, t|—>ff(x)dx.

admet f(r") pour dérivée a droite (resp. f(¢7) pour dérivée a gauche) en tout point ol cette
limite existe.

Démonstration. Supposons que la limite f(¢7) := lim f(u) existe.

u—tt
Quel que soit le nombre £ > 0 donné, il existe un nombre # > 0 tel que les inégalités t < u < t+ h
entrainent | f(u) — f(t")| < . Pour tout u € [,7 + h], on a alors

< e(u-1t), (1.6)

‘ f (F@) = ) dx

en effet ’inégalité |f(x) — f(t7)| < & est vérifiée pour tout x € [f,u], sauf peut-&tre au point x = 7;
Vv
mais on ne modifie pas la valeur de I’intégrale f f(x) dx en modifiant la valeur de f au seul point ¢
u

et en supposant que 1’on a f(z) = f(1").
L’inégalité résulte donc du corollaire (1.45)) et elle équivaut a

|F(u) = F(t) = (u =) f(t)| < &(u - 1),

ou encore, pour u €]t,t+ h] :
F(u) - F()
u-—t

- f(")| < e

. . . Fu)—-F(t
Le nombre £ > 0 étant arbitraire, cela montre bien que lim —( ) " @)
u

u—t*

ona: F)y(t) = f(r"). On démontrerait de méme que F admet f(¢) pour dérivée a gauche au point ¢

= f(t"). En d’autres termes,

lorsque cette limite existe.

Corollaire 1.68

Si f est une fonction intégrable sur le compact [a, b], I’intégrale indéfinie :

F: [a,b] - R, t|—>ff(x)dx

admet f(¢) pour dérivée en tout point de [a, b] ou f est continue.
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Définition 1.69. Soit f : I — R une fonction intégrable sur un intervalle quelconque 7 de R. On
appelle primitive de f sur I, toute fonction F définie sur [ telle que F est dérivable et F'(f) =
f(t) pourtoutt e l.

Théoreme 1.70 (Théoreme Fondamental de 1’ Analyse)

Soient f : [a,b] — R une fonction continue. Alors I'intégrale indéfinie :

F: [ab] >R, t|—>ff(x)dx

est une primitive de f sur [a, b]; et si G est une primitive quelconque de f sur [a, b], alors

b
f f(x) dx = [G(x)]} = G(b) - G(a). (1.7)

Démonstration. La premiére asserion est une conséquence immédiate du corollaire (1.68). La formule
(1.7) résulte du fait que la différence G — F des deux primitives de f est constante sur [a,b]. On a
donc G(b) — F(b) = G(a) — F(a), d’ou I’on déduit I’égalité annoncée : G(b) — G(a) = F(b) — F(a).

Théoréeme 1.71 (Existence de Primitives)

Toute fonction continue sur un intervalle quelconque I de R, admet une infinité de primi-

tives.

Démonstration. Si I'intervalle I est compact, le résultat annoncé est une conséquence du théoréeme

précédent. Sinon, on considere un point quelconque ¢ de I, et on observe que I’intégrale indéfinie

!
donnéepar F : t+ f f(x) dx est une primitive de f sur [a, b].

Proposition 1.72

Soit f une fonction admettant une primitive F sur un intervalle /. Soit a appartenant a / et

b un réel. Alors il existe une et une seule primitive G telle que G(a) = b.

Démonstration. On a vu qu’il existe une constante k telle que pour tout x € I, G(x) = F(x) + k. D’ou
G(a) = bsietseulementsi F(a)+k=bc’estadire k =b — F(a).

5 Exemple 1.73. : Il existe une unique primitive F' de x — x sur R telle que F(1) = 2. En effet, les
2

1
primitives de x — x sont de la forme x — % + k ou k est un réel. F(1) = 2 impose donc 3 +k=2

3
d’ouk = .
ou )
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Remarque 1.74. 1) Dans le théoreme ci-dessus, I’hypothese de continuité est cruciale. Considérons
en effet la fonction f définie sur [—1, 1] par

-1 sixe[-1,0[,
f(x) =40 six =0,
1 sixe€]0,1].
On a alors
t -t sixe[-1,0[,
F(X)i=ff()€)dx= 0 six=0,
" t sixe€]0,1].

Donc F(¢) = |t] pour tout t € [—1, 1]. Comme F n’est pas dérivable en 0, elle ne peut étre une primitive
de f sur [-1,1].
2) II existe des fonctions f non Riemann-intégrables (et donc a fortiori non continues) admettant des

primitives. Ainsi, la fonction f définie sur [0, 1] par

1 1 3 .1 )
9 = ﬁ cos(;) + 3 \/}sm(;) six €]0,1],
0 six=0.

admet pour primitive sur [0, 1] la fonction F définie par

1
x?sin(=) six €]0,1],

F(_x) = X

0 six=0.

Or la fonction f n’est pas Riemann-intégrable sur [0, 1] puisqu’elle n’est pas bornée vu que

1
f(2_) = V2an — +oo  lorsque n — +co.
nn

Théoreme 1.75

Soit I un intervalle de R, et soit f une fonction continue de / dans R. Alors, il existe une et

une seule primitive de f qui s’annule en a € I, elle est donnée par

!
F: I->R, t|—>ff(x)dx.

Toutes les autres primitives de f sur I se déduisent par addition d’une constante.

Démonstration. Découle du théoreme précédent. Il suffit en effet de prendre un intervalle fermé borné

inclus dans / et contenant a.
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Théoreme 1.76 (Deuxieme formule de la moyenne)

Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a,b]. On suppose que f est positive et
décroissante. Il existe alors un point ¢ de [a, b] tel que 1’on ait

b C
f f(0gx) dx = f(a") f g(x) dx.

Démonstration. Exercice.

1.5 Meéthode d’intégration, recherche primitive

On donne dans ce qui suit des méthodes de calcul des primitives d’une fonction f.

1.5.1 Primitives des Fonctions Usuelles

On rappelle que, si f est continue sur un intervalle /, elle posseéde une primitive F dans cet inter-
valle. L’intégrale de f sur un intervalle [a, b] inclus dans I est donnée par la formule :

b
f f(x) dx = [F(x)]% = F(b) — F(a).

Formulaire de primitives usuelles :

1. I/;’(())CC)) dx = In|u(x)| + cte 5. ' (x) sin(u(x)) dx = — cos(u(x)) + cte
> f ' (x)e" dx = " + cte 6. W™ dx = arctan(u(x)) + cte

a+1
3. fu'(x)u“(x) dx = U ()
a+1

™~

% %%%
+

+cte, a#-1
4. f wcosu) dy=sinty rete 8 | —p—rrs

Exercice 1.77. Calculer les integrales ou primitives suivantes :

1 2 1 t
(nt) B:f —~ f(2t+1)el+t+2dt
0o €
tan3(3x)
= —dt ?—itdt, F= tant dt.
j; cosz(3x) f f | | ~f0 o

M. ZITANE & J. H michane Page 27 FS de MEKNES



2019-2020 SMIA/Cours d’analyse II

1.5.2 Intégration par Parties

Théoréeme 1.78

Soient u et v deux fonctions de classe C' sur [a, b]. Alors :

b b
f u(x)v'(x) dx = [u(x)v(x)]z - f u' (x)v(x) dx.

Démonstration. On a : (uv)'(x) = u'(x)v(x) + u(x)v'(x) donc
b b b
f (wv) (x) dx = [u(x)v(x)]> = f u' (x)v(x) dx + f u(x)v'(x) dx.

fg Exemple 1.79. : Calculons f In(z) dt.
1
1
On pose u(t) = In(t) et Vv'(¢t) = 1, donc u'(¢) = - et v(r) = t.

Par conséquent, f In(t) dx = [tln(t)] - f dx=xInx-x+1.
1 1 1

Exercice 1.80. En utilisant I’intégration par parties, calculer les intégrales suivantes :

e 1 T e
A= f f'In(t) dt, B= f e dt, C= f e'cos(2)dt, D= f t(In 1) dt.
1 0 0 1

1.5.3 Intégration par Changement de Variables

Théoréme 1.81

Soient f : [a,b] — R continue et ¢ : [a@,B] — [a, b] une fonction de classe C Favec (@) =a
et o(B) = b. Alors

b ©(B) B
[ rwar= [ rwan= [ seowoa
a @ a

(@)

La transformation x = ¢(f) s’appelle changement de variable.

Démonstration. Si F est une primitive de f alors

(F o) (n) = F'(e)¢'(t) = fle(0)¢' ().

Donc

5 ®) b
fﬁf(w(t))sﬂ(t) dt = f (Fo@)(n)dt=[(Fop)®], = f(x)dx = f f(x) dx.

ela@)
Remarque 1.82. On doit effectuer les trois substitutions suivantes :
1. x =¢(1),
2. dx = ¢'(t)dt,
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3. On change les bornes d’intégration.

Remarque 1.83. Si F est une primitive de f alors

f Ffle®)'(t) dt = F(e(t)) +C, C € R.

2Vr/2
ﬁ Exemple 1.84. Soit a calculer f 2t cos(¢*) dt. On choisit le changement de variable ¢(7) = #%,
- Va2
et donc ¢'(t) = 2t avec ¢t variant de — y/7r/2 a 2 4/nr/2. Par conséquent, ¢(¢) varie de /2 a 2 (¢ est de

classe C! et cos est bien continue sur ©® ([— /2,2 71/2]) = [0,2n)) :

2Vn/2 2Vn/2 271
f 2t cos(£?) dt = f ¢’ (t)cos(p) dt = f cos x dx = [sin x]?,’;z =0-1=-1.
-n/2 -n/2 n/2

! sin(x)
Exercice résolu 6. Calculer I = f V1 -2 dtet f — dx
0

1 + cos2(x)

Solution : Pour la premiere intégrale, on pose ¢ = sin(x) donc df = cos(x) dx. Ainsi

2 7 21 +cos(2
- f 1 = sin?(x) cos(x) dx = f cos2(x) dx = f T+ceos@o , 7
0 0 0 2’ 4

Pour la deuxieme intégrale, on effectue le changement de variable suivant : ¢t = cos(x) d’ou dt =

t
—sin(x)dxetdoncona:J = f = —arctan(t) + ¢ = — arctan(cos(x)) + c.

1+72

Exercice 1.85. En utilisant I’intégration par changement de variable, calculer les primitives suivantes :

dx 1 cos(x)
F = R = H = .
() fx‘V1+x2’G(X) fl‘(f‘i'l) (l‘+1)dt () = fsin2x+4sinx+13 dx
X 2

Exercice 1.86. Calculer la primitive F(x) = f o dx, posery = x~.
X

+ DH(x2+2)

Proposition 1.87

Soit a > 0 et soit f une fonction continue sur [—a, a].

1. Si f est paire, alors on af f(@) dt = 2f f() dt.
—-a 0

2. Si f est impaire, alors on a f f®dt=0

g le_et
Exemple 1.88.f Oetf |t dt =2 ftdt:2

In(1 + tz)

1.5.4 Intégrale des Fonctions Rationnelles
P(x)

Pour intégrer une fonction rationnelle de la forme R(x) = ——, ot P et Q sont deux polyndmes
X

réels, on effectue la décomposition en éléments simples dans R[x] et puis on intégre chaque élément

obtenu; c’est a dire la partie entiere, les éléments de premiere espece et de seconde espece suivants :
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_ Calculdef W na:
(x—a)y

-1
+ ct i 1,
dx 1= Dx—ay cte sin#

(x—ay

In|x — a| + cte sin=1.

+
— Calcul de f % dx, avec b —-4c<O0.
X X +c)'

On écrit x> + bx +c sous la forme (x—p)*+4¢* (g # 0) et on fait le changement de variable x = p+gt.

On obtient 5 . |
ax +
=a dt+p dt
f(x2+bx+c)” o af(12+1)" ﬁf(z2+1)n

O I, =
1 pose f iy @+ 1>"
Calcul de /,, :

-1

+ ct i 1,
[ = | o D e
@+ 1) 2 Lo

Eln(t + 1) +cte sin=1.

Calcul de J, :
1
Pourn=1, J; :f dt = arctan t + cte.
2 +1

Maintenant on va calculer J,,;; en fonction de J, par une intégration par parties. Pourn > 2, on a :

’

1
@+ 1)" dr= (ﬂ @
imﬁz’lf @riy 4

] £ +1 1
=l——|+2 ( — 4| —— dt)
»(tl + l)n_ n f(lQ + 1)n+l f (t2 + 1)n+1

] 2 )

L (72 + 1) ]
Donc,
2n—1 N 1 [ t ] S
ntl = A~ InT |75 | n=Z2<Z.
1Ty 2nl (@2 + 1y
341
Exercice résolu 7. Calculer f zx— dx
x2—-x-=-2

Solution : On a deg(x’ + 1) > deg(x* — x — 2). On effectue la division euclidienne de x* + 1 par
x* — x — 2, on obtient

CH+l=Gx+D0*=—x=2)+3x+3

D’ou
X+ 1 3x+3
—— =X+l
x2—x=-2 x2—x=-2

Comme le polyndme x* — x — 2 a deux racines —1 et 2, alors
x+1 3x+3

=X+l ——  _=x+1+ :
2_x—2 * x+Dx-2 " =2

Donc,

3+1 2
fﬁdx:%+x+3ln|x—2l+cte.
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x=17
Tarr 3 W

Solution : On a deg(x — 7) < deg(x* + 4x + 13). Le polyndme x* + 4x + 13 n’a pas de racines réelles

Exercice résolu 8. Calculer f
(x2

car A < 0.
On écrit x* + 4x + 13 sous la forme (x — p)* + ¢*. Un simple calcul donne
X2 +4x+ 13 = (x +2)? + 3%, on fait le changement de variable x = 3¢ — 2, alors
T
(x%+ 4x + 13)2 (x+2)2+ 32)2 (2 + 1)2

1 t
= | ———dt——- | ——— dt
9f(l2+1)2 3f(t2+1)2

[
——dt = — cte.
(# +1)? 2 12 +1

1 1 . . .
Pour calculer f ——— dt, on calcule f dt en utilisant une intégration par parties :
(2 + 1) 2 +1

f ! dt—f ! (t)’dt—[ ! ]+2f c
2+1 ) £2+1 2+ (2 + 1)?
t ?+1 f
e
?+1 (t2+1)2 (t2+1)2
t

:[t2+1]+2 _zfm

1 t 1
f ([2 1)2 E[m] + 5 arctant + cte.

, on obtient

Donc,

x+2
On remplace ¢ par

—-x-3 1 xX+2
— arctan ( ) + cte.

f(x2+4x+13)2d 22 +4x+13) 6 3

1.5.5 Applications

Soit R une fonction rationnelle. Les intégrales suivantes se ramenent aux intégrales des fonctions
rationnelles.
1 - Intégrale de la forme f R(e*) dx :

1
On pose t = ¢* alors x = Inztetdx = ;a’t. On a donc,

[rerin= [0,

1 X — 3 e 1=
ﬁExemple 1.89. f 1 dx:f %dt:
1

0 + e
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2 - Intégrale de la forme f R(cos x)sinx dx :

On pose ¢ = cos x, alors dt = —sin x dx, donc f R(cos x)sinx dx = — f R() dt.

Ou bien, de f = cosx on a x = arccos t, dx = dt et sinx = V1 — £2. Parconséquent,

1-¢

f R(cos x) sin x dx = — f R(?) v_'i:i dt = — | R() at.

z . 1
ngxemple 1.90. f3 cos(x) sin(x) dx = — fz _r dt = .-
1

o €0s%(x) + cos(x) + 2 P+r+2

3 - Intégrale de la forme f R(sin x) cos x dx :
On pose ¢ = sin x, alors dt = cos x dx, donc fR(sin x)cosxdx = fR(t) dt.

Ou bien, de r = sinxon a x = arcsint, dx = dtetcosx = V1 —¢2. D’ou,

1 -7

f R(sin x) cos x dx = f R(?) \/_ti dt = | R@) dt.

z 3 [
ngxemple 1.91. f sin’(x) cos(x) dx = f dt = ...
0

o sin®(x) +3 2+3

4 - Intégrale de la forme f R(tan x) dx :

dt,sin x = etcosx = . On a donc,

I+ V1+2 V1+2

_ [ RO®
fR(tanx) dx = f o7 dt.

5 i tan(x) + 1 |
Exemple 1.92. [ 22 *° o= [ L a=
xempre fo a0+ 1 ), @+1p

On pose ¢ = tan x, alors x = arctant, dx =

5 - Intégrale de la forme f R(sin x, cos x) dx (R est une fonction a deux variables) :

Pour calculer ce type de primitives, deux cas se présentent :

1) R(x,y) est un polyndme.

Dans ce cas, la fonction f est définie sur R et le calcul de ses primitives se ramene a celui de la
fonction x — sin” xcos? x ol (p, ¢) € N°.

— Si ’un des entiers p ou g est impair (par exemple g = 2n + 1), alors
fsin” xcos? x dx = fsin" x(1 = sin® x)" cos x dx.

Le changement de variable t = cos x (resp. t = sin x) ramene a cher cher les primitives d’un polynome

puisqu’en effet :

fsin” x(1 — sin® x)" cos x dx = ft”(l — 2x)" dt.

— Si p et g sont pairs, on linéarise a 1’aide de 1’exponentielle complexe.
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Exercice résolu 9. Calculer I = f sin* x dx.

ix —ix

Solution : On a sinx = — d’ou
- 4 1 4ix 2ix —2ix —4ix 1
sin x:1—6(e -4 +6—4e " +e ):g(cos4x—4c052x+3),
Donc, [ fsin4 d ! sin4 sin 2x + 3 + ct
= xdx =— xX— = X+ =x e.
32 4 8

2) R(x,y) n’est pas un polyndome.
X
La méthode générale consiste a effectuer le changement de variable ¢ = tan(i). On a alors

cos - sin z &
X = , X=7—p23, aXx=—>=,
1+12 1+4¢ L+7
d’o ’
‘ 2t 1-¢_ 2
fR(Slnx,COSX)dx:fR(1+t2’1+t2)1+t2 -

Cette méthode est souvent fastidieuse car elle ameéne a primitiver des fractions rationnelles dont le
dénominateur est de degré élevé. C’est pourquoi on commence en général par utiliser les regles de
Bioche. Posons w(x) = R(sin x, cos x) dx. Alors,

e Si w(—x) = w(x), on pose t = COS Xx.

e Si w(m — x) = w(x), on pose t = sin x.

e Siw(m + x) = w(x), on pose ¢ = tan x.

x . 3
. . 4 sin” x

Exercice résolu 10. Calculer I = f —

o 1+cos*x

sin® x
Solution : On a w(x) = T7 oo x dx est invariante par w(—x) = w(x), on pose donc ¢ = cos x, de
cos? x

sorte que dt = —sin x dx et sin® x dx = (sin® x) sinx dx = —(1 — ) dx.

Le calcul donne alors

1 2
1-—1t
I = dt
f;@l+t2
1 2 1
1+1¢ 2
=- dt dt
fzﬁl+t2 +j:gl+ﬂ
1+\/§+ﬂ+ tan( 2)
= - —_— b arctan( ——-).
2 2 2

Remarque 1.93. 1. Sideux au moins de ces changements sont vraies, on pose ¢t = cos(2x).

2. Dans tout les cas, le changement de variable t = tan(g) ramene au calcul d’une primitive d’une
fonction rationnelle en 7. mais cela a deux inconvénients :
e d’une part, les calculs seront plus longs car on obtiendra des polyndmes de degré plus élevé.
e d’autre part, si un point de la forme m + 2k fait partie du domaine d’étude, il sera nécessaire

de faire une étude particuliere pour ce point.
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f! Exemple 1.94. : Calculons une primitive sur | — , [ de la fonction

sin(x)
1 + cos(x)’

fixe

On a ()
Sim(—x
W(—X) = —mdx = W(.X)

On utilise donc le changement de variable ¢ = cos(x), soit df = — sin(x)dx. On obtient alors

f sin(x) dt

—dx = - | —

1 + cos(x) 1+¢

—In|l + 1

—In|1 + cos(x)| = —In(1 + cos(x)).

Regardons ce qu’on obtient si on fait le changement de variable ¢ = tan (g)
1
Dans ce cas, dt = 5(1 + H)dx et

f sin(x) f o 2dt
—_—dax fd —_—
1 + cos(x) 1+ =21+

1+72
2t
dt
f 1+
In(1 + 7)
In(1+ tanz(g)).

d
Exercice résolu 11. Calculer f x i
+ sin x
Solution : On pose 1 = tan(g), alors x = 2 arctant, dx = s dtetsinx = T2 On a donc
f dx f dt
24sinx  J £2+t+1
On écrit le polyndme #* + ¢ + 1 sous la forme (x — p)* + ¢°.
1 3 3 1
Un simple calcul donne P+i+1 =0+ 5)2 + (7)2, par le changement de variable 1 = TM ~ 5 on

obtient

f dt _f dt 3 2 du
2+r+1 (t+%)2+(\/7§)2_\/§ ur +1

2
=——arctanu + cte

3
-2 arctan(2t 1 ) + cte
V3 V3
Par conséquent,
dx 2 2tan(3) + 1
= —arct _ te.
P
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6 - Intégrale de la forme f R(shx,chx) dx :

On peut employer une méthode analogue a celle du paragraphe précédent en effectuant le changement
de variable t = th(g). On a alors

1 +7 2 _ 2dt
-2 T 1Zp YT e

2t 1+ 2
f R(shx. chx) dx = f R( L dr.

chx =

d’ou

-2 1= 1-7
On peut aussi se ramener facilement a une intégrale de fonction rationnelle au moyen du changement
de variable ¢ = e".
Exercice résolu 12. Calculer / = CCZ—);

Solution : La fonction x — chx est définie et continue sur R et on a chx > 1 pour tout x € R. On va

X —X

alors rechercher ses primitives sur R. On a chx = , et en effectuant le changement de variable

t = ¢" (donc t > 0), on obtient

I= f f 2d1 2 arctant + ct
= = 2 arctan .
chx 1+ 7 cre

D’ou
dx .
—— = 2arctane" + cte.
chx
, ,1e . N Jax+b
7 - Intégrale abélienne de premiere espece R(x, d) dx,ad —bc +0:
cx
n +b " —b d-—>b
On pose 1 = i , alors x = etdx = n— g
cx+d a—ct" (ct" — a)?
[x+1
Exercice résolu 13. Calculer I = f
1—x2x- 1
+1 4¢
Solution : on pose ¢ = )1(_ e alors x = t2 7 etdx = —(t2 1)y dt, ce qui donne

412 dt
f(t2 2+ 1)

En décomposant en éléments simples :

4u 3 .\ 1 R 472 3 s 1
w-3wu+1) u-3 u+l -3 +1) £-3 £2+1

3 1
Donc I = f dt + f dt et le reste est évident.
-3 2 +1

8 - Intégrale abélienne de deuxieme espece f R(x, Vax? + bx + c) dx:

On cherche le ou les intervalles de R sur le quel le polyndme ax® + bx + c est positif ou nul.

On écrit ce polyndome sous forme canonique :

b b* -4
ax* +bx +c = a[(x + Z)z - 4a2ac].

M. ZITANE & J. H michane Page 35 FS de MEKNES



2019-2020 SMIA/Cours d’analyse II

Suivant le signe de A = b*> — 4ac et de a, apreés avoir sorti suivant le cas Va ou V—a du radical, le

changement de variable t = x + % nous ramene alors un calcul de I’un des trois types suivants :
a) f Ry(¢, m) dt

b) f A2) dt

) le(t, \/m) dt

A fin de faire disparaitre le radical, on fera un changement de variable utilisant les relations :

1
cos?u

shPu+1=ch’u, tan’u+1= 1 —sin®u = cos® u.

dans le cas a) on fera le changement de variable t = Ashu ou t = A tan u.

dans le cas b) on fera le changement de variable t = Achu ou t = ot
cosu

dans le cas c) on fera le changement de variable t = A sin u.
Dans les trois cas, on est ramené a une fraction rationnelle en sinus-cosinus, ou en ch-sh, c’est a dire

en exponentielle.

0
ﬁ Exemple 1.95. Calculons f V—1* — 4t dt.
4

La fonction 7 — V—72 — 4¢ est définie et continue sur [—4, 0] et on a —¢*> — 4t = —(¢ + 2)* + 4. donc

0 0
f \/_t2_4t dt: f \/4—(t+2)2 dt
-4 -4

Le chandement de variable ¢ + 2 = 2 sin # donne

f V=2 — 4t dt = f 1 —sin® u2 cos u du

s
2

cos’ u du

Il
N~
! [STE]

LIN IN

1+ cos2u
2

du = 2rm.

Il
=

[STE]

1.6 Exercices

Exercice 1. En utilisant les primitives usuelles, Calculer les intégrales ou primitives suivantes :

fl Q2 +4)’ d f( + Vxyd f ax fem“d
x(2x X, X X X, s X,
0 ; xIn(3x) 1+ x2

cos(In(z))
f—t dt, ﬁ o f|t —3t+2|dt, f 1_n2(t

n

1
. ) X
Exercice 2. Pour tout entier naturel n, on pose : I, = — dx.
o 1+x+x

1. Montrer que la suite (/,,) est bien définie et calculer /.

2. Montrer que la suite (/,,) est convergente.
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3. Montrer que : (Vn € N), T En déduire lim I,,.

3n+1) " " n+ n—s+co
1
. 2 X
Exercice 3. Pour tout entier n on pose : u, = f — dx.
0 — X
1. Calculer ug et u;.
1
2. Montrer que : (Vn € N), u,, — u,,,», = ————— . En déduire u, et us.
q ( ) n n+2 (n + 1)2n+1 2 3

3. Montrer que la suite (u,) est décroissante et minorée par 0.

4
4. En minorant 1 — x>, montrer que : (Vn € N),u, < ———————. En déduire lim u,.
3(n + 1)2n+! n—+co

Exercice 4.

1. En utilisant I’intégration par parties, calculer les intégrales suivantes :

A= f ln(t)d B= f £ cos(t) dt.
P 0

2. En utilisant I’intégration par changement de variable, déterminer les primitives suivantes :

f dx sin(x) dx 3% + 62 — o
x(In(x) — 4)’ (cos? x +2cosx + 5)> (e — 3)2(ex 1

Ve 425+ 2d f f
f raerTadn Va2 —2x V—x2+4x —
b
Va-a)x-byd b), w/x_ d
fl (x—a) x—-b)dx (a<b) fx+\/xT f T 1 X,

f cos x dx f X fZ dx
sin® x + 2 tan® x_ chx + Ven2x Jo (1+x3)VI1 - 2

f x f x f 4 sin? xd dx
R R ——— cos” xsin” x dx, _—
o Vi+x+ Vi+x xVx2+x-6 shix

Exercice 5. Calculer les limites des suites définies par le terme géneral suivant :
n+k - k> \n
—Z s vn:(n(1+$)) .

Exercice 6.

4 3 2 +2 3 ) + 5 .
1. Calculer la primitive f al Z al —— dx, puis, en déduire f C?Sz( ) 9054( )
A sin“(f) + sin" ()
1x=35 2+ 6x—1
2. Calculer ces deux primitives f m dxet m

Exercice 7. Calculer les primitives suivantes :

v ¥ dt 2
—— —dt;a,b >0, , ; dt
fo a + b cos2(1) fo sin®(f) + 3 cos2(f) o (tsin(f) + cos(r))>
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Chapitre 2

Intégrales Généralisées

On sait intégrer sur les segments [a, b] et on souhaite étendre la notion a tout intervalle et ainsi donner

+00 1
dt
[Ceaa [
0 0oVt

un sens entre autre a

2.1 Définitions
Définition 2.96. Soit f une fonction réelle définie sur ]a, b[. On dit que f est localement intégrable

sur ]a, b[ si f est intégrable sur tout intervalle fermé borné [a, B8] Cla, b .

Remarque 2.97. Si f est une fonction continue sur un intervalle /, alors elle est localement intégrable

sur /.

1
fg Exemple 2.98. La fonction x — — est localement intégrable sur ]0, 1].
X
Définition 2.99. Soit f une fonction localement intégrable sur un intervalle [a, b].

b X
On dit que I'intégrale f f(#) dt est convergente si lim f f() dt existe et est finie.
a b x—b a
Dans le cas contraire, on dit que f f(¢) dt est divergente.
a

b X
f f@dt = lil}} f f(t) dt est appelée intégrale généralisée ou impropre de la fonction f sur [a, b[.
Définition 2.100. Soit f une fonction localement intégrable sur un intervalle ]a, b].

b a
On dit que I'intégrale f f(t) dt est convergente si lim f f(t) dt existe et est finie.
a x—a* ),

Définition 2.101. Soit f une fonction localement intégrable sur un intervalle ]a, b[.

b c b
On dit que I'intégrale f f(¢) dt est convergente si f f(@) dt et f f(¢) dt sont convergentes pour

tout ¢ €]a, b|.

b C b
Onposeff(t)dt:ff(t)dt+ff(t)dt.

+00
Exercice résolu 14. Etudier la nature de I’intégrale f e dt.
0
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Solution : La fonction ¢ +— e~ est continue sur [0, +oo[, donc le probléme se pose uniquement en +oo.

f eldt=[-e"l=1-¢"
0

+00 +00
Comme lim e'dt=lim 1 —e* =1, alors f e”' dr est convergente et on a f eldt=1.
0 0

x—+00 o X—+00

Soit x € [0, +o0[, On a

1
dt
Exercice résolu 15. Etudier la nature de I’intégrale f 7
0 t

. . 1 : . .
Solution : La fonction t — — est continue sur ]0, 1], donc le probleme se pose uniquement en 0.
4

Soit x €]0,1] On a
1

£:[2\/;]}C:2—2\/§.
t

X

, L U dr U dr
Comme lim — = lim 2 - 2x = 2, alors f 7 est convergente et on a f — =2.
0 t 0

x—0" ), \/; x—07*

+00 dt
1+

Exercice résolu 16. Etudier la nature de I’intégrale f

—00

Solution : La fonction ¢ 7 est continue sur | — oo, +o0o[, donc le probleme se pose en +oo et en

+ 1
—00.0On a o g .
© dt ) t ) n
f 5 = lim = lim [arctan?]) = .
0 1+1¢ x—+00 Jo 1+7 X—+00 2
et

0 0
dt dt n

= lim = lim [arctan?]® = =.

j:oo 1+ tz x_l’_oof; 1+ t2 x—1>—oo[ ]x 2

+00 0 +00
.y dt dt . dt
Donc, les deux intégrales et sont convergentes. Par suite, est
o 1+7 o 1+ 12 o 1+ 72

fm . fo . * fm .
= = .
N I 2 oo L+ £ o 1+7

Remarque 2.102. Dans le cas ou a = —oo et b = +oo, I’existence de lim f(¢) dt ne prouve pas

X—+00

convergente et on a

~+00
la convergence de f f(t) dt. Par exemple, il suffit de considérer une fonction impaire continue.

+00 X
Ona f t dt diverge alors que f t dt = 0, pour tout x > 0.

o) —X

Proposition 2.103

Soit f une fonction continue sur [a, b[ avec b fini.

b
Si f est prolongeable par continuité en b, alors f f(t) dt est convergente.
a

Remarque 2.104. En posant f(b) = limb f(x) =l et désignant par F la primitive de f qui s’annule en

a, la fonction F est continue en b et on a

X b
lirrgf f()dt = 1iIII}F(X) —F(a)=F(b)—-F(a) = f f(t) dt.
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Dans ce cas, on dit qu’il y’a une fausse intégrale généralisée.
b
Remarque 2.105. On a aussi f(¢) dt est convergente dans les deux cas suivantes :
a
e f est continue sur ]a, b] (a fini) et prolongeable par continuité en a.

e f est continue sur ]a, b[ (a et b sont finis) et prolongeable par continuité en a et b.

1
Exercice résolu 17. Etudier la nature de 1’intégrale f tIn(?) dt.
0

Solution : La fonction ¢t — ¢In(¢) est continue sur ]O, 1]. Comme lirgl tIn(¢) = 0, alors f admet un
t—0*
1 1
prolongement par continuité en 0. Par suite, f tIn() dt est convergente, c’est a dire lir(r)l tIn(r) dt
0 =07 Jy

existe et est finie. Pour tout x > 0, on a

1 2 1 1 2 2
t t X 1 x

In(r)dt = | =1 - —dt =—-—1 - =+ —.
j;tn(t)t [Zn(t)] fxzt 2n(x) 4+4

X

Donc
x? 1

1 1 2
1
‘fotln(t)dt:xli_{gfx zln(t)dz:}L%—%ln(x)—Z+ =1

2.2 Propriétés des Intégrales Généralisées

Proposition 2.106 (Linéarité)

~ b
Si les intégrales généralisées J f(t) dt et f g(1) dt sont convergentes, alors 1’intégrale
a a

b
généralisée f (af(r) + Bg(1)) dt; ou (a,B) € R; est convergente et on a

b b b
f(af(t)+,3g(t)) df:af f(t)dl+ﬁf g(1) dt

Proposition 2.107 (Relation de Chasles)

b C
I’intégrale généralisée J f(¢) dt est convergente si et seulement si les intégrales f f(ndt
a a

b
et f f(¢) dt sont convergentes pour tout ¢ €]a, b[, eton a
C

b c b
ff(t)dt:ff(t)dt+ff(t)dt
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2.3 Calcul Pratique des Intégrales Généralisées

2.3.1 Utilisation des Primitives

Définition 2.108. Soit f une fonction continue sur ]a, b[.

b
Si F est une primitive de f, alors I'intégrale f f(¢) dt est convergente si et seulement si lim F(x) et
a

x—at

liril F(x) existent :
X—0~
On définit alors

b
f f@)dt = lil}} F(x) — lim F(x).

2Inx

fg Exemple 2.109. On a F : x — (Inx)* est une primitive de f : x — , donc

1
f 21;” di = F(1) = lim F(x) = 0 = (+00) = —co.
0 x—0*

Exercice 2.110. En utilisant les primitives, déterminer la nature des intégrales suivantes :

f+00 X p f+00 earctan x p fe dx fZ dx
—— dx, — 5 ax, 5 —
o (I+x2)? e 122 1 xVInx 1 A(x = 1)

2.3.2 Intégration par Parties

Théoréme 2.111

Soient u et v deux fonctions de classe C' sur ]a, b|.

b
On suppose que lim+ u(x)v(x) = L* et liI}} u(x)v(x) = L™ existent. Alors, f u(t)V'(t) dt est

b
convergente si et seulement si f u'(1)v(t) dt est convergente et on a
a

b b
f u(x)v'(x)dx =L —L" - f u' (x)v(x)dx.

1
Exercice résolu 18. Calculer f (Int)* dt.
0

2Int
Solution : On pose u(t) = (In7)* et v'(f) = 1 donc u’(¢) = Tn et v(r) = t. Ainsi

1
f (In7)? dt
0

1
2
— lim #(Inf)* — f t=1ntdt
x—0* 0 t

1 1
= —2f lntdt:—2f(t)'lntdt
0 0
1

1
2 lim tlnt+2f t—dt = 2.
x—0* 0 t

+00
o . : - 1
Exercice 2.112. En utilisant I’intégration par parties, montrer que f Ate™ dt = 7
0
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2.3.3 Intégration par Changement de Variables

Théoréeme 2.113

Soient f : Ja,b[— R continue et ¢ : ]a,B[—]a,b[ une bijection de classe C' avec

b
lim o(x) = a et lirg_ o(x) = b. Alors f f(x) dx est convergente si et seulement si

x—at

B
f f(p(0)¢'(¢) dt est convergente et on a

b B
f f(x)dx = f fle@®)g' (1) dt.

1

Exercice résolu 19. Calculer f dt.

-1 V1 -7
Solution : On pose ¢ = sin(x), alors dt = cos(x) dx. La fonction sin : ]g, g[—>] —1, 1] est une bijection

de classe C'. Donc,

! 1 3 cos(x) 3
dt = dx = f 1dx=n.
Il Vi-¢2 _z |cos(x)| -

s T
2 2

Exercice 2.114. En utilisant le changement de variable u = V1 + ¥, déterminer la nature de I’intégrale
—+00
dx

0 V1+ex.

2.4 Intégrales Généralisées des Fonctions a Signe Constant

b
Il est facile de voir que la convergence de I'intégrale — f f(t) dt se ramene a celle de I’intégrale

b
f f(#) dt. Par conséquent, dans la suite on ne considere que le cas des fonctions positives.
a

2.4.1 Critere de la Convergence Majorée

Proposition 2.115

b
Soit f : [a,b[— R continue et positive. Alors, f f(t) dt est convergente si et seulement
a

b
s’il existe M > 0 (M est indépendante de x) tel que f f(t) dt < M pour tout x € [a, b|.

2.4.2 Critere de Cauchy
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Proposition 2.116

b
Soit f : [a, b[— R une fonction continue. I’intégrale impropre en b, f f(#) dt converge si

"y
f £t dt

(et seulement si)

VYe>0 dcela,b]l VYx,yelcb| <e.

2.4.3 Critere de Comparaison

Proposition 2.117

Soit f, g : [a,b[— R deux fonctions continues et positives.
S’il existe M # 0 (M est indépendante de x) tel que f(x) < Mg(x) pour tout x € [a, b].
Alors,

b b
° f g(¢) dt converge = f f(¢) dt converge.

b b
° f f(®) dt diverge = f g(t) dt diverge.

+00
Exercice résolu 20. Etudier la nature de f e dt.
0

+00
. _12 — — ’ S N
Solution : Pour tout7 > 1,onae™ <e™'. Comme f e”' dt est convergente, alors d’apreés le critere
—+00 ) 0
de comparaison, f e”" dt converge.
1
2 ! 2
D’autre part, comme la fonction ¢ > e est continue sur [0, 1], alors f e™" drt est une intégrale
0

+00
. L. _p . .
simple convergente. On déduit que f e " dtest convergente car c’est la somme de deux intégrales
0

convergentes.

2.4.4 Critere de Négligeabilité

Proposition 2.118

Soit f, g : [a,b[— R deux fonctions continues telles que :
f( = ?(g(t)) (en particulier f(¢) = g(g(t))) et g est de signe constant, alors, si I’intégrale

b b
f g(t) dt est convergente, alors, I’intégrale f f(t) dt I’est aussi.

+00 _:
o . o sint
Remarque 2.119. La condition ”de signe constant” est indispensable. Par exemple : — dt

Y/

T | sin | . . , | sin ¢| sint
converge et n dt diverge, bien qu’en +oo, —=ol—F]
1

Vi
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2.4.5 Critere d’Equivalence

Proposition 2.120

b
Soit f, g : [a, b[— R continues et positives telles que lin; % = [ # 0, alors, f f(t) dt et
xX—> g X a

b
f g(t) dt sont de méme nature.
a

+00
Remarque 2.121. Si f est continue et positive sur [a, +oo[ et lim f(x) = [ > 0, alors f f(p) dt
X—+00 a

est divergente.

- oo 1\ 1
fg Exemple 2.122. Puisque sin(¢)—t est équivalenten 0 a 3 < 0, alors, I'intégrale f % (sin (;) — ;) dt
1

converge si et seulement si A < 2.

PSRRI » N o sint
Remarque 2.123. La condition “de signe constant” est, la encore, indispensable. Par exemple, — +
t

|sin?| sint L ) R y

- et 7 sont équivalentes en +o0o mais; d’apres la remarque [2.119|; leurs intégrales ne sont pas
t

de méme nature.

2.4.6 Integrales de Référence

1 - Intégrales de Riemann

+00
. f — dx converge st > 1 etdiverge si < L.
1 X

1
1
° f — dx converge si @ < 1 et diverge si @ > 1.
o X
fg Exemple 2.124. On a
lfmldd' 1<1(</‘ i)
. — dx diverge car — X =x%).
CoR TR

+00 +00
1 1 1 1
2. f ———— dx converge car ——— ~ — et f — dx est convergente.
oxVe +1 x VB + 1+ xi I X3

2
1
3. f ————— dx est convergente.
1A(x=1)2

2 - Intégrales de Bertrand

+00 1
. f dxoua > 1, converge si @ > 1 (8 quelconque) oua = letf > 1.
«  X(Inx)y

|
° f dxou( < a < 1, converge si @ < 1 (8 quelconque) oua = letf > 1.
o Xinx|p

+00
fg Exemple 2.125. L’intégrale f (Inx)* dx est divergente, car c’est une intégrale de Bertrand avec
1
a=0etpf=-2<1.
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1
Exercice résolu 21. Etudier la nature de f e dt,ou0<a< 1.
0

Solution : La fonction 7 - t*~'e™ n’est pas définie en 0.
a-1,-t

dt
tla

1 1
On a hm =lime™ = 1. Donc #*'e™" ~ t*! au voisinage de 0. Comme 7l dt = f
0

el 1—0

est une intégrale de Riemann convergente car 1 — @ < 1, alors d’apres le crltere de comparaison,

1
I’intégrale f 1% 'e™" dt est convergente.
0

Exercice 2.126. Etudier la nature des intégrales suivantes :

+00 -+ 2 +00 +00 1
A= f SlIl(2X ) dx, B= f xze_x4 dx, C= f nx dx.
0 X —oo o Xte*

1

+00 1 —+00 3 d
D= f ox dx, E = f cos(ﬂx)e"“2 dx, F = f al ,
0 .X2 -1 0 0 x(ln .X')'B

+00 +oo .2 1 M
t t
G :f sin(?) dx, H :f sin (2) a1 :f sin Vt d
oo o 14+t 0 t

2.5 Intégrales Absolument Convergentes

Définition 2.127. Soit f : [a, b[— R une fonction continue.

b
On dit que f f(¢) dt est absolument convergente si f | f(#)| dt est convergente

Théoréme 2.128

Soit f [a, b[— R une fonction continue.

Si f f(#) dt est absolument convergente, alors elle est convergente.

Remarque 2.129. La réciproque du théoreme est fausse. Dans ce cas, une intégrale généralisée

convergente et non absolument convergente est dite semi-convergente.

+oo cin ¢t
fg Exemple 2.130. L’intégrale f % dt est semi-convergente.
1

- o T cosor
(Indication : |s1n | > (SH; " _ 020;8( )')

. . _y sin ¢
Exercice résolu 22. Etudier la convergence absolue de I’intégrale f — dkt.

1

sin
Solution : Pour toutz > 1,ona0 < | |

+00
Comme f = dt est une intégrale de Riemann convergente, alors, d’apres le critere de compa-
1

0 lsint
raison, I’intégrale f —
1

convergente.

+00 .+
sint
f t_3 dt est absolument
1
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Proposition 2.131 (Critere de Riemann)

(i) Soient @ € R et f une fonction continue sur [a, +oo] telle que lim x“ f(x) = k existe.
t—+00

+00
e Sia > 1, alors f f(?) dt est absolument convergente.
a
—+00

eSia<letk+#0,alors f f(#) dt est divergente.

(i) Soient @ € R et f une fgnction continue sur ]a, b] telle que lim(x — a)® f(x) = k existe.
t—at
b
e Sia < 1, alors f f(¢#) dt est absolument convergente.

b
eSia>1etk#0,alors f f(¢) dt est divergente.

+00
L . . 1
Exercice résolu 23. Etudier la nature de I’intégrale f o dt.
) _
XZ
Solution : La fonction f : x est continue sur [2, +oo et lim x*f(x) = lim = 1.
x2 - . f—+00 t—+o00 x2 — 1
Donc d’apres le critere de Riemann (o = 2), I'intégrale t2 dt est absolument convergente.
Par suite elle est convergente.
0
Exercice résolu 24. Etudier la nature de I’intégrale f ] dt.
-1 -
. . . . | .oox+1
Solution : La fonction f : x - — T est continue sur | — 1,0] et 11n11 (x+1) fx)= 111’[11 T
Xc — t—-17 to—1t x° —
) 1 -1 . . L S .
hnll 7 = > Donc, d’apres le critere de Riemann (@ = 1), I’intégrale f ] dt est diver-
t—>—1+ x — 2 —

gente.

Pour montrer qu’une intégrale converge, quand elle n’est pas absolument convergente, on dispose du

théoréme suivant.

Théoreme 2.132 (Regle d’ Abel)

Soit f, g deux fonctions continues sur [a, +oo[, telles que

(i) festde C! sur [a, +oo[,

(i) f est décroissante et de limite 0 en +oo, §

(iii) 1l existe un réel M > O tel que, pour tout x € [a, +oo[, ‘ f g(®) dt‘ <M.
a

Alors I’intégrale

f ” f(t) g(t)dt converge.

sin ¢

+00
Exercice résolu 25. Etudier la convergence de I’intégrale f Y dt, suivant les valeurs de @ > 0.
1

Solution : (i) Pour a > 1, cette intégrale est absolument convergente.

(ii))Si0 < a < 1.Lafonction f: t— o est de C' et décroissante sur [1, +oo[. De plus lim f(r) = 0.
t—+0o
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X
f sint dt
1

+00 _* t
La regle d’ Abel nous donne la convergence de f % dt.
1

La fonction g : ¢ +— sint est continue sur [1, +oo[ et

< 2 pour tout x.

2.6 Exercices

Exercice 1. En utilisant les primitives usuelles, déterminer la nature des intégrales suivantes :

z +00 l 2
A= fz tan(x) dx, B= f () dx.
0 0 X

Exercice 2. Etudier la nature des intégrales suivantes :

1 2

2 1 +00 +00
A= _xrr dx, B-= f e dx, C= f al dx,
o Vx(1-1x) 1 oo X+ 2 —cos(x)

e .o RS e 2
D f sin”(x) dx. E-= e dx, F= f In(1 + sin(x)) dx.

s
2

+oo =t e—Zt

Exercice 3. Soit / = f — dt.
0
1. Montrer que / est convergente.

2. Pour £ > 0, établir la relation :

+oo  —t -2t 28—t
e —e e
[ [
& t & l

3. En déduire le calcule de 7 (utiliser la premiere formule de la moyenne).

1
-1
4. En déduire le calcul de f al dx (Poser x = e ™).
o In(x)
+00 dt
Exercice 4. Soit I, = f (t3+—1)” ou n est un entier naturel.
0

1. Etudier pour quelles valeurs de n I’intégrale I, converge.
2. Calculer I;.
3n-1

3n

3. Montrerque sin >2,ona: [, = I,

4. En déduire I’expression de 1,,.

. : T dt
Exercice 5. Soit [ = _
o V2 +1)
1. Montrer que / est convergente.
+00 d.x
2. Calculer J = .
alculer N

3. En déduire I (poser x = Vo).

M. ZITANE & J. H michane Page 47 FS de MEKNES



2019-2020 SMIA/Cours d’analyse II

Exercice 6. Etudier la nature des intégrales généralisées suivantes :
+00 +00 .+ +00 i z
1 sin(t esin® ,
f ——dt; a,>0, f ® dt, f dt, f In(sin ) dt.
o (1 +1)y 0 t 0 t 0
Exercice 7. Etudier la nature des intégrales généralisées suivantes :
+00 —+00 +00
1 1 —cos(t
f ——dt; a,>0, f —2() dt, f £e 3 dt,
o t(1+1p 0 t 0

z +00sin(r) +00 in(t
f “n(sin ) dr, f ° f _sm g,
0 0 t 0o cos(t)+ Vt

(S]]
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Chapitre 3

Equations Différentielles Linéaires

3.1 Equations Différentielles du Premier Ordre

3.1.1 Définition

Définition 3.133. Soit ¢ une fonction de trois variables a valeurs dans R.

On appelle équation différentielle du premier ordre, une relation de la forme ¢(x,y,y") = O faisant
intervenir une variable x, une fonction y = y(x) et sa dérivée y'(x).

Une fonction f dérivable est dite solution de cette équation sur I C R si ¢(x, f(x), f(x)) = 0 pour tout
xel.

ﬁ Exemple 3.134. L'équation x’y’ — 2 = 0 est équation différentielle du premier ordre, elle admet

1 *
flx) = — comme solutionsur/ =R .
X

3.1.2 Equation a Variables Séparées

Définition 3.135. Une équation différenticlle du premier ordre est dite a variables séparées si elle

peut s’écrire sous la forme :
G
8’
Méthode de Résolution : On a

, _JX) dy f(x)
y="—"oaT=2 —=—
gy) dx  g(y)

= gdy = f(x)dx

= f gy = f f(x)dx

Le probleme se ramene a deux intégrations.

Exercice résolu 26. Résoudre 1’équation différentielle (1 + x*)y’ + 3xy = 0
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Solution : On a

-3x
2N\~ — /
d+x )y +3xy=0= y—1+xzy
N dy 3x
1+ x?

7_
d _
R f_y:f 3x
y 1+ x?
3

= In(y) = ) In(1 + x%) + cte

= y=ze

cte 1
(1+ 2V + )

Donc, la solution générale de I’équation différentielle (1 + x*)y’ + 3xy = 0 est

avec K eR.

y(x)

K
O]

Définition 3.136 (Cas Particulier : Equation Autonome). L’équation autonome est un cas particulier

d’équations a variables séparées, elle est de la forme y" = g(y).

Exercice 3.137. Résoudre I’équation autonome y’ = y* + y.

3.1.3 Equation Linéaire

Définition 3.138. L’équation différentielles linéaire du premier ordre est de la forme :

a(x)y’ +b(x)y = f(x); (E).

Ou a(x), b(x) et f(x) sont des fonctions continues sur un méme intervalle / C R, avec Vx € I : a(x) #
0.

On appelle équation homogeéne ou encore équation sans second membre associée a (E), I’équation :

a(x)y’ + b(x)y =0 (E.H).

f! Exemple 3.139. (i) L’équation xy’ + (cos x)y = 2x? est linéaire.
(if) L’équation yy’ + xy = 2x> — 1 n’est pas linéaire.

Proposition 3.140

L’ensemble des solutions de (E) est obtenu en ajoutant a toutes les solutions de (E.H) une

solution particuliere de (E).

1 - Résolution de I’équation homogene associée :
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On a
d b
() +b(xy =0 y =2 bW
dx a(x)
d b
dy _ b,
vy a(
d
. f y _ fb(x)
a(x)
b(x)
= Inlyl = —dx + cte
a(x)
_ [P _cte —A(x) L cte —A®)
On pose A(x) = (—) dx. Alors, In|y| = —A(x)cte. Donc, y = ‘e et par suite y = +e“e .
a(x

Par conséquent, y, = Ce™*™@;  C € R est la solution générale de I’équation homogene (E.H).
Remarque 3.141. 1’équation linéaire sans second membre est a variables séparées.

2 - Recherche d’une Solution Particuliere de (F) :
Pour déterminer une solution particuliere de (£) on va utiliser la méthode de variation de la constante.
Soit yj, la solution générale de 1’équation homogene (E.H). Donc, y, = C e @ ouC e RetA(x) =
f b(x)
——dx.

a(x)
La méthode de variation de la constante consiste a remplacer la constante C par une fonction C(x) et
chercher une solution particuliere de 1’équation avec second membre (E) de la forme y = C(x)e ™™,
On calcule y’, puis on remplace y et y" par leurs expressions dans 1’équation (E) et on utilise le fait

—A(x)

que e est solution de (E.H), on trouve

SO Ao

C'(x) = a0’

ce qui implique

C(x) = f %em dx+k, keR.

Donc, la solution générale de 1’équation avec second membre (E) est
AW — ,=AR f ( ) AW AR
y(x) = C(x)e” dx + ke k€R,

c’est a dire y(x) = yu(x) + y,(x) avec y;(x) = ke™™:  k e R est la solution générale de 1’équation
homogene (E.H) et y,(x) = e ™ f %ew) dx est une solution particiliere de (E).
alx

X

Exercice résolu 27. Résoudre I’équation linéaire xy’ —y = (E).

x2-1
Solution : On commence par résoudre 1I’équation homogene xy' —y =0, (E.H).Ona

dy _dx
xy'—-y=0= _y al

. f dy dx

= Inlyl=1In |y| + cte

= y=C.x, avec CeR.
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On cherche maintenant une solution particuliere de (E); sous la forme y, = C(x).x; par la méthode
de variation de la constante :

yp estsolutionde (E.H)= xy,—y,= 2x ;
x —
= XC'(x) +xC(x) - xC(x) = —
x> =1
1
= Cx)=——————
W= s D
) 1 1 1
= C(x)=-——

+ +
x 2x—=1)  2(x+1)

= C(x)=-Inlx/+ %lnlxz —1
= y,=C(x).x = x(~Inx| + %m Ix* = 1)).
Donc, la solution générale de I’équation (E) est
y(x) = yp(x) +y,(x) = Cx + x(=1In |x] + %ln Ix* — 1), CeR.

Remarque 3.142. Si y,et y, sont deux solutions particulieres de (E), alors y; — y, est solution de
(E.H), et la solution générale de (E) est

y =y +c(y; — y2), ¢ € R arbitraire.

3.1.4 Equations Différentielles Particuliéres

Dans cette section, on va présenter quelques équations différentielles du premier ordre non linéaires
se ramenant a des équations différentielles linéaires.

1 - Equation de Bernoulli

Définition 3.143. Une équation différentielle est dite de Bernoulli si elle est de la forme :

Y+ py =q)y",neR (Ber)
Remarque 3.144. Si n = 1, I’équation différentielle de Bernoulli est une équation différentielle
linéaire.
Pour résoudre cette équation, on suppose qu’elle admet une solution y qui ne s’annule pas. On divise

I’équation (Ber) par y", on obtient

y 1
=+ p(x)— —q(x) = 0.
y y
On pose u = y!™ et donc u’ = (1 — n)y—n. Cette substitution transforme 1’équation (Ber) en une

équation différentielle linéaire en la nouvelle variable u.

ex

2
Exercice résolu 28. Résoudre I’équation de Bernoulli suivante : y" + —y = NG (Ber).
X

Y
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1
—, 0
VY

. P . r .. 1
Solution : C’est une équation de Bernoulli avec n = —5 divisons tous les termes par y 2 = n

obtient I’équation suivante
2
V' + < \yy =¢€", (Ber’).
. . 3 9 N ’ 3 ’ 3
Introduisant la nouvelle fonction u = y? = +fyy, d’'ou v’ = 3 \/yy’, portons ces expressions dans
I’équation (Ber’), nous obtenons 1’équation différentielle linéaire

2 2
—u'+-u=e¢e", (E)
3 X

qu’on peut résoudre facilement par la méthode de variation de la constante.

Exercice 3.145. Résoudre les équations de Bernoulli suivantes :

’ x ’ 4
xy' +y=y1Inx, Vo3 =AY —y=x".

2 - Equation de Riccati

Définition 3.146. Les équations de Riccati sont des équations différentielles de la forme :
Y = a(x)y’ +b(x)y + c(x) (Ric)

Pour résoudre cette €quation, on a besoin de connaitre une solution particulicre y,. On pose le chan-

gement de fonction suivant :
1
y=y,+—.
Pz

Cette substitution transforme 1I’équation (Ric) en une équation linéaire en z.

Exercice résolu 29. Résoudre I’équation de Riccati suivante :
Y —y+y =4x* +2x+2, (Ric).

Sachant que y, = 2x + 1 est une solution particulicre.

Solution : Soit le changement de variables :

1 1
y=y,+—=2x+1+-.
4 z

Substituons cette expression dans 1’équation (Ric), afin d’obtenir une équation linéaire non homogene
de la forme
7+ (-4x—-1)z=-1,

qui se résout par la méthode de variation de la constante.

Exercice 3.147. Résoudre les équations de Riccati suivantes :

@+ 1y =y -1 op=1, Y+ + X%y +2x* =0 O = —x?).

3- Equation de Lagrange
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Définition 3.148. Les équations de Lagrange sont des équations différentielles de la forme :
y=xf()+80") (Lag)
Pour résoudre ce type d’équations, on commence par dériver (Lag) par rapport a x, nous obtenons :
Y =fON)+xf Oy +80)y (Lag).
Le changement de fonction #(x) = y’(x) conduit a I’équation :
t=fO+xf'Of +g'OF (Lag).

c-a-d
f@O —t+&xf/(O+g ) =0 (Lag’)

Sachant que 7, = — (relation entre dérivées de fonctions réciproques) I’équation précédente se trans-
X

1
forme en une équation différentielle linéaire en x(¢) :

(f@O-x + f(x=-g'(1) (E)

La résolution de cette équation linéaire admet pour solution : x(f) = xy + x, = F(t), par conséquent,

() = xf(0) + g@) = GQ).
Nous obtenons des équations paramétriques F'(¢) et G(¢) pour des courbes intégrales.

Exercice 3.149. Résoudre les équations de Lagrange suivantes :

/ ’ 1 ’ ’/
y =X(y)2—;, y=—xy —In(y).

3.2 Equations Différentielles Linéaire du Second Ordre a Coeffi-

cients Constants

3.2.1 Définition

Définition 3.150. Une équation différentielle du second ordre a coefficients constants est une équation

différentielle de la forme
ay” + by +cy = f(x) (E)
ou a,b,c € R, a # 0, et f une fonction continue sur / ouvert de R. L’équation homogene (ou sans

second membre) associée est

ay’+by +cy=0 (E.H)

3.2.2 Résolution de I’Equation Homogéne
Définition 3.151. Deux fonctions y; et y, sont dites linéairement indépendantes si

ay1+py, =0=>a=8=0.
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Théoréme 3.152

L’équation homogene (E.H) possede deux solutions linéairement indépendantes y; et y;.

De plus, toute solution y de (E.H) est de la forme

y = Ay, + By», A,BeR.

Méthode de Résolution : Pour résoudre 1I’équation homogene (E.H), on cherche une solution de la
forme y(x) = e'.

En remplacant dans 1’équation, on trouve [’équation caractéristique
ar* +br+c=0, (E.C)

La résolution de 1’équation (E.H) dépend du signe de A = b* — 4ac. On a donc, les trois cas suivants.
Casl: A>0:

e o o o ~b+ VA —b- VA
L’équation caratéristique admet deux racines réelles distinctes r; = oy etr, = -
a a
Alors, La solution générale de I’équation homogene (E.H) est
y, = Ae"* + Be'", A,BeR.
Cas2: A=0: )
L’équation caratéristique admet une racine réelle double r = CP Donc, la solution générale de
a

I’équation homogene (E.H) est :

yi = (Ax + B)e'™; A,BeR.

Cas3: A<O:
s ) L ) . -b+iV-A -b—-iV-A
L’ équation caratéristique admet deux racines complexes conjugées r; = —a etr, = oy
a a
— -A
On pose a = 3 etf = S Alors, la solution générale de 1I’équation homogene (E.H) est :
a a

a(x) = e‘”(A cos(Bx) + Bsin(ﬁx)); A BER.
On peut I’écrire aussi sous la forme
yi(x) = Ke™ cos(Bx + C); K,C eR.

Exercice résolu 30. Résoudre I’équation y” + 3y’ — 4y = 0.

Solution : L’équation caractéristique est : 7°+3r—4 = O dontle A = b*~4dac = (3)°—4x1x(-4) = 25 >
-3+5 -3-5
0, alors I’équation caractéristique admet deux racines réelles r; = 5 = letr, = ——— = —4.

Donc, la solution générale est
yp = Ae* + Be™; A,BeR.

Exercice résolu 31. Résoudre I’équation y” — 4y + 4y = 0.
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Solution : L’équation caractéristique est : 7> —4r +4 = Odontle A = (—4)> —4 x 1 x 4 = 0, alors

I’équation caractéristique admet une racine double r = — = 2. Donc, la solution générale est

2
yn = (Ax + B)e™; A,B€eR.

Exercice résolu 32. Résoudre I’équation y” + 4y + 5y = 0.

Solution : L’ équation caractéristique est : 7> +4r+5 = Odontle A = (4)> —4x 1 x5 = -4 = (2i)* < 0,
-4+ 2i

=-2+iet
> ie

alors I’équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées r; =

r, =1, = —2 —i. Dans ce cas, la solution générale est

o = e‘zx(A cos(x) + Bsin(x)); A BER.

3.2.3 Résolution de I’Equation avec Second Membre

Proposition 3.153

L’ensemble des solutions de (E) est obtenu en ajoutant a toutes les solutions de (E.H) une

solution particuliere de (E).

Pour résoudre 1’équation avec le second membre, on va présenter une méthode pour les cas classiques
et une autre pour le cas général.

Cas classique :  f(x) = e’"x(Pn(x) cos(@x) + O (x) sin(a)x)) avec m,w € R* :

Si le second membre de 1’équation (E) est de la forme :

fx) = e’"x(P,,/ (x) cos(wx) + O, (x) sin(wx)) ou P, et O, sont deux polyndmes et m,w € R", alors
on cherche une solution particuliere y, telle que

e"”(R,,(x) cos(wx) + T,(x) sin(wx)) si m + iw n’est pas racine de (E.C),
yp(x) = xe’"x(Rn(x) cos(wx) + T,(x) sin(a)x)) si m + iw est racine simple de (E.C),

2 mx

x‘e (Rn(x) cos(wx) + T,(x) sin(a)x)) si m + iw est racine double de (E.C).

Avec R, et T, sont deux polynomes de degré n = max(n’; n”).

Remarque 3.154. Ceci inclut le cas ou les polyndomes R, et Q,~ sont simplement des constantes
(n = n’ = 0), dont I’une peut étre nulle, et / ou f ne contient pas d’exponentielle (m = 0) et / ou pas
de fonction trigonométrique (w = 0).

Exercice résolu 33. Résoudre ’équation y” — 5y + 6y = x* + 1, (E)).

Solution : On commence par résoudre I’équation homogene associée y” — 5y" + 6y = 0. I’équation
caractéristique est : r»—5r+6=0dontle A = (-5)> -4 x 1 x6 = 1, alors elle admet deux racines

réelles r; = 2 et r, = 3 Donc, la solution générale de 1I’équation homogene est

yp = Ae* + Be®; A,BeR.
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Le second membre est de la forme emx(Pz(x) cos(wx) + Q_o(x) = sin(a)x)) avecm = 0, w = 0,
Py(x) = x>+ let O_o(x) =0.Orm + iw = 0 n’est pas racine de 1’équation caractéristique, alors on
cherche une solution particuliere de la forme :
yp = e’""(Rz(x) cos(wx) + TH(x) sin(wx)) =ax’ + bx +c.
Puisque

Y, =Sy, +6y= 6ax* + 2(3b — Sa)x + 6¢ — 5b + 2a = x> + 1.

5 37
Par identification, on obtient a = 2 b= 8 etc = 108’ par conséquent,
5 37
2
=X+ —=x+—.
e R TR
Donc, les solutions de (£;) sont
. P 5 37
Y(x) = yu(x) +y,(x) = Ae* + Be* + gxz + 1—8x + ﬁ; A,BeR.
Exercice résolu 34. Résoudre I’équation y” — 2y" — 3y = —3xe™, (E»).
Solution : L’équation caractéristique est : 1> —2r —3 = 0et A = 16 > 0, alors r; = —1 et r, = 3.

Donc, la solution générale de 1’équation homogene est donnée par :
v, =Ae " + Be**; A,B€eR.

Le second membre est de la forme e’""(P] (%) cos(wx) + O_(x) sin(wx)) avecm=—-1,w =0, Pi(x) =
—3xet Q_o(x) =0.O0rm+ iw = —1 est racine simple de 1’équation caractéristique, alors on cherche

une solution particuliere de la forme
Vp = xe"”(Rl(x) cos(wx) + Ti(x) sin(wx)) = x(ax + b)e™™.

On calcule y, = e *(—ax” + (2a — b)x + b) puis Y, = e *(ax’ + (—4a + b)x + 2b — 2a) et on remplace

. . 3 .
dans I’équation (E;), on obtient a = 3 eth = 6 par conséquent

3 3
yp(x) = x(gx + E)e"‘.
Donc, la solution générale de (E;) est
3 3
Y(x) = yp(x) + yp(x) = Ae™ + Be** + x(gx + E)e_X; A,BeR.

Exercice résolu 35. Résoudre 1’équation y” + 9y = ¢ cos x, (E3).

Solution : L’équation caractéristique est : 7* + 9 = 0, elle admet deux racines complexes r; = 3i et

r, = =3i. Donc, la solution générale de 1’équation homogene est donnée par :

yn = Acos(3x) + Bsin(3x); A,BeR.

mx

Le second membre est de la forme e (Po(x) cos(wx) + Qp(x) sin(wx)) avecm=—-1,w=1,Py(x)=1
et Q_(x) =0.0rm+iw =1+ in’est pas racine de I’équation caractéristique, alors on cherche une

solution particuliere de la forme

Yy = e””(Ro(x) cos(wx) + To(x) sin(a)x)) = e‘x(a cos(x) +b sin(x)).
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On calcule y), ety et on remplace dans I’équation (E3), on obtient

2b+9a—1)cosx + (9b —2a)sinx = 0.
Ceci implique en utilisant le fait que les deux fonctions cos x et sin x sont linéairement indépendantes,
quea=—etb=—.

85
Donc, la solution particuliére de (E3) est

9 2
yp(x) =e (g cos(x) + 35 sm(x)); A,BeR.

Par conséquent, la solution générale de 1’équation (E5) est

Y(x) = yu(x) +y,(x) = Acos(3x) + Bsin(3x) + e"‘(gi5 cos(x) + % sin(x)); A,BeR.

2- Principe de Superposition :
Si le second membre de 1’équation (E) est de la forme f(x) = fi(x) + fo(x) + ... + f,(x), on cherche

une solution particuliere y,, des équations
(E): ay’+by +cy=fi(x), i=1,..,n.
Une solution particuliére y, de (E) est alors donnée par
Yp(X) = Yp, (X) + yp, (X) + ... + yp, (1)

Exercice résolu 36. Résoudre I’équation y” + y = x + cos 3x, (E).

Solution : L’équation caractéristique est : 7> + 1 = 0, elle admet deux racines complexes r; = i et

r, = —i. Dongc, la solution générale de I’équation homogene est donnée par :
vy, = A cos(x) + Bsin(x); A,BeR.

On remarque que y;(x) = x est solution particuliere de I’équation y” +y = x, (Ey).
Une solution particuliere de (E,) : y" +y = cos 3x, est de la forme y,, = acos3x + bsin3x. En

remplacant dans (E,) , on trouve que

—8acos3x — 8bsin3x = cos 3x,

donc a = -3 et b = (. Par conséquent, une solution particuliere de I’équation (E) est donnée par

Yo =Vp tVp = X — gcos3x.
Et la solution générale de (E) est
) 1
y:yh+y,,:Acos(x)+Bsm(x)+x—gcos3x; A,BeR.

Remarque 3.155. Lorsque le second membre n’est pas I’une des formes indiquées précédemment,

on cherche une solution particulicere de (E) en utilisant la méthode de variation de la constante.
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3- Cas général : Meéthode de Variation de la Constante :
Soit y;, la solution de I’équation sans second membre (E.H). Donc, y,(x) = Ay;(x) + By,(x), ou y; et
v, sont deux solutions linéairement indépendantes de (E.H).
La méthode de variation de la constante consiste a remplager les deux constantes A et B par des

fonctions A(x) et B(x) et chercher une solution particuliere de (E) de la forme

Yp(x) = AQ)y1(x) + B(x)y2(x).

On impose de plus la condition suivante

A'(x)y1(x) + B'(x)y2(x) = 0.

Ce qui donne
¥, (x) = A0y} (%) + Bx)y;(x).

On calcule ensuite y”, on remplace dans I’équation (E) et on utilise le fait que y; et y, sont deux

solutions de 1’équation (E.H), on trouve que

A’ (0)y}(x) + B'(x)yy(x) = %~

11 faut donc résoudre le systéme suivant dont les inconnus sont A’(x) et B'(x)

A'(X)y1(x) + B'(x)y2(x) = 0,

Ay + By = 12

Comme y; et y, sont linéairement indépendantes, alors le déterminant

yi(®)  y2(x)

V() Y (x) = y1(0Y4(x) = y2(X)y} () # 0.

Les deux solutions du systeme sont

SO0 g O

A'(x) =
) aW aW

On obtient donc les fonctions A et B en intégrant A’ et B'.
Par suite, la solution particuliere de (E) est

yp(x) = A(X)y1(x) + B(x)y2(x).

X

Exercice résolu 37. Résoudre I’équation y” — 2y +y = (E).

1+ x%
Solution : L’équation caractéristique : r* —2r+ 1 = 0, est de racine double r = 1. Donc, la solution

générale de I’équation homogene associée a (E) est donnée par :
yi(x) = (Ax + B)e’; A,BeR.
Cherchons une solution particuliere de (E) sous la forme

yp(x) = xA(x)e* + B(x)e*, avec A,B sontdeux fonctions dérivables.

M. ZITANE & J. H michane Page 59 FS de MEKNES



2019-2020 SMIA/Cours d’analyse II

On a
Vi (x) = A'(x)xe” + B'(x)e* + A(x)(x + 1)e* + B(x)e".
On impose la condition
A’'(x)xe* + B'(x)e* = 0.
On trouve que
¥, (x) = A'(x)(x + D)e* + B'(x)e” + A(x)(x + 2)e* + B(x)e".

En remplacant dans 1’équation (E), on obtient

X

A'(x)(x+ 1)e* + B'(x)e* =

1+ x2
Résolvons donc le systeme
A’'(x)xe* + B'(x)e* =0,
A'(x)(x+ De* + B'(x)e* = .
1+ x2
On obtient |
A(x) = —,
) 1+ x?
B'(x)=— .
@) 1+ x?

1
C’est a dire A(x) = arctan x et B(x) = —= In(1 + x?).

Donc, une solution particuliere de I’équation (E) est donnée par
1 2 X
yp(x) = 5(2x arctan x — In(1 + x ))e .
Par conséquent, la solution générale de (E) est

1
Y(x) = yp(x) + yp(x) = (Ax + B)e* + 5(2x arctan x — In(1 + xz))ex; A,BeR.

3.3 Exercices

Exercice 1. Résoudre les équations différentielles suivantes :
(Ey): (1+x°)y +2xy+x* =0,

(Ey): sin*(x)y’ — tan(x)y = tan(x),

(Es): y' =3y +2y=2,

(E) 1 Y'+Y +y=cos(2x),

X

(Es): y' =2y +y=x+xe "
Exercice 2. Résoudre les équations différentielles suivantes :
(Sep):  (cost)y = (sint)y?,

(Ber): ¥ =y+1y,

(Ric): y =@-1)y+ y2 — t, sachant qu’elle admet une solution particuliere constante.
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Exercice 3. En posant u(x) = (1 + x%)y(x), résoudre I’équation différentielle suivantes :

(E): (1+x) +4xy +(1-x>)y=0.

Exercice 4. On considere 1’équation différentielle suivante :
(E): Y =4y +4y = f(x).

Ou f est une fonction qui sera précisée plus loin.

1. Résoudre I’équation homogene associée a (E).

2. Trouver une solution particuliere dans ces deus cas : f(x) = e* et f(x) = e **.
. . e e . . .
3. Donner les solutions de (E) si f(x) = — Puis, déterminer 1’'unique solution de (E)

vérifiant 2(0) = 1 = #'(0).
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