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Chapitre 1

Suites et Séries de Fonctions

1.1 Suites de fonctions

1.1.1 Convergence simple

Définition 1.1 Soient (f,)new une suite de fonctions définies sur un sous-
ensemble I de IR et a valeurs dans IR et f une fonction définie sur I et a
valeurs dans IR. On dit que la suite (f,)nen converge simplement vers f, ou
que f est la limite simple de la suite (fy)nen st et seulement si pour tout
x € 1, la suite numérique (fn(x))nen converge vers f(x) :

Veel, Ye>0, AN, € N, Yne IN,n> N, = |fu(z) — f(z)| <e

Remarque 1.1 1] est naturel de se demander si les propriétés des fonctions
fn se transmettent a leur limite simple f; [’exemple suivant montre que la
limite simple de fonctions continues n’est pas continue en général :

Exemple 1.1 Pour tout n € IN, posons f,(x) = "™ pour x € [0,1]; alors la
limite simple f de la suite (f,)nen est donnée par f(x) =0 si x € [0,1] et
f(1) =1, ainsi la limite simple f n’est pas continue sur [0,1] alors que pour
tout n € N, la fonction f, [est.

Proposition 1.1 Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur un inter-
valle I de IR et a valeurs dans IR convergeant simplement vers f, alors on
a:
1. Si les fonctions f,, sont positives sur I a partir d’un certain rang, f est
positive sur I;

2. Si les fonctions f, sont croissantes (resp. décroissantes) sur I a partir
d’un certain rang, f est croissante (resp. décroissante) sur I.
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Preuve
La preuve repose sur la conservation des inégalités larges par passage a la
limite.

1.1.2 Convergence uniforme

Définition 1.2 (Norme infinie)
Considérons une fonction f définie sur un sous-ensemble I de IR et a valeurs
dans IR ; on suppose que f est bornée sur I i.e

aM > O tel queVz € I, |f(z)| <M

Alors la fonction |f| est majorée donc admet une borne supérieure que l’on
note ||f||ls €t que 'on appelle norme infinie de f :
Si f n’est pas bornée sur I, on pose || f||l = +00.

Définition 1.3 Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur un sous-
ensemble I de IR et a valeurs dans IR et soit f une fonction définie sur I et
a valeurs dans IR ; on dit que la suite (f,)nenw converge uniformément vers
f si et seulement si la suite numérique (||(fn — f)||oo)nenw converge vers 0 i.e

Ve >0,aN € NVx € I,.¥ne€ IN,n > N = |f,(z) — f(z)| <€

Définition 1.4 On dit qu’une suite (f,)nerv de fonctions définies sur un
intervalle I de IR converge uniformément localement sur I si elle converge
uniformément sur tout segment contenu dans I.

Proposition 1.2 Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur un inter-
valle I de IR et a valeurs dans IR et soit f une fonction définie sur I et a
valeurs dans IR, telle que la suite (f,)nen converge uniformément vers f sur
I ; alors la suite (f,)nenw converge simplement vers f sur I.

Exemple 1.2 Posons pour tout n € IN, f,(x) = ™ pour x € [0,1] ; alors la
limite simple f de la suite (fy)nen est donnée par f(x) =0 sixz € [0,1] et
f(1) = 1. 8i (fo)new converge uniformément sur [0, 1], ce ne peut étre que
vers sa limite simple f.

FEtudions donc la suite numérique (||(fn — f)|loo)nen -
Six € [0,1], alors | fu(x) — f(z)| = a™ et | fn(1) — f(1)] =0 donc

1 fn = flloo = Sup]\fn(x)—f(x)\ = sup |fu(z) = f(z)] = sup 2" =1

z€[0,1 z€[0,1] z€[0,1]
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et ainsi la suite (fn)nenw ne converge pas uniformément sur [0, 1], ni sur [0, 1].

Par contre si on fize a € [0, 1], alors pour tout x € [0,al, sup | fn(z) — f(x)] =
a" qui tend vers 0 et ainsi la suite (f,)nen converge uniformément sur [0, a).
On constate donc que la convergence uniforme locale sur [0, 1[ n’entraine pas
la convergence uniforme sur [0, 1].

Il n’est pas toujours possible de calculer explicitement || f,, — f||oc comme on
vient de le faire, d’ou 1'utilité de la proposition suivante :

Proposition 1.3 La suite (f,)nen converge uniformément sur I si et seule-
ment si il existe une suite réelle (a,)neny convergeant vers 0 telle que

Veel, Vne N, |f.(z)— f(2)] < a,.

Preuve
Si (fn)nemnw converge uniformément sur [, il suffit de prendre a, = ||(f, —
Dl
Réciproquement, s'il existe une suite réelle (a,),en convergeant vers 0 telle
que

Veel, Vne N, |fulz)— f(z)] <a,

alors on en déduit
Vn € IN, an_fHoo < ap

et ainsi ||f, — f|loc — 0.

Proposition 1.4 Soit (f,)new une suite de fonctions définies sur un sous-
ensemble I de IR et a valeurs dans IR et soit f une fonction définie sur I et
a valeurs dans IR ; s’il existe une suite (x,)neny de points de I telle que la
suite numérique (fn(zn) — f(xn))new ne converge pas vers 0, alors la suite
(fn)new me converge pas uniformément vers f sur I.

Preuve
En effet on a :

Vn € IN, |fn<~rn) - f(xn)’ < ||fn - f||oo

Alors si (fn)nen converge uniformément vers f sur I on a || f,, — f|loc — 0;
on en déduit alors |f,(x,) — f(x,)| — 0 ce qui est absurde; donc (f,)nen
ne converge pas uniformément vers f sur I.
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Théoréme 1.1 (Critére de Cauchy de convergence uniforme)

Soit (fn)nenw une suite de fonctions définies sur un sous-ensemble I de IR
et a valeurs dans IR, alors la suite (fn)new converge uniformément si et
seulement si on a :

Ve>0, INe N, Vmne N, m>n>N = ||fn— fulloo <€

Preuve

Supposons le critere de Cauchy vérifié, alors on en déduit que pour tout
e > 0 il existe N € IN tel que

Vo € IVmn € Nom>n>N = |fule) = ful@)| < [[fa = fulle < 5 (5)

par conséquent pour tout x € I, la suite numérique (f,,(z))nenv est une suite
de Cauchy donc converge vers une limite que I'on notera f(x). Ainsi la suite
(fn)nemw converge simplement vers f sur /. Or si on fait tendre m vers +oo
dans (*) on obtient

Vz €1, Vne NN, nzN:>yfn<x>—f(x)y<§<e

et ainsi (f,)nen converge uniformément vers f sur I.
Réciproquement, si (f,,)neny converge uniformément vers f sur I, alors

Ve >0, 3N € IN, Vn € NN, nzN:>||fn—f|yoo<§
Alors l'inégalité triangulaire nous donne

€ €
m>n 2 N=>||fa = fullo <|lfa = fllo+[1f = fullo < 5+ 5 =¢

et le critere de Cauchy de convergence uniforme est vérifié.

1.1.3 Propriétés des limites uniformes de suites de fonc-
tions

Théoréme 1.2 Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur un sous-
ensemble I de IR et a valeurs dans IR de limite uniforme f sur I. Alors la
fonction f est bornée sur I si et seulement si il existe N € IN tel que pour
tout n > N, la fonction f, est bornée sur I.
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Preuve
La suite (f,)new converge uniformément vers f sur I, donc pour € = 1, il
existe N; € IN tel que

n>N = ||fo— flleo < 1.

Supposons qu’il existe Ny € IN tel que les fonctions f,, soient bornées sur [
pour tout n > Ny ; alors pour m = maxz(Ny, N3), on a :

1 lloo < 1f = Finlloo + llfimlloe < 1+ 1] fiml oo

et ainsi f est bornée sur 1.

Réciproquement, si f est bornée sur I, on a pour tout n > Ny,

falloo < 1[fn = flloo + [ fllee <1411l

et ainsi les fonctions f,, sont bornées sur I pour tout n > Nj.

Théoréme 1.3 (Théoréme d’interversion des limites)

Soit (fn)nenw une suite de fonctions définies sur un intervalle I de IR et a
valeurs dans IR, de limite uniforme f sur I et soit a un point de I.

Si les fp sont continues en a € I, alors f l’est aussi et on a :

lim (lim(f,(x))) = lim( lim (f,(z)))

n—-+4oo r—a r—a n—-+oo

Théoréme 1.4

1. Soit (fn)new une suite de fonctions définies sur un intervalle I de IR
et a valeurs dans IR convergeant uniformément vers une fonction f sur
I et soit xg un point de I; si f, est continue en xo pour n assez grand,
alors f est continue en xg.

2. Soit (fn)nenv une suite de fonctions définies sur un intervalle I de IR
et a wvaleurs dans IR convergeant uniformément localement vers une
fonction f sur I; si f, est continue sur I pour n assez grand, alors f
est continue sur I.

Preuve
a) On applique le Théoreme précédent pour a = zy :

lim (lim (f,(z))) = lim ( lim (f,(z)))

r—+00 T T—To n——+oo
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or la suite (f,)nen converge uniformément donc simplement vers f sur I, et
pour tout n, f, est continue en xy d’ou

lim (fn(xo)) = lim f(x)

n—-4o00 T—x(
i.e

(o) = lim f(z)

T—T0

donc f est continue en xy.

b) Si (fn)new converge uniformément localement vers une fonction f sur
I, alors pour tout « € I, on considere un segment I, de I contenant x et on
applique a) : la suite (f,,)nen converge uniformément sur I, et les fonctions
fn sont continues en x donc f est continue en x. Donc f est continue sur [.

Théoréme 1.5 Soit (f,)nen une suite de fonctions définies et continues sur
un segment [a,b] de IR et a valeurs dans IR convergeant uniformément vers

une fonction f sur[a,b]; alors la suite numérique (/ fo(z)dx) ey converge

b
vers / f(z)dz, i.e on peut intervertir l'intégrale numérique et la limite :
a

lim /bfn(x)dm:/ab lim f,(z)dz

n—+oo Jq n—+oo

Preuve
On suppose a < b (sinon on écrit / fn(z —/ fn(z)dz ). On a alors
b

[ futwrde [ fyaa = | [ (Gule) — F@)dal < [ 1) f@lde

or on a pour tout z € [a,b], | fu(x) — f(2)| <||fn — fl|oo, d'011

b b b
[ fa@)de = [ f@)dal < [ 71150 = fllacde = (0= )| fu = fll.

Or ||fn — flloo tend vers 0 puisque la suite (fy,)nen converge uniformément
vers f, d’ou

nl—lgloo /ab fo(z)dz = /ab f(z)dx
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Théoreme 1.6
Soit (fn)nenw une suite de fonctions définies sur un intervalle I de IR et a
valeurs dans IR ; on suppose que les trois conditions suivantes sont vérifiées :

1. pour tout n € IN, f, est de classe Ct sur I;

2. la suite des dérivées (fn)new converge uniformément localement vers
une fonction g sur I;

3. il existe un point a de I telle que la suite numérique ( f,,(a))nen converge.

Alors la suite (f)ney converge uniformément localement sur I vers une fonc-
tion f qui est de classe C sur I et telle que f = g.

Preuve
Notons [ la limite de la suite (f,(a))nen et posons pour tout z € I

fla) =1+ [ gt
La fonction g étant continue sur / comme limite uniforme des fonctions conti-

nues f,/l . f est dérivable sur I et f* = ¢g. D’autre part, les fonctions f,, étant
de classe C! sur I, on a pour tout z € I et tout n € IV

fula) = fula) + [ £t
d’ou pour tout x € 1
ful@) = J{@) = fula) =1+ [ (£,() = g0t
Considérons maintenant deux éléments u et v de I tels que u < v et

montrons que (fy)neny converge uniformément vers f sur [u,v] : pour tout
x € [u,v] on a

@) = F@) = |fula) = U+ | [ (11(0) = (e,

Or pour tout x € [u,v], z et a appartiennent a l'intervalle [«, 5] ou [«, ]
désigne [u,v] siu < a <w, [a,v] si a <wu et |u,al sia>wv, dou

(@) = f(@)] < |fula) = 1| + |2 — a|supiepa,s] fo(t) — g(t)]
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Or, pour tout = € [u,v], on a |z —a] < M = maz(|la —ul,|v—al,|v —ul)
suivant que a € [u, v] ou pas, d’ou

supsefua) | fu(®) = f(@) [<] fula) = U] +Msupieia | £(1) = g(t) | -

Or la suite (f, )pen converge uniformément localement vers g sur I, donc
la suite (supieja,g | fo(t) — 9(t) |Jnen) converge vers 0; d’autre part la suite
(| fu(a) =1 ])nen tend vers 0, on en déduit aussitot que la suite supiejuy |
fo(t)=g(t) Nnew) tend vers 0 i.e que la suite (f,,)ney converge uniformément
vers f sur [u,v]. Donc (f)nen converge uniformément localement vers f sur

I.

Remarque 1.2 Une limite uniforme de fonctions dérivables n’est pas dérivable
en général. Considérons pour tout x € IR et tout n > 1

fn(x):,/xu;.

Alors pour tout n > 1, f, est dériwvable sur IR, mais la limite uniforme
sur IR de la suite (fn)new est la fonction f(z) = |z| qui n'est pas dérivable
en 0.

Théoréeme 1.7 Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur un intervalle
I de IR et a valeurs dans IR et soit k un entier > 1; on suppose que les trois
conditions suivantes sont vérifiées :

1. pourtout n € IN, f, est de classe C* sur I;

2. la suite des dérivées k —iemes (f¥) e converge uniformément locale-
ment vers une fonction g sur I;

3. il existe un point a de I telle que pour tout entier m € [0,k —1], la suite
numérique (f"(a))nen onverge.

Alors la suite( f)new converge uniformément localement sur I vers une fonc-
tion f qui est de classe C* sur I et telle que f*) = g.

Preuve
Récurrence sur k en utilisant Théoréme .....

1.2 Séries de Fonctions

1.2.1 Modes et criteres de convergence

Définition 1.5 Soit (u,)new une suite de fonctions définies sur un inter-
valle I de IR et a valeurs dans IR ; considérons la suite des sommes partielles
(Sp)new définie par :
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Vz € I1,¥n € IN, Sp(z) = > ()
k=0

1. On dit que la série Y. u, converge simplement sur I si pour tout x € I,
la série numérique Y- u,(x) converge, i.e la suite des sommes partielles
(Sn(x))nen posséde une limite finie.

2. On dit que la série > u, converge absolument simplement sur I si pour
tout © € 1, la série réelle Y |u,(x)| converge, i.e la suite (T,,(x))nen
définie par T,,(z) = Y p_ |ux(x)| posséde une limite finie.

3. On dit que la série Y. u, converge uniformément sur I si la suite des
sommes partielles (S, )nen converge uniformément sur I i.e, si S désigne
la limite uniforme de (Sp)nen, la suite ||S, — S| tend vers 0.

4. On dit que la série Y u, converge absolument uniformément sur I si la
suite (T,)nen converge uniformément sur 1.

5. On dit que la série Y u, converge normalement sur I si la série numérique
> ||un|loo converge.

Proposition 1.5 (Critére de Cauchy de convergence uniforme)

Soit Y u, une série de fonctions définies sur un intervalle I de IR et
a valeurs dans IR ; alors la série > u, converge uniformément sur I si et
seulement st

m

Ve>0,3N € N.Vmne Nym>n>N= Ve el, | > wlz) <e
k=n+1
Proposition 1.6

1. Une série de fonctions convergeant normalement sur un intervalle I de
IR converge absolument uniformément sur I.

2. Une série Y u, convergeant absolument uniformément sur I converge
uniformément sur I et absolument simplement sur I.

3. Une série 3 u, convergeant uniformément sur I converge simplement
sur 1.

4. Une série Y u, convergeant absolument simplement sur I converge sim-
plement sur 1.
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Preuve
a) Considérons une série de fonctions Y- u,(z) convergeant normalement sur
un intervalle I de IR; on a pour tout x € I,

m m
Yo (@) < Y0 Munlle
k=n+1 k=n-+1

alors, comme la série Y ||u, ||« converge, on a d’apres le critere de Cauchy
des séries numériques,

Ve>0,3N € N.Vm,ne Nym>n>N = > ||lug|le <€
k=n+1

donc la série de fonctions Y |u,(z)| vérifie le critere de Cauchy uniforme
sur [ d’ou la série 3 u,(x) converge donc absolument uniformément sur /.
b) On a pour tout = € I,

BIRTCIES Sl

donc une série Y u,, convergeant absolument uniformément sur / converge
uniformément sur I par le critere de Cauchy uniforme.
c¢) La convergence uniforme entraine la convergence simple.
d) La convergence absolue d’une série numérique entraine la convergence.

Proposition 1.7 Soit 3" u, une série de fonctions définies sur un intervalle
I de IR et a valeurs dans IR ; si la série Y u, converge uniformément sur I,
alors la suite (uy)neny converge uniformément vers 0 sur I.

Preuve

En effet, si la série > u,, converge uniformément sur I, la suite des sommes
) n )

partielles (S,,)nen converge uniformément vers une fonction S sur I et alors

la suite u,, = S,, — S,,_1 converge uniformément vers S — .5 = 0.

Théoréme 1.8 (Critére de Weierstrass )

Soit > u, une série de fonctions définies sur un intervalle I de IR et a
valeurs dans IR ; on suppose qu’il existe une série réelle convergente 3 a,
telle que

Vo e I,Vn e IN, |u,(z)| <a,

alors la série Y u, converge normalement donc uniformément sur I.
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Preuve
On a par hypothese

Ve e I,Vn e N, |u,(z)| <a,

Donc
Vn e IN, ||Junlloo < ay

on en déduit aussitot que la série Y |||u,||o converge par les régles de
comparaison des série positives. Ainsi la série > u, converge normalement
donc uniformément sur /.

Théoréme 1.9 (Critére d’Abel uniforme)

Soit (up)nenw une suite décroissante de fonctions définies sur un intervalle
I de IR et a valeurs dans IR convergeant uniformément vers 0 sur I, et soit
(Wp)nev une suite de fonctions définies sur I et a valeurs dans IR ou @
vérifiant

M > 0,Ym,n € IN,m >n =V € I, |w,(z)+w,1(z)+....4wn(x)| < M.
Alors la série de fonctions Y- v, (x)w,(x) converge uniformément.

Preuve
Par hypothese on a :

“+oo
Vo e LY e N, 3 [oa()uwa(®)] < Moo ()
k=n-+1
d’ou .
neEN,| Y |on(@)wn@)] < Mjvn (@)l
k=n+1

Or la suite (v,)nen converge uniformément vers 0 sur I donc ||v,41||c tend
vers 0 et ainsi le reste de la série > v,w, converge uniformément vers 0, i.e
la série 3 v,w, converge uniformément.

Théoréme 1.10 (Critére de Leibniz uniforme)

Soit (Uy)nen une suite décroissante de fonctions définies sur un intervalle I
de IR et a valeurs dans IR convergeant uniformément vers 0 sur I; alors la
série alternée > (—1)"v, converge uniformément sur I.

Preuve
11 suffit d’appliquer le critére d’Abel uniforme a la suite w,, = (—1)".
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1.2.2 Propriétés des sommes de séries de fonctions

Théoreme 1.11 Soit " u, une série de fonctions définies sur un intervalle
I de IR et a valeurs dans IR convergeant uniformément localement sur I;
alors si les fonctions u, sont continues sur I pour tout n € IN, la somme de
la série Y u, est une fonction continue sur I.

Preuve
11 suffit d’appliquer le Théoreme ...... a la suite des sommes partielles.

Théoreme 1.12 Soit > u, une série de fonctions définies continues sur un
segment [a,b] et a valeurs dans IR convergeant uniformément sur [a, b]; alors

b
la série numérique Z(/ u,(z) dz) converge et on a :
a

+oo

b b oo
S ([ un(@)dr) = [ (X ua(a))da
n=0 % @ n=0
Preuve
11 suffit d’appliquer le Théoreme ...... a la suite des sommes partielles.

Théoréeme 1.13 Soit > u,, une série de fonctions définies sur un intervalle
I de IR et a valeurs dans IR ; on suppose que les 3 conditions suivantes sont
vérifiées :
1. pour tout n € IN, u,, est de classe C* sur I;
s . s e, / - Ve
2. la série des dérivées Y u,, converge uniformément localement sur I;

3. il existe un point a de I telle que la série numérique Y- u,(a) converge.

Alors la série Y u,, converge uniformément localement sur I, sa somme est
une fonction de classe C* sur I et on peut "dériver terme a terme”

+oo +0o0
Ve e1,(D un(z)) = u,(x).
n=0 n=0
Preuve
11 suffit d’appliquer le Théoreme ...... a la suite des sommes partielles.

Théoreme 1.14 Soit 3" u,, une série de fonctions définies sur un intervalle
I de IR et a valeurs dans IR et soit k un entier > 1; on suppose que les trois
conditions suivantes sont vérifiées :

1. pour tout n € IN, u,, est de classe C* sur I;
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2. la série Y ul®) converge uniformément localement sur I

3. il existe un point a de I tel que pour tout entier j € [0,k — 1] la série
numérique 3 u)(a) converge.

Alors la série > u,, converge uniformément localement sur I, sa somme est
une fonction de classe CF sur I et on peut "dériver terme a terme ”

oo oo
Vo € I,Vj € [0, k], (Z un(x))(j) = Z ug)(x)
n=0 n=0

Preuve
Il suffit d’appliquer le Théoreme ...... a la suite des sommes partielles.
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Chapitre 2

Séries Entieres

2.1 Séries entieres et rayon de convergence

Définition 2.1 Soit (a,)neny une suite de nombre complexes; on appelle
série entiere de coefficients (ap)new la série de fonctions Y f,(z) définies
surd par :

Vne N, Vze@, f.(z)=a,z".

Théoréme 2.1 (Lemme d’Abel)

Soit > a,z" une série entiere et soit zg un nombre complexe tel que la
suite (anzd)nenv est bornée. Alors pour tout z € @' tel que |z| < |20, la série
numérique Y. a2 converge absolument.

Preuve
La suite (a,2{)nen étant bornée, il existe M > 0 tel que

Vn € N, |ayzg| < M

Si zp = 0, alors il n’existe aucun z € @' tel que |z| < |z
Si zg # 0, on a alors, pour tout z € @' tel que |z| < |z| et pour tout n € IN

2 z
|an2"| = lanzg || " < M|—|"
20 20
or | Z|" <1 donc la série géométrique 3 [Z[" converge; on en déduit que la
série > a,z" converge absolument.

Corollaire 2.1 Soit Y a,2™ une série entiere et soit zg un nombre complexe
tel que la série numérique Y a,z{ converge; alors pour z € @' tel que |z| <
|20], la série numérique Y- a,z™ converge absolument.

17
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Preuve
En effet, comme la série ) a,z2{ converge, le terme général a, 2] tend vers 0
donc la suite (a,z{)new est bornée et on applique alors le Lemme d’Abel.

Théoreme 2.2 Soit " a,z" une série entiere ; alors l’ensemble
I ={r >0/ la suite (a,r")new est bornée }
est non vide. De plus I est un intervalle de IR dont la borne inférieure est 0.

Preuve

Considérons I = {r > 0/ la suite (a,7™),en est bornée } : I # 0 car il
contient 0, donc I admet une borne supérieure R € IR™ U {+00}. De plus
pour tout 79 € I, et pour tout r € [0, 7], on a :

Vn € IN, |a,r"| < |anrg|

donc la suite (a,7™),env est bornée également i.e r € I, alors [ est un inter-
valle de borne inférieure 0.

Définition 2.2 On appelle rayon de convergence de la série entiere Y a,z"
la borne supérieure de I (qui est un élément de IRT U {+o0})

Théoreme 2.3 Soit > a,z™ une série entiere ; alors le rayon de convergence
R de la série entiére Y a,2" est l'unique élément de IRT U {+o0} vérifiant
les deuz conditions suivantes :

1. pour tout z € @' tel que |z| < R, la série numérique Y a,z"

absolument ;

converge

2. pour tout z €X' tel que |z| > R, la série numérique Y a,z" diverge.

Remarque 2.1

1. On appelle disque de convergence de la série entiére > a,z" le disque
ouvert de centre 0 et de rayon R, D(0,R) ={z €@ / |z| < R}.

2. Si on se limite a [’étude de la série entiére Y a,z" pour z réel , on
appelle intervalle de convergence de la série entiere 'intervalle ouvert

| — R, R|.

Preuve

Soit R le rayon de convergence de la série entiere > a,z
vérifie les conditions (1) et (2) :

Soit z € @' tel que |z| < R, alors il existe 7 > 0 tel que |z| <7 < R, or I est
un intervalle de borne inférieure 0 et de borne supérieure R donc r € I et

" montrons que R
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ainsi la suite (a,r™),en est bornée; or |z| < r, donc d’apres le lemme d’Abel,
la série Y a,2" converge absolument.

Soit z € @ tel que |z| > R, alors |z| ¢ I donc la suite (a,|z|"),en n'est pas
bornée, par conséquent la suite (a,2"),en ne tend pas vers 0, on en déduit
que la série Y a, 2" diverge.

Réciproquement, soit R’ vérifiant les conditions (1) et (2) : montrons que
R' = R. Considérons un réel r vérifiant 0 < r» < R’; alors la série Y a,r"
converge, donc la suite (a,r"),en tend vers 0 donc est bornée, ainsi r € I,
on en déduit alors que [0, R'[C I, d’ou R’ < R.

Supposons R’ < R, alors il existe r; et 7o tels que R’ < r; < ry < R; comme
re < R, 1y € I i.e la suite (a,r})nen est bornée. On en déduit alors que la
série Y a,r] converge absolument d’apres le lemme d’Abel, ce qui est absurde
puisque r; > R’ implique la divergence de la série Y- a,r}. Donc R = R'.

Remarque 2.2 Soit Y a,z" une série entiere de rayon de convergence R.
a) Si R=0, la série 3 a,z" ne converge que pour z =0 ;

b) Si R =400, la érie Y a,z" converge absolument pour tout z € @' ;

c) On ne peut rien dire a priori du comportement de la série Y a,z" si
|z| = R : on verra dans la suite des exemples pour lesquels la série converge
en tout point du bord du disque de convergence, d’autres pour lesquels la série
diverge en tout point du bord du disque de convergence et enfin d’autres pour

lesquels la série converge seulement en certains points du bord du disque de
convergence ;

d) La série entiére Y. |a,|2" a pour rayon de convergence R.

Exemple 2.1 La série entiere Y 2" a pour rayon de convergence 1 ; en effet
st |z| < 1, la série converge absolument et si |z| > 1, la suite (|2|")nev tend
vers +00 donc la série Y- 2™ diverge.

Théoreme 2.4 Soit > a,2"™ une série entiere ; alors le rayon de convergence
R de la série entiére Y a,z" est l'unique élément de IRT U {400} vérifiant
les deux conditions suivantes :

a) pour tout réel v tel que 0 < r < R, la suite (a,m™)nenv converge vers 0 ;

b) pour tout réel r tel que r > R, la suite (a,r")en ne converge pas vers 0.
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Preuve
Soit R le rayon de convergence de la série entiere > a,z
vérifie les conditions a) et b) :

" montrons que R

On sait que pour tout réel r tel que 0 < r < R, la série Y a,r" converge
absolument donc la suite (a,r"),en converge vers 0.

Soit r un réel tel que r > R : alors r ¢ I, i.e la suite (a,7"),en n'est pas
bornée donc elle ne tend pas vers 0.

Réciproquement, soit R’ vérifiant les conditions a) et b) : montrons que R’ =
R. Considérons un réel r vérifiant 0 < r < R’; alors la suite (a,r"),en tend

vers 0 donc est bornée : ainsi r € I, on en déduit donc que [0, R'[C I, d’ou
R <R.

Supposons R’ < R, alors il existe r tel que R’ <r < R : comme r < R, alors
la série Y- a,r™ converge absolument donc la suite (a,r"),cn tend vers 0 ce
qui est en contradiction avec le fait que » > R’ : on en déduit que R’ = R.

Proposition 2.1 Soient (ap)new €t (bn)nenw deuz suites de nombres com-
plexes. On note Ry le rayon de convergence de la série Y a,z2" et Ry le rayon
de convergence de la série Y b, z".

a) S’il existe N € IN tel que n > N = |a,| < |b,|, alors Ry < Ry.
b) Si |an| ~ |by| au voisinage de +o0, alors Ry = R».

Preuve
a) S'il existe N € IN tel que n > N = |a,,| < |b,|, alors on a

Vzed,Vn > N, |a,z"| < |b,2"|

orsi |z| < Ry, lasérie 3 b,2" converge absolument, donc par comparaison des
séries a termes positifs, la série Y a,,2" converge absolument : on en déduit
que R > Rs.

b) Si |a,| ~ |b,| au voisinage de +o0, alors pour tout z € @*, on a |a,z2"| ~
|b,,2"| au voisinage de +o00, donc les deux séries a termes positifs 3 |a,z"| et
> |b,2™| sont de méme nature : on en déduit alors que Ry = Rs.

Exemple 2.2 La série entiére Y- sin(n)z" a pour rayon de convergence R =
1, en effet :

Vn € IN, |sin(n)| <1
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or la série entiere > 2™ a pour rayon de convergence 1, donc R > 1.
D’autre part, la suite (sin(n)),eny ne tend pas vers 0, donc la série entiére
Y-sin(n)z™ diverge en z =1, d’ou R = 1.

Exemple 2.3 La série entiere Y —"=2" a pour rayon de convergence R =1,
en effet :

n+1

n
n+1

donc les séries entieres 37 152" et 322" ont le méme rayon de convergence,

a savoir 1.

~ 1 au voisinage de + 0o

Théoreéme 2.5 (Application des régles de Cauchy et d’Alembert)
Soit Y a,2" une série entiere de rayon de convergence R.

a) Sl existe un entier N tel que pour tout n > N, a, # 0 et si la suite

(|“Z:1 Nnemw converge vers | € IRT U {400}, alors R = % (avec la convention

oF = Too et == =10).

b) Si la suite ({|an|)new converge versl € IRT U {+oc}, alors R = 7

Preuve
a) On applique la régle d’Alembert & la série Y a, 2"

an+1

Vz e C*,¥n > N, |z| = Iz

n+1
Ap412 o
anz™

n

ainsi la série 3 a,2" converge absolument si I|z| < 1i.esi|z| < 7 et diverge
sillz| > 1iesi|z| > 7 :onen déduit que R = ;

b) Raisonnement analogue en appliquant la regle de Cauchy a la série > a,, 2"

Exemple 2.4 La série entiere ) 2"“2 a pour rayon de convergence R =1 ;
_ 2n+1
en effet si on note a,, = ngs 0N @
(i1 ‘2n+3Hn+3
an, n+4|12n+1

Exemple 2.5 La série entiére Z%z” a pour rayon de convergence R =

+00 ; en effet si on note a,, = % on a

1
= — 0.
n+1

n!
(n+1)!

An+1 o

Qn
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Proposition 2.2 Soit Y a,2" une série entiere de rayon de convergence R.

1. Pour tout A €d™, la série entiere Y AN"a,2"™ a pour rayon de conver-

gence MI ;

2. Pour tout entier p > 1, la série entiére > a,, 2™ a pour rayon de conver-
)

gence \’/ﬁ .

Preuve
1) Pour tout A € @™, et tout z €T, on a

Vn € IN, \Na,2" = a,(\z)"

ainsi la série Z)\"anz" converge si [A\z| < Riesi|z] < £ et diverge si

Al
B¥1 > Riesi|z| > fy» donc le rayon de convergence de la série 3 A"a, 2"
est W

/\I
/\I

2) La série Y a, 2™ converge si |z|? < Ri.esi|z| < /R et divergesi |z|? > R
i.e si |z| > ¥/R donc le rayon de convergence de la série - a,,2™ est V/R.

2.2 Opérations sur les séries entieres

Théoréme 2.6 (Multiplication par un scalaire)
Soit Y a,z™ une série entiere de rayon de convergence R et soit X € @ ;

alors la série entiere > (Aa,)z" a pour rayon de convergence R et pour tout
z€ D(0,R), on a

+oo
Z (Aay)z )\Zan
n=0

Preuve

Comme A # 0, les séries numériques Y a,z" et Y (Aa,)z"™ sont de méme
nature, donc ont le méme rayon de convergence; de plus sur le disque de
convergence, on a 1’égalité voulue.

n

Théoréme 2.7 ( Somme de deuz séries entiéres)

Soient Y~ a,z" une série entiere de rayon de convergence Ry et > b,z" une
série entiere de rayon de convergence Ry ; alors le rayon de convergence R
de la série entiére Y (a, + by)z" vérifie :

Si R1 7& RQ, R = an(Rl, Rg)

S’L R1 RQ, R > Rl RZ
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De plus pour tout z € @' tel que |z| < inf(Ry, Rs), on a

—+00

“+oo “+o0o
Z(an +b,)z" = Z anz" + Z b, 2"
n=0 n=0

n=0

Preuve

Si |z| < inf(Ry, Ry) alors les séries numériques Y- a,2" et 3 b, 2" convergent
donc la série somme Y (a,+b,,) 2" converge : on en déduit que R > inf(R;, Rs)
et que pour tout z tel que |z| < inf(Ry, Ry)

400 +00 +o00

D (an +b2)2" =) anz" + > by

n=0 n=0 n=0

Si Ry # Ry, par exemple Ry < Ry, considérons z € @ tel que Ry < |z| < Ry;
alors la série numérique > a,, 2" diverge et la série numérique >_ b, z" converge
donc la série somme diverge : on en déduit que R < R; = inf(Ry, Ry), d’on
R = iIlf(Rl, Rg)

Remarque 2.3 On ne peut rien dire sur le rayon de convergence de la série
somme quand Ry = Ry : par exemple les séries entieres - 2" et 3 (—1)"z"
ont méme rayon de convergence 1 mais leur série somme est la série nulle
de rayon +o0.

Théoréme 2.8 (Produit de deuz séries entiéres)
Sotent > a,z" une série entiere de rayon de convergence Ry et Y b,z" une
série entiere de rayon de convergence Ry ; considérons pour tout n € IN

n
Cn = Z akbn—k
k=0

alors la série entiére Y c,2" a un rayon de convergence R > inf(Ry, Ry) et
pour tout z € @' tel que |z| < inf(Ry, Rs), on a

+00 +00 +oo
Z A <Z anz”> (Z bnz">
n=0 n=0 n=0

Preuve

Si |z| < inf(Ry, Rs) alors les séries numériques Y- a,2" et 3 b, z" convergent
absolument donc leur série produit également ; or le terme général de cette
série produit est donné par

zn:(akzk)(bn,kz"’k) = (znj akbnk> 2" ="

k=0 k=0



24 CHAPITRE 2. SERIES ENTIERES

Donc la série entiere Y- ¢, 2™ a un rayon de convergence R > inf(Ry, Ry) et si
|z| < inf(Ry, Ry), on a I'égalité

n=0 \k=0

Remarque 2.4 [ existe des séries entieres ayant des rayons de convergence
différents et dont la série produil a un rayon de convergence R > inf(Ry, Ry) :
posons en effet

a,=1Vn € N etby=1, by =—1, b, =0 pourn > 2

alors Ry =1, Ry = +00 et comme ¢, =0 pourn > 1, R = +o00.

2.3 Convergence uniforme et propriétés des
sommes de séries entieres

Théoreme 2.9 Soit > a,z" une série entiere de rayon de convergence R
non nul.
Alors pour tout réel R' tel que 0 < R’ < R, la série converge uniformément

sur le disque fermé D(0,R') ={z €@ / |z| < R'}.

Preuve
Soit R' €]0, R et considérons un réel r tel que R’ < r < R; alors on a

Vz € D(O,R,), Vn € W’ |anz”| = |an|/rn <|Z’>
r

or 0 < r < R donc la suite (a,r™) est bornée : il existe M > 0 tel que
Vn € IN; |a,|r™ < M, d’on
R/

Vz€ D(0,R), Vn € IN, |a,z"| <M <r> :

AL . ! , .
Or la série géométrique > (%) converge puisque ‘%’ < 1. On en déduit alors
que la série 3" a, 2" converge normalement donc uniformément sur D(0, R’).

Théoréme 2.10 Soit Y a,x" une série entiére de rayon de convergence R
+oo

non nul; alors la somme de la série S(z) = > a,a™ est une fonction continue
n=0

sur l'intervalle de convergence | — R, R|.
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Preuve

Pour tout n € IN la fonction f,(x) = a,x" est continue sur | — R, R[ et
la série converge uniformément localement sur | — R, R| d’apres le Théoreme
précédent, donc la fonction somme de la série entiere est continue sur | — R, R].

Proposition 2.3 Soit r > 0 et soit . a,2" une série entiére de somme S(z)
qui converge en tout point du disque ouvert D(0,7). On suppose qu’il existe
un point zy vérifiant |z| = r et tel que la fonction t — S(tzo) définie sur
[0, 1] n’admet pas de limite finie quand t — 1~. Alors le rayon de convergence
de la série entiere > a, 2" est égal a r.

Preuve

Soit z € D(0,7), alors si on prend z; tel que |z| < |z1]| < r la série numérique
> a, 2} converge puisque z; € D(0,r), donc la série numérique Y- a,, 2" converge
absolument. On en déduit que le rayon de convergence R de la série entiere
> apz" vérifie R > r. Si R > r = |2, alors la série entiere (de la variable t)
> (anzy)t" converge uniformément sur [—1, 1] puisque [tzo| < |zo| < R, donc
la fonction ¢ — S(tzg) est continue en 1~ ce qui contredit I’hypothese, donc
R=r.

Théoréme 2.11 (Théoréme d’Abel)
Soit Y a, 2" une série entiére de rayon de convergence R non nul et de somme
S ; on suppose que la série converge en un point zy de @ tel que |z| = R,

alors on a :
t—1—

+oo
lim S(tz0) = S(z0) = > anz-
n=0

Preuve
On considere la série entiere ) a,zit" de la variable ¢; posons pour tout
t € [0, 1] et tout entier n

vp(t) =t" et w, = ayzg.

Comme la série numérique > a,z" converge, on a
0 )

Ve >0, ANe N, Vn,me N, m >n > N — <

m
> W
k=n

DO ™

or la suite (v,(t))nenv est une suite décroissante de fonctions positives, donc
d’apres la transformation d’Abel, on a

vVt € [0,1], Vn,me N, m >n > N = v (t) <

3wl <

k=n

£
2
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I résulte alors du critere de Cauchy uniforme que la série entiere Y a,,z{t"
converge uniformément sur [0, 1] donc la somme de la série est continue sur
[0,1]. Or on a

400 S(tZO) site [O, 1[
Z v (H)w, = {
n=0 +oo anzg si t=1

n=0

La continuité a gauche en 1 nous donne alors

+oo
tl_l}ql S(tzp) = S(z0) = nz::()anzg.

Définition 2.3 On appelle série dérivée d’une série entiere Y. a,x™ la série
S(n+ 1)ap12".

Proposition 2.4 Une série entiere et sa série dérivée ont le méme rayon
de convergence.

Preuve
Notons R le rayon de convergence de la série entiere > a,2" et R’ le rayon
de convergence de la série dérivée Y (n + 1)an+12™. On a

Vn € N, |an12"M < (n+1D)|an 12" = (n+ 1D)]an12"|2].

Si|z| < R, la série Y- (n + 1)a,412" converge absolument, il en est donc de
méme de la série 3 a,412" et donc de la série 3" a,2". On en déduit que
R>R.

Si |z| < R, considérons un réel r tel que |z| < r < R, alors on a

n+1[|z]\"
Vn e N, [(n+ 1)an12"| = r <|7"|> |ana |

Or % < 1, donc la suite ("TH (%)n) converge vers 0 donc est bornée : il
existe M > 0 tel que

d’out
Vn € IN, |(n+ 1)an12"| < Mla,|r" .

Or la série Y a,17™" " converge absolument puisque r» < R donc il en est de
méme de la série Y- (n + 1)a, 112", on en déduit R’ > R et ainsi R’ = R.
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Théoréme 2.12 Soit Y a,x" une série entiére de rayon de convergence R
non nul; alors sa somme S est une fonction de classe C* sur l’intervalle
| = R, R| de convergence et on peut “dériver terme a terme” : pour tout
entier p > 1, et tout v €] — R, R[ on a :

+oo
S () =3 "nn—1)...(n—p+ a,a"".
n=p
400 n
Exemple 2.6 Considérons la série entiere Z —. 1l est simple de voir que
n=1
+o0 "
R =1, alors la somme S(x) = Y — est dérivable sur | — 1,1 et on peut
n=1

dériver terme a terme sur] —1,1] et on a pour tout x €] — 1, 1]
+o0

= Z l’n =
n=0

D’ou S(x) = —In(1 — z) puisque S(0) = 0. Or d’apres le critére de Leibninz

— X

+oo ,.n
la série entiere Z — est continue en x = —1; on en déduit alors l'identité
n=1
+o0 —1)»
suivante » (=1) = —1In(2)
n

n=1

Théoreme 2.13 Soit Y a,x™ une série entiére de rayon de convergence R
non nul de somme S(x), alors on a :

1. La fonction S(z) est intégrable sur tout segment |a,b] contenu dans
Uintervalle de convergence | — R, R[ et on a

bn+1 n+1

/:(Zanx”)dx:z:an/ tdr =Y a——— ]

2. La fonction S(z) admet pour ensemble de primitives sur l'intervalle de
400
convergence | — R, R| les fonctions Fy(x) = Z n_2mt 4 X ou A

n+ 1
décrit IR.

Définition 2.4 On définit les fonctions cos(z), sin(z), ch(z) et sh(z) comme

suit :

cos(z) = ano(—l)nﬁ
)= (

2n+1

sin(2) = Xns0(—1)" Gy
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Proposition 2.5 Pour tout z €@ on a :

cos(z) = 76."”267.“
sin(z) = €54
sh(z) = i

2
ch(z) = £

Remarque 2.5 Les deux fonctions cos(z) et sin(z) ne sont pas bornées sur

a.



Chapitre 3

Séries de Fourier

Séries trigonométriques.
Séries de Fourier.

3.1 Séries trigonométriques

1. Soit (¢,)nez une famille de nombres complexes : la notation Z Cn
neZ
désigne ¢y + Z (¢n + c_p). En cas de convergence de la série, on

nelN*
notera

ch:co—l— Z (cn + c—p)

neEZ nelN*

2. Soit (¢n)nez une famille de fonctions de IR dans@ : la notation Z On
neZ
désigne la série de fonctions ¢+ Z (¢n+9p_n). En cas de convergence

n€IN*
de la série, on notera

den=po+ Y. (n+p-_n)

nez nelN*

Remarque 3.1 Pour que la série converge simplement (resp. uniformément)
sur une partie I de IR , il est suffisant (mais non nécessaire) que les deux
séries convergent simplement (resp. uniformément) sur I.

Définition 3.1 On dit qu’une série de fonctions de IR dans@ est une série
trigonométrique si et seulement si elle vérifie les deux conditions suivantes :

1. fo est une appplication constante que l'on notera fo(x) = % pour un
certain ag dans IR ;

29
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2. Pour tout n € IN il existe a, et b, dans@ tels que f, s’écrit sous la
forme pour tout x dans IR, f,(x) = a, cos(nzx) + b, sin(nzx).

Une série trigonométrique s’écrit donc sous la forme

Qo

5+ io(an cos(nx) + by sin(nz))

n=1

En convenant que by = 0, et en posant
VYnelN, ¢,=— et c_, =

elle s’écrit aussi sous la forme (a voir)

Z e ein:p

nez

Réciproquement une série de fonctions de la forme Z cpe™® peut s’écrire
neZ
sous la forme
Qo

5+ Jrzo:o(an cos(nx) + by sin(nz))

n=1
si on pose
Vne N, a,=c,+c_p et b, =1i(c, —c_y)

Ainsi une série trigonométrique peut étre considérée comme une série de

fonctions de IR dans @ de la forme Z cpe™”

nez

Proposition 3.1 Soit (¢,)nez une famille de nombres complexes et notons
Vne N, a,=c,+c_p, et b, =1i(c, —c_y)

1. Si les séries a termes positifs > | ¢, | et 3 | c—, | sont convergentes,
;. . ‘y inT .
alors la série trigonométrique »  c,e™ est normalement (donc uni-
neZ
formément) convergente sur IR.

2. Si les séries a termes positifs 3. | a, | et > | b, | sont convergentes,
400
alors la série trigonométrique % + > (a, cos(nz) + b, sin(nz)) est nor-
n=1
malement (donc uniformément) convergente sur IR.
3. Les séries a termes positifs 3 |an| et Y |b,| sont convergentes si et seule-
ment si les séries a termes positifs Y- |c,| et 3 |c_,| sont convergentes.
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Proposition 3.2

1. S’il existe un entier ng € IN tel que les suites (¢p)n>ng €t (C—pn)n>n, SONL
réelles, décroissantes et tendent vers 0, alors la série trigonométrique
Z cne™® converge simplement sur IR—2nZ et uniformément sur tout
nez
intervalle de la forme [o+ 2km,2m —a+2kn] ot 0 < a < m etk € Z.

2. Sl existe un entier ng € IN tel que les suites (ay)n>n, €t (bn)n>n, SONL

réelles, décroissantes et tendent vers 0, alors la série trigonométrique
+oo

@ + 3 " (ay cos(nx) + b, sin(nz)) converge simplement sur IR — 2w Z et
n=1
uniformément sur tout intervalle de la forme [ + 2km, 2w — o + 2k]

oul<a<metkeZ.

Proposition 3.3

1. L’ensemble E des points de IR en lesquels une série trigonométrique
converge est stable par toute translation v — x + 2km ou k € Z et la
fonction somme de cette série définie sur E est 2m-périodique.

2. La fonction somme d’une série trigonométrique est continue sur tout
intervalle de IR sur lequel la série converge uniformément.

Théoreme 3.1 Soit Z ¢, €™ une série trigonométrique convergeant uni-
neZ
formément sur un intervalle de la forme [o, v + 27| ot v € IR (donc sur IR)

et f sa somme, alors on a :
1

YneZ, c,=—
27

21 .
/ f(x)e "™ dx
0

et si on écrit

+o0
D e = 204 > (ay cos(nz) + by, sin(nz))
neZz 2 n=1

alors

Vne N, a,= ! /27r f(z)cos(nz)dx et b, = ! /27r f(z) sin(nz)dx
0 0

™ ™

3.2 Séries de Fourier

On vient de voir que pour toute série trigonométrique Z cpe™® conver-
neZ
geant uniformément sur IR, on peut exprimer les coefficients de la série en

fonction de la fonction somme f de la série par la formule

1 2 .
VneZ, c,= 2 f(z)e "™ dx
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On peut examiner le probleme inverse suivant : si f est une fonction 27-
périodique telle que pour tout n € Z la fonction x — f(x)e™"* est intégrable
sur [0, 27|, et si on pose

1 2 —inT
Vn € Z, cn—%/o flz)e "™ dx

la série trigonométrique Z cpe™® converge-t-elle simplement ou uniformément
nez
et si oui, sa somme est-elle égale a f 7 On va voir que c’est le cas sous certaines

conditions.

Proposition 3.4 Soit f une fonction 2w-périodique et localement intégrable,
alors pour tout n € Z la fonction x — f(x)e™"* est intégrable sur [0,27] et
on peut alors poser

1

VneZ, c,=—
n , C o

2 .
/ fz)e "™ dx
0

De méme, pour toutn € IN les fonctions x — f(x)cos(nz) etz — f(x)sin(nx)
sont intégrables sur [0, 27| et on peut alors poser

VYne N, a,= ! /027r f(z)cos(nz)dx et b, = ! _/027T f(x) sin(nx)dx

™ ™

Exemple 3.1 Blablabla

Définition 3.2
1. Les coeffcients c,(f) sont appelés coeffcients de Fourier exponentiels de
f.
2. Les coeffcients a,(f) et b,(f) sont appelés coeffcients de Fourier trigo-
nométriques de f.

3. La série trigonométrique

+o0
> ™t = 24 > (ay cos(nz) + by, sin(nz))

neZ 2 n=1

est appelée série de Fourier de f.

Proposition 3.5
Soit f une fonction 2w-périodique et localement intégrable

1. Si f est une fonction a valeurs réelles, alors ses coefficients de Fourier
trigonométriques sont réels; de plus co(f) est réel et pour tout n €

Z\{0}7 C*n<f) = Cn(f)
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2. Les applications ci-dessous sont @'-linéaires

f=ealf), f=an(f) et f—=bu(f)

3. Si f est paire, alors b,(f) = 0.
4. Si f est impaire, alors a,(f) = 0.

Théoréme 3.2 (Formule de Parseval)
Soit f une fonction 2m-périodique et localement intégrable, alors la série

Shez lea(f)? converge et on a :

5 leal NI = o+ S eal DI+ leont) = 5 [ 1 ) P o
L (DR ) = 1 [ o) s

Exemple 3.2 Considérons la fonction f 2w-périodique définie par
Vee|—mmn,flz)=x et f(r)=0

alors f est localement intégrable et est impaire, donc pour tout n € IN,
a,(f) =0; de plus pour tout n € IN* on a :

bo(f) = /_T;xsin(nm)dx = (—1)”—1721

Lidentité de Parseval nous donne alors
2

=1 1 T
> o=, =

"2
n=1 n

Corollaire 3.1 Soit f une fonction de IR dans@ , 2w-périodique et continue
sur IR ; si tous les coefficients de Fourier exponentiels (resp. trigonométriques)
de f sont nuls, alors f est la fonction nulle.

Exemple 3.3 Considérons la fonction [ 2mw-périodique définie par
Vo €] —m 0[U]0, 7], f(z)=0 et f(m)=f(-m)=[f(0)=1

alors f est localement intégrable, donc pour tout n € IN, an(f) = b,(f) =0
et f est non nulle car f n’est pas continue.



34 CHAPITRE 3. SERIES DE FOURIER

Théoréme 3.3 (Théoréme de Dirichlet de la convergence simple)
Soit f une fonction 2w-périodique, dérivable par morceaux sur [0, 2] ; alors

la série de Fourier de f converge simplement en tout point xg de IR vers
Fag)+F ()

2
Donc la série de Fourier de f converge simplement vers f en tout point ou f
est continue.

Exemple 3.4 Considérons les deux fonctions 2w-périodiques f et g définies
par

-1 s2 n<x<2m

1o~

ﬂ@_{ 1 si O<z<m )

1 st 0<ax<nm )

-1 2 n<z<2m

Alors pour tout n € Z

1—(=1)"
cn(f) = cn(g) = inm
Ainsi f et g ont méme série de Fourier
Comme f et g sont 2m-périodiques et dérivables par morceaux sur [0, 27],
le Théoreme de Dirichlet s’applique : Cette série converge vers f(z) = g(x)
pour tout x ¢ wZ et vers 0 pour tout x € mZ vers la fonction 27-périodique
h définie par
1 st O<z<m
h(z) = 0 si z=kr
-1 st m<x<2m

Ainsi les deux fonctions distinctes f et g ont la méme série de Fourier
dont la somme est une fonction h elle-méme distincte de f et g.

Théoréme 3.4 (Théoréme de la convergence normale)

Soit f une fonction 2m-périodique continue et de classe C' par morceaux
sur [0,2x] ; alors la série de Fourier de f converge normalement (et donc
uniformément) sur IR et sa somme est f.



Chapitre 4

Calculs des Résidus

Fonctions holomorphe.

Fonctions complexes classiques (Log(z), exp(z), ....).
Formule intégrale de Cauchy

Séries de Laurent.

Théoreme des résidus et application au calcul intégral.

4.1 Fonctions holomorphes

4.1.1 Rappels sur les nombres complexes

Soint z €' ceci équivaut a dire z = a + ib avec a,b € IR et i2 = —1
a=Re(z),b=1Im(z),z=a—1b, |z| =vVa*+V, z+w=2z+w, zw =

zZw
Re(z) = 22, Im(z) = 52, 2> = 2z, 1 = mretz= |z]e? avec 0 = arg(z)

4.1.2 Quelques parties de bases de ’ensemble ¢

Cercle

Disque
Couronne

Un ouvet de @

4.1.3 Fonctions holomorphes

Définition 4.1 On appelle fonction complexe a une variable complexe, une

application de @ dans @
f: ¢ —a

35
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z— [f(2)

Remarque 4.1 Posons z = x + iy et f(z) = P(z,y) + 1Q(z,y), on est
donc ramené a une application de IR* dans IR* et ceci en posant V(x,y) =

(P(x,y),Q(x,y))

Définition 4.2 On dit que f est continue en zy, si elle admet une limite en
2o et que cette limite vaut f(z), ie,

lim f(2) = f(20)-

Z—20

Proposition 4.1 f est continue sur @ ssi P et QQ sont continues sur IR?.

Proposition 4.2 Les propriétés de la continuité sur IR se transmettent sur

a.
Définition 4.3 Soit une application de D(zo,r) dans @'. On dit que f est
holomorphe en zy st 211_>rr210 w exite et dans ce cas elle sera notée par
f'(20)-

f holomorphe en zy < f dérivable en zy.

Proposition 4.3
(f+9)=r+4d

(fg9) = fg+ fq
(fog) =(feg)y
(g)/ — fgg—Qfg

Théoréme 4.1 (Conditions de Cauchy-Riemann) La fonction z — f(z) =
P(z,y) +1Q(z,y) est différentiable dans le champ compleze, au point zy =

xo + iy st et seulement si, les fonctions (x,y) — P(z,y) et (x,y) —
Q(z,y) sont différentiables au point (xg,yo) et si leurs dérivées vérifient les
Conditions de Cauchy-Riemann.

La dérivée, en un point z quelconque est donnée par
oP 0
1) = 2w +i 02w )
0P 0Q

Exemple 4.1

1. f(z) =22 = (x +iy)* = (2 — y?) + 22y

2. g(z) = 2%+ 32%y — y® — 2% — 2y? + i(—23 + 3wy? — y3 + dwx + 3y)

3. h(z) =2z
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4.2 Théorie de Cauchy

4.2.1 Intégrale curviligne

Définition 4.4 Soit v : [a,b] — @ une fonction, on dit que ~y est de classe C!
par morceaur, s’il existe une subdivision a = ag < a1 < ag < ...... <a,=2b
telle que v/|ai, aiy1) est de classe C* pouri € {0,1.....,n — 1}

Définition 4.5 Un chemin dans @' est une application vy : [a,b] — @ conti-
nue de calsse C' par morceauz, o [a,b] est un segment non réduit a un point
— L’origine de vy est le point v(a)
— L’extrimité de «y est le point v(b)
— Siy(a) = ~(b) on dit que le chemin est fermé.

Exemple 4.2 L’application v : [0,27] — @ définie par v(t) = e est un
chemin fermé

Définition 4.6 Le chemin opposé a ([a,b],) est le chemin ([a,b],~v*) défini
pour tout t € [a,b] par v*(t) =~v(a+b—1)

Définition 4.7 Deuz chemins ([a,b],7) et ([c,d],d) sont dits équivalents s’il

existe une application ¢ : [a,b] — [c, d] vérifiant les conditions suivantes :

1. ¢ est bijective croissante de classe C* ainsi que ="

2. y=0do0¢p

Définition 4.8 Soient ([a,b],) un chemin de classe C et f une fonction

continue sur Im(v). L'intégrale de f sur ~ notée : / f(2)dz et définie par
vy

b

[ faz= [ iy @

a

Remarque 4.2 Pratiquement cet intégrale se calcule en posant z(t) = ()
et dz =~'(t)dt.

Exemple 4.3 AAAAAAAAAAAAA

Définition 4.9 Soient ([a,b],7) un chemin de classe C' par morceauz et
a=ay < a1 < az < ... < a, = b une subdivision de [a,b] telle que
Yelag, bes1[, 0 < k < n —1 est de classe C', alors pour toute fonction f
continue sur Im(y), on a :

n—1

/Wf(z)dz: Z/ f(z)dz

k=0""k
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Proposition 4.4 Si ([a,b],7) et ([c,d],d) sont deux chemins équivalents et
si [ est une fonction continue sur Im(y), alors on a :

Lf(z)dz:/éf(z)dz

Proposition 4.5 Soient ([a,b],7), ¢ €|a,b], 1 = v/[a,c] et 2 = v/[c,b],
alors

1. [yf(z)dz = /71 f(z)dz+/ f(2)dz (la relation de Chasles).

V2

2. /7 f(z)dz = —Lf(z)dz.

Proposition 4.6 Soient ([a,b],v) un chemin de classe C'; si f et g sont
deuz fonctions continues sur Im(y) et \,u € @', alors on a :

Auf+uw@mZ=AAf@mZ+uAgum2

Proposition 4.7 Si F: U =@ (ou U est un ouvert de@ ) est une fonction
holomorphe sur U et si F' = f sur U, alors

| 1)z = FG®) = Plr(@)
Ou ([a,b],~) un chemin de classe C* contenu dans U.

Remarque 4.3 Si de plus ([a, b],v) est un chemin fermé, alors / f(z)dz =
Y
0.

4.2.2 Théoreme et formule de Cauchy

Théoréme 4.2 (Premiére formule de Cauchy) Si f est une fonction ho-
lomorphe sur un ouvert U et~y un chemin fermé de U d’interieur A entiérement
contenu dans U, alors

Af(z)dz =0

Théoréme 4.3 (Deuxiéme formule de Cauchy) Si f est une fonction
holomorphe sur un ouwvert U et vt un chemin fermé de U orienté dans le
sens positif d’interieur entiérement contenu dans U et zy est un point de A,
alors
z
ﬁdz = 2mif(2o)
7t 2= 20
Remarque 4.4 Ce résultat nous permet de calculer les valeurs en tout points
intérieur de v si on connait la fonction holomorphe f sur ce chemin fermé.
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4.3 Théoréeme des résidus et applications

4.3.1 Théoréeme des résidus

Théoréme 4.4 (Equivalence entre holomorphie et analycité) Soient f
une fonction holomorphe sur un ouvert U de @' et zy € U. On prend

R = sup{r > 0/D(z,7) C U}

Alors pour tout point z € D(zg, R) on a :

+oo (n)
1= St on ) o L TO

= n! 271 20)"

Remarque 4.5 Soit f: U =@ (U un ouvert), on a :
f holomorphe sur U ssi f est analytique sur U.

Définition 4.10 Soient (a,)nez une famille de nombres complexes et zy €

+oo
@, la série Y an(z — 20)" s’appelle série de Laurent de centre z et de
n=-—00

coefficients a,

Exemple 4.4

1. Une série entiere est une séries de Laurent au point 0.
“+o0o 1 n
2. Z = () est une série de Laurent qui n’est pas entiere.
n! \z
=0

Lemme 4.1 Soient f une fonction analytique dans une couronne A(zgy, Ry, Rs)
et ro, 1 deux réels tel que Ry < 1o < r1 < Ra, alors pour tout z € A(zg,r0,71)

e o= 19 £
N Ct(z0,r1) C —Z C*(20,r0) g— z

d¢

Théoréme 4.5 (Développement en série de Laurent) Toute fonction ho-
lomorphe sur une couronne A(zo, Ry, Rs) est développable en série de Laurent
dans cette couronne.

Les coefficients de ce développement se calculent par la formule

_ ) _ ["(=)
N ~/C’+(zo,7’) (C — Z)n+1 dC N n!

r €| Ry, Ry| arbitraire
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Exemple 4.5 f(z) =

Définition 4.11 (Points singuliers) Un point zy est une singularité isolée
pour une fonction f si la fonction f est holomorphe dans un disque pointé
{z/0 < |z — 20| < R} centré en z.

Exemple 4.6

1. f(2) = ex admet 0 comme singularité isolée,

2. g(z) = % admet 0 comme singularité isolée,

Remarque 4.6 Suivant la nature du développement de Laurent en zy, on
distingue trois cas :

1. Une singularité isolée est apparente si le développement de Laurent ne

contient aucun terme (z — z)* avec k < 0
+00
2. Une singularité isolée est un péle d’ordre m si f(z) = Y ap(z— )"
k=—m

avec a_,, # 0

3. Une singularité isolée est essentielle si le développement de Laurent
contient un nombre infini de terme (z — 29)* avec k < 0.

Exemple 4.7 S cosi) tan(z) = Z?j((j))
Définition 4.12 Soit zy un point singulier isolé de f, D(zy,r) un disque
pointé ne contient pas de pomts singulier def, alors pour tout z € D(zy,T),
b, , ,
onaf(z)=> by +Z an(z—20)" le coefficient by est appelé
n>2 (z — ZO) n>0
le résidu de f au point z, et on le note Res(f,z) et on a donc

Res(f,z0) " o / f(z

ot 7y est un chemin orienté positivement inclu dans D(zy,r) et entourant z

Lorsque zy est un pole d’ordre m pour f, le résidu peut aussi y étre calculé
par la formule

Res(f,z) = ZIerzlo m i 0 dd;n—1 (2= 20)"f(2))
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Exemple 4.8
sin(z)

Res( 0)=0

23

Res(e%,()) =1

Proposition 4.8 Soient f et g deux fonctions analytiques sur un ouvert U
ded et zy un point de U

1. 81 f(z) = % avec g(z9) # 0, alors Res(f, zo) = g(z0)

z

2. 5i f(z) = iEZ) avec g(zo) # 0 et zy est un zéro simple de h, alors

2)
Res(f, 20) = £

~

Exemple 4.9 f(z) = % Le point zo = 1—\75 est un pole simple, on prend
g(z)=z2%eth(z)=1+2*
1—1

Res(f, z) = 15
Théoréme 4.6 (Théoréme des résidus) Soient D C @' un domaine et f :
D — @ une fonction holomorphe dans D a l'exception de singulariltés isolées.
Soit v un chemin fermé contenu ainsi que son intérieur dans D, ne passant
par aucune singularité de f et en contenant un nombre fini z1, 2o, ...... , Zn
dans son intérieur, alors

/ f(z)dz = 2mi ) Res(f, z).
v k=1
Le chemin étant parcouru dans le sens positif.

4.3.2 Applications au calcul d’intégrales

2m cos(0)
0 13+12cos(0) dg

+oo 1
C o 1127 dz

2
3' fjooc? (1_‘_22)3 dl’
4

~+o0 cos(z)
Coo Tqazdr

—_




