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Travaux dirigés : Slslites et séries de fonctions
érie 1

Exercice 1
Soit fn(z) =2"(1 —x), z €[0,1], n > 1.

1. Montrer que (f,)nen converge uniformément sur [0, 1].
1

2. Calculer sans intégration lim z"(1 — z)dx.
n—-+00 0

Exercice 2
Soit la suite de fonctions définies par

()

. nx
1+ n2xt
1. Etudier la convergence uniforme de f,, sur [0, 1].

2. Vérifier que
1 1

lim / fn(x)dxsé/ lim f,(z)dz
0 0 n—+00

n—-+00

Exercice 3

Déterminer

L pet

lim
n—+oo Jo N+

Exercice 4

Soit f,, : [0, +o0[—= R, z — hl(fl—;m), n > 1.

1. Etudier la convergence simple de la série anl fn-
On note S =) - fn

2. Montrer que S est de classe C? sur [0, +oo[ et exprimer pour tout z € [0, +00]
S'(x) et S”(x) sous forme de sommes de séries.

3. En déduir que S est strictement croissante sur [0, +oo[ et que S est concave
sur [0, +o00].

Exercice 5
Soit f(z) = 3.+ 2"*. Déterminer I'ensemble D;.
Exercice 6

Soit fu(x) = g5, n € N.

1. Etudier la convergence simple de la série »_ -, fu (7).

1



2. Soit S(x) =, 50 fu(), calculer S(z).
3. Montrer que la série 3 -, fn(z) ne converge pas uniformément sur [0, +o0[.
Exercice (Facultatif)

Pour n € Net x > 0, on pose f,(x) = {(()
en n.

1-2)" si z€[0,n
sinon

| On note que f, est continue

1. Construire les graphes de fi, fo, f3 et fs.
2. Vérifier que la suite de fonctions (f,),>1 converge simplement vers f :— e~*
sur [0, +00.
3. Pour n € N et pour tout = > 0, on pose g,(z) = f(x) — fu(2)
(a) Montrer que la fonction g, est positive sur [0, +o0].

(b) Monter que pour n > 2 la fonction g, est de classe C*! sur [0, +-00[. Dans
les questions ¢ et d, on prend n > 2

(¢) Montrer que la fonction g, admet sur [0, +oo[ un maximum atteint en un
certain réel z,, de |0, n|.

(d) Montrer que pour tout n > 1 et tout « de [0, 400, 0 < g,(z) < --.

(e) Montrer que la suite de fonctions (f,),>1 converge uniformément vers la
fonction f sur [0, 400



