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Chapitre 1

Formule de Taylor

Théoréme 1.1 (Théoréme des accroissements finis généralisés) Soient [ et g deuz
fonctions réelles continues sur |a, b et dérivables sur |a,bl. Alors, il existe un réel c €]a, b]

tel que
(9(b) = g(a)) f'(c) = (f(b) — f(a))g'(c)

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théoréme de Rolle sur [a, b] & la fonction

z— g(x)(f(b) = fla)) = f(x)(g(b) — g(a))

Considérons I'application ¢ définie sur [a, b] par

() = g(x)(f(b) — f(a)) — f(x)(g(b) — g(a)).

Par hypothése f et g sont continues sur [a,b] et dérivables sur |a, b[; I'application ¢ est

donc continue sur [a, b et dérivable sur |a,b[. De plus on a

c’est-a-dire

D’ou le résultat



Définition 1.2

e Soit 1y € R := RU {+00, —o0}. On dit qu’une fonction f est définie au voisinage

de xo s’il existe un voisinage V de xq tel que f soit définie sur V \ {zo}.

e Soit o € R. On dit qu’une fonction f est dérivable au voisinage de xy s’il existe un

voisinage V' de xq tel que f soit dérivable sur V' \ {xo}.

Exemples 1.3
e La fonction x — % est définie au voisinage de 0 mais pas sur un voisinage de 0.

e La fonction x — |x| est dérivable au voisinage de 0 mais pas sur un voisinage de 0.

Proposition 1.4 (Régle de L’Hospital ) Soient 7o € R et f, g deur fonctions réelles

continues et dérivables au voisinage de xq. On suppose que g ne s’annule pas au voisinage
de xqy. Si
lim f(z) = lim g(z) =0 ou lim f(z)= lim g(z) = +oo

T—T0 T—T0 T—T0 T—T0
alors
( lim f,(x) =/ GE) = < lim /(@) = €)
22 @) A2 9@)
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Démonstration.

e Supposons que xo € R. Par hypothése, les deux fonctions f et g sont continues et
dérivables au voisinage de xy. Donc, il existe un voisinage V' de x( tel que f et g

sont continues et dérivables sur V' \ {zo}.

e Commengons par le cas lim f(z) = lim g(z) = 0. Quitte a remplacer f et g
T—T0 T—T0

par leurs prolongements par continuité, on peut supposer que f(zg) = g(xo) =

0. Donc, il existe un intervalle ouvert |a,b[C V contenant z tel que les deux

fonctions f, g sont continues sur Ja, b] et dérivables en tout point de cet inter-

valle sauf éventuellement en zy. Supposons que lim ; ,léi)) = ¢ € R. Pour tout
Tr—T0

x €la,b[\{xo}, le théoréme des accroissements finis généralisés appliqué a f

et g sur l'intervalle d’extrémités o et = assure l'existence dun réel c, ., dans

I'intervalle d’extrémités zy et x tel que

(f () = f(20))g (Czo) = (9(x) = g9(w0)) f'(Ca20)

Puisque ¢’ ne s’annule pas sur |a, b[, g(x) — g(xo) # 0 pour tout x €la, b[\{zo}

Par conséquent, on obtient

Comme lim ¢, ,, = 7o et lim M = (, on obtient lim M = /(. On en
xz—xg zozo 9 (@) z—mo 9 (Ca.20)

déduit que
im L@ = fl@o)
=0 g(x) — g(2o)

ce qui établit la régle de I'Hospital dans ce cas.

e Supposons maintenant que lim f(z) = lim g(z) = £oo.
T—T0 Tr—T0

e S5i ¢ € R alors pour tout ¢ > 0, il existe un un intervalle ouvert |a,d]

contenant z, tel que pour tout x € (VN]a,b[) \ {zo}, on a

‘f’gfv)
s

7)

car lim ;l(x) = (. Soit z; fixe dans (VNla,b[) \ {zo}. Le théoréme des

T—T0 ()

—é' < g,

accroissements finis généralisés appliqué a f et g sur 'intervalle d’extrémi-

tés 1 et x (x € (VN|a,b[) \ {zo} ) assure 'existence d’un réel ¢, ,, dans
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I'intervalle d’extrémités z; et x tel que

f(ZE) - f(xl) _ f/(cxﬂn)
g(l‘) —9(371) g,(cdf,ﬂ?l).

Par suite
_ f/(ca:,:rq)
g,(cx,m)

ce qui montre que

lim
T—x0 g($) - g(l’1>
D’ou
T—xT0 g(ff)
. o f@) e f@)—f(x1)
puisque IILI?O @) — g}lg}o 9(z)—g(z1)

—€‘<5

e Si ¢ = 400 alors pour tout A > 0, il existe un un intervalle ouvert |a,b]

contenant z tel que pour tout € (VN]a,b[) \ {zo}, on a

f'(x)

g () -4

Le théoréme des accroissements finis généralisés appliqué a f et g sur I'intervalle

d’extrémités z; et x (x € (VNa,b]) \ {zo} ) assure 'existence d’un réel ¢, ,,

dans 'intervalle d’extrémités x; et = tel que

f(I) - f(xl) _ fl(cx,m)
g([)?) - g(‘rl) g/(cx,m) '

Par suite

D’ou

e Sizy = £oo. Comme
lim —= =1lim
ZT—00 g(x) t—0 g(%)
le raisonnement au-dessus montre que
O
im—~ = lim
t—0 g(?) t—0 (g
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D’ou
lim M = lim f'()

=00 g(x)  ameo g'()

Exemples 1.5 Utilisons la régle de I’Hospital pour calculer les limites

T—x—1 In(1 + sin’
lim c-+r=- et lim n( + sin” (z))
z—0 xQ z—0 s1n(:p)

e Posons f:x+—e*—x—1etg:x— x% Ona f(0)=g(0) =0. Les fonctions f et

g sont continues et dérivables sur R et

fx)=€e"—1 et ¢(z)=2x

Comme
/ T _ 1
f'(z) = lim €
z—0 g’(x) =0 21
1
2

La regle de I’Hospital permet de conclure que hH(l) ew;§_1 =
T—

1

5-

e Posons ¢ : x + In(1 +sin®(x)) et ¢ : x + sin(x). On a (0) = ¥(0) = 0. Les
fonctions 1 et ¢ sont dérivables sur R et

 2sin(z) cos(x)

’ _ ¢ ’ _
SO (ZU) 1 + Sinz(ﬂf) € 1/} (ZU) COS(Z‘)
Comme
2 sin(z) cos(x)
. Spl(x) IERT 1+sin?(z)
im = lim ———
20 ' (x) =0 cos(z)
— im 2sin(x) cos(x) _0

z=0 (1 4 sin®(z)). cos(z)

In(1+sin?(z)) —0.

La regle de I’Hoépital permet de conclure que liH(l] @)
T—

Remarque 1.6 L implication réciproque dans la régle de L’Hospital est fausse. Par exemple
considérons les fonctions f et g définies sur R par
?sin(l) stz #0
flz) = et g(z)=sin(x)
0 stx=0
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m m = ‘ im S()
Shgt) 0" g

ZR

puisque pour tout xr € R*

P L () el

g (z)  cos(x) x T

et lim cos(2) € R. O

x—0

1.1 Formule de Taylor

On va généraliser le théoréme des accroissements finis et établir le théoréme de Taylor-

Lagrange.

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle ouvert I et dérivable sur I. Si la
dérivée de f est a son tour dérivable, on note f” ou f® la dérivée de f’ qui est appelée
dérivée seconde de f. On peut ainsi de proche en proche définir pour n € N*, la dérivée
n-iéme (ou d’ordre n) de f que 'on note f(™. On dit alors que f est n-fois dérivable sur

I. Par convention f(© = fet f) = #.

Définition 1.7 On dit que f est de classe C™ sur I si f est n-fois dérivable et la dérivée
n-ieme ™) est continue sur I.

Si [ est de classe C™ sur I pour tout n, on dit que [ est de classe C*° sur I.

Théoréme 1.8 (Formule de Taylor-Lagrange d’ordre n) Soit f : [a,b] — R une
fonction de classe C™ sur [a,b]. On suppose que f admet une dérivée d’ordre (n + 1) sur
la,b[. Alors il existe ¢ €]a,b] tel que

(b _ a)n—l-l

CES] F(e).

s = )+ 3 U )

(b—a)nt1!
(n+1)!

Le terme f+ (c) est appelé le reste de Lagrange d’ordre n.

Démonstration. Considérons la fonction ¢ définie sur [a, b] par

olr) = 1) + Y LT o)
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La fonction ¢ est continue sur [a, b], puisque f est de classe C™ sur [a, b]. Comme [ admet
une dérivée d’ordre (n + 1) sur Ja, b[, la fonction ¢ est dérivable sur |a, b. De plus pour

tout x €]a, b, on a

) = +Z( MO oy + L o)

/ —(b—x)"" 4 (b—x)* 1
= f(x)+kz:;(wf()(x)+Tf(k+)(I))

- & ;!x)—n FrD ()

Posons 1(z) = % La fonction 1) est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b[. D’ou

d’aprés le théoréme des accroissements finis généralisés, il existe ¢ €]a, b tel que

Or ¢/ (z) = LD pntD) () = 21 ()¢ (), on obtient

Alinsi,

o =a)"™ L)
(n+1) fe)
ce qul montre que
n _ \k _ 4 \n+1

O

Théoréme 1.9 (Inégalité de Taylor-Lagrange ) Soit f une fonction de classe C"
sur un intervalle T telle que f™*V) existe sur I. Supposons que f"tD est bornée sur I,

c’est-a-dire qu’il existe M € R tel que

Veel, |f"Y(z)| <M.
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Alors pour tout a € I, on a

~ (z—a)* |z —a"*!
Veel |f(x)- fP(a)| <
—~ K (n+1)!
La quantité M% est appelée la borne d’erreur absolue.
Démonstration. Exercice U

Exemple 1.10 Considérons la fonction f définie sur | — 1, +oo[ par :
F(x) = In(1 4 2)

On a pour tout x > —1

1 -1

fa)y =17 o @)= (1+2)?

Donc pour tout x > 9
()| < 107

et par suite

Vo> 9 |f(@)~ f9) ~ FO)x—9)| < 5107z~ 9

1
|In(1 + 2) — In(10) — 0,1(z — 9)| < 510—2(93 —9)?
Prenons par exemple x = 10, on obtient
Lo
|In(11) — In(10) — 0, 1] < 510

c’est-a-dire

1
|In(1,1) —0,1] < 510—2

Done 0,1 est une valeur approchée de In(1,1) a 0,005 pres. O

Voici un autre énoncé du théoréme de Taylor-Lagrange sur un intervalle I non nécessai-

rement fermé borné :
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Théoréme 1.11 (Formule de Taylor-Mac-Laurin) Soit f une fonction de classe C"
sur un intervalle I contenant 0. On suppose qu’il existe h € R* tel que h € I et que f
admet une dérivée d’ordre (n+1) sur l'intervalle ouvert d’extrémités 0 et h. Alors il existe
0 €]0, 1] tel que :

hn+1

— h* 41
f(h)zf(0)+;yf(k)(0)+mf(n '(ho).

Démonstration. Sans perte de généralité en peut supposer h > 0. La fonction f est de
classe C" sur I, en particulier sur I'intervalle ouvert |0, h[. Comme f admet une dérivée
d’ordre (n + 1) sur 'intervalle ouvert |0, [, le théoréme de Taylor-Lagrange montre qu’il

existe ¢ €]0, k[ tel que

n hE pntl
B) — 2 p(k) (41D ().
f(R) = f(wo) + kz EAM R v T A
Ainsi la bijection
xr +— hx
assure 'existence d’un élément 6 €]0, 1] tel que ¢ = hf. D’ou le résultat U

Exemples 1.12 Soit k € N. Alors
1. La dérivée d’ordre k de la fonction f : x> e® est f*)(z) = €.
2. La dérivée d’ordre k de la fonction x +— sin(z) est sin®(z) = sin(z + k%). En

particulier

sin®*?(z) = (=1)"sin(z) et sin®F(2) = (=1)"" cos(z).

3. La dérivée d’ordre k de la fonction x — cos(z) est cos®(z) = cos(z + kZ). En

particulier
cos® () = (=1)"sin(z) et cos® I (z) = (=1)"+ cos(x).

D’ou d’apres la formule de Taylor-Maclaurin, on obtient

e Vz € R, 30 €|0,1] tel que e”:1+x+§-~+%+%eex

. o $3 n x2n+l n+1 x2n+2 .
o Vo e R,30€)0,1] telque sin(z)=z—5+ - +(—1)" Gyt (—1)"" Gy sin(fz).
e Vx € R,30 €]0,1] telque sin(z) = x—f,)—?%—- : -+(—1)”%+(—1)”+1% cos(fx)
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2

o Vr €R,30€]0,1] telque cos(w) = 1=54 -+ (=1)" Em+(—1)" £ sin(0x).

2

o Vx € R,30 €]0,1[ telque cos(z) =1-%4-- -+(—1)”(§n)!+(—1)"“é;:j)! cos(0z).

Application 1 On peut encadrer des fonctions par des polynémes. Montrons par exemple

que
3 3 5
vz €]0, 7], m—%ﬁsin(x)ﬁx—%Jrl%o

En effet, d’apres la formule de Taylor-Maclaurin d’ordre 3 et 5, on obtient respectivement

2t
Vz €]0,7[,30 €]0,1] sin(z) =z — a3 + a0 sin(fx)
, xS b
YV G]O,’ﬂ'[, 30 E]O, 1[ sm(a:) =X — y - g - a sm(@x)

Or z €]0,7| et 0 €]0,1], Oz €]0, 7[. Donc sin(fx) > 0 On en déduit que

3 3 5
Vo €]0, 7], - % <sin(z) <z — % - 13370 (1.1)
Exercice 1.13 Montrer que
2 2 3
Vr > 0, x—%ﬁln(l—i—az)gw—%—i—%.

Définition 1.14 Soient xy € R, f et g deux fonctions définies au voisinage de xo. On
dit que f est négligeable devant g au voisinage de xqy s’il existe un voisinage V de xq et

une fonction e définie sur V' \ {xo} tels que

Ve e V\{zxo} f(z)=¢e(x)g(x) et lim e(z)=0.

T—T0

On note f = o0,,(g) ou f(x) = o,,(9(x)) ou f =o0(g) au voisinage de xy.

Proposition 1.15 Soient o € R, f et g deux fonctions définies au voisinage de xy. Si

g ne s’annule pas au voisinage de xy alors

Démonstration. Supposons que f = o, (g). Alors il existe un voisinage V' de xy et une

fonction e définie sur V' \ {zo} tels que

Ve e V\{xo} f(z)=c(x)g(z) et lim e(z)=

T—rT0
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Comme la fonction g ne s’annule pas au voisinage de xg, il existe un voisinage V; de xg

tel que
Ve e Vi\{zo} g(z) #0.
Ainsi
Ve e (VinV)\{z} flz)=c(@)g(x), lime(x)=0 et g(z)#0
T—rT0
Par suite
lim M =lime(x) =0
z—0 g(x) z—0
Réciproquement, supposons que hH(l) % = 0. Comme la fonction g ne s’annule pas au
Tr—r

voisinage de xg, il existe un voisinage V) de x( tel que

Ve e Vi\{zo} ¢(z) #0.

Donc la fonction 2 — L% est définie sur V; \ {zo}. Do

9(z)
_ (@) )
Vee Vi\{xo} f(z)= (@) x g(x) avec :lclg(l)m =0
ce qui montre que f = o,,(g). O
Exemples 1.16
o a2 = oyfx) o In([a]) = so(i4)
o 1 —o.n(s?) 02— o0pnle?)

Théoréme 1.17 (Formule de Taylor-Young ) Soient n € N et f une fonction de
classe C™ sur un intervalle ouvert I de R contenant 0. Supposons que f™+1(0) existe.

Alors, lorsque h tend vers 0 on a

hn-i—l
(n+1)!

hTL
nl

f(R) = fO) + -+ —f7(0) + FED(0) + o (™).

Démonstration. On procéde par récurrence sur n € N. Pour n = 0, comme f/(0) € R,

on obtient

1o L) = £(0) = BF'(0)

h—0 h =0

ce qui montre que
f(h) = f(0) + hf'(0) + o(h).
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Supposons le résultat vrai au rang n — 1 et montrons le au rang n. L’hypothése de récur-

rence appliqué a la fonction f’, donne

hTL

g(h) = f'(h) = f'(0) = hf"(0) = --- — Hf(”“)(()) = o(h")
La fonction g est la dérivée de la fonction
hn—i—l
Gh) = f(h) = J(0) = hf'(0) =+ = g5 FO)

La formule a I'ordre n sera démontrée si 'on établit que G(h) = o(h"™!), autrement dit, si

I’on établit que hn% frffl = 0. La fonction G et r : h — h""! étant continues et dérivables

sur un voisinage de 0 et G(0) = r(0) = 0, la régle de I’'Hospital indique que

lim G(h) — lim G(h) — G(O)
h—0 1(h) h—0 r(h) —1r(0)
_ G'(h)
— Wl r'(h)

_ i 90

g e 0 (car g(h) = o(h))

On en conclut que G(h) = o(h™*1). La formule a Uordre n est démontrée et le raisonnement

par récurrence achevé. O

Théoréme 1.18 (Formule de Taylor avec reste intégral.) Soit f une fonction de

classe C"1 sur un intervalle I contenant 0. Alors pour tout x € I, on a

flo) =3 Gr s + [ L= fen gy

n!
k=0

Démonstration. Considérons la fonction ¢ définie sur / par

t) + Z %f(k)(t)
k=1 '

La fonction ¢ est dérivable sur I, puisque f est de classe C"*! sur I. De plus pour tour

tout t € I, on a

Jt) = )+ Z ( =D gy 4 W;_'tV“ f(k+1)(t)>

(w—)
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Comme [ ¢/(t)dt = (x) — ¢(0), on obtient
o) = o + [ peigar

ce qui donne

) = >0 ) + [ e

n!
k=0
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