Chapitre 2

Les développements limités

Définition 2.1 (Développement limité d’une fonction en 0) Soit n € N et soit f
une fonction définie au voisinage de 0. On dit que f admet un développement limité d’ordre
n au voisinage de 0 ( on note de fagon abrégée DL, (0)) s’il existe un polynome P € R[X]

de degré au plus égale a n tel que
f(x) = P(x) + oo(2").

La fonction polynomiale P est appelée partie réguliere du développement limité d’ordre n

en 0 de f.

Exemple 2.2

e Les polynomes réels admettent des développements limités a tous les ordres. Par
exzemple, le polynome f(x) =1+ 2x — 3x* + 2* admet pour développement limité en

0:
o f(z) =1+ 2z — 322+ op(x?) développement limité a 'ordre 2 en (.
o f(x)=1+2zx— 322+ 23+ og(2®) développement limité a l'ordre 5 en 0.

e Ona

1 1_xn+l xn+l )
= :1 r P A AT P o)
11— 1 — +1—:c +r+z7+ +x +11_:C

Comme lir% = =0, le DL,(0) de la fonction  — = est 1 + o+ 22 + - + 2" ;
z—

1
1—=2x

=l+z+a’+-- +a"+o(z")

Définition 2.3 (Développement limité d’une fonction en z,) Soit n € N et soit f

une fonction définie au voisinage de xy. On dit que f admet un développement limité
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d’ordre n au voisinage de xq s’il existe un polynome P € R[X] de degré au plus égale a n

tel que
f(x) = P(x) + o ((z — m0)").

Remarque 2.4 Dans la pratique, on utilise surtout les développements limités en 0. En

fait si f admet un développement limité d’ordre n en xq de la forme
f(x) = P(x) + oy (2 — 20)")

alors par le changement de variable h = x — x¢ on se raméne a un développement limité

en 0

f(zo+h) = P(zo+ h) + og(h").

Proposition 2.5 (Unicité du développement limité) Si une fonction f admet un

développement limité d’ordre n en 0, celui-ci est unique.

Démonstration. Par 'absurde. Supposons que f admette en 0 deux développements

limités d’ordre n distincts. Alors il existe deux polynomes Py, P, € R[X] de degré au plus

n tels que
flx) = Pi(z) +oo(z™) et f(x)= Po(x)+ og(x™).
Donc
Pi(z) — Py(x) = op(z™).
Ecrivant

Pi(z) — Py(x) = ap2a™ + 1" L+ ag

Comme la fonction x — z™ ne s’annule pas et P (z) — Py(z) = op(z™), on obtient

lim Pi(x) — Pa(x)

z—0 "

=0 (2.1)

ou encore
Coapa" a1 4+ ag
lim =0
z—0 ™
ce qui est impossible puisque Pi(z) — Py(z) = apa"™ + ap_ 12"t + -+ ag # 0. O

Proposition 2.6 Soit [ une fonction admettant un développement limité d’ordre n en 0

de partie réquliere P.
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e Si f est paire alors la fonction polynomiale P est paire.

e Si f est impaire alors la fonction polynomiale P est impaire.

Démonstration. Si f admet un développement limité d’ordre n en 0 de partie réguliére
P alors il existe un voisinage V' de 0 et une fonction & définie sur V' \ {0} tels que pour
tout z € V' \ {0}

f(x)=P(z)+a"(x) et lime(x)=0.

x—0

Comme V est un voisinage de 0, il existe n > 0 tel que | — n,n[C V. Pour tout = €

] = n,n[\{0} on a
f(=x) = P(—x) + (=1)"z"e(~x) = P(—x) + 2", (x)

ot la fonction & est définie sur | —n, n[\{0} par £1(z) = (—1)"s(—x) et vérifie lir% e1(z) =
z—

0. Ainsi

e Si f est paire alors pour tout x €] — n,n[ on a f(—z) = f(z). Par unicité du
développement limité d’ordre n en 0 (Proposition 2.5), on en déduit que P(x) =

P(—x) pour tout x €] — n,n|, et par conséquent P(z) = P(—x) pour tout = € R.

e Si f est impaire alors pour tout €] —n,n[ on a f(—z) = —f(x). Par unicité du
développement limité d’ordre n en 0 (Proposition 2.5), on en déduit que P(—x) =

—P(z) pour tout = €] —n,n[, et par conséquent P(—z) = —P(x) pour tout z € R.

O
Proposition 2.7 Si f admet un développement limité d’ordre n > 1 au voisinage de 0
f(x) =ao+ a1z + -+ a,z" + op(z")

alors f est continue ou prolongeable par continuité en 0. Plus précisément, il existe un

voisinage V' de 0 tel que la fonction

< {f(:c) stz e V\{0}

ag stx =20

est continue en 0. De plus f est dérivable en 0 de nombre dérivé a;.
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Démonstration. La fonction f admet un développement limité d’ordre n au voisinage
de 0, donc il existe un voisinage V' de 0 et une fonction ¢ définie sur V'\ {0} tels que

Ve e VA{0} f(z)=ao+az+ -+ az" + a"e(z)

et

lim e(z) = 0.

z—0

Comme lim £(x) = 0,
z—0

lim f(z) = lim ag+ a1z + -+ + a, 2" + £(x)z" = ag
z—0t z—0t

et

lim f(z) = lim ag+ a1z + -+ a,x" + e(x)x" = ag
r—0~ z—0~

ce qui montre que la fonction
= flz) sizeV\{0}
aop sixz =0.
est continue en 0.
Pour tout z € V' \ {0}, on a f(z) = ap + a1 + -+ + a,a" + £(z)a™. Comme n > 1 et

lim e(x) = 0, on obtient

z—0
x)—a
tim L0790 _ g g e s =
z—0t x x—0t
et
x)—a
lim M = lim ap+ -+ anxn—l + 5(:13):17"_1 =a,.
z—0~ i z—0~
Par suite la fonction f est dérivable en 0 de nombre dérivé a;. O

Remarque 2.8 Attention! Méme lorsque n > 2, l'existence d’un développement limité
d’ordre n n’assure pas Uezistence de f"(0). Par exemple, considérons la fonction f définie

par
l+z+az*+2sin(5)  siz#0
flz) = ‘
1 six =10

Pour tout x # 0, on a

1 1
f'(z) =1+ 2z + 327 sin(?) — 2COS(;)
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Donc f n'est pas deux fois dérivable en O car f' n’est pas continue a gauche de 0 (cela est
dd au terme QCOS(#) qui n'a pas de limite quand x tend vers 0). Pourtant la fonction f
vérifie

f(z) =14z + 2%+ og(2?).

g

Exemple 2.9 Le théoréme de Taylor-Young permet d’obtenir le développement limité

d’ordre n en 0 de plusieurs fonctions usuelles :

o Considérons la fonction f : x + e*. Pour tout k € N, on a f*®(0) = 1. On en

déduit que
N r? a8 z" .
e =1+x+—+—+--'+m+oo($ ).

2 3!
e Considérons la fonction f : x> cos(x). Pour tout k € N, on a

cos(x)®) = cos(z + kg)

En particulier,

B .
cos(0)®) — (=1)2  sik est pair
0 st k est impair

On en déduit que

2 4 2p
x z z . .2p+1)

Cos(a;'):1—5+E+---+(—1)p®+00(1

e Considérons la fonction f : x> sin(x). Pour tout k € N, on a

sin(x)® = sin(z + kg)

En particulier,

in(0)®) = 0 si.k est pair
(=1 sik=2p+1
On en déduit que
23 b 22p+1
i R B B Y 2p+2
sin(x) = x i + = +-- 4 (—1) 1) + op ().

e Soit o € R. Considérons la fonction f : x — (1 + x)*. Pour tout k € N, on a
f® =a.(a—1)---(a—k+1). On en déduit que

x? ala—1)--(a—n+1)

?4_...4_ " + og(a™).

(1+2z)*=14azx+ala—1) '
n!
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Exercice 2.10

4

1. Donner le développement limité de la fonction r — 1+ x — x* au voisinage de 0

d’ordre 2 et d’ordre 5.
2. Donner le développement limité de la fonction v — 14%:0 au voisinage de 0 d’ordre 3.

3. Donner le développement limité de la fonction x — % au voisinage de 1 d’ordre 3.

La notion de développement limité posséde pour généralisation naturelle les notions de

développements limités a gauche ou a droite. Par exemple, la fonction f :x — n’est

1+|x|

pas dérivable en 0 donc n’admet pas en 0 de développement limité d’ordre supérieur a 1.

Remarquons que
1 .
f(l’) _ Ttz S1 T Z 0
— siz<0

et que les fonctions fi(z) = 17 et fo(x) = 127 admettent pour développement limité

d’ordre n en 0 respectivement

_Z kULk—I—O )

Ces considérations motivent la définition suivante.

1 . k n
LSy
k=0

Définition 2.11
— On dit que la fonction f admet un développement limité d’ordre n a gauche de 0
sl existe un polynome P de R[X| de degré au plus égal a n, un réel n strictement
négatif et une application £ définie sur |n,0[ tels que pour tout x €]n, 0]

f(z) = P(z) + 2"¢(x) avec lim g(x) = 0.

z—0~
On note f(z) = P(x) + op-(z").

— On dit que la fonction f admet un développement limité d’ordre n a droite de 0 s’il
existe un polynome P de R[X] de degré au plus égal a n, un réel n strictement positif

et une application ¢ définie sur |0, n] tels que pour tout x €]0,n|

f(z) = P(x) + a"=(x) avec  lim £(z) = 0.

z—0t

On note f(z) = P(z) + og+(2")
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r stx>0
Exemple 2.12 Comme |x| = T , on obtient
—xr stx <0

sin(x) 22t A
|Jj| —1—E+5+00+(I>
sin(z) 2 2t 4
— 14+ 4o
2| e T E @)

Définition 2.13 (Développement limité au voisinage de l’infini ) On dit qu’une fonc-
tion f admet un développement limité généralisé d’ordre n au voisinage de +00 (resp. —o0)
si la fonction t — f(7) admet un développement limité d’ordre n a droite (resp. d gauche)

en 0. Ce développement limité généralisé est donné par

1
)+ —= avec lim e(x)=0 (resp., lim e(x)=0).

X T T—>+00 T—>—00

On note f(x) = P(2) 4 o400(ok) resp., f(z) = P(2) + o_o(=x)

Exemple 2.14 Calculons le développement limité généralisé d’ordre 3 au voisinage de

+oo de la fonction f(z) = —i7- Pour cela, considérons la fonction g définie par

g(t) = f(1/2).

On a
1
< 1
t: t = —
9(t) 1+1 1+t

et le développement limité d’ordre 3 en 0 de g est g(t) = 1 —t + 12> —t3 4+ o(t®). On en

déduit que f admet pour développement limité généralisé a ['ordre 3 au voisinage de +00

1 1 1 1
fl@)=1-—+ 5 = 5 +%u(3)

2.1 Opérations sur les développements limités

Lorsque la fonction f a une expression un peu plus compliquée, le théoréme de Taylor-
Young conduit rapidement & des calculs longs et compliqués.
Comme on a vu, on peut toujours se ramener d’un développement limité en un point quel-
conque o € R a un développement limité en 0. C’est pour quoi, on expliquera uniquement

les opérations sur les développements limités en 0.

26/44 Y. MAZIGH



Proposition 2.15 Soit n € N. Soient f et g deuzr fonctions admettant des développe-

ments limités de méme ordre n en 0, de parties régulieres respectives P et ().

1. Pour tout (o, B) € R?, la fonction af + Bg admet un développement limité d’ordre

n en 0 de partie réguliere o’ 4+ BQ).

2. La fonction f x g admet un développement limité d’ordre n en 0 dont la partie régu-
liere est obtenue en conservant les mondmes de degré au plus égal a n du polyndéme

P x Q.

3. Si g(0) # 0 alors la fonction % admet un développement limité d’ordre n en 0 dont

la partie régquliere est le quotient de la division selon les puissances croissantes @

Uordre n de P par Q).

Démonstration. Les deux premiéres assertions sont des conséquences directs de la défi-
nition 2.1 et de la proposition 2.5.

Montrons l'assertion 3. Par hypothése, f admet un développement limité d’ordre n en 0
de partie réguliére P, donc il existe un voisinage V; de 0 et une fonction e; définie sur

V1 \ {0} tels que pour tout = € V; \ {0}

f(z) = P(z)+ 2" (z) et limey(z)=0.

z—0

Puisque g admet un développement limité en 0, d’aprés la proposition 2.7, on peut sup-

poser que g est continue en 0. De plus, comme lir% g(x) = ¢(0) # 0, il existe un voisinage
T—

V5 de 0 sur lequel g ne s’annule pas. D’autre part, il existe un voisinage V3 de 0 et une

fonction €9 définie sur Vi \ {0} tels que pour tout = € V5 '\ {0}
g(x) = Q(x) + x"e9(x) et limeg(x) =0.

z—0

On a Q(0) = ¢(0) # 0, on peut donc effectuer la division selon les puissances croissantes

a lordre n de P par Q; il existe (U, R) € R[X]? tel que

P=QxU+X""'x R avec deg(U) < n.
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Ainsi pour tout x € VNV, N V3, on a

f(x) P(z) +a"ei(z)  Q@)U(x) + 2" R(x) + a1 (x)

g9(z) Q(x) + amey(x) Q(x) + a"ey(x)
 Q@)U(z) 4 2"U(x)ez(x) N —x"U(x)eq(z) + 2" R(x) + 2" ()
n Q(x) + zmey(x) Q(x) + x"eq(x)
2 —U@)e2(r) + 2R(z) + &1(x)
= U+ Q) + aea(a)
Comme lim &1 (z) = lim £5(z) = 0 et Q(0) # 0, on obtient lim _U(x)&gﬁii(fgel(z) = 0.

On en déduit que

x
VeeVinVanv; % =U(x) 4+ z2"3(x) avec deg(U)<n et lir% e3(z) =0
g\ xr—
ol £5(z) = —L@We@ieR@ia @) t la foncti dmet un dével t
3(x) = I OEEEYE) e qui montre que la fonction £ a met un développemen
limité d’ordre n en 0 de partie réguliére U. O

Exemple 2.16

e D’apres 'exemple 2.9, les fonctions sinus et cosinus admettent pour développements
limités en 0 a lordre 3,
3 x?
sin(:c)—a:—g—i- o) et cos(zw )—1—5%—00( %)

Donc les développements limités a l'ordre 3 en 0 pour les fonctions x +— sin(x) +

cos(z) et x + sin(x). cos(x) s’obtiennent de la maniére suivante :

sin(z) + cos(zr) = (a: — %T) (1 — ‘;—T) + og(2?)

13
= 1+$— ? —E+OO(ZE3>;
‘ 3 72 ,
sin(z) x cos(z) = (xz—=].[1— = |+ oo(x)
3! 2!
N 5
= x—?—g—l—ﬁ—l—oo(ﬁ)
2 3
= x— % +oo(2)  (car 1—; = op(z?))
o Déterminons le développement limité d’ordre 3 en 0 de la fonction f :x +— ”2.
On a
R
er = 1+:17+?—|—E+00((1:3)
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Puisque €° # 0, on peut effectuer la division par puissance croissante de x + 2 par

2 3
l+z+% +2.

24+ x 1+ :U+%2+%3
B 2+2x—|—:1:2+%3 2—:1:+%a:3
—%—332—%
.
1,.3 7
- 61333+1F4 1.5, 1.6

Le développement limité d’ordre 3 en 0 de la fonction f est donc

T+ 2
e.’]}

1
=2—xz+ 6x3+oo(x3)
U

Proposition 2.17 Soit f une fonction définie au voisinage de 0, admettant un dévelop-

pement limité d’ordre n en 0 :
f(z) =ap+ a1z + -+ + a,a™ + og(z") = ag + Po(x) + op(z")

et soit g une fonction définie au voisinage de ag, admettant un développement limité

d’ordre n en aq :

g(x) = by + by(x — ag) + ba(x — ag)® + -+ + by (2 — ag)" + 04, ((x — ap)™)

ou encoure

g(ag +h) = by + bih + boh?® 4 - - - + b, "™ + og(h™)

alors g o f admet un développement limité d’ordre n en 0, dont la partie réguliére est

obtenue en tronquant le polynome
b() + P()(Z‘)bl + -+ [Po(l’)]nbn

a lordre n.
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Démonstration. Comme glcli% f(z) = ap, la fonction go f est bien définie au voisinage de
0. Pour z voisin de 0, on pose h(xz) = f(x) — ap. Comme glclir(l) h(z) =0, on a
(go f)() = glag + h(z)) = by + bih(z) + bah(x)* + - - - + byh(x)™ + op(h(x)™).
Ainsi,
(go f)(x) = by + bih(z) + boh(z)* + - - + byh(z)" + op(z™)
puisque h(z) = a1z +asx*+- - - +a,z" +o¢(x™). Enfin, comme h admet un développement
limité d’ordre n en 0 donné par h(z) = Py(z) + op(z™), on en déduit que la fonction go f

admet un développement limité d’ordre n en 0 dont la partie réguliére est obtenue en

tronquant a 'ordre n le polynome by + Py(x)by + - - - + [Po(x)]"bp. O

Remarquons que cette démonstration donne un moyen de calculer le développement

limité de la fonction composée de deux fonctions.

Exemple 2.18 Les fonctions sinus et exponentielle admettent en 0 pour développements
limités :
3 2 23 ot

sin(w)::c—g%—oo(a:"‘) et ex:1+x+?+g—|—ﬂ+o(m4)

Comme limsin(z) = 0, on obtient donc le développement limité d’ordre 4 en 0 suivant

z—0

pour la fonction h : x — @),

3

hz) = 1+<x—%>+

s v 2+1 x—x—g 3+i x—x—g 4+o(:c4)
2 6 6 6 24 6
3\ 1 AN 1
= 1+<'J;—%>+§<x—%>+6(x3)+ﬂ(w4)+0(1'4)
2?2 xt 4
= 1+:1:+?—§—|—0(.77).

Lemme 2.19 Soit n € N et soit g une fonction dérivable au voisinage de 0.
Si g'(x) = o(x™) alors g(x) — g(0) = o(a™*!)

Démonstration. Soit ¢ > 0 fixé. Par hypothése, };I_I}(l) % = 0. Donc,

il existe n > 0 tel que si |z| <7, on a |¢'(x)| < g|z"|.

Si x > 0, appliquons l'inégalité des accroissements finis dans Uintervalle [0, z],

pour 0 < x < 7 on obtient |g(z) — g(0)| < ex™*.

De la méme maniére, si — < x < 0, on obtient |g(z)—g(0)| < £|xz|"*!. Donc pour |z| < 7,

on a bien |g(z) — g(0)] < g|z|"™. Ce qui montre que g(z) — g(0) = o(x™*1). O
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Proposition 2.20 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert contenant 0. Si
f" admet un développement limité d’ordre n en O de partie réquliere P alors f admet un
développement limité d’ordre (n+ 1) en 0 dont la partie réguliére est la primitive de P qui

vaut f(0) en 0. Autrement dit,
Fa) = 10) + [ PO+ o),

Démonstration. Posons g(z) = f(z) — f(0) — [ P(t)dt. Par hypothése, on a

Comme g(0) = 0, le lemme 2.19 montre que g(z) = o(z"*!). D’ou

f(z) = f(0) +/ P(t)dt + o(z™).
0
O
Remarque 2.21 L’ezistence d’un DL, (0) de f n’implique pas forcément ’existence d’un
DL,_1(0) de f'. En effet la fonction f(x) = 2?sin(%) admet un DL;(0) qui s’écrit f(x) =

o(x). Mais

f(x) =2z sin(%) - cos(é)

n‘admet pas de DL(0).

2.2 Utilisations des développements limités

Utilisation pour la recherche d’équivalents

Définition 2.22 Soient x9 € R, f et g deuz fonctions définies au voisinage de xo. On
dit que f est équivalente o g au voisinage de xq s’il existe un voisinage V de xo et une

fonction A définie sur V' \ {zo} telle que,

Ve e V\{zo} f(z)=A(z)g(x) et zh_{lgo A(z) = 1.

On note f ~ g ou f ~ g au voisinage de xg.
xo

La proposition suivante est une conséquence directe de la définition 2.22.
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Proposition 2.23 Soient 1o € R, f et g deux fonctions définies au voisinage de zo. Si

g ne s’annule pas au voisinage de xq alors

=1

f~g<+<= lim 1)
x0 T—xQ g(J;)

Proposition 2.24 Soit f une fonction admettant un DL, (xo) de partie réguliere
ay(r —x9)" + -+ ap(x —x0)"  ‘aveca, # 0.

Alors

f(x) ~ a,(x — )"

Démonstration. Par hypothése, on a

fl@)=a,(r —x0)" + -+ an(r —x0)" + (x — x9)"e(x —xy) avec lim e(x —xzy) =0

T—T0
Donc
. f(ZE) o . Ay41 an n—v 1 n—v _.
g}l}r;lom = xligclol—i- . (x—xo)—i----—i—a—y(.r—xo) +a—y(1‘—xo) e(x — xo)
=1
ce qui montre que f(z) ~ a,(r — x0)". O

o

Comportement local d’une fonction au voisinage d’un point critique

Proposition 2.25 Soit f une fonction définie au voisinage de xy. Supposons que f ad-

mette un DL, (x¢) de la forme
flz) = f(xg) + a(z — x0)? + o((x — 20)?) aveca #0etp > 2.

Alors
1. si p est pair et o > 0, alors xo est un minimum local ;
2. st p est pair et o« < 0, alors xy est un mazimum local ;

3. st p est impair, xo n'est ni un MIniMuM, NL UN MATIMUM.

Démonstration. Si p est pair et a > 0, alors le fait que lim o((z — x¢)?) = 0, assure
T—rT0

'existence d'un 7 > 0 tel que si [z — 29| < 71, on a |o ((z — x0)?)| < §(x — 20)?. Donc,

pour |z — zo| < 1, on obtient

0< %(:E —z0)P < %(JT — x9)? + o((x — x0)?)

32/44 Y. MAZIGH



D’ou

f(z) = [f(zo) + oz — z0)" + o((z — 20)")
f@o) + 5 (@ = @)? + ol (w — x0)")

> f(zo)

v

Le deuxiéme cas se raméne au premier en considérant — f. Dans le troisiéme cas, supposons

par exemple que o > 0. On a alors, en suivant une démarche analogue

J(@) = f(a) + 5 (@ = a0)? + o(x = 20)") > f(a0)

pour 0 < x—xy < 1, ce qui interdit d’avoir un maximum local ; et lorsque —n < x—x¢ < 0

a
Fla) < flao) + 5 (@ —20)" + o((z — 20)") < f(z0)
ce qui interdit d’avoir un minimum local. O

Position d’une courbe par rapport a sa tangente

Proposition 2.26 Soit f une fonction admettant un développement limité en xq de la

forme

f(2) = ao+ a1(x — x9) + ap(x — 20)” + o((x — 20)")

ot p est le plus petit entier > 2 tel que a, soit non nul. Alors ’équation de la tangente a
la courbe de f en xy est y = ag + a1(x — o) et la position de la courbe par rapport a la

tangente est donnée par le signe de a,(x — xo)?.

Position d’une courbe par rapport a son asymptote

Proposition 2.27 On suppose que la fonction x — % admet un développement limité
en oo :
x a a 1
ﬂl:%+i+i+q—)
T xP P

ot p est le plus petit entier > 2 tel que a, soit non nul. Alors la droite y = apx + a, est
une asymptote a la courbe de f en oo et la position de la courbe par rapport a l’asymptote

est donnée par le signe de f(x) —y,c-a-d le signe de %
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Exemple 2.28 Soit f(z) = Vx + 22ex . Montrons que f admet une asymptote en +00.

En effet, posons h = % Alors

2~ -

1 h
= h/(h+1)e" = —Vh+ 1"
h2( +1)e i + le
h h k2 h? 5
= Vh+le :(1+§—§)(1+h+?)+o(h)

B 3 7 4 9
= 1+2h+8h + o(h*)

D’ou
f@) =34zt o tol)

2 8x T

i

5. st positif au

Donc la courbe admet en +oo 'asymptote d’équation y = %+ x. Comme

voisinage de +00, la courbe est en dessus de son asymptote.
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