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Chapitre 1

Notions Topologiques dans R"

Exercice 1.1. Pour deux éléments z = (z1,...,2,) et y = (y1,...,yn) de R", on définit le
produit scalaire de z et y par

(z]y) = Z:Ez Yi.

1. Montrer que (z|x)A* + 2X(z|y) + (y|y) > 0 pour tout A € R.

2. Déduire I'inégalité de Cauchy-Schwarz suivante :

(zly)? < (z]z) (yly)  Va,y e R™

Solution. 1. Pour tout A € R, on a

(2]2) X + 2\ (z]y) + (yly) =

/‘\

ZL‘ ) )\2+2/\inyi+2yi2
= =1 =1

1
()\zx?+2/\xiyi+yf)

I
M:

1

.
Il

Az +v:)> >0

I
NE

1

<.
Il

2. Pour tous éléments z et y fixés dans R™, le polyndéme P(A\) = (z|z)A\? + 2A\(z|y) + (y]y),
dont le degré est 2, est toujours positif pour tout A € R. Alors son discriminant A est
négatif, c’est-a-dire, A = 4(z|y)? — 4(x|x)(y|y) < 0. D’out le résultat de Cauchy-Schwarz.

Exercice 1.2. 1. Montrer que || ||1, || ||2 et || ||co sont des normes sur R™.

2. Plus généralement, pour p € [1,+o0[ et z = (x1,...,2,) € R on pose

N
Il = (Z |xi|p)
=1

Montrer que || ||, définit une norme sur R™.
Indication : Utiliser I'inégalité de Minkowski suivante

hSA

1 1
(ler + 9l + -+ o Fwal?)r < (lal” 4 ) 4 (ol + - fynl”)

pour tous réels x1, ..., Tn, Y1, Yn-
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3. Montrer que pour tout p € [1,+00o[ les normes || ||, et || ||oc sont équivalentes.

4. Déduire que pour tout x € R” on a

Jim [zl = (|2l

Solution. 1. % L’application || ||; :  — ||z|[1 = X |z;| est bien définie sur R" a valeurs
=1

dans R*. Vérifie-t-elle les 3 propriétés d’une norme ?

i) La séparation : Pour tout z = (z4,...,2,) € R",

x| =0 < i lz;| =0 || =0,Vie {1,...,n}
=1
& 1;=0,Vie{l,...,n} & x = Ogn.

i7) L’homogénéité : Pour tous x = (z1,...,2,) € R" et \€ Ron a
IAzlly =D [Azil = Y Azl = [A] Y fa] = Azl
i=1 i=1 i=1
i11) L’inégalité triangulaire : Pour tous x = (x1,...,2,) € R et y = (y1,...,yn) € R",
on a
|z +yl = -21 |2 + yil
< Sl + lul
< Slal+ Sk lul
lz+ylli < Nzl + lylh-
Dong, || ||; est une norme sur R™.

% L’application || |2 définie sur R™ par ||z|» = (i xf) est positive. Vérifie-t-elle les 3
i=1

[N

propriétés d’une norme ?

i) La séparation : Pour tout z = (z1,...,x,) € R",

2], =0 < (ix§)2:0<:> Sal=0sa2=0,Yie{l,...,n}
=1 i=1
& 1;=0,Vie{l,...,n} & x = Ogn.

i1) L’homogénéité : Pour tous z = (x1,...,2,) E R" et A€ Ron a

ot = (§0m)” = (£ est) = (2 )

n 2
= PI(E )" = Nlal
i11) L’inégalité triangulaire : En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz suivante "a vérifier" :
<xly >*<<wlr><yly> Vo= (r1,...,7,) ER", Yy=(y1,...,yn) € R",
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ou < zly >= i x; y; est le produit scalaire entre = et y. En particulier,
i=1
n n
<zlr>=3) af = |zl3 et <yly>=> v = |yl3,

i=1 i=1

dong, I'inégalité de Cauchy-Schwarz est équivalente a
| <zly > [ < lzl2 [lyll2-

Alors, pour tous x = (x1,...,2,) € R" et y = (y1,...,yn) € R", on a

lz +yll3 = Zl(:vﬂryz) —Zl(:t + 22y, + yP) = Zx +2E:czyl+2yz

=l +2 < aly > +llyl3 < 2]} +2] < xly > |+ 3
< z|3+2)zll2 |lyllz + lyll3 (D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz)
2
lz+ 9113 < (lzll2+ lyll2)

Ce qui implique I'inégalité triangulaire

[z +ylla < [lzll2 + [lyll, Vo € R", ¥y € R™.

Finalement, I'application || |2 vérifie bien les 3 conditions d’'une norme. Donc, || ||2 est une

norme sur R”.

% L’application || || définie sur R™ par ||z||.c = sup |x;| est positive. Vérifie-t-elle les 3
1=1,....n

propriétés d’'une norme ?
i) La séparation : Pour tout z = (z1,...,x,) € R",

2]l =0 & ~sup |z;| =0 < || =0,Vie {1,...,n}

i=1,...,n

& 1;=0,Vie{l,...,n} & x = Ogn.

i1) L’homogénéité : Pour tous x = (z1,...,x,) ER" et A€ Ron a
Azl = sup |Azi| = sup |Af]ai] = A Sup |21 = [All|2]co-
i=1,..,n i=1,..., i=1,...,n
i17) L’inégalité triangulaire : Pour tous z = (z1,...,2,) € R" et y = (y1,...,y,) € R", on a

|z +yllo = sup |z + yi

i=1,...,n

< sup (lil + lyil)
i=1,...,n

< sup |z + sup |y
i=1,...n i=1,....,n

l2+ oo < [12lloe + 9]l

Dong, || || est une norme sur R™.

2. Par définition, l'application || ||, définie sur R™ par ||z|, = (X7, ]$Z|p)% est positive.
Vérifie-t-elle les 3 propriétés d’une norme ?

5
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i) La séparation : Pour tout = = (z1,...,x,) € R,

lall, = 0o (Zm\p) 0 w0

i=1 i=1
&l =0,Vie{l,....,n} & x;,=0,Vie {1,...,n}
=T = ORn.
i1) L’homogénéité : Pour tous = = (x1,...,2,) E R" et A € Ron a

1
P

1
IAell, = (ZMW) _ (zumw)
=1 =1

1 1
n P n P
= (eSS te) = (S
i=1 i=1
= [Allllp.
i17) L’inégalité triangulaire : Pour tous z = (z1,...,2,) € R" et y = (y1,...,y,) € R", on a

=

1
e+ yll, = (Z\mym) — (o4 "+ oo 4 al? + -+ + 9l
=1

< (Jer]? + [2a? + - + |20 ?)7 + (3a]” + [g2l” + -+ + [?)7  (Inbg. de Minkowoski),
1 1
n ? n P
L (Z \mp) + (Z w) — ||zl + [l9ll,-
i=1 =1

Finalement, I'application || ||, vérifie bien les 3 conditions d’une norme. Donc, || ||, est une
norme sur R".

3. Soit p € [1, +00[. Montrons que les deux normes || ||, et || || sont équivalentes, c¢’est-a-dire
qu’il existe a > 0 et 8 > 0 tels que

af[z]leo < [lzflp < Bllallo, Ve R
Soit x € R", il existe ig € {1,...,n} tel que

|zlloe = o |5 = sup(|a1], [zaf, . |2n]) = [
€

On a |z;|P < i |z;|?, alors
i=1

S =

1 n
2]l = l2io] = (23 [)7 < (Z m-f)

i=1

D'ou ||z]|s < ||z||p, et par suite on peut choisir a = 1.
Maintenant, pour tout ¢ € {1,...,n} on a |z;| < ||z||o. Alors,

jzif” < [lzll%, Vie{l,...,n}.

6
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Donc,
n n
Dl < Y llllk
i=1 i=1
c’est-a-dire,

n
>Nzl < nllls,
=1

ce qui implique que

(fj\x#’)p < (n|z||2.)7 .

=1
Par conséquence, ||z]|, < n? ||z]|s. Alors, on peut prendre 8 = n». Finalement, on a
1
[z]ec < llzll, < nPflz]leo, Vo€ R™

Ce qui signifie que les deux normes || ||, et || || sont équivalentes.
4. Soit x € R™. D’apres la question précédente, on a
1
2]l < [lllp < nel[zlloo, ¥p € [1,+00].

Par passage a la limite, on obtient

. . . 1
lim ||| < lim |lzll, < lim (n7]]) -

p—o0 p—o0
. . 1 . 1 .
Or Jlim [[#llc = llallc et Jimn (n? lw]c) = (Jirm 17 ) o = o] priscue
lim n7 = lim exp(:Inn) = 1. Par suite,
p—00 p—00 p
lmn [zl = 2]

pP—o0

Exercice 1.3. Soit d 'application définie sur R™ x R™ par

0, siz=y
1, siz#y

d(z,y) = {

1. Montrer que (R™,d) est un espace métrique.

2. La distance d est-elle associée & une norme ?

Solution. 1. L’application d est bien définie sur R" & valeurs dans R*. Vérifie-t-elle les trois
propriétés d’une distance ?
La séparation et la symétrie sont évidentes a vérifier par construction de I'applicatin d.
Pour I'inégalité triangulaire, en prenant trois points x, y et z dans R”, on discute deux
cas possibles :
% Si z =y, alors d(x,y) = 0, ce qui implique que d(z,y) < d(z,2) + d(z,y) pour tout
z € R™
* Six #y, alors d(x,y) = 1 et (z # x ou z # y pour tout z € R™), ce qui signifie que
d(xz,y) = 1 et (d(z,z) = 1 oud(z,y) = 1). Donc d(z,y) = 1 et (d(x,2) + d(z,y) > 1),
d'ou d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).
Par conséquent, d est une distance sur R", c’est-a-dire, (R",d) est un espace métrique,
appelé I'espace métrique discret et la d est dite distance discrete.

7
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2. Supposons que la distance discrete d est induite par une norme N sur R", c¢’est-a-dire
qu’il existe une norme N telle que pour tous z,y € R", d(z,y) = N(z—y). En particulier,
pour tout z € R™\ {0} on a d(z,0) = N(z). Ce qui entraine que

d(2x,0) = N(2z) = 2N (z) = 2d(z,0).

Or z # 0 et 2z # 0, clest-a-dire, d(x,0) = d(2z,0) = 1, alors 1 = 2 x 1 qui est une
contradiction. Par conséquent, la distance d n’est associée a aucune norme sur R”.
Exercice 1.4. Soit || || une norme sur R™.

1. Vérifier que lapplication d définie sur R” x R™ par d(z,y) = ||z — y|| est une distance sur
R™ (la distance d est dite associée a la norme || ||).

2. Montrer que 'application d’ définie sur R" x R™ par d'(x,y) = 1/||z — y|| est une distance
sur R"™. Est-elle associée a une norme ?

3. Soit N une norme sur R. Montrer qu’il existe @ > 0 tel que pour tout z € R on a
N(z) =« |z|.

Solution. 1. L’application d définie sur R” x R" par d(z,y) = ||x — y|| est une application
positive bien définie. Vérifie-t-elle les 3 propriétés d’une distance ?

i) La séparation : Pour tous = (x1,...,2,) € R" et y= (y1,...,yn) € R" on a
dz,y) =0<|lz—y[|=0c2x—y=0r < x=1y.

i1) La symétrie : Pour tous « = (z1,...,2,) € R" et y= (y1,...,yn) € R" on a

d(z,y) = [lz =yl = (=D = 2)| = [ = Ully — z[l = ly — =[| = d(y, z)
i1i) L’inégalité triangulaire : Pour tous x = (z1,...,2,) € R", vy = (y1,...,Yn) €
R™ et z=(21,...,2,) ER"on a
d(z,y) = [l —yll = llz =2+ 2 -yl

[l = 2] + |z =y

z
< d(x,z)+d(z,y)

d(z,y)

Donc, d est une distance sur R".

2. Par définition, I'application d’ définie sur R" x R" par d'(x,y) = \/d(x,y) est positive.
vérifie-elle les 3 propriétés d’une distance ?

i) Laséparation : V(x,y) € R*xR", d'(z,y) =0 & (/d(z,y) =0 < d(z,y) =0z =y,
puisque d est une distance.
i1) La symétrie : V(x,y) € R* x R", d'(z,y) \/d (x,y) \/d (y,z) = d(y,z).

i7i) L’inégalité triangulaire : Pour tout (z,y,z) € R™ x R™ x R™ et puisque d est une
distance, on a d(x,y) < d(x, z)+d(z,y). Or la fonction usuelle de la racine t +— /t est
croissante, alors on a y/d(z,y) < \/d(x, z) + d(z,y). En utilisant le fait que v/t + ¢/ <
VI + VU (& vérifier), on déduit que \/d(x,z) +d(z,y) < \/d(:p,z) + /d(z,y). Par
conséquence, \/d(:c,y) < \/d(x, z) + \/d(z, y). D'ou d'(z,y) < d'(z,z) + d(z,y).

8
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Finalement, 'application d' vérifie bien les 3 conditions d'une distance. Donc, d' est une
distance sur R".

Supposons que cette distance d’ est induite par une norme N sur R", c’est-a-dire qu’il
existe une norme N telle que pour tous x,y € R", d'(x,y) = N(z — y). En particulier,
pour tout x € R\ {0} on a d'(z,0) = N(z). Ce qui entraine que

V2y/lz|l = 2llel| = \/]122]] = d'(22,0) = N(22) = 2N(x) = 2d'(z,0) = 2,/||]],

qui est une contradiction puisque le vecteur x est non nul. Par conséquent, la distance d’
n’est associée a aucune norme sur R".

3. Soit N une norme sur R, alors pour tout x € R on a
N(z)=N(x x1)=|z|N(1) =«al|z|, ou «a=N(1)>0.
Exercice 1.5. Soient a et b deux réels strictement positifs. On pose

22 2 ,
N(.T,y): 7+b72a V(az,y)GR

1. Montrer que N est une norme sur R2.

2. Prouver que les normes N et || ||2 sont équivalentes.

3. Déterminer et dessiner les boules fermées unitées pour les normes N et || ||o.

Solution. 1. Pour tout X = (z,y) € R* on a N(X) = N(z,y) = \/xj + y > 0. Reste a
montrer que I'application N satisfait les 3 propriétés d'une norme sur ]R2 Pour simplifier

les calculs, on peut remarquer que N(z,y) = ||(£, %)HQ et on utilise le fait que || ||o est
une norme. ¢

i) La séparation : Pour tout (z,y) € R? on a

B a:2 y2 Ty
Ty x vy
@(a b) (00)4:)(1 2 =0

@I:yZO@(ZE,y) _(070) = Ope
ii) L’homogénéité : Pour tous X = (z,y) € R? et A€ Ron a

N(AX) = N(A(z,y)) = N(Az, \y) = H()‘x Y

Dl
= IAC, Dlle = NIE, Dl = |A|N<x,y> = NN (X).

Alors N(AX) = |\ X, VX € R%
i17) L’inégalité triangulaire : Pour tous X = (z,y) € R? et X' = (2/,y/) € R? on a

N(X +X') = N((z,y) + («",y)) = Nz + 2",y +7/)

gt y+y Ty oy

= IEEE T, = E Y 4 (2 ),
Ty z

< |z Z 2

<IE D+ 1 Dl

= N(z,y) + N(z',y')
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Finalement, I'application N vérifie bien les 3 conditions d’une norme. Donc, N est une

norme sur R2.
2. Posons o = max(a,b) et 5 = min(a, b), alors

1 1 1 1 1 1
<< et — <<
a " a [ a~ b~ p
ce qui entraine que
22 22 22 AT )
?SESE et ?Sbjgﬁa V(I,y)ER.

Par sommation terme & terme on obtient
2 2 2 2 2 2

e +y €T Y e +y 9

02 SE—FﬁS 5 V(z,y) €R

et par suite

2 1 2 2 2 21 .2
\/$ TV o T Y < x;;y, V(z,y) € R?

a2 Va2 b~

c’est-a-dire,
(@, )2, V(z,y) € R

1 1
Nyl < Nz < 5]

Ce qui signifie que les deux normes N et || ||2 sont équivalentes.

3. Pour la norme || [2, la boule fermée unité est B) |, (Ogz,1) et on a

11,((0,0),1) = {(z,y) € R*| [|(z, y)ll> < 1}

Bj 1, (0p2, 1) = By |,
={(z,y) e R?| /a2 +y2 < 1}

={(z,y) e R} 2* +y*> < 1}

qui représente le disque de centre (0,0) et de rayon 1.

FIGURE 1.1 — Boule fermée unité pour la norme || |2

10
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Pour la norme N, la boule fermée unité est By (Ogz, 1) et on a

By (0gz, 1) = By((0,0),1) = {(z,y) € R*| N(z,y) <1}

LUQ y2
~{w) e B 2+ L <y
Ay eR 4L <

) a/2 b2— )

qui représente lellipse de centre (0,0) et de demi-axes a et b.

FIGURE 1.2 — Boule fermée unité pour la norme N

Exercice 1.6. 1. Montrer que Papplication || ||, définie sur R? par

1z, y)lls = 2 + 92

est une norme.

2. Soit N D'application définie sur R3 par

N(ﬂ?,y,Z) = ||(:c,y)||2 + |Z|

(a) Prouver que N est une norme sur R®. Donner la distance associée a N.

(b) Montrer que N et ||.||o sont équivalentes sur R3.

Solution. 1. L’application || ||y définie sur R? par ||(x,y)||s = /2% + 32 est positive. Vérifie-
t-elle les 3 propriétés d’'une norme ?

i) La séparation : Pour tout X = (z,y) € R% on a

X[l = Iz, )2 =06 ViZ+y* =02 +y* =0 a2 =y* =0
& r=y=0& X =(0,0).

ii) L’homogénéité : Pour tous X = (z,y) € R*?et A € R on a
INX o = 1Az, Ag) |2 = /(Ax)? + (Ay)? = /A2 (22 + 2) = [A[\/a? + y2 = [A][|X]fo.

11
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i17) L’inégalité triangulaire : Soient X = (z1,79) et Y = (y1, y2) deux points de R On a

X +Y[3= (214 31)*+ (224 12)° = 27 + 22101 + 47 + 23 + 22292 + 5
= o+ a3+ 2(xy1 + x210) + YT + 43,

et

2
(10 + 1Y 1)* = (ot + a3 + 7+ 83)
= 2}t a3+ yl + 3+ 2]+ ady iR + 4.

Alors, il suffit de comparer z1y; + 22y, et \/ 3 + 23 \/ y? + y3. Pour cela calculons

2
2
<\/w% + a3y} + y%) — (T +22y2)” = (2] +23) (7 +v3) — (2TY7 + 235 + 22151720)
= (152 — an)” > 0.

Donc on a

T + s < \Jo? + 23\uE + 13

Ce qui implique
2
1X + Y3 < (X2 + 1Y]12)"

D’ou le résultat.
Remarque : Dans 'espace R? ou plus généralement dans l'espace R", on peut
utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz suivante "a vérifier" :

<zly><<zlr><yly> Vo= (v,...,2,) €ER", Vy=(y1,...,9y.) €R",

n
ou < x|y >= > m; y; est le produit scalaire entre x et y. En particulier,
i=1

1=

n n
<ale>=) ai =|zllf et <yly>=> y = llyl3,
i=1 i=1

donc, I'inégalité de Cauchy-Schwarz est équivalente a
| <aly > [ < [lz]l2 ||yl
Alors, pour tous z = (z1,72) € R et y = (y1,y2) € R?, on a

lz+ylld = (21 +31)* + (22 +2)* = 21 + 22191 + y§ + 23 + 202y + 13
=t + a3 + 2y + 2agp) + 7 +yi = ol + 2 <aly > +yl3
< el +2f <2ly > |+ [yl
< =l 4+ 2||z|l2 [|lyll2 + lyl|? (D’apres linégalité de Cauchy-Schwarz)
2
lz+ylz < (lzllz+ llyll2)

Ce qui implique I'inégalité triangulaire
o +ylla < lzlla + [lyll2, V2 € R Vy € R?.

Finalement, I'application || || vérifie bien les 3 conditions d’une norme. Donc, || ||2 est
une norme sur R2.

12
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2. (a) L’application N : (x,y,z) — ||(z,y)||2 + |2| est bien définie sur R? & valeurs dans
R*. Puisque || |2 est une norme sur R?, alors on a

i) Pour la séparation de N : Soit (x,vy,2) € R?,

N(z,y,2) =0 < |[[(z,y)[l2+]2[ =0
& |(z,y)l2=0et [2| =0
& (x, ) (0,0) et 2=0
< (z,y,2) =(0,0,0).

i1) Pour ’homogénéité de N : Soient (z,y,z) € R3 et A € R,

N(A(z,y,2)) = Nz, Ay, z) = [|(Az, Ay) |2 + [Az|
(2, )2 + [Al]2]

ALz, )2 + |2])
= AIN(z,y,2).

ii1) Pour I'inégalité triangulaire de N : Pour tous (z,y, 2), (¢/,y/, 2') € R?,

N((z,y,2) + (@' y,7)) = N@+a,y+y,z2+7)

@+ 2"y +y)2+ |2+ 2]

1(z,y) + (2, y)]l2 + |2 + 2|

1z, y)ll2 + (2", )2 + 12 + ||

(@, y)ll2 + |2 + [[(2",5)]l2 + ||
(x,y,2)+ N2,y 7).

INIA A

(b) Soit (z,y,2) € R?, alors

12,9, 2) oo = sup(ll, [yl [2])
< sup(|z], [y]) + 2|
< (@ y)lle + |2[ = N(z,y, 2)

d’autre part on a

N(z,y,z2)

1z, y)ll2 + =]
V2sup(Jz, [y]) + sup(|z], [y, |2])
(V2 + Dll(2,, 2)l|o-

c’est a dire V(:L‘,y,z) S R37 H($7yvz)|’00 S N(QJ,y,Z) S <\/§+ 1)"(‘T7y7z)‘|00 Ce qU'I
signifie que N et ||.||o sont équivalentes sur R3.

IA A

Exercice 1.7. Soient N; et Ny deux normes équivalentes sur R”.

1. Prouver que N; et Ny définissent la méme topologie sur R”, ¢’est-a-dire, la notion d’ouvert
ne change pas entre les deux normes.

2. Méme question pour la convergence d’une suite (xy)reny dans R™.
3. Montrer que Ny = N si et seulement si By, (0g,1) = By, (0g, 1).
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Solution. 1. N; et N, sont deux normes équivalentes sur 1’espace vectoriel normé R"™, alors

il existe deux réels strictement positifs o > 0 et 5 > 0 tels que
aNy(z) < No(x) < BNy(z), Vr e R™

Soit # un ouvert de R™ pour la norme N, est-t-il ouvert pour la norme Ny?

Soit a € 0, alors il existe > 0 tel que By, (a,r) C 6. Pour tout © € By,(a,ar), on a
No(x—a) < ar. D’aprés I'équivalence entre Ny et Ny, on a a Nj(x—a) < Na(x—a) < ar,
ce qui implique que Ny(x — a) < r, c’est-a-dire, © € By, (a,r). Par suite By,(a,ar) C
By, (a,r) C 6. D’ou 0 reste ouvert dans R™ pour la norme Ns.

Réciproquement, Soit # un ouvert de R™ pour la norme N,, est-t-il ouvert pour la norme
Ny?

Soit a € ', alors il existe 7’ > 0 tel que By,(a,r’) C . Pour tout x € By, (a, %) on a
Ni(z—a) < % D’apres I’équivalence entre Ny et Ny, on a No(z—a) < fN;(x—a) <

ce qui implique que No(z — a) < 7/, c’est-a-dire, x € By, (a,r’). Par suite By, (a, %)
Bn,(a,r") C §'. D’ou ¢ reste ouvert dans R"™ pour la norme Nj.

Soit (zx)ken une suite de R™ qui converge vers [ pour la norme Ny, alors

Ve >0, dkg € N, Vk > ko ona Ny(xp—1) <

Q\m

Ce qui implique que
Ve >0, dkg € N, VE> ko ona ONi(zy—1[) <e

D’apres 'équivalence entre les deux normes Ny et Ny, on a No(xp — 1) < SNy(z) — 1) et
par suite
Ve >0, dkog € N, VE > ko ona No(xp —1) <e.

Ce qui signifie que la suite (zy)ren converge aussi vers [ pour la norme Ns.
Réciproquement, Soit (x)ren une suite de R™ qui converge vers [ pour la norme Ns, alors

Ve >0, dkg € N, VE > ko ona Ny(xp —1) < ae.

D’apres 'équivalence entre les deux normes Ny et Ny, on a aNj(xy — 1) < No(zy, — 1) et
par suite
Ve >0, dkog € N, Vk > ko ona alNi(z, —1) < ae.

c’est-a-dire,

Ve >0, dkg € N, VE > ky ona Ni(xp—1) <e.

Ce qui signifie que la suite (zx)ren converge aussi vers [ pour la norme N;. D’otu la notion
de la convergence ne change pas si on change une norme par une autre norme équivalente.

Exercice 1.8. Soit I un ensemble et soit (O;);c; une famille d’ouverts de R™.

1.
2.
3.

Montrer que U;c;O; est un ouvert de R™.
Si I est fini, montrer que N;c;O; est un ouvert de R™.

Déduire que toute intersection de fermés de R" est un fermé de R" et que toute union

finie de fermés de R" est un fermé de R".

1
Déterminer Nyen<]1 — —; 1+

= E[ Comparer ce résultat avec la question 2.
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Solution. Soient (0;);c; et (F})jes deux familles d’ouverts et fermés respectivement.

1. Montrons que 6 = U,;¢;0; est un ouvert de R™ pour n’importe quel ensemble d’indices I.
Si @ =0, ie, §; = () pour tout ¢ € I, alors 6 est ouvert. Sinon, soit a € € alors il existe
ig € I tel que a € 6,,. Comme 6;, est un ouvert, il existe r > 0 tel que B(a,r) C 6;, C 0,
d’ou € est un ouvert de R".

2. Si I est fini, montrons que 6 = N;cr0; est un ouvert de R™. Soit a € 0" alors a € 6;
pour tout ¢ € I. Or les parties 6; sont tous des ouverts, alors il existe r; > 0 tel que
B(a,r;) C 0;. En choisissant r = inf;c; 7; = mine;r; (I est fini) on a B(a,r) C B(a,r;)
pour tout ¢ € I. D’ou B(a,r) C 0;, Vi € I, c’est-a-dire B(a,r) C Nies0; = ¢, ce qui
implique que @’ est un ouvert de R™.

3. % En posant F' = N;c;F}, on a
F n n n Fj
R™ — R \F — R \(QJGJ‘F}) — UJEJ(R \FJ) — UjGJER"'

Comme les parties Ly, sont des ouverts, alors UjGJ[:RJn est un ouvert d’apres i), c’est-a-
dire, CE, est un ouvert. D’ott F' = NjesFj est un fermé.
% Si J est fini, on pose ' = Ujc;F;. On a

F = R\F = R"\(Ujes ) = Njes(R™E}) = NjesCgh-

Comme les parties Iﬁjﬁ sont des ouverts, alors Mj¢ Jﬂgi est un ouvert d’apres i), c’est-a-
dire, CE. est un ouvert. D’ott F' = Uj¢sF} est un fermé.
1 1 1 1
4. On a Npen+]1 — X 1+ E[: {1}. En effet, 1 €]1 — o 1+ E[ pour tout k € N*, et récipro-
1

quement si a € Npen-]1 — %; 1+ %[, alors 1 — z <a<l1l+ T et par passage a la limite
on déduit que a = 1. Comme {1} n’est pas ouvert, alors la réunion quelconque d’ouverts
n’est pas nécessairement ouvert.

Exercice 1.9. 1. Montrer que toute boule ouverte (resp. boule fermée) dans R™ est un
ouvert (resp. fermé).

2. Déterminer la nature topologique (ouvert, fermé ou compact) des ensembles :

A= {(z,y) e R?/|a| +[y| < 2}, B={(z,y) €R?* |0 <[z —1] <1},

C={(r,y) eR*| 0 <z <y}, D ={(z,y,2) e R¥/0 < 2? + y* + 22 < 1},

E={(z,y,2) eR*/0<x+y+2z<1}, F={(z,y) eR?* /2 <0et0<y<e"},

G={(z,y) eR*| x| <Let [y <1}, H={(z,y) e R? | 2? +y* < 4},

A ={(z,y) eR?* |z € QetyecQ} Ay ={(z,y) eR?* |z € Qou y & Q}.

Solution. 1. Soit B(a,r) = {z € R"/||z — a|| < r} une boule ouverte de R". Pour tout

x € B(a,r), on a ||z — a|| < r, c’est-a-dire, r — ||z — al| > 0. Choisissons alors 0 < ¢ <
r — ||z — a|| et montrons que B(z,e) C B(a,r). En effet, pour tout y € B(x,e) on a
ly—z| <e <r—|z—al,alors ||y —z||+ ||z —a| <r.Dou, |[y—a| =ly—z+2—a|] <

ly — z|| + ||z — a]| < r. Cest-a-dire, y € B(a,r) et par suite, la boule ouverte B(a,r) est
un ouvert de R".

Soit maintenant B'(a,r) = {x € R"/||lx — a|| < r} une boule fermée de R™. Pour tout
z € [B'(a,r)]° "le complémentaire de la boule fermée', on a ||z — al| > r, c’est-a-dire,
|z—al||—r > 0. Choisissons alors 0 < & < ||z—al|—r et montrons que B(z,¢) C [B'(a,r)]"
En effet, pour tout y € B(x,e) ona ||[y—z| <e < ||z—a| —r, donc ||z —a| —|ly—z| > r.
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Or, [z —all =[x —y+y—all <[z -yl + |y —al, alors, |ly —al = |lz —all = ly — 2| > r,
c’est-a-dire, y € [B'(a,7)]” et par suite, [B'(a,r)]” est un ouvert de R", d’ou la boule
fermée B’(a,r) est un fermé de R™.

2. % A={(z,y) e R¥/|x| + |yl <2} = {(z,y) € R?/||(z,y)]» < 2} = B |,((0,0),2).

Yy

B, ((0,0).2)

La partie A est-elle ouverte ? 11 existe un point (a,b) € A (on peut choisir (a,b) = (2,0))
tel que pour tout € > 0, By .((2,0),e) € A. En effet, (2+ 5,0) € By .((2,0),¢), mais
(2+5,0) ¢ A
La partie A est-elle fermée? A est la boule fermée de centre (0,0) et de rayon 2 pour la norme
| ||1, donc c’est un fermé de R?. Elle est aussi bornée, puisque ||(z, y)|1 < 2 pour tout (z,y) € A.
Alors, A est un compact.

x B={(r,y) eR*|0< |z —1] <1}

= {(z,y) eR?|-1<2-1<0 ou 0<z—-1<1}
{(z,y) eR*|0<x <1 ou 1<z<2}
= {(z,y) e R? |z €]0,1[U]1,2[}

o
_— e e e e e e e e e e
T e

et

B est un ouvert de R?. En effet, pour tout (a,b) € B, on a a €]0,1[U]1,2[. Or ]0,1[U]1,2]
est un ouvert de R, alors il existe € > 0 tel que Ja — ¢,a + €[C]0, 1[U]1, 2[. Montrons que
Bre | .. ((a,b),e) C B. Soit (x,y) € Bge| |..((a,b),e), alors ||(z,y) — (a,b)||« < €, ’est-a-dire,
|(z—a,y—"0)||o < e.Donc, |x—a| < g, ce qui entraine que = €]a— 5,a+5[, d’ou z €]0, 1[U ]1,2[
et par suite (z,y) € B. Alors, pour tout (a,b) € B, il existe € > 0 tel que Bgz | | ((a,b),€) C B,
ce qui signifie que B est un ouvert de R?. Maintenant, est-il un fermé de R?? Remarquons que
(+,0)nen- est une suite dans B qui converge vers (0,0) (& vérifier), mais la limite (0,0) ¢ B.
Alors cette partie n’est pas fermée dans R%. Donc B n’est pas aussi compact.

x C={(zr,y) eR*|0< 2 <y}
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*

*

La partie C' n’est pas ouvert. En effet, le point (0,0) € C' et pour tout € > 0 on a
By .((0,0),e) € C, puisque (—5,0) € By .((0,0),¢) et (—5,0) ¢ C. D’ot, la partie C
n’est pas un ouvert dans R2.

Par contre, C' est une partie fermée de R%. En effet, soit (2, yn)nen une suite dans C' qui
converge vers une limite (a,b). Donc dim 2, =aet lim y, = b.

Comme (2,,y,) € C pour tout n € N, alors
0<z, <y, VneN,

ce qui implique que

<1l <1l
0= 108, < 0 Y,

c’est-a-dire,
0<a<hb.

Ce qui entraine que (a,b) € C, et par suite la partie C' est fermée dans R?. Méme si elle est

fermée, elle n’est pas compact car C' est non bornée. En effet, pour tout M > 0 il existe

(x,y) € C tel que ||(x,y)]|c > M. Il suffit de choisir par exemple (z,y) = (M, M + 1).
D ={(z,y,2) e R®/0 < 2? + y* 4+ 2? < 1}

= {(z,9,2) eR?/0 < ||(2,y, 2)]3 < 1}

= {(z,y,2) e R®/0 < [|(2,y, 2)[2 < 1}

= |/| \\2((07070)71) \{<07070)}

La partie D est la boule unité fermée privée de son centre. Elle n’est pas ouvert. Il
suffit de trouver un point de D tel que toute boule de centre ce point n’est pas inclue
dans D. le point (0,0,1) € D et pour tout € > 0 on a Bgs ,((0,0,1),e) € D. En effet,
ona (0,0,1+4 %) € Bgs ,((0,0,1),¢) mais (0,0,1+5) ¢ D.

La partie D n’est pas aussi fermée. Il suffit de trouver une suite dans D qui converge vers
une limite, mais cette limite n’appartient pas a D. On considere la suite (%, 0,0)pen C D,
elle converge vers le point (0,0, 0), puisque

1 1 1
. 1 B o 1y, .1
Jim [(,0,0) = (0,0,0)l = lim /() = lim —=0.
Par contre le point (0,0,0) ¢ D. La non fermeture de D entraine qu’elle est non compact.
E={(z,y,2) eR}/0<z+y+2z<1}
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*

*

La partie E est évidement fermé. Pour toute suite (g, Y, 2k)reny d’éléments de E qui
converge vers une limite (a,b,¢), on a 0 < zx + yr + 2, < 1. En passant a la limite, on
obtient 0 < lim (zy + yr + 2x) < 1, c’est-a-dire, 0 < lim zx + lim y; + lim 2z, < 1. D’ou,
k—oc0 k—oc0 k—oc0 k—oc0

0 <a+b+c <1, cequiimplique que (a,b,c) € E. Malgré la fermeture de E, il n’est pas
compact puisqu’il n’est pas borné. En effet, pour tout M > 0, il existe (x,y,2) € E tel
que ||(z,y, 2)||c > M. Il suffit de choisir (z,y,z) = (=M, M + $,0).

La partie E' n’est pas ouverte, en utilisant l'origine (0,0,0) € E et pour tout € > 0 il
existe (—5,0,0) € B((0,0,0),¢) tel que (—=5,0,0) ¢ E. D’ou B((0,0,0),¢) £ E.

F={(z,y) eR?* /2 <0et0<y<e"}.

Soit (W, )nen une suite de F' qui converge vers £ = (z,y) € R?, alors W,, = (z,,,y,) avec
xn, < 0et 0<y, <e™, lim(z,) =z et lim(y,) = y. Par passage a la limite aux deux
inégalités, on trouve que z < 0 et 0 < y < €, c’est-a-dire que £ = (z,y) € F. On conclut
alors que F est un fermé de R?. Est-il borné? Pour tout M > 0, il existe (z,y) € F tel
que |[(z,y||)oo > M. Il suffit de prendre (z,y) = (—M — 1,0). Par conséquence, F' est non
compact.

F' est aussi non ouvert d’apres lex1stence d’un point (a,b) € F ((a,
pour tout € > 0 on a B((0,0),e) € F, puisque (5,0) € B((0,0),¢) mais (

G={(z.y) eR*||x| <Let |y <1}

(0 0)) tel que
0) ¢ F

lQIm
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= {(zy) eR?|-l<az<let —1<y<1}

'
\ ol e —
=

La partie G n’est pas ouvert. Il suffit de trouver un point de G tel que toute boule de
centre ce point n’est pas inclue dans G. le point (0,1) € G et pour tout € > 0 on a
Bz .((0,1),e) € G. En effet, on a (0,1 +5) € Bge |.((0,1),e) mais (0,1+5) ¢ G.
La partie G n’est pas fermée. Il suffit de trouver une suite dans GG qui converge vers une
limite, mais cette limite n’appartient pas a G. on considére la suite (1 — %, 0)nen+, elle
converge vers le point (1,0), puisque

. 1 . 1 1

lim [|(1 = —,0) = (L0l oo = 1 [1(=—, 0}l o = lim — =0.

n—oo n—o0 n—oo n,

Par contre le point (1,0) ¢ G.
x  H={(z,y) e R? | 2? + y* < 4}.

= {(z,y) eR? | Va? +y? <2}

= {(z.,y) e R | [[(z,y)]2 < 2}

= By Hz((O’ 0),2)
La partie H est la boule ouverte, pour la norme euclidienne || ||, de centre (0,0) et de
rayon 2. Alors H est un ouvert de R?. Est-clle fermée? La suite (2 — £, 0),en+ est une
suite dans H qui converge vers (2,0), mais cette limite (2,0) ¢ H. Ce qui implique que
H n’est pas fermée.

* A ={(r,y) eR* |z €QetycQ}.
On sait que Q et R\Q sont denses dans R, c’est-a-dire, pour tous a < b dans R, il existe
reQetxeR\Q tels que a <7 <beta<z<b Montrons que A; n’est pas un ouvert
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de R?%. Prenons le point (0,0) € Ay, pour tout € > 0 il existe z € R\Q tel que 0 < x < .
Alors (z,0) € By ||1((0 0),¢), puisque |[(x,0) — (0,0)||; < &, mais on a (x,0) ¢ A; et par
suite B ||1 ((0,0), SZ Aq.
La partie A est aussi non fermée. En effet, d’apres la densité de Q dans R, il existe une
suite (rp)neny dans Q qui converge vers le nombre irrationnel v/2. Alors (7, 0),en est une
suite dans A; qui converge vers (v/2,0), mais (v/2,0) ¢ A;. Ce qui entraine que A; n’est
pas fermée dans R2.

x Ay ={(z,y) €R? |z ¢ Qouy ¢ Q}. On a Ay = Cg}. D’aprés ce qui précede, on a A,
n’est ni ouvert, ni fermé. Alors, il en est de méme pour As, il n’est ni ouvert, ni fermé.
A, n’est pas aussi compact.

Exercice 1.10. 1. Déterminer la nature topologique (ouvert, fermé ou compact) des en-
sembles :
A={(z,y) e R?/|z| + |y| < 1},
B={(z,y) eR?/0 <z <y <1},
C = {(z,y) € R?*/1 < sup(|z|, [y) et 2* +y* < 4}.

2. Les ensembles précédents sont-ils convexes ?

Solution. 1. x A= {(z,y) € R?/|z|+ |y| < 1}

{(z,y) € R?*/||(z, )|, < 1}
= By ,((0,0),1)

B(0.1) 3 S(0,1)

><o
-\ | |
Ry

La partie A est-elle ouverte? A est la boule ouverte de centre (0,0) et de rayon 1 pour
la norme || ||;, donc c’est un ouvert de R% La partie A est-elle fermée? Remarquons
que (1 — ,0)gen- est une suite dans A qui converge vers (1,0) (& vérifier), mais la limite
(1,0) ¢ A. Alors cette partie A n’est pas fermée dans R2. Donc A n’est pas aussi compact.
Par contre, elle est bornée, puisque ||(z,y)|[; < 1 pour tout (x,y) € A.

x B={(r,y) eR*|0<z<y<1}

La partie B n’est pas ouvert dans R?. En effet, le point (0, 1) € B et pour tout € > 0 on
a B .. ((0,1),¢) € B, puisque (0,1 +5) € By .((0,1),¢) et (0,1+35) ¢ B.
B est aussi une partle non fermée de R2 I1 suffit de remarquer que la suite (O, Jnens est
une suite dans B qui converge vers (0,0) (& vérifier), mais la limite (0,0) ¢ B. Alors cette
partie n'est pas fermée dans R2. Par conséquent B n’est pas compact.
x  C={(z,y) € R?/1 < sup(|z|,|y|) et 2* + y* < 4}.

= {(z.9) eR* [ 1 < [[(z,9)]lc et [[(z,9)]5 < 4}

= {(z.y) eR? [ 1 < [[(z,9)]lc et [[(z,y)]l2 < 2}

= Bj ,((0,0),2) N Cg | By 1. ((0,0), 1))

- B|/| ||2((070)72)\BH Hoo((070>71)
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La partie C' n’est pas ouvert dans R% En effet, le point (2,0) € C et pour tout € > 0 on
a Bj ..((2,0),e) € C, puisque (2+5,0) € By ..((2,0),¢) et (2+5,0) ¢ C. Par contre la
partie C' est un fermé, puisque C'= B} ((0,0), 2) N Cpe {BH I ((0,0), 1)] est l'intersection
de deux fermés. De plus, pour tout (z,y) € C on a ||(z,y)|]2 < 2, alors C' est borné, ce
qui implique que C' est compact.

. % On a A est la boule ouverte B) ,((0,0), 1), alors elle est convexe puisque toute boule
(ouverte ou fermée) est convexe. En effet, soit B(a,r) une boule ouverte dans R". Pour
tous x et y dans B(a,r), montrons que le segment [z, y] C B(a,r). Soit z € [z, y], alors il
existe t € [0,1] tel que z =tz + (1 —t)y. On a

|z —all= [te+(A-Dy—a|=[tz+(A-t)y—ta-(1-1)a

<tz —al+ @ =1)[ly —al
< tr+(1—-1t)r
< T

C’est-a-dire, z € B(a,r). D’ou [z,y] C B(a,r). De méme pour une boule fermée.

x Montrons que B = {(z,y) € R? | 0 < x < y < 1} est convexe. Soient X = (z,
et Z = (z,t) deux points de B. Pour tout A = (a,b) € [X,Z], il existe 0 < a <
tel que A = aX + (1 — a)Z, cest-a-dire, a = ax + (1 —a)z et b = ay + (1 — a)t.
Comme 0 <z <y<letO<z<t< 1l alorsona, 0 <ar < ay <let0<
l—a)z<(l-—a)p <1l.Doul<ar+(l—a)z<ay+ (1 —a)t <1, cest-a-dire,
0 <a<b< 1, cequiimplique que A € B. Par suite [X,Z] C B, VX,Z € B.
L’ensemble C' = {(z,y) € R?/1 < sup(|z],|y|) et 22 +y* < 4} est-il convexe ? En prenant

les deux points X = (%,O) et Y = (—%,0) qui appartiennent & C, on remarque que

)
1
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(0,0) € [X,Y] "a vérifier', mais (0,0) ¢ C. Alors [X,Y] € C, c’est-a-dire, C' n’est pas

convexe.

Exercice 1.11. Soit A une partie de R", ou plus généralement d’un espace métrique (F,d).
1. z € Asi, et seulement il existe £ > 0 tel que B(z,¢) C A.
2. x € A si, et seulement si, pour tout € > 0 on a B(x,e) N A # ().
3. x € A si, et seulement §'il existe une suite (7 )ren d’éléments de A qui converge vers .

4. A est fermé si, et seulement si, pour toute suite (zx)reny de A qui converge vers x on a
x € A.

Solution.

Siz e Aet A est un ouvert alors il existe € > 0 tel que B(z,e) C A c A. Réciproquement,
B(z,¢) est un ouvert contenu dans A, alors B(x,¢) C A et par suite = € A.

Six € A et par labsurde supposons qu'il existe ¢ > 0 tel que B(z,e) N A = (). Alors A est
contenu dans URn qui est fermé. D’ou A C BB(“ et par suite x € Eﬁﬁ“l ce qui contredit le
fait que = € B(z,¢). Réciproquement et toujours par ’absurde, supposons que x € A°, qui est
ouvert, alors il existe € > 0 tel que B(z,¢) C A” C A°.

Si x € A alors pour tout € > 0 on a B(z,) N A # (. En particulier, pour tout & € N* on
a B(z, 1) NA#0, cest-a-dire, il existe zj, € B(z, 1) N A. On peut donc construire une suite
(zk)ken+ d’¢léments de A telle que ||z, — x| < 1, Vk € N*, ce qui signifie que la suite (zy)gen-
converge vers x. Réciproquement, soit € > 0, alors il existe ky € N* tel que pour tout k > ky
on a ||z, — z|| < ¢, c'est-a-dire, x, € B(z,¢). D’ott B(x,e) N A # () et par suite z € A.

Soit (xy)ken une suite dans A qui converge vers x € R™ et supposons que x ¢ A donc x est
élément de ouvert A€, c’est-a-dire qu'il existe € > 0 tel que B(z,e) C A° Or zx est la limite
de la suite (xy)gen alors il existe N € N tel que ||zy — z|| < € pour tout k > N, c’est-a-dire,
rp € B(x,e) C A% Dot AN A® # (), ce qui est absurde. Réciproquement, soit x € A, alors
pour tout € > 0 on a B(x,e) N A # (). On peut donc construire une suite (zy)ren~ d’éléments
de A qui converge vers x, ce qui implique que x € A et par suite A C A, c’est-a-dire, A est un
fermé.

Exercice 1.12. Soit A une partie d’'un espace métrique (F,d).

1. Montrer que A = AN Ae.
2. Déduire que A est fermé si et seulement si 0A C A.

Exercice 1.13. 1. Montrer que toute Sphére de R™ est un fermé. Est-elle compacte ?
2. Prouver que toute partie finie A de R" est fermée. Est-elle compacte ?

3. Montrer que la partie C' = {(z,y) € R*/y > 2* et y < 1 — 2} est compacte dans R?.
Est-elle convexe ?

Solution.

1. Soit S(a,r) une sphere de R™ pour une norme || ||, ¢’est-a-dire,
S(a,r) = {z eR"/||z —a| =7}
= {zeR"/|lz —al| 27 et [x —af <7}
= {z e R"/[lz —al| <r}n{z e R"/|lz —al| = r}
= B(a, r)ﬂ{xe]R”/Hx—aH <r}¢
= B'(a,r) N 2"
S(a,r) = B'(a,r)\B(a,r)
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On a la boule ouverte B(a, ) est un ouvert, alors son complémentaire Cﬁéa’r) est un fermé.
Comme la boule fermée B'(a,r) est un fermé, alors B'(a,r) N Eﬁéa’r) est aussi un fermé de
R™. Par conséquence, la sphére S(a,r) est fermée dans R"™. Est-elle compacte ? En effet,
pour tout x € S(a,r) on a ||z — al|| = . Or, |||z|| — |la|l| < ||z — a|, alors ||z]|| < 7+ |a.
D’ou, il existe M > 0 (on peut choisir M = r + ||a||) tel que pour tout z € S(a,r) on a
||| < M, c’est-a-dire, la sphere S(a,r) est bornée. Par conséquent, elle est compacte.

FIGURE 1.3 — Schéma explicative pour I’espace R?

. Soit A = {ay,as,...,a,} une partie finie de R", alors A = U_,{a;}. Il suffit de montrer
que chaque singleton {a;} est fermé. Soit {a} un singleton de R™, pour tout x € {a}“, on
a x # a, c’est-a~dire, ||z —al| > 0, donc il existe ¢ tel que 0 < € < ||z — a||. Montrons que
B(x,e) C {a}“. En effet, soit y € B(x,¢), alors ||[x—y|| < e. Or, ||z—a| < ||lz—y|+|y—all,
alors

ly —all = |lz — al| — ||z —yl|
> |lx—al] —¢€
>0

Dot y # a, c’est-a-dire, y € {a}“. Par conséquence, {a}® est un ouvert, ce qui signifie
que le singleton {a} est un fermé, et par suite, toute partie fine est fermé comme réunion
finie des singletons. Reste a montrer que la partie finie A est bornée pour déduire sa

compacité. Soit M = sup |la;||, alors pour tout point a; de A on a ||a;|| < M, donc la
i=1,...,p
partie A est bornée, et par suite elle est compacte.

FIGURE 1.4 — Schéma explicative pour ’espace R?
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Exercice 1.14. Etant données deux parties A et B de R”, on définit leur somme A + B par
A+B={a+0b:acAbec B}

1. Montrer que si A et B sont compacts alors A + B est compact.

2. Montrer que si A est compact et B est fermé alors A + B est fermé.

Exercice 1.15. Soit (E,d) un espace métrique.

1. Soit @ € E et r > 0. Montrer que B(a,r) C By(a,r). Peut-on affirmer, dans le cas général,

que B(a,r) = By(a,r)? (utiliser la distance discrete).

2. Si E est un R-espace vectoriel normé (en particulier R™), montrer que B(a,r) = By(a,r).
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Chapitre 2

Fonctions de plusieurs variables réelles

Exercice 2.1. Déterminer et dessiner les domaines de définition des fonctions suivantes :

) f@y) = o b) g(z,y) =In(z*+y+1)

Exercice 2.2. 1. On se restreint aux fonctions de 2 variables (sans perte de généralité),
montrer que

(zﬁyl)gr%a’b)f(x,y) = = glcgr}l(mf(m,y)) — %(i%f(x,y)) —1

Ty
:v2+y2 .

2. Etudier la réciproque en utilisant la fonction f(z,y) =

Solution. 1. Supposons que ( l)nrz . f(z,y) =1, c’est-a-dire,
T,y — a,

pour tout € > 0 il existe n > 0, pour tout (z,y) tel que ||(z,y) — (a,b)]l« < 1 On a
|f(z,y) =1 < g Alors, pour tout x € R et tout y € R tels que |z —a| < net |y —b] <,

on a |[f(z,y) =1 < g Ce qui entraine que pour tout x € R tel que |x —a] < 7 on a
5

: IR TRENET <€ ‘ . M _ .

ilgll)\f(x,y) [ \Zlgrll)f(:v,y) | < 5 <€ Par suite, ll_r)r}l(igrll)f(a:,y)) [. De méme pour

}Jg%(al}_r}r}l f(may» =1

2. En utilisant la fonction f(z,y) = 574> au voisinage de l'origine (0,0), pour

tout x € Ron a 11/135 f(z,y) = 0 et pour tout y € Ron a glﬁlgl[l) f(z,y) =0, alors glglg%)(ilg% flzyy)) =

lim(lim f(z,y)) = 0. Malgré ¢a, la fonction f(z,y) = %5 n’admet pas de limite au point (0, 0).

y—b T—a x24y?
La réciproque est en général fausse.

Exercice 2.3. Déterminer le domaine de définition de la fonction f, puis prouver qu’elle
admet ou non une limite au point A.

_  (z—-1)? B

Z) f(xvy)_|x_1|+|y|7 A_(170>
i) f(z,y,2) = xyln(z? + y? + 22), A =(0,0,0).
i) f(z,y) == exp(—Z—z), A=(0,0).

i) flz,y) = % exp <_|xy2|> , A=(0,0).
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Solution. i) Dy = {(z,y)

€R?/|lz — 1] + |yl # 0}.

= {(z,y) eR?/]z = 1] #0 ou |y| # 0}
= {(z,y) eR®/z#1 ou y#0}
— {(ny) €R/(w1y) # (1,0)
= RA{(1,0)}.
On a
(x —1)? (z —1)*
|z — 1+ [y| |z — 1]
< |z —1].
—1)?
Or lim |r—1|=0,alors lim @7)
(z,y)—(1,0) (z,y)—(1,0) |l’ - 1| + |y‘
ii) Dy = {(z,y,2) e R¥/2* + y* + 2% > 0}
= {(,y,2) € RY/a? +y* 4 2% # 0}
= {(z,y,2) ER?/x#£0 ou y#0 ou z#0}
= {(z,9,2) €R/(2,,2) # (0,0,0)}
= R\{(0,0,0)}.
lim T,Y,2) = lim xyIn(z? + y? + 22
(a:,y,z)—)(0,0,0)f( J ) (z,y,2) — (0,0,0) 4 ( 4 )
(z,y,2) € Dy (z,y,2) # (0,0,0 2y
_ li 2002 02 In(22 4 2+ 22).
(z,y )lin(ooo)x2+y2+22 <@y ) In(® 4 g7+ )
(z,y,2) # (0,0,0)
r 1’2—1—9;2/4—22 <1, V(z,y,2) € R3\{(0,0,0)} "a vérifier", et en effectuant le changement de

variable suivant #? + y? + 2% = t, on obtient

lim
(z,y,2) — (0,0,0)

(z.9.2) € Dy

ii) Dy = {(z,y) € R?/2* # 0}
= {(z,y) e R*/z # 0}
= R*\{(0,y)/y € R}.

Soit (0,b) un point fixé de {(0,y)/y € R}.
2

alors

(2 + 32 + 22) In(@® + ¢ + 22) = lim ¢ Int =0,
t—0t

6(7%) = 0. D’ou

* Sib#0:0Ona lim y—2 = 400, alors  lim
(z,9) Z (0,) T (z,9) Z (0,0)
z#0 z#0

lim
(z,y) — (0,b)
z#0

2

xe(i

5) o

»

% Sib=0: Pour tout (z,y) € Dy, on a —y—2 < 0. Alors 0 < 6(7?2) < 1, et par suite
x

lim
(z,y) — (0,0)
z#0
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w) Dy = {(z,y) € R?/2? # 0}
= {(z,y) e R?/z # 0}
= RA\{(0,y)/y € R}.
Selon les deux chemins y = x et y = 22, on a respectivement

L y wl\ _ .z [z _ . 1 LY _
(e, y)hmm 0l &Y = 00 2 P < x2> = e P ( ) T oo | ) =0
_ Y Y| T a? 1’2| -1
et . y)hm(o ) flz,y) = " y)him(0 0 22 exp ( x2> = glcli% o exp ( ==
y =2

Alors, la fonction f n’a pas de limite en (0, 0).

Exercice 2.4.

1. Déterminer le domaine de définition pour chacune des fonctions suivantes, puis dire en le
justifiant si elle admet ou non un prolongement continu sur R? :

sin (zy) oy = +1)" . _
a) f(z,y) = ot ol b) flz,y) = ~5— e ) flz,y) =

TH+Yy
22 4+ y?’

Y i z (siny —y)
d * —=1; = ——= "7,
) 1) = 2o (<) o) flea) =R
z?y ,
2. Soit g la fonction définie sur R? par g(z,y) = { 2% + 42 st (z,y) # (0,0);
0 si (z,y) = (0,0).
continuité de la restriction de g a toute droite passante par 'origine, mais la fonction g

n’est pas continue en (0, 0).
Solution. 1. (a) Dy = {(x,y) € R?/|z| + |y| # 0}.

Montrer la

= {(z,y) €R?/|z] #0 ou [y # 0}
= {(z,y) eR%/z#0 ou y #0}
= {(x,y) eR*/(z,y) # (0,0)}
= RA{(0,0)}.
La fonction (z,y) — sin(zy) est continue sur R* comme composée de deux fonctions
1
J] + ly|

Alors f est bien définie et continue sur son domaine de définition Dy.

continues. La fonction (z,y) — est continue sur R?\{(0,0)} (fraction rationnelle).

lim  f(x,y) = lim sinfry) = lim (sm(acy) x 4 ) (%)
(2,9) — (0,0) (@y) = 0.0 2|+ |y| @y >00\ zy 2| + |yl
(ac,y) € Df (Z‘, y) 7é (07 0) . (ac,y) 7£ 070)
= lim sin(zy) lim _r
(z.9) = (0,00 TY (z,) = (0,0) || + |y|
(z,y) # (0,0) (z,y) # (0,0)
, , sin(zy) , . sin(t) ,
D’une part, lim =1, puisque lim =1, et d’autre part,
z,y) — (0,0) Ty t—0
(z,y) # (0,0)
‘ _ =yl
2| + [y x| + [yl
lzyl
G
<yl
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Or ly| =0, alors  lim =
(x, yH (0,0) (z.9)=(0,0) |z| + |y|

Remarque : La limite (x) nécessite que le point (z,y) n’appartient ni a 'axe (Ox), ni a 1'axe
(Oy), c’est-a~dire, x # 0 et y # 0. Alors pour compléter le calcul de la limite de f en (0,0), il
faut prouver que lim f(z,0) = lim f(0,y) = 0.

z—0 y—0
Par conséquence, lim  f(z,y) = 0. D’ou, la fonction f est prolongeable par continuité sur

(z,y) — (0,0)
(z,y) € Dy

R? & une fonction définie par

fla,y) = [o[+1y]

(b) Dy ={(z,y) € R?/a? — y* # 0}
= {(z,y) eR*/(z —y)(z +y) # 0}
= {(2,y) eR?/z—y#0 et z+y#0}

= {(v,y) eR?*/x £y et z# —y}.
La fonction f est une fraction rationnelle, alors elle est bien définie et continue sur son domaine
de définition Dy.

4

% Si (a,+a) ¢ Dy tel que a # 0, alors lim = f(z,y) = da +00. Donc f n’est pas

(z,y) — (a, +a) 0+
x>y

prolongeable sur les droites y = +x privée de Uorigine.
% Sia =0, on pose x =1rcos(f) et y=rsin(f) avec r > 0 et 6 € [0, 27[.

2 2
: : (2® +y?) : (r?)
lim xr,y) = lim ~—— 2 = lim - keZ
(z,y) — (0,0) f(@y) (z,y) — (0,0) T2 — 92 r—0, 712 (cos?6 — sin?0) ( )
(z,y) € Dy (z,y) € Dy 04" 4 k2
1"
li r
= 1m _—
r—o0, cos2f —sin%6 ’
0#%+hZ

T T
puisque la quantité —————— est bornée pour tout § # — + k- (k € Z). Alors, f admet
cos2 6 — sin“ 0 4 2

un prolongement continu sur Dy U {0} seulement (et pas sur R?), défini par
(22 +97)°

fayy={ mop Sy el
0 si (z,y) = (0,0).

(c) Df = {(z,y) € R?/a® +y* # 0}
{(z,y) € R*/x #0 ou y +# 0}
= {(z.y) e R?/(z,y) #(0,0)}
= RA{(0,0)}.
La fonction f est une fraction rationnelle, alors elle est bien définie et continue sur son domaine
de définition Dy.
Au point (0,0), et suivant la droite y = 0, on a

T +y R 1

lim x,y) = lim = lim — = lim — = +o0.
(2,9) = (0,0) f@9) (@y) = (0,0 22 +y> =022 amlg
y=20 y=0
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Alors, f n’admet pas de prolongement continu au point (0, 0).

(d) Dy ={(z,y) € R?/a? # 0}
= {(z,y) eR?/x # 0}
= RA\{(0,y)/y € R}.

Les fonctions f1 : (z,y) — %, fo: (z,y) — — et f5: ¢ — exp(t) sont continues sur leurs

2

domaines de définitions, alors f = f1 X (f5 o f2) est continue sur Dy. Soit (0,b) ¢ Dy.
% Si b= 0 et selon les deux chemins y = x et y = 22, on a respectivement

- . (1R 1Y i 2 1Y)
(m,y)hin(o, 0) fary) = (x,y)hin(o, g2 T < x2> = i 22 P ( z2) Him 5 exp ( |f‘) =0et
y=zx y=cx
. : y || o’ |2°] _
lim xT,y) = lim Zexp|l—5%)=lim—~exp|——s|=c¢"'
<z,y>e<o,o>f( 4) (z,) — (0,0) T p( x2> z—0 72 p( 2
y = a? y = z?

Alors, la fonction f n’a pas de limite en (0,0), donc elle n’admet pas de prolongement continu
sur (0,0).

* Sib#0,ona lim s +00, alors en posant t = @, on aura
(@y)—(0,0) | 22 22
i : y ] : L,
1 = lim | Slexp |~ | = lim te™ =0.
(mvwlg%ovb) £ (@) (m,y)lg%o,b) 22| P ( x2> 1o €

Ainsi, ( l)in%o ) f(x,y) = 0 et donc la fonction f posseéde un prolongement par continuité sur
x7y 4) b

R*\{(0,0)} (et pas sur R?) défini par

y wl\ ,
f(x,y) _ ) P <_m2> sixz#0;
0 siz=0ety#0.

(e) Dy ={(z,y) € R?/a* +y* # 0}

— {(z.y) € R2/a? £ 0 ou g £ 0}

= {(z,y) € R?/z # 0 ou y # 0}

= R*\{(z,y) e R*/z=0cet y =0}.

= RA{(0,0)}.
Les fonctions f; : (z,y) — z(siny —y) et fo : (z,y) —>
domaines de définitions, alors f = f; X f2 est continue sur Dy.
Au point (0, 0), en utilisant le développement limité d’ordre 2 de la fonction sin y au voisinage de
0, on asiny = y+y2c(y), avec Zl!lg(l) e(y) = 0. Ainsi, f(z,y) = ') Oy, lzy| < 22 +y?%, V(z,y) €

ﬁ sont continues sur leurs

:172+y2
R? alors | f(x,y)| < |ye(y)| ———— 0, ce qui entraine que  lim  f(z,y) = 0.
(z,9)—(0,0) (2,y)—(0,0)

Autrement, en utilisant les coordonnées polaires, on obtient

z(siny — rcosf(sin(rsinf) — rsinfd
lim  f(z,y)= lim w = lim (sin( 5 ) )
(z,y) — (0,0) (z,y) — (0,0) x4+ Yy r—0, T
(z,y) € Dy (z,y) € Dy 0 € [0, 2n
sin(rsin 8 sin(r sin 6
= lim sinfcos6 Q — 1| =0, puisque ( - ) > 1.
r—0, rsind rsinf  r—0
0 € [0, 27|
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Par conséquent, la fonction f admet un prolongement par continuité sur R? défini par

flay) = W si (z,y) # (0,0);
0 sinon.

2. La fonction g est une fraction rationnelle sur R?\{(0,0)}, alors elle est continue en tout
point distinct de l'origine. Etudions la continuité de g en (0,0) premiérement suivant les
droites passantes par l'origine et deuxiéemement sa continuité a ’origine. Choisissons une

droite y = a x, alors

y (2.9) Y 2y , axd
im T,Y) = im ——=lm—F
(I,y)—>(070)g Y (z,y) = (0,00 T2+ y2 220 2t + o2 22
y=oax y=ax
ax
=lim ——— = 0= ¢(0,0).

=0 12 + o2

Ce qui entraine que la restriction de g a toute droite passante par l'origine est continue en
(0,0). Par contre la fonction g n’est pas continue au point (0,0). En effet, selon le chemin de

la parabole y = 22 on a

2 4
lim g(z,y)= lim LA T
(z,y) — (0,0) (@,y) = (0,0) x* + 92 a=0 % 4 o4
y=a? y=a?
1

Exercice 2.5. 1. Soit f la fonction définie par f(x,y) = # sin y.

a) f est-elle continue sur son domaine de définition ?
b) Peut-on prolonger f par continuité sur R??

%y

2. Soit g la fonction définie sur R? par g(x,y) = ¢ 24 + 42 si (z,9) # (0,0);
0 si (z,y) = (0,0).

a) Montrer que la restriction de g a toute droite passante par ’origine est continue.

b) g est-elle continue au point (0,0).

Exercice 2.6.

1. Soit f: R — R une fonction de classe C'. On définit F' : R? — R par

f(@)=1(y) ; .
s sz #y;
F = r—yY
() { f(x), sinon.

Démontrer que F est continue sur R2.

2. Si f est seulement dérivable sur R, peut-on prouver le méme résultat ?

2 il .
(Ind. Utiliser la fonction définie par f(x) = { oS st #0; )

)

0, sinon.

30



S.M. DOUIRI

Solution. 1. Montrons d’abord que la fonction F' est continue sur R*\D ou

D = {(z,y) € R? / z = y}. Comme [ est une fonction de classe C! sur R, alors f est
continue sur R. Or p; et po, les fonctions de projection sur R?, sont aussi continues sur R?,
alors les fonctions composées fop; et fop, sont continues sur R?. Par conséquence, la fonction
fi:(z,y) — f(x) — f(y) est continue sur R?, car f; = f o p; — f o py. La fonction polynome
fo: (z,y) — x — y est continue sur R?, alors la fonction F est continue sur R*\D comme un

S

quotient de deux fonctions continues f; et fo (F = f— sur R%\D).
2

Etudions maintenant, la continuité de F' sur D. Soient (a,a) € D et (x,y) dans un voisinage
de (a,a), c'est-a-dire, (x,y) € B((a,a),e). Si x = y alors ( )lim( )F(x,y) = lim F(z,z) =
z,y) — (a,a r—a
r=y

lim f'(x) = f'(a) = F(a,a), d’apres la continuité de f’. Si x # y, En appliquant le théoréme
des accroissements finis a la fonction f, il existe C,,, compris entre x et y tel que f(z) — f(y) =
[ (Cyy) (x —y), c’est-a-dire,

F(z,y) = [ (Cuy).

Quand (z,y) — (a,a), alors C,, — a et la continuité de f’ entraine que

F(z,y) ﬁ f'(a) = F(a,a). D’ou la continuité de F' sur D.
z,y)—(a,a
a? sint, siaz#0;

. est seulement
0, sinon

2. La fonction f définie par f(z) = {
dérivable mais n’est pas de classe C! sur R (& vérifier) avec f'(z) = 2z sin (%) — COS (%) , pour
tout z # 0. Montrons que la fonction F' n’est pas continue en (0,0). En effet, les suites de R?

1 1

données par(l%,xk):: (5@;,5@;

) et (yx,0) = (M,O) convergent vers (0,0), mais

lim F(zg,zx) = lim f’( ! ) = lim (1 sin(2km) — Cos(2k7r)> =-1

n—-+oo k—-+00 2k k—+oo \ kT
2 Ce qui
P (s - 100) (55 ) sin (5 +2km) —0 ‘
et kllgr‘f—loo F(yk7 O) - kEI—&I-loo 2 L -0 - kEI-&I-loo 2 1 =0
I +2km 5 +2km

implique que F' n’admet pas de limite en (0, 0).

Exercice 2.7. Soit f une fonction réelle d'une seule variable définie sur un intervalle ouvert.
Montrer que la différentiabilité de f est équivalente a sa dérivabilité.

Solution. Soient I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction réelle d'une seule

variable définie sur I. Si f est dérivable en x € I, alors on a %m(} M = f'(x) € R.
z+hel
f(x+h)—J|fISflv)—f/(m)h

Donc, %m(} = 0. Or l'application h — f’(x)h est une forme linéaire sur R, ce

z+hel
qui entraine que f est différentiable en x et on a
df(r) : R — R
b df(@)(h) = f'(x)h.

Réciproquement, si f est différentiable en x € I, alors on a }11113 Hath)=f f}f')_df @® — 0, D'on
x+hel

lim f(”h)*f(}f)*df(w)(h) = 0. D’apres la linéarité de df(x) on a

z+hel

31



S.M. DOUIRI

df(x)(h) = hdf (z)(1), Vh € R, ce qui implique que lim f(Hh,z*f(‘r)

= df (z)(1). Par conséquent,
x+hel
f est dérivable en x et on a f'(x) = df (z)(1).

Exercice 2.8. Déterminer la différentielle de la fonction f dans les cas suivants :
a) f:R? = Ravec f(x,y) =z + 2y + 2%y.
b) f:R? — R? avec f(x,y) = (e¥,2?).
Solution. a) La fonction numérique f définie sur R? par f(z,y) = = + 2y + 2%y est poly-
nomiale, alors elle est différentiable sur R2. La différentielle de f est donnée par
df : R* — (R)’

(z,y) — df (z,y),
avec

df(z,y) : R* — R

0 0
(k)= (2. 9) ) =< V)l k) == 5 )t Gtk
Or %(x,y) =1+ 2zxy et g—i(x,y) =24 22, alors
df (z,y)(h, k) = (1 + 2zy) h + (2 + 2°) k.
b) La fonction vectorielle f définie sur R? par f(x,y) = (fi(z,y), fo(z,v)),

olt fi(x,y) = e¥ et fo(x,y) = 22, est différentiable sur R?, puisque ses fonctions composantes
f1 et fy sont différentiables sur R?. La différentielle de f est donnée par

df : R? — L(R? R?)
(z,y) — df (z,y),

avec

df (z,y) : R* — R?
(1) ) () = it (1)

oo (1) $r3) - ( 5)

0 eY\ (h keY
Exercice 2.9. Déterminer la différentielle de la fonction f dans les cas suivants :
a) f:R? — Ravec f(x,y) = exp(x) + xy°.

b) f:R? — R3 avec f(x,y) = (sinz, cos?y, exp(z + y)).
Solution. a) La fonction numérique f définie sur R? par f(x,y) = exp(z) + zy* est poly-

nomiale, alors elle est différentiable sur R2. La différentielle de f est donnée par
df : R* — (R?)
(@,y) — df (z,y),
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avec

df(z,y) : R* — R
af

(h7 k) — df(*rvy)(h? k) =< Vf(l’,y)Kh, k) >= %(‘I:y) h + @(xay) ]{3,
Or gi(az,y) = exp(x) + y? et gjyc(a:,y) = 2xy, alors

df (z,y)(h, k) = (exp(x) +y*) h+ 22y k.

b) La fonction vectorielle f définie sur R? par f(x,vy) = (fi(z,v), f2(x,v), f3(z,y)),

ol fi(z,y) =sinz, folz,y) = cos®y et f3(x,y) = exp(z +y), est différentiable sur R?, puisque
ses fonctions composantes fi, fo et fs sont différentiables sur R?. La différentielle de f est
donnée par

df : R? — L£(R? R?)
(z,y) — df (z,y),

e df(z,y) : R — R?
h
(1) i) () = it (1)
%(1’73/) aafl r,y) cosx 0
OI" jf(x’ y> - %(J}, y) %%(I, y) = 0 — sin(2y) s alors
W(,y) G2(x,y) exp(z +y) exp(z +y)

COS ¥ 0 h cosx
h
df (z,y)(h, k) = ( 0 —sin(2y) ) = ( —k sin(2y) ) :

exp(z +y) exp(z+y (h+ k) exp(z +y)

Exercice 2.10. Soient f et g deux applications définies respectivement sur R® et R? par
flx,y,2) = (v + 9% 2yz) et g(u,v) = (u* + v, uv, e’).
1. Montrer que f et g sont différentiables.
2. Calculer la matrice jacobienne de g o f au point (z,y, z) par deux méthodes :
i) En explicitant la fonction g o f.

ii) En appliquant le théoréme sur la composée des différentielles.

Exercice 2.11. Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = [zy|*, ot a > 1.
1. Montrer que f admet des dérivées partielles au point (0, 0).

2. Etudier la différentiabilité de f en (0,0).

Exercice 2.12. Soit ¢ la fonction définie par g(z,y) = zyIn(z? + y?).
1. Quel est le domaine de définition de la fonction g.

2. Montrer que g posséde un prolongement par continuité sur R? défini par

0 sinon.

) :{ ryln(a® +y?) si (z,y) # (0,0);
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3. Etudier Pexistence des dérivées partielles premiéres de f sur R2.

4. Etudier la différentiabilité de f en chaque point de R? et donner sa différentielle lorsqu’elle
existe.

5. Déterminer le plus grand ouvert de R? sur lequel f est de classe C!.

Solution. Soit g la fonction définie par g(z,y) = xyIn(x? + y?).

1. Soit Dy le domaine de définition de la fonction g. Alors

D {(z,y) € R?/2* + y? > 0}

{(z,y) € R?/2* +y? # 0}

{(z,y) € R?/2? # 0 ou y? # 0}
— {(ry) €B2/x £ 0 ouy £ 0}

= R:\{(z,y) e R*/z =0et y = 0}.

— R2\{(0,0)}.

g

2. Montrons que g posseéde un prolongement par continuité en (0,0). On a

lim T, = lim zyln(z?+¢?
(2,y)—(0,0) l9(@y)l (z,9)—(0,0) yIn( v)

= li_r>r(1) 7% cos(6) sin(#) In(r?)| avec x = rcos(d) et y = rsin(f)
= lim |2r? cos(#) sin(6) In(r)]

. 2 IET ) .
< ;%|2r In(r)| = |}gr(1) 2r°In(r)|, car |cos(f)sin(f)| < 1.

—_——
=0

Donc ( l)irr%O ) g(z,y) = 0. Ainsi g admet un prolongement par continuité sur R? défini
x?y ﬁ b
par

flz,y) = { ryln(z? +y?) si(z,y) # (0,0);

0 sinon.

3. Etudions I'existence des dérivées partielles premiéres de f sur R2. D’abord sur R?\{(0,0)},
ona f=fix(fr0f3)avec fi:(z,y) = xy, fo:t—In(t)et f3: (z,y) = 2*>+5y?. Comme
f1 et f3 sont des polyndmes admettant des dérivées partielles sur R? et fo est dérivable

sur R, alors f admet des dérivées partielles premieres par rapport aux variables z et y
et on a
of / 2, 2 2x
htl - —ul .
5, (L) = flw) = yIn(@® +y7) +ay - — oy
2%y
= yln(z? + 1) + —2
yln(a®+y7) + - vt
et
of , 2y
- = = rln(2? 2 R
ay(w,y) fo(y) =xIn(z” +y°) + zy Ry
29%x
= zln(2® + %) + ———
(@ +y) + 50 "
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ou f, et f, sont les fonctions partielles de f.
Au point (z,y) = (0,0), nous étudions les limites suivantes :

f(m,O)—f(0,0) 0

lim =lim—=0
x—0 z—0 z—0
y—0 Y — 0 y—0 Y

Ce qui prouve que gi(o, 0) = gg(O, 0) = 0.

4. Etudions la différentiabilité de f en chaque point de R? et donnons sa différentielle

o Sur R®\{(0,0)} ona f = fix(f20f3) avec fi : (x,y) — zy, fo: t — In(t) et f3: (z,y) — 22+y>
sont des fonctions différentiables respectivement sur R?, R™ et R?; et puisque f3(R?\{(0,0)}) C
R, alors f est différentiable sur R*\{(0,0)} et on a pour tout (z,y) € R*\{(0,0)}

2 2 2 2
df ) (h1, ho) = (Z/ In(z” + ) + inZ“’) Dy + <$ In(2? + %) + — o ) o,

x2+y2

e Pour la différentiabilité de f en (0,0), nous étudions la limite suivante :

0 0
o) = £0,0) = S 0,012 = T 0,01
I )= i
(x,y)gn(o,t))g(x v) (@) (0.0 (@, y)ll2

L eyl )
im e
(zy)—=(0,0)  /x? + y?
2 - 2
—tim cos(0) sin(0) In(r*)
r—0 A/ T2
= li_r}(l) 2r cos(0) sin(0) In(r) = 0,

avec x = rcos(f) et y = rsin(f).

car la fonction 6 — cos(f) sin(#) est bornée et lim 7 In(r) = 0. Alors f est différentiable en (0, 0)

r—0
_of of _
et on a df(op)(hh hz) = o (O, O)hl + ay (O, 0)h2 =0.

En résumant ce qui précede, la fonction f est différentiable sur R? et on a pour tout h =

(hy, ho) € R?

22%y 2y%x
1 21 92) + hy + 1 242 + h i () 0,0):
df () (h) = { (y @)+ 5 ro2) T\ n(z® +y7) + — ) (z,y) # (0,0)

0 sinon.

5. Déterminons maintenant le plus grand ouvert de R? sur lequel f est de classe C!. D’apres
la question 3 on a
22%y
g@ y) = yIn(z® +y?) + 2 Y (z,y) # (0,0);
Oz 0 sinon.

2

Comme l'application (z,y) — y1n(2? +y?) + est continue sur R?\{(0,0)}, alors il suffit
x? 4+ y?
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0
d’étudier la continuité de 8f en (0,0). Posons = = rcos(f) et y = rsin(6). Alors

x
of 222y
lim —(x,y)= lim In(2? +9°) + ——
(4)—(0,0) 8:c< v) @00 ( v) x? + 3
2 0))?r sin(6
= lim r sin(#) In(r?) + (r cos(9))"r sin(f)
r—0 72
= hII(l] 2r sin(#) In(r) + 2r cos*(#) sin(#)
r—
of
=0=—(0,0
81‘( 0,
car les fonctions 6 — cos?(9)sin(f) et 0 — sin(f) sont bornées, liH(l)T =0 et lirr(l)rln(r) = 0.
r— r—
0 0
Donc 8f est continue en (0,0). On Déduit que 8f est continue sur R% De la méme fagon nous
T T
montrons que —- est continue sur R2. Ce qui entraine que f est de classe C! sur R2.

Oy

2,20 (1) o :
Exercice 2.13. Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = Ty s (ﬂ’) S% ©70;
0 sinon.

1. Calculer les dérivées partielles de f sur R
2. Montrer que f n’est pas de classe C* sur R2.
3. La fonction f est-elle différentiable sur R??

Solution.
1. — Etudions d’abord lexistence de dérivées partielles premicres sur R*\D ou D =
{(x,y) e R?: x = 0}.
1
On a f = g x (sinoh) avec g(z,y) = z*y* et h(z,y) = —. Comme la fonction g est un
x

polyndme, h est une fraction rationnelle bien définie sur R?\D et sin est une fonction usuelle,
alors f posseéde des dérivées partielles par rapport aux deux variables sur R?\D, et on a

of a1 ) 1 of N )
g T y) = 2wymsin(C) —yTeos(D) et F(w,y) = 2atysin(7), Viw,y) € RAD.
— Sur D = {(z,y) € R* : x = 0} : Soit (0,y) € D. On a
e~ 5t0.9) _, E0 ) 1
m — ) = lim ——1 = lim 4 sin(>) = 0,
t—0 t—20 t—0 t t—0 t

alors f possede au point (0,y) une dérivée partielle par rapport a la premiere variable et on a

of

—(0 = 0.
R Y)
De méme,
t—y t—y t%yt—y

alors f admet en (0,y) une dérivée partielle par rapport a la deuxiéme variable et on a
—(0,y) =0.

Autrement, en utilisant les fonctions partielles :
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— Soit (z,y) € R*\D, c’est-a-dire, x # 0. Notons par f; : R — R et
fo : R — R les deux fonctions partielles de f en (z,y), qui sont définies par

ﬁ@):f@y>={§ﬁﬂ“nc> A0 ﬁ@):f@¢>:x%%m(1).

sit=0, T

Comme f; est dérivable sur R* et f5 est dérivable sur R, alors elles sont dérivables en x # 0 et y
respectivement. Ce qui implique que f admet au point (x,y) une dérivée partielle par rapport
aux deux variables et on a pour tout (z,y) € R*\D

OF (0.9) = fi(x) = 20y sin(L) — P cos(2) et O

1
= ZJ _ 9,2, i (L
oz . - y (z,y) = folz) =2z ysm(m).

— Etudions maintenant 'existence de dérivées partielles premieres sur D.

Soit (z,y) € D, c’est-a-dire, x = 0. Notons toujours par f; : R — Ret fo : R — R les deux
fonctions partielles de f en (0,y), qui sont définies par

ﬁ@:fwwz{gy$“@>§ji§ et falt) = (0.6) =0.

Comme f5 est dérivable sur R alors elle est dérivable en y, ce qui implique que f admet au point
,y) une dérivée partielle par rapport a la deuxieme variable et on a —(0,y) = f(y) = 0. Pour
0 dérivé iell A la deuxie iabl 80 fs 0.P
Y
1
2,2 ot
A = HO) . flty = fOy TG

la dérivabilité de f; en x =0, on a lim —————— = lim =lim —— =
t—0 t—0 t—0 t—20 t—0

1 1
lim ty? sin(g) = 0, puisque |ty? sin(;)] < |ty?| et lim lty?| = 0. Alors f posséde au point (0,y)
—

0
une dérivée partielle par rapport a la premiere variable et on a 8f(0, y) = f1(0) = 0.
x
2. On a
1 1 1
g(%y) _ { 21> sin(g) —y? cos(;) siz#£0; ot gjyf(xa?/) _ { 2:U2ysin(;) sia 0

0 sinon. 0 sinon.

0 0
Alors, —f et —f sont continues sur R?\D, ce qui montre que f est de classe C! sur l'ouvert R*\D.

or Oy
Etudions maintenant la continuité des dérivées partielles sur D, pour cela prenons (0,y) € D.
On a

lim g(w,t) = lim 2xt’sin <1> — % cos <1>

(z,6)—(0,y) Ox (z,6)—(0,y) T T
1

1
= lim 2xt’sin () —  lim t%cos ()
(z,t)=(0,y) z (z,t)=(0,y) T

1
= —¢? lim cos (>
x—0 €T

1 0
Or, lig[l) coS (> n’existe pas, alors af n’est pas continue en (0,y) pour tout y # 0. Ce qui
x €x e

montre que 9z n’est pas continue sur R?, et par suite f n’est pas de classe C! sur R2.
x

0 0
Remarque : Si y = 0 alors —f sera continue en (0,0) et malgré que —f est aussi continue en

ox oy

37



S.M. DOUIRI

(0,0), mais le plus grand ouvert sur lequel f est de classe C! est seulement R*\D et n’est pas
R*\D U {(0,0)}, car ce dernier n’est pas un ouvert.

3. La fonction f est-elle différentiable sur R2?

— On a déja vérifié que la fonction f est de classe C! sur R?\D, alors elle est différentiable
sur cet ouvert.

— Reste a étudier la différentiabilité de f sur D.

Soit (0,y0) € D, et étudions la limite en (0,0) de I'application € : R? — R, définie par
of of
f(<07y0) + (Iay)) - f(07y0) - LL’*(O,yO) + yi(ovyO)
ox dy (

e(z,y) = @l en utilisant la norme || ||o)
) )
f(x,y0+y) — f(0,90) — x'ai:(o’ Yo) + y~a£(0, yo))
- 1z, 1)l ’
_ f(xv Yo + y)
(2, )0 (
2*(yo + y)?sin | —
_ T
9= TGk
% (yo +y)?

On a [e(z,y)| < - Or [|(#,9)lleo = sup(fz], |y]) alors [z] < [|(2, y)]|co, ce qui implique

e Tl
(Yo + Y %Yo + vy N 1 .

< , c’est-a-dire, |e(z,y)| < |z|(yo + y)?. Comme  lim |z|(yo +
H(% y)Hoo ‘Z’| | ( y)| | |(y0 y) (2,5)=(0,0) | |(y0
y)? =0, alors lim &(z,y)=0.

(z,y)—(0,0)
Par conséquence, la fonction f est différentiable a n’importe quel point (0, yo) de D, et par suite
f est différentiable sur R2.
Exercice 2.14. Soit g la fonction définie par g(z,y) = z*y*sin (@) :
1. Quel est le domaine de définition de la fonction g.

2. Montrer que g posséde un prolongement par continuité sur R? défini par

_ [ 2PyPsin(e) st (2,y) # (0,0);
fzy) _{ 0 ( ’ ) sinon.

3. Etudier Pexistence et calculer les dérivées particlles premiéres de f sur R2.

4. Etudier la différentiabilité de f en chaque point de R? et donner sa différentielle lorsqu’elle
existe.

5. Déterminer le plus grand ouvert de R? sur lequel f est de classe C!.

Solution. Soit g la fonction définie par g(z,y) = x?y? sin (ﬁ)
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1. Soit D, le domaine de définition de la fonction g. Alors

{uuneRWx+y:¢®
{(as,y) € R?*/2% # 0 ou 4 # 0}
— {(w9) € R/ £ 0 0uy 20}
—R2\{(I, )ER2/x:()ety:0}.
=R\ {(0,0)}.
2. Montrons que ¢ posseéde un prolongement par continuité sur R2. En effet :

Sur I'ouvert R*\{(0,0)} on a g coincide avec le produit de (z,y) — z*y* avec la composée

entre t — sint et (z,y) — Puisque les trois fonctions sont continues respectivement

2 + y2 ’
sur R?, R et R*\{(0,0)}, alors g est continue sur D,.

D’autre part on a

1
lim z,y) = lim |2%%sin | ——
(2.4)=(0,0) l9(z. v) w00 | 7 <x2 + y2)|
< lim  2%*=0.
(z,y)—(0,0)

Donc ( l)in%o 0 g(z,y) = 0. Ainsi g admet un prolongement par continuité sur R? défini par
x’y H b

x2y?%sin (T}ry?) si (z,y) # (0,0)

0 sinon.

f(x,y)z{

3. Etudions Pexistence des dérivées partielles premiéres de f sur R%. D’abord sur R?\{(0,0)},
ona f = fix(fyo fs)avec fi: (z,y) = 2%y fo = sinet fy: (z,y) — 2+ 02

polyndme et f3 est une fraction rationnelle admettant des dérivées partielles sur R?\{(0,0)} et
fa est dérivable sur R, alors f admet des dérivées partielles premieres par rapport aux variables
xz et yetona

. Comme f; est un

af( ) = 207 si 1 223y 1
—(z,y) = 2xy~ sin — cOS
ox Y Y x? + y? (22 4 y2)2 x? 492

af OF (4. y) =2 1 2%y 1
x,y) = 2z2y sin — cos
oy Y y x? + y? (22 4 y2)? x2 + y?

Au point (z,y) = (0,0), nous étudions les limites suivantes :

@0 - f00) 0

et

xz—0 z—0 =0
y—0 y—20 y—=0y

Ce qui prouve que 8f(0 0) = 8f(O 0) = 0.
4. Etudions la différentiabilité de f en chaque point de R? et donnons sa différentielle : - Sur

R2\{(0,0)} on a f = fi1 x (f20 f3) avec fi : (z,y) — 2%y, fo =sinet f3: (x,y) — x241—y2 sont
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des fonctions différentiables respectivement sur R* R et R?\{(0,0)}, alors f est différentiable
sur R%\{(0,0)} et on a pour tout (z,y) € R?\{(0,0)}

1 223 1
_ 2 o
df(zy) (P1,h2) = <2xy sin <x2 n y2> — (7 1 cos <w2 = y2>> - hy

1 222y3 1
227y si - + ho.
' ( s <x2 +y2> @2+ <x2 +y2>> ;

- Pour la différentiabilité de f en (0,0), nous étudions la limite suivante :

lim e(z,y)= lim
(z.)—(0.0) (z.4)—+(0,0) (2, 9)ll2

1
2,2 o
1' Ty~ sin (M)
im
(2,9)—(0,0) Va? +y?
1
rt cos?() sin?(0) sin (2)
= lim r
r—0 \/TQ
1
= lim r® cos?(#) sin®(6) sin ( ) =0,
r—0 r

avec x = rcos(f) et y = rsin(f).

Alors f est différentiable en (0,0) et on a df(o) (h1,h2) = %(0,0)hl + %(0,(»}22 = 0. En
résumant ce qui précede, la fonction f est différentiable sur R? et on a pour tout h = (hy, hs) €

R2
2x3y2
2 o 1 1
(25172/ S (x2+y2) o (3}2 4 y2)2 jros (x2+y2)> ha . 0.0):
) ) L 21,2y3 ) S1 (Q?,y) 7£ ( ) )7
01 |+ (2 () (2o ()
0 sinon.

5. Déterminons maintenant le plus grand ouvert de R? sur lequel f est de classe C!. D’aprés
la question 3 on a

2x3y2

2 1 1 -
a—f(x,y) _ J2zysin (I2+y2) " 1) cos (x2+y2> si (x,y) # (0,0)
Ox :
0 sinon.
Comme I'application (x,y) — 2zy? sin( 1 )— 20y cos ( 1 ) est continue sur R*\{(0,0)}
pp 7y y x2+y2 (Q}'2 + y2)2 $2+y2 ) I
alors il suffit d’Etudier la continuité de g—i en (0,0). Posons x = rcos(f) et y = 7‘8111(«9 ). Alors
1 223
lim g(:p, y) = lim  2xy’sin N v’
(2.)—(0,0) Oz (2.4)=(0.0) 21y?) @R x2 + Y
1 2r° cos( sin(¢
- . 3 . 92 . R
= ll_rf(lj 2r° cos(#) sin”(0) sin (7“2) (7"2)
1 1

T 3 coey e (L) 3 -+

= ll_r}l(l] 2r° cos(#) sin”(0) sin (7“2) 2r COS(@) sin(6)? cos <7“2

=0

of
= —(0,0
ax( ? )
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Donc % est continue en (0,0). On déduit que % est continue sur R?. De la méme fagon nous
montrons que % est continue sur R%. En effet
. of (2.7) y 9125 1 2223 1
im  —(z, = im  2z°ysin - Ccos
(x,y)—(0,0) Oy Y w00 Y x? 4+ y? (2% 4 y2)? 22 + 92
1 275 cos(6)? sin(6)3 1
o . 3 2 . . Y -
= llgr(l] 2r° cos(6)” sin(0) sin (7’2) i cos (TQ)
1 1
o . 3 2 . . R 2 . 3 L
= llLI(l] 2r° cos(6)” sin(0) sin (7’2) 2r cos(6)*sin(0)° cos (7’2
=0
of
= —=(0,0
(0.0

Ce qui entraine que f est de classe C! sur R2.

Exercice 2.15. Soit f la fonction définie sur R? par

f(z,y) = { §2Sin <i> stz 70

sinon .

1. Montrer que f est continue sur R2.
o0 f o0 f
oxdy 0yox
3. Déduire que la fonction f n’est pas de classe C? sur R2.

4. f est-elle de classe C! sur R??
5. Etudier la différentiabilité de f sur R2.

2. Calculer

(0,0) et 0,0).

Solution. Soit f la fonction définie sur R? par

f(@y) :{ x%in(i) siz#0

0 sinon .

1. Montrons que f est continue sur R2. En effet :
Sur 'ouvert R?\{(0,y) | y € R} on a f coincide avec le produit de (x,y) — z? avec la composée

entre t — sint et (z,y) — =. Puisque les trois fonctions sont continues respectivement sur
x

R? R et R*\{(0,y) | y € R}, alors f est continue sur R*\{(0,y) | y € R}.
D’autre part, soit b € R, on a

lim x, = lim |2%sin <) ‘
(2,y)—(0,b) @)l (z,y)—(0,b) x
< lim 2?=0.
(2,y)—(0,)

Donc ( l)in%O ) f(z,y) = f(0,b). Ainsi f est continue sur R?.
x?y _> I
2. D’abord étudions I'existence des dérivées partielles premicres de f sur R?. Sur R*\{(0, y) |

y € Rb,ona f=fi x(foofs3)avec fi : (z,y) — 2% fo = sin et f3 : (x,y) — Y Comme
x
f1 est un polynome et f3 est une fraction rationnelle admettant des dérivées partielles sur
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RA\{(0,y) | y € R} et fo est dérivable sur R, alors f admet des dérivées partielles premicres
par rapport aux variables x et y et on a

g£ (x,y) = 2xsin (i) — y cos <z>

et
g]yf (x,y) = x cos (i)

Au point (z,y) = (0,b), avec b € R, nous étudions les limites suivantes :

b) — b r?sin (2 b
lim f (@)= f(0.b) = lim 7(36) = lim z sin () =0
z—0 x—0 z—0 x x—0 x
y—0 y—O y—=0y
Ce qui prouve que % (0,b) = g—i (0,b) = 0.
D’autre part on a :
2 (0,y) — 2L (0,0 -~
lim 2: (0:9) = 3, ( )zlimo '
y—0 Y — 0 y—0
9 (,0) — 2L(0,0 zcos (2
limay( ) 8y( )zlim <x):1
xz—0 x—0 x—0 T
D’ou o
0,0)=0
0 f
0,0) =1.
@wy( ,0)

3. f n'est pas de classe C? sur R?, sinon d’aprés le lemme de Schwarz on obtient :

2 2
7T 0.0= 2
Oyox 0x0dy

(0,0).

ce qui contradiction avec la question 2.
4. D’apres la question 2. on a :

6f( 7 ):{ 2xsin<%)—ycos(%) siz#0

— (x
ox y 0 sinon .

Montrons que la fonction % n’est pas continue en point (0,1). En effet, les suites de R?

données par (xy, yx) = (ﬁ, 1) et par (Tg, yp) = (%;rg, 1> convergent vers (0,1).

Mais
Cof /1
Lo (zlm 1) =1
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of 1
lim —[———,1]=0
ki O <2k7r + 7 >
c’est a dire of 5
1 f 1
lim — |—,1 lim —(——,1].
koo O <2k;7r’ ) 7 o <2k7r + I >
D™ % n’est pas continue en point (0, 1).

Par suite f n’est pas de classe C! sur R%
5. Etudions la différentiabilité de f en chaque point de R? et donnons sa différentielle :

- Sur R2\{(0,y) [y e R} onaona f=f x(fa0f3)avec fi: (z,y) — 2% fo =sin et f3:

(z,y) — y, sont des fonctions différentiables respectivement sur R? R et R?\{(0,y) | y € R},
x

alors f est différentiable sur R?\{(0,y) | y € R} et on a pour tout (z,y) € R*\{(0,y) | y € R}

df(zy) (R1, ha) = <2x sin (i) — 1 cos (i)) -hy + <m coS <i)> - ho.

- Pour la différentiabilité de f au point (0,b), avec b € R, nous étudions la limite suivante :

| @y b) = F(0.0) = 5 (0.0 7= 5 (0.8)y
lim |e(z,y)|= lim ¥ !/

(z,y)—(0,b) (z,y)—(0,0) H (% y) ||2

22 sin (y " b)
2
= lim “

(@y)—=(00) | /2?4 y?

ZL’2

< lim —

T (zy)—(0b) [/ 2

= lim |z
4)—(0,b)

(z
=0

Alors f est différentiable en (0,b) et on a dfy) (hi, he) = % (0,0) hy + % (0,0) hy = 0. En
résumant ce qui précede, la fonction f est différentiable sur R? et on a pour tout h = (hy, hs) €

RQ
(2xsin (%) — Yy cos (%)) ~hy + (xcos (%)) - hy si x # 0;
Af ) () =

0 sinon.

Exercice 2.16. Soit f la fonction définie sur R? par

fla,y) = { = si (2,y) #(0,0);
! si (2,y) = (0,0).

1. Montrer que f est continue sur R2.

2. Démontrer que f admet sur R? une dérivée partielle par rapport & sa premiére variable.

3. Vérifier que g;j(m,y) = —gi(y,x).
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4. Déduire que f est de classe C' et n’est pas de classe C2.

Exercice 2.17. (Fonctions homogénes)
Une fonction f: R"™ — R est dite homogene de degré « si

fltay, tag, ... ta,) =t f(xy,29,...,2,), Vt>0.

1. Quelles sont les homogenes, en précisant le degré, parmi les fonctions :

1
(a) f(xla SR 7‘7:”) = ( ?:1 x’L)n ) (b) ];(.I‘,y72> = 22% — ?)yZ,
(c) f(z,y) = 57, (d) f(z,y,2) = ;u(g) ou u est une fonction de R dans R.

2. Dans la suite, on se restreint (sans perte de généralité) aux fonctions de 2 variables et
on suppose que f est de classe C'. Montrer que si f est homogene de degré «, alors ses
dérivées partielles sont homogenes de degré o — 1.

3. Pour (a,b) € R? fixé, Exprimer ¢/(t) en fonction des dérivées partielles de f, ou g est la
fonction réelle d'une seule variable définie sur R par g(t) = f(ta,tb).

4. Btablir la relation d’Euler suivante :

f est homogene de degré a <= x g + yg =af.
ox dy

(Indication pour la réciproque : Prouver que g vérifier sur R* I'équation différentielle
tg'(t) = ag(t).)

Solution. 1. Les quatre fonctions sont homogenes, de degrés respectifs 1, 2, -1 et 0.

2. Soit f:R? — R une de classe C'. Si f est homogene de degré a, c’est-a-dire,
f(tz,ty) = t* f(x,y), V&t > 0, alors les fonctions u; et v; définies sur R? par w(z,y) =

fltz,ty) et vz, y) = t* f(z,y) sont égales et de classe C' pour chaque t > 0 fixé. Ce qui
aut a’Ut 8ut avt

implique que — = — et — = ——. Par la regle de dérivation en chaine, on obtient
ox ox dy dy
0 0 0 0 0 0
8—1;:(:6,3/) = tﬁi(ta:,ty) et azt(x,y) = tag(tx,ty). Pour v; on a a—qg(m,y) = to‘ai:(x,y)
0 0
et a—%(x, y) = to‘ﬁf(x, y). Finalement et par comparaison, on obtient
Y Y
of L 0f of L 0f
——(tx,ty) =t " — t —(tx,ty) =1t"""=— Vit > 0.
5 L tY) 5, (Y) ¢ ay( x,ty) ay(ﬁmy),
X .y .o of Of X ,
D’ou les dérivées partielles Iz et 0 sont homogenes de degré o — 1.
x Y

3. En posant g(t) = f(ta,tb), la fonction réelle d'une seule variable g est la composée de f

et la fonction vectorielle ¢ : R — R? définie par o(t) = (at, bt), qui est de classe C*, puisque
ses fonctions composantes de t —=— at et t —=— bt sont de classe C'. Comme f est de classe
C!, alors g l'est aussi. En appliquant la régle de dérivation en chaine on obtient

9] 0
gt = aai(ta,tb) + bag(ta,tb).

4. % Sila fonction f est homogene de degré «, alors g(t) = f(tx, ty) = t*f(z,y).
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Ce qui implique que ¢'(t) = at* ' f(z,y). En comparant avec la dérivée obtenue en question
précédente, on en déduit que pour tout couple (z,y) et tout t > 0

0 0
at*f(x,y) = :Eai(tx,ty) + ya;(ta:,ty).

11 suffit donc de prendre ¢ = 1 pour obtenir la relation d’Euler demandée.
% Réciproquement, Supposons que la fonction f satisfait la relation d’Euler, c’est-a-dire,

0
:Uaf(x,y) + yaf(x,y) = af(z,y), Y(r,y) € R% D’aprés la question 3, on a pour tout
xr Y

(z,y) € R? et tout t > 0

of af
"(t) = x=(tx,t —(tx,t
gt)= z5-(tz, y)+yay( ,ty)
1 af of
= —|tz—(tx, 1 ty=—(tx,t
; <$8x( z,ty) + yay( z, y))
1
=~ af(ty)
Lg()
= a- .
‘ g
D’ou, g est une solution de I'équation différentielle de premier ordre ¢ = % g, ce qui est

équivalent a g(t) = C't*, ou C est une constante réelle quand peut la déterminer par C' =
g(1) = f(z,y). Alors pour tout (z,y) € R? et tout ¢t > 0 on a g(t) = t*g(1), ce qui donne
f(tx,ty) =t f(x,y), c’est-a-dire, la fonction f est homogene de degré a.

Exercice 2.18. Soit f la fonction définie par :

2

flz,y) = { 22¢7:T  six £ 0,

0 sinon.

Etudier la continuité de f sur R2.

Etudier Pexistence et calculer les dérivées partielles premiéres de f sur R2.
La fonction f est-elle différentiable sur R??

La fonction f est-elle de classe C! sur R??

A

Montrer que f est homogene en précisant son degré a. Rappelons qu’une fonction h :
R™ — R est dite homogene de degré « si

h(tzq,t e, ... tx,) =t h(zy,29,...,2,), Vt>0.

6. Etablir la relation d’Euler suivante : z a—f +y a—f =af.
ox dy

Solution.
1. Sur l'ouvert R*\{(0,y) | y € R} on a f coincide avec le produit de (z,y) — 2% avec la
2

composée entre t — exp(t) et (z,y) — —y—Q. Puisque les trois fonctions sont continues
T

respectivement sur R?, R et R*\{(0,y) | y € R}, alors f est continue sur R?\{(0,y) | y €
R}.
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D’autre part, soit b € R, on a

2

hm |f(x y)|= lim |2%¢ 2| =0, voir Ex. 1.

(z,y)— (2,y)—(0,b)

Donc ( l)nn f(z,y) = f(0,b). Ainsi f est continue sur R2.
)=

. Sur Rz\{(()?y) ’ Yy 62 R}a on a f = fl X (f?of?)) avec fl : (l’,y) = [E2, f2 = €exp
et f3 1 (x,y) — —y—Q. Comme f; est un polyndéme et f3 est une fraction rationnelle
x

admettant des dérivées partielles sur R*\{(0,y) | y € R} et f, est dérivable sur R, alors
f admet des dérivées partielles premieres par rapport aux variables z et y et on a

of _ y? y? y?
p (x,y) = 2z exp <_x2> +2 exp (=5

of B Y
afy(x,y)——we)cp (—x2>

Au point (z,y) = (0,b), avec b € R, nous étudions les limites suivantes :

et

b2

_ z2exp (—% 2
lim f(z,b) — 1 (0,0) = lim M = lim z exp (—) =0
=0 z—0 z—0 T z—0 x?
y—0 y—20 y—=0y

Ce qui prouve que 3 or 2 (0,0) = 5 (0,6) =0
. Etudions la différentiabilité de f en chaque point de R? et donnons sa différentielle :
- Sur RP\{(0,y) | y € R} onaona f = f; X (faof3) avec fi : (x,y) — 2% fo =
2
exp et f3: (z,y) — —y—z, sont des fonctions différentiables respectivement sur R% R et
x

R\ {(0,y) | vy € R}, alors f est différentiable sur R*\{(0,%) | ¥ € R} et on a pour tout
(z,y) € RA\{(0,y) | y € R}

Afwa) (hash2) = 5 (29) I+ 55 (2.9) ho
= [2$ exp (—*) +2 y exp (—*ﬂ hy —2yexp (_7) ha.

- Pour la différentiabilité de f au point (0,b), avec b € R, nous étudions la limite suivante :

lim |e(z,y)| = lim
(@,y)—(0,b) (2,9)—(0,0) | (2, 9) |2

T

I s (_W)‘
(2.5)—(0.0) Va2

< lim x—z

T (@)= 00) | Va2

= lim |z
(2.9)—(0,0)

=0
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Alors [ est différentiable en (0,b) et on a dfy) (hi, he) = % (0,0) hy + %5 (0,0) hy = 0.

En résumant ce qui préceéde, la fonction f est différentiable sur R? et on a pour tout
—) 422 exp (—5)] by — L) siz 0
df (zy) (h) = { EIeXP( ”32) +25 exp( m2)} hy 2yexp( ﬂ) ho s% x # 0;
sinon.

. D’apres la question 3 on a

ngC(I?y) _ {Qxexp (—zé) +2 yziexp (—g—;) six # 0;

0 sinon.

Comme l'application (z,y) — 2z exp (—g—i) +2 % exp (—%) est continue sur R?\{(0,v) |

y € R}, alors il suffit d’Etudier la continuité de % en (0,b), Vb € R. Remarquons d’abord

que lim 2zexp (—y—z) =0, Vb € R. Pour le deuxieme terme,
(z,y)—(0,b) *

. ) : v I ; y? _¥) —
*Sib#0:0na (:L‘,yl)lg%o,b) - exp ( m2> = (Lyl)lg%()’b)x 25 exp ( x2> =0.

* Sib=0: Posons x = rcos(f) et y = rsin(f), alors

lim iexp —2) = lim xﬁexp —u
(29) = (0,0) (=) (29) = (0,0) (~)
z#0 z#0
= lim r cosf tan?f exp(— tan? )
r—0
013,58

=0 ( car cosf tan? 6 exp(—tan®6) est borné).

Dot lim 2zexp(—%)+2Lexp (=% ) = 0= 2£(0,0), cest-a-dire, 2 est continue
(z,9) ; (0,0) P ( x2) T p ( 12) 837( ) ox
z#0

en (0,b), Vb € R. On déduit que % est continue sur R2.

Pour %5’ on a (z,y) — —2yexp (—z—z) est continue sur R?\{(0,y) | y € R}. Au point
(0,0) avec b € R, on a

of

8f y2 "a justifier"
lim —(z,y)= lim —2yexp|—=>5 = 0= —=(0,0).
(z,y)—(0,) ﬁy( y) (z,y)—(0,) yeEp ( x? Jy ( )

Ce qui entraine que f est de classe C! sur R?.

. Pour tout t > 0, on a f(tx,ty) = (tx)? exp (—gi;i) =t? f(z,y), si x # 0 et

ftx0,ty) = f(0,ty) =0=1*x0=1¢>f(0,y), si z=0. Alors

flto, ty) =t f(x,y) V(z,y) € R? Vt>0.

C’est-a-dire, f est une fonction homogene de degré 2.

0 0
. D’abord si x = 0, alors Oai((),y)—l—ya“;((),y):OXO+yXO=O:2><f(0,y).

Maintenant si x # 0, alors

x%(:ﬁ,y) +y§£(m,y) = X (Q:Uexp (—i—i) +2% exp (_%‘;)) Ly x —2yexp (_%;)

0
x = 9272 exp (-%2) + 2y2 exp (—%) - 2y2 exp (—Z—i)
= 2 f(xv y)
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4

Exercice 2.19. On définit la fonction f de R? dans R par f(z,y) = 22 — 2xy + v

4
1. Montrer que f admet trois points critiques.

2. Etudier 'existence des extrema locaux.

3. Les extrema locaux obtenus sont-ils globaux ?

Solution. La fonction f est clairement de classe C*°, ce qui légitime les calculs qui suivent.
of

= (z,y) =2z — 2y _
y==x
1. <~
g%(:c,y):—Qx—i—y?’ {x—Oou r =+/2 ou w:—\/ﬁ.

dy
La fonction f posseéde alors trois points critiques (0,0), (v/2,v2) et (—v/2, —v/2).
0*f O f 0*f O*f

(x,y) = 3y* et
. . 2 =2
Alors la matrice Hessienne de f en (z,y) est Hy(z,y) = 9 32)

2 =2
-2 0

det(#H(0,0)) = —4 < 0 d’ou f n’admet pas d’extremum local en (0,0), mais seulement elle
possede un point selle.

— Pour le point critique (v/2,v/2) on a H(v/2,v2) = (_22 _62> Donc,

det(H(1,1) = 8 > 0, et puisque 2 > 0 alors f admet un minimum local en (v/2,v/2).
— De méme pour le point critique (—v/2, —v/2).

— Pour le point critique (0,0) on a H;(0,0) = ( ) . Alors

3. On a \ 4
fla,y) = $2—2$y+yz:ff2—2:cy+y2—y2+yz+1—1
2 2
= (fﬂ—y)2+<y2—1> _ 1

Par positivité des carrés et le fait que f(v/2,v/2) = f(—v/2, —v/2) = —1, on en déduit que pour
tout couple (z,y) € R?

2

o) = IVEVD = fla) 1= =+ (=1 20

et

f<x,y>—f<—f,—ﬂ>=f<x,y>+1=<x—y>2+(f—l) >0,

Ce qui prouve que les minima f(v/2,v/2) et f(—v/2, —v/2) sont globaux.

Exercice 2.20.
Soit f la fonction définie sur R? par f(x,y) = 2?(y? + €°).

1. Montrer que (a,b) est un point critique de f si, et seulement si,
(CL, b) € {0} XxRU {<_27 O>}
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2. Soit (a,b) un point critique de f.
(a) Si(a,b) € {0} x R, vérifier que f admet un minimum global en (a,b).
(b) Si (a,b) = (—2,0), la fonction f possede-elle un extremum en (—2.0)7

Solution. Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = z?(y* + €”).

1. (a,b) est un point critique de f si, et seulement si,

of

g(a’b)zo 2a(b* + €*) + a*e® = 0
< 2

%(ab)zo aXQb:O.

oy’

C’équivalent a

2a(b* + €*) + a*e” = 0 o la=0 b=0
a=0oub=20 beR ou 2ae® 4 a?e® = 0.

b=20

& (a,b) € {0} xR ou { %+ a? = 0.

< (a,b) € {0} xR ou (a,b) = (—2,0).
2. Soit (a,b) un point critique de f.
(8) Si (a,b) € {0} XE., alors f(a,5) = 0. Or f(z,y) = 22(s+¢%) > 0 = f(a.b), Y(z.y) €
R2 Donc f admet un minimum global en (a, b).
(b) Si (a,b) = (—2,0). On a
0*f

¢ 5z y) = 2+ 2)(y* +e7) + (27 + 20)e"
° ngJQE(x,y) = 227% et aa:gy (x,y) = aa;afx (x,y) = 4xy. Alors
H () = ((2;;; +2)(y? +Z;3J+ (22 + 2x)e” g@ '
Ce qui implique que det H;(—2,0) = _252 g‘ = —16e2 < 0, donc la fonction f

ne possede pas d’extremum en (—2,0), mais seulement un point selle.

Exercice 2.21.
Etudier I'existence des extrema aux fonctions f: R? — R suivantes :

L f(z,y) = 3zy — 2® —y?;

2. f(z,y) = y(2* + (Iny)?*);

3. f(z,y) =sinz+y*—2y+1;

4. f(z,y) = 2" +y" — day;

5. f(z,y) =2 + 2y +y? — 3x — 6y

6. f(z,y) =%+ 2y* — 22y — 2y +5

7. flzy) =2 +y°

8. f(x,y,2) =1+ 2y —3y* + 2wz — 322
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Solution. 1. Cherchons d’abord les points critiques de la fonction définie par f(x,y) =
3ry — 23 — y®. Comme f est un polyndme, alors f est de classe C*(R?), donc f est
différentiable sur R?, ainsi

0
N =0
_ y — 3% =
df($7 y) - OE(RQ,R) = af { 3r — 3y2 =0
“) -0
ay(fc,y)
o y = x° o y = a2 o r=0ouxz=1
r—zt=0 r(l—23)=0 y =2

La fonction f possede alors deux points critiques (0,0) et (1,1).
f est de classe C*(R?), déterminons donc la matrice Hessienne H¢(x,y) pour tout (z,y) € R?,
ainsi

0% f B 0% f B 0% f B o*f B
Alors on a
—6x 3
wien =3 4,).
0

e Pour le point critique (0,0) on a H(0,0) = 3 0

n’admet pas d’extremum local en (0,0), mais seulement elle possede un point selle.

_36 —36) Donc, det(Hs(1,1)) = 27 > 0 et
puisque —6 < 0 alors f admet un maximum local en (1,1). Ce maximum est-il global? On a
f(1,1) = 1 et en remarquant que f(—2,0) = 8 on déduit que f(1,1) n’est pas un maximum
global.

3) . Donc det(#(0,0)) = —9 < 0, d'ou f

e Pour le point critique (1,1) on a Hs(1,1) =

2. La fonction f(z,y) = y(a® + (Iny)?) est définie sur R x R* . Elle est aussi de classe C*
sur R x R% . Ainsi

of
df (z,y) = Ogmer) & of TN 22+ (In(y)? +y x 2In(y) x P - 0
9y 9) =0 Y

x=0 =0
< { (In(y))* +2In(y) =0 < { In(y)(In(y) +2) =0

o) = 0 el = 0
In(y) =0 ou In(y) = -2 y=1louy=e?
La fonction f possede alors deux points critiques (0, 1) et (0,e72).
Pour la matrice Hessienne H/(x,y) on a
o°f
0x?

0% f
(37,3/)222/, ain(x7y):2

In(y) 2 o0 f 02 f
- — = 2x.
Yy et 0x0y (z,v) Oyox (@.y) v
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Alors on a
2y 2x
= 2(1 1
Hyley)= |, 20n(y) + 1)
)

3 g) . Donc det(#;(0,1)) = 4 > 0 et puisque
2 > 0 alors f admet un minimum local en (0,1). Est-il global 7 Pour tout (z,y) € R x R on a

flz,y) = £0,1) = y(a® + (Iny)*) — 0 = y(2* + (Iny)*) >0,

e Pour le point critique (0,1) on a H;(0,1) =

ce qui entraine que le minimum f(0,1) = 0 est global.

272 0
e Pour le point critique (0,e72) on a H(0,e7?) = ( 0 —2) Done, det(H(0,e72) =
o2
-2
2e72 x — = —4 <0, d’'ou f n’admet pas un extremum local en (0,e7%), mais seulement elle
possede un point selle.

3. La fonction f(z,y) =sinz +y? — 2y + 1 est de classe C*° sur R?.

of

——(x,y) =cosz =0 -

Oz r=—+kr onkeZ
df (z,y) = Oz r) & & 2

O (o gy =29 —2=0 y=1

ay 7y 4 y -

La fonction f possede alors une infinité de points critiques définie par
T
PC; = {(5 + km, 1) e R*/k € Z}.
Pour la matrice Hessienne Hy(z,y) on a

o2 f 02 f 02 f 82 f

@(gj?y) = —sinw, TyQ(‘ray) =2et axay<m7y) ~ ayax<x7y) = 0.
Alors on a
Y _ [—sinz O ¢ det(H _|—sinz 0_2.
f(x,y)— 0 9 et det( f(l’,y))— 0 ol =~ sin x.

— Pour les points critiques (g+(2k+1)7r, 1),on a det(?—lf(g + (2k + 1), 1)) = 2 et puisque
—Sin(g + (2k+ 1)m) = 1 > 0 alors f admet un minimum local en (g + (2k + D), 1).
Est-il global? On a f(x,y) > —1+(y—1)> > -1 = f(g +(2k+ 1), 1), alors le minimum

en (g + (2k 4+ 1)7, 1) est global pour tout k € Z.

— Pour les points critiques (g—i—?lm, 1),on a det(?—[f(g +2km, 1)) = =2 < 0, d’ou f n’admet

0
pas des extrema locaux aux points critiques (5 + 2km, 1), Vk € Z, mais seulement elle

possede des points selles.

4. La fonction f(z,y) = 2* + y* — 4zy est de classe C* sur R2.
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df (z,y) = Ogrer) & o

o 3=y o 73 = o 73 =
¥ —x=0 (2% —1)=0 r=0ouz==+1

La fonction f possede alors trois points critiques (0,0), (1,1) et (—1,—1).

Pour la matrice Hessienne H¢(x,y) on a

o0 f 0*f 0*f 0 f
A = 1227, S =12y = =4
Foz (0 y) = 1227, T (z,v) Yy~ et 8x8y<x’y) y0r (2, y)
Alors on a ,
12« —4
0 —4

e Pour le point critique (0,0) on a Hz(0,0) = 4 0

f n’admet pas un extremum local en (0,0), mais seulement elle possede un point selle.

12 —4
4 12). Donc, det(#H(1,1) = 144 — 16 =
128 > 0, et puisque 12 > 0 alors f admet un minimum local en (1,1). Ce minimum est-il

global ? Pour tout (z,y) € R? on a

) . Donc det(#¢(0,0)) = —16 < 0 d’ou

e Pour le point critique (1,1) on a H(1,1) =

flz,y) — f(1,1) = 2 +y* —doy + 2 = 2* — 222y + y* + 22%y% — 4oy + 2

= (@ =)+ 2% — 2ry +1)
= (@ =yA) +2(zy —1)°
> 0,

ce qui entraine que le minimum f(1,1) = —2 est global.

e Pour le point critique (—1,—1) on refait la méme méthode que le point critique (1, 1), ou il
suffit de remarquer que f(—(x,y)) = f(—x,—y) = f(z,y) pour tout (z,y) € R? c’est-a-dire,
le graphe de f est symétrique par rapport a 'axe (Oz). D’ou f admet aussi en (—1,—1) un
minimum global.

5. La fonction f(z,y,2) =1+ 2y — 3y* + 2xz — 322 est de classe C*® sur R3.

On a 5
—f(x,y7z) =0
1
df(.fL',y,Z) = OE(R3,R) ~ @(x,y,Z) =0 < (9573/72) = (Oa 570>
g(z 2)=0
82 7y7 -
La matrice Hessienne de f au point critique (0, %, 0) est
0O 0 2
2 0 -6
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On cherche les valeurs propres de la matrice hessienne en A = (0, %, 0)
—-A 0 2
0 —6-X 0 |=(6+X)[4-6)-)]
2 0 —6— A

Les valeurs propres de la hessienne sont —6, —3++/13, —3 —+/13. Deux sont négatives et I'autre
est positive. La condition suffisante n’est pas satisfaite. Utilisons alors une autre méthode.

Essayons de montrer que f((0,3,0) + (2,4,2)) — f(0,3,0) garde le méme signe ou change de

signe lorsque (z,y, z) tend vers (0,0,0). On a

1 1 -8 )

f((ov*()) + (xawa)) - f<07§70) - - — 4y = 3y

2rz — 327
3’ + 2zz z

En vérifiant que

20z — 4y — 3y? — 322
—4y—3y2+2m—3z2=H(as,y,zwoO(‘“ y—3y )

(2, y, 2)l o
- H(I7 Y, Z)HOO‘E(I’ Y, Z)

avec ( l)irr%o 00 e(z,y,z) =0, on conclut que f posséde un maximum local au point (0, %, 0).
z7y’z % bl
Y
Exercice 2.22. On définit la fonction f de R? dans R par f(z,y) = 22 — 2xy + T

1. Montrer que f admet trois points critiques.
2. Déterminer leur nature.

3. Vérifier que I'on peut aussi écrire

Fwy) = (@— P+ (f—1>2—1.

4. En déduire que les extrema locaux obtenus sont des extrema globaux.

Exercice 2.23. Afin de traiter une infection bactérienne, I'utilisation conjointe de deux com-
posés chimiques est proposée. Des études ont montré que la durée de l'infection pouvait étre
modélisée par

f(z,y) = 2* + 2y* — 18z — 24y + 2y + 120,

ou x est le dosage en mg du premier composé et y est le dosage en mg du second. Comment
minimiser la durée de I'infection ?
Exercice 2.24. Soit f la fonction définie sur R? par : f(x,y) =exp (z +y) +y — L.
1. Montrer que la condition f(z,y) = 0 définit au voisinage de (1, —1) une fonction implicite
x> p(x).
2. Donner un développement limité a 1'ordre 2 de ¢ au voisinage de 1.
Exercice 2.25. 1. Montrer que I'égalité x y* = sin(zy) définit implicitement y comme fonc-
tion de = au voisinage de (1,0).

2. Donner un développement limité a I'ordre 2 de cette fonction implicite au voisinage de 1.
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Solution. 1. On pose g(z,y) = zy* — sin(zy), qui de classe C>°(R?). On a gg(x,y) =
Y

0
2xy — z cos(zy), donc g(1,0) = 0 et 8—9(1,0) = —1 # 0. Le Théoreme des fonctions
Y

implicites entraine alors qu’il existe un voisinage U de 1, un voisinage V' de 0 et une
fonction implicite ¢ : U — V de classe C*(U) tels que

i) UxV CR?*et p(1) =0;

it) Pour tout z € U, on a g(z,y) = 0 <= y = ¢(z). C'est-a-dire, la condition zy* =
sin(z y) définit y comme fonction de x au voisinage de (1,0).

i) @'(a) = —GL———, Vo el

2. Donnons le développement limité a 'ordre 2 de ¢ au voisinage de 1. Puisque ¢ est de
classe C!, alors

—1)2
olx) = o1) + (a— DV + T 1) + (- 1%e(a), avee lime(r) =0.
dg
Orona¢'(l) = _8307 = ——— = 0. Pour le calcul de ¢"(z) sur U, on a g(x, p(x)) =
G

z (p(2))? —sin(xp(z)) = 0, Vo € U, d’apres ii). En dérivant cette égalité sur U a 'ordre
2, on obtient

(p(2))* + 22 ¢'(2) p(2) = (p(2) + 2 ¢/ (2)) cos(zp(x)) = 0, Yz € U.
et
2¢' () p(z) +2¢'(x) (@) + 22(¢" (@) p(x) + ¢*(2))
— (2¢(z) + 2" (2)) cos(zp()) + (p(x) + 2 ¢'(2))? sin(zp(z)) = 0, Vo € U.
En remplagant ¢(1) =0 et ¢/(1) = 0, on obtient ¢"(1) = 0. D’ou

() = (r — 1)%¢(x) avec lime(z)=0.

z—1
Exercice 2.26. 1. Montrer que la condition e* + y? = zy — 2z + 3y — 1 définit y comme
fonction de x au voisinage de (0, 1).
2. Montrer que cette fonction admet un développement limité a tout ordre au voisinage de

0 et donner ce développement limité a I'ordre 2.

Exercice 2.27. 1. Montrer que la condition e*™* = y — z définit z comme fonction de (z, y)
au voisinage de (1,0, —1).

2. Quelle est la classe de cette fonction ? Calculer ses dérivées partielles.

Solution.

1. En considérant la fonction f définie sur R® par f(z,y, 2) = "™ —y + z,

54



S.M. DOUIRI

on a la condition e*™* = y — z est équivalente & f(x,y,z) = 0. Comme f(1,0,—1) = 0 et

0
—f(x, y,z) = e + 1, lest-a-dire, af(l, 0,—1) =¢e”+1 =2 +# 0, alors d’aprés le Théoreéme
z

0z

des fonctions implicites, il existe un voisinage U de (1,0) dans R?, un voisinage I de —1 dans
R et une fonction implicite ¢ : V' — I vérifiant

i) VxICR3 et p(1,0) = —1;
i) f(x,y,2) =0 <= 2z = ¢(x,y), pour tout (z,y) € V. Clest-a-dire, e"* =y — 2 <= 2z =
p(z,y), pour tout (z,y) € V.

2. Toujours d’apres le Théoreme des fonctions implicites et comme la fonction

f définie par f(x,y,2) = e — y + 2, est de classe C* sur R?, alors la fonction implicite
est aussi de classe C* sur V' et on peut calculer ses dérivées partielles premieres en utilisant

0 0
l(xa Y, <,0(x, 3/)); l(x7 Y, @<x7 y))
: Oz dy o
I'expression Vo(z,y) = — a7 , ¢est-a-dire,
%(1’, Y, (,0(37, y))

%(x = - %(w,y, o(z,y)) ot 874,0(% j= %g(x,y, o(x,y))
@(ﬂi,y,@(ﬂﬁ,y)) a(m,y,@(x,y))
et te(zy) -1
T Tty 11 T estelw) 41
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Chapitre 3

Calculs des intégrales doubles et triples

Exercice 3.1. Calculer 'aire ou le volume des ensembles suivants.

2 2
1. Dy = {(z,y) € R?: £ + % < 1}. Qu'obtient-on dans le cas particulier ou D est le
disque unité de R2?

2. Dy={(z,y,2) € RY)*:z+y+2 <1}
3. Dy ={(z,y,2) ER3: 2 +y* <R et 0<2<h}.

Solution. 1. On a
72

D:{@wewwf+m_u
2 2 2

LE X Yy

= {(xy)€R2|—a<x<a et —by/l——<y<b 1——}

o) = vt [ [ [ [ o

= / 2b1/1——2dx—26 \/1——2dm—2b/ V1 —cos? 6 (—asinf)dd
—a a —a a

— 2ab / sin? 0 df = 2ab / L0820 1 oup l 0— Snfel _ abr.
0

D’ou
Aire(D) = abnm.
2. On a
D= {(z,y,2) € (RT)? |z+y+2<1}
= {(z,9,2) €ER* |2 >0, y>0, 2>0 et x+y+2<1}
= {(z,9,2) €R®|2>0,y>0, 2>0 et z<ar+y<z+y+z<1}
= {(r,9,2) eR?*|0<2<1,0<y<l—z et 0<z<1—x—y}
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Alors, d’apres le Théoreme de Fubini on obtient

// lda:dydz—//lx/lwydxdydz—/ (/Ol_x(/()l_%ydz)dy)dx
- 0( 1”)dy)da;_/o (/0 (1—93—y)dy>d:v

_ 01[ —xy—] xd:c:/()l(l—:c—m(l—w)—(1_2x)2>dx

_ 22_1
- 26 6

1\3\&

D’ou

3. En utilisant le changement de variables en coordonnées cylindriques, via I’application in-
jective de classe C* sur R x [0, 27r[xR définie par (1,0, z) = (rcosf,rsinb, z) = (x,y, 2),
onaD={(z,y,2) ER} |22+ y* < Ret 0<z<h}=¢(D)on

D'= {(r,0,z) e R%. x [0,2n[xR |[r* <R et 0<z<h}
= {(r,0,2) e R x [0,27[xR [0<r<VR, 0<60<21 et 0<z<h}.
Alors
/ / 1 dedydz = / / / dedydz — / / |det(J,,(r, 0, 2))| drdodz
D o(D') D’
VR r2r rh VR h 2
_ /// rdrd@dz:/ / / rdrd@dz:/ Tdr/ d= [ do
! 0 0 0 0 0 0
= 7hR.
D’ou

V(D) = rhR.

Exercice 3.2.
Calculer 'aire ou le volume des ensembles suivants.

1. Dy ={(z,y) eR?/0<x <y <1}
2. Dy={(z,y) eR?*:2>0,y>0,z+y <1}
3. Dy ={(z,y) €R?: 2 +y* —y < 0}.
4. Dy ={(z,y) € R*: 72 < 2? —i—y2<47r2}
5. Dy = {(z,y,2) €R¥: & + 4 1 5 <1},
Solution. 1. On a
D= {(r,y) eR*|0<z<y<1}
= {(z,y) eER?|0<z <1 et x<y<1}.
Alors .
Aire(Dy) = //Dl 1dxdy—//dxdy—/ (/x dy)dx
= /(1—1‘)6[1’—[33—] _ 1
0 2], 2
D’ou

Aire(Dy) = =
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Dy= {(z,y) eR*|2>0,y>0,z+y <1}
= {(z,y) eR?|0<z<1 et 0<y<1—x}

Alors
1 11—z 1 1—x
Aire(Dy) = //D2 1dxdy:/0/O dxdy:/o (/0 dy) dx
1 21" 1
= /(l—x)d:p:[x—] ==
0 2], 2
D’ou
Azre(Dz):;.
2. On a
Dy= {(z,y) eR* |2’ +y> —y <0}
= {(@y) ER?|a? +y? —2x gy + 1 — 1 <0}
= {(zy) eR*[2° + (y —3)° < (3)}
= {@y eR |2+ (y— 3?2 <3}
= {(z,y) eR* | |[(z,y) — (0,3)[l2 < 3}

Dy= Bj,((0,3).3)

2/2) "
En utilisant le changement de variables en coordonnées polaires, via ’application injective de
classe C* sur R, x [0, 27| définie par ¢(r,0) = (rcos6, 1 +rsinf) = (z,y), on a Dy = {(z,y) €
R? | 2% +y* —y < 0} = (D3) ot

Dy = {(r,0) e Ry x[0,27] | r?cos® 0 + (5 +rsinf)? — 1 —rsind < 0}
= {(r,0) e R x (0,27 | r < 3}

Al
ors Aire(D3) = ///Ds ldzxdy = /1//@(%) dxdy = /1//173 |det(J,(r,0))| drdd
= ///, rdrdf = /05 /Ozﬂrdrdez/;rdr 02ﬂd0
D’ou 3
Aire(Ds3) = %
3. On a

Dy= {(z,y) e R* | m? < 2* +y* < 47?}
— {(ry) €R [ < VAT T < 27)
= {(z,y) eR* [ 7 <|l(z,y)ll2 < 27}

En utilisant le changement de variables en coordonnées polaires, via ’application injective de
classe C! sur R* x [0, 27 définie par ¢(r,0) = (rcosf,rsinfd) = (z,y), on a Dy = {(z,y) € R? |
2 <zt +y? <4’} = p(D)) ou

Dy= {(r,0) e Ry x [0,2n] | 7® <r? < 4m?}
= {(rn0) eR; x[0,2n] |7 <r <27}

Aire(Dy) = ///[)4 1dxdy:///@(Dﬁl) d:vdyz///Dﬁ1 |det(T,(r,0))| drdf
= ///ardrdﬁ:/:ﬂ/ozﬂrdrdez/:ﬂrdr/o%w

58

Alors



S.M. DOUIRI

D’ou

Aire(Dy) = 3 7.

4. On a D5 = {(z,y,2) € R? i—§+g—§+j—§§1}

Via Papplication ¢ : R® — R3 définie par ¢(X,Y,Z) = (a X,bY,cZ) = (z,y, z), et qui est
injective et de classe C! sur R, on a D5 = {(z,y,2) € R® | L + Zé + % < 1} = ¢(Dj) ou
DL={(X,Y,Z) €R? | X2+ Y%+ 7% < 1}. Alors

V(D) = ///D 1 dedydz = ///@(D/r) drdydz = ///D det(J,(X, Y, 2))| dXdY dZ
4 ///D labe|dXdYdZ — [abe[V(DL). O

En utilisant le changement de variables en coordonnées sphériques, via l’application injective
de classe C' sur R* x [0, 27[x[0, 1] définie par

Y R: x [0,2n[x[0, 7] — R3
(r,0,0) — (r,0,¢) = (rcosfsin g, rsinfsin g, rcos¢) = (X,Y, 7Z),

ona Di={(X,Y,Z) eR® | X2+Y?+4 22 <1} =4(DY) ol
DY = {(r,0,¢) € R% x [0,27[x[0,7] | v <1} ={(r,0,¢) € R% x [0,2n[x[0,7] | 0 <r <1}

Alors

V(DL) = / / , dudydz = ///w oy XAV = / / /D , 146 Tu(0,0,0))| drdodo

:///D rQSingzﬁdrdeqb:/Ol/ozﬂ/owﬁ singzﬁdrdﬁdqb:/OITer/O%dH/OWsinqﬁdgzﬁ
1

47

_ [gjo X [0)27 x [~ cos g]f = 3

D’ou

4
V(Ds) = 3 labcl.

Exercice 3.3. Soit A une partie de R? symétrique par rapport a I'axe (Oy) (resp. (Ox)),
c’est-a-dire, (z,y) € A & (—x,y) € A (resp. (z,y) € A & (z,—y) € A). Soit f: R? - R
une fonction numérique vérifiant f(—z,y) = —f(x,y) (resp. f(z,—y) = —f(x,y)) pour tout
(z,y) € A,

1. Montrer que I = //A f(z,y) dxdy = 0.

2. Applicationl : Calculer 'intégrale double I = / / ryIn(z? + y?) dody
A
ot A ={(z,y) e R*/ y >0 et 2> +y* <1}

3. Application2 : Calculer I'intégrale double [ = // 2% sin (y) dxdy
A x
ot A ={(z,y) eR?/ x>0 et |z|+ |yl <1}
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Solution. 1. En effectuant un changement de variables via I'application injective de classe
C! sur R? définie par ¢(u,v) = (—u,v) = (z,y). On a A = p(A) d’apreés équivalence
(u,v) € A & (—u,v) € A et det(J,(u,v)) = —1. Alors,

// xydmdy—// f(x,y) dzdy
= // fop(u,v) |det(j¢(u,v |dudv://Af(—u,v)|—1|dudv
= //:—f(u,v)dudv:—//Af(u,v)dudvz—].

Ce qui entraine que I = 0.

2. Applicationl : On a (z,y) € A & (z,y) € R®telque y > 0 et 22 +3y? < 1 & (z,y) €
R? tel que y > 0 et (—x)?+y? <1 (—z,y) € A
Pour la fonction f(x,y) = xyIn(z?+y?),ona f(—z,y) = (—z)yIn((—x)*+y?*) = — f(z,y).
Alors, par le changement de variables via I'application injective de classe C! sur R? définie

par p(u,v) = (—u,v) = (x,y), on a

= // a:yd:vdy—// f(z,y) dzdy

= // fop(u,v) |det(\7¢(u v)) |dudv—// f(=u,v) | — 1ldudv

= /f—f(uv)dudv— / flu,v)dudv = —1.
D’ou I = 0.

3. Application2 : On a (z,y) € A & (z,y) € R® tel que x > O et |z| +|y| <1 & (z,y) €

R* tel que z > 0 et |z|+ | —y| <1 & (z,—y) € A.
Pour la fonction f(z,y) = x?sin (%), on a f(r,—y) = x?sin (%) = —f(z,y). Alors,
par le changement de variables via I'application injective de classe C' sur R? définie par
gp(u,v) = (U, _U) = (‘Tay)v on a

// wydﬂﬁd?/—// f(z,y) dxdy
- // fop(u,v) |det(j¢(u,v )| dudv = //A f(u,—v) | — 1|dudv
- //:_f(uvv)dUdU:—/Af(U,U)dudU:—],

Dou I =0.

Exercice 3.4.

i) Calculer I(« // (14 ayz?+y? + 22) dedydz

ot D = {(z,y, )€R3 2 <2 +y?+22<R?}, e>0, R>0eta€R.

i) Déduire le volume de B = By, (0, R) la boule fermée de R? associée & la norme euclidienne
centrée a l'origine et de rayon R > 0.

Exercice 3.5.
Calculer les intégrales suivantes :

1. H:// vye! “drdy avec D= {(z,y) €R?*:2 <0, y>0 et y—ax <1}
D
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2.]——// in 2 2dxdy av D= , e R?: 7% < 22 2 < 4n?).

SN/ x° + y* dxray ec {(xy) xr+y <4 }

3.J——// \ x? 2dxdy avec D = , e R?: 22 2 _y<ob
T° + y° drdy avec {(xy) oty Y }

! 3
4. K:///D(1+x+y+z)2da:dydzavecD:{(x,y’Z)E(R+) rdy+z<1).

5. L:/// 2 dedydz avee D = {(z,y,2) e R®* a2 + 92 <1let 0< z < 1}.
D
6. M:/// (1+\/m)dxdydzavecD:{(x,y,z)ERB:yZOetx2+y2+22§
D
R*}, (R >0).

7. N:// rydrdy avec D= {(z,y) €ER*:x,y >0 et ax’+by* <1}, avec a et b sont
D

deux réels strictement positifs.

S'P::AUPydﬂwdzaWCZ?Z{@a%Z)€R34u20aa9+y2+z2§1}
D

Solution. 1. On a
D= {(z,y) eR?:2 <0, y>0 et y—x <1}
= {(r,y) eR?: -1<z<0 et O<y<az+1}
Alors, d’apres le Théoreme de Fubini on obtient

z+1
H = // rxye’” xd:vdy—/ / rxye’” xdxdy—/ :c(/ yeyxdy> dz
0
ac—i—l z+1
_/ (yeyw —/ e’ zdy)d$
0
= /_195 ((x—l—l)e— [ey_“”]z“) dx
0
/x((:c—irle—e—l—e )d:r;
1

0
/ zlxet+e ™ d:v

1
/0 (x26+xe )dx

3
:[exg] { Te “}01—1—/ xda:—g—e—ljte %—e—1+e

,_.

D’ou

H=<°-1.

2. En utilisant le changement de variables en coordonnées polaires, via l'application in-
jective de classe C* sur R% x [0,27] définie par ¢(r,0) = (rcosf,rsind) = (z,y), on a
D={(z,y) e R* | n? < 2? + y*> < 47?} = (D) ot

D/

{(r,0) e R x [0,2n] | n* < r* < 47}
= {(r,0) eRyL x[0,2n[ |m<r <27 et 0<60<2m}.

61



S.M. DOUIRI

Alors, d’apres le Théoreme de Fubini on obtient

I—// sin( x2+y dxdy—// sin( :c2+y)da:dy
:ﬂsmwmwwﬁmwzﬂsmﬁmm
D’ D’

27 27 27 2
= / / rsinrdrdd = / rsinrdr do
T 0 T

0

2m
=27 <[—r cos ]2 + / cosrdr) = 2m(—27 cos(2m) + 7w cos(m) + sin(27) — sin(7))

D’ou

I = —672.

3. Par le changement de variables en coordonnées polaires, via I’application injective de
classe C! sur R* x [0, 2rr[ définie par ¢(r,0) = (rcosf,rsinf) = (x,y), on a
D= {(z,y) eR*: 2% +y* —y < 0} = p(D') o

D'= {(r,0) e R% x [0,2n] | r* —rsinf < 0}
{(r,0) e Ry x [0,27[ |0 <7 <sinf et 0 <sinf}
{(r,0) e R x [0,2r[ |0 <7 <sinf et 0<O <7}

Alors, d’apres le Théoreme de Fubini on obtient

J = //D \/mdxdy://w(l)/) \/-mdxdy://n V2. |det(J,(r,0))| drdd
- /// TX?"d?”dQZ/O7r (/OSiHQTQdT> dQ:/OW l;:srme

1 s
w:f/SMWM
3 Jo

0

1 7 1 1 391"
= —/ sin@(l—cosQG)dﬁz—/ sinf — sinfcos®0df = - |—cosf +
3.Jo 3.Jo 3 3|,
1[1+_1+1 1]4
3 3 3] 9
D’ou
4
J=2
9
4. On a
D= {(z,y,2) € RY) |z +y+2z<1}
= {(z,9,2) €ER* |2 >0, y>0, 2>0 et x+y+2<1}
= {(z,9,2) €R®|2>0,y>0, 2>0 et z<ar+y<z+y+z<1}
= {(r,9,2) eR?*|0<2<1,0<y<l—z et 0<z<1—x—y}
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Alors, d’apres le Théoreme de Fubini on obtient

K= ///D 1+ Ji Y+ 2)? dudydz = /o1 /0” /Olfy (1+z +1 Y+ z)2dxdydz
N / </ (/Olffy 1+ Ji Y+ 2)2d2> dy) de
A= D
([ (b))
—/ [y+1n]1+x—|—y\]l gcda:

_/ < (x — 1) +1n(2)_1n(1+x)>dx

1

= |55 ~ 2 + @)z — (1 + ) (1 +2) - x)L = 2(3~ 1) +m(2) - () - 1)
D’ou
K:i—mm.

5. En utilisant le changement de variables en coordonnées cylindriques, via I’application in-
jective de classe C* sur R x [0, 27r[xR définie par (1,0, z) = (rcosf,rsinb, z) = (z,y, 2),
onaD={(r,y,2) ER? |22 +¢y*<1let0<2< 1} =p(D') ou

z) e RE x [0,27[xR | r* <1 et 0<2<1}

D' = {(r0,
0,2) e R, x [0,2n[xR |0<r <1, 0<60 <21 et 0<2< 1}

= {(T’ )
Alors

L= ﬂy “ﬂ@@m_[y} ”yM@w_xU |det (T, (r, 0, 2))| drdfdz
w(D’)
27
—/// z" rdrd@dz—// /z rdrd@dz—/ / z" rdrdz/ df
1 1 1 ZT'+1 1 1
:271'/7”(/ z" dz)dr:27r/r dr:27r/ r.———dr
0 0 0 r2+10 o 1r2+1

Loy L 2r 9 1
:27r/0 7“2+1dr:7r/0 r2+1d7“:7r[ln|r +1|}0:7T1Il(2)

D’ou

L =7ln(2).

6. En utilisant le changement de variables en coordonnées sphériques, via I'application in-
jective de classe C' sur R* x [0, 27[x [0, 7] définie par

¢ :R% x[0,27[x[0,7] — R?
(r,0, ) — (1,0, ¢) = (rcosfsin ¢, rsinfsin ¢, rcos ¢p) = (z,vy, 2),
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onaD={(z,y,2) ER? | y>0et2®>+y?>+ 2% < R*} = p(D') ou

D'= {(r,0,¢) € Ry x[0,27[x[0,7] | rsinfsing >0 et r* < R*}
{(r,0,¢) e Ry x [0,27[x[0,7] | sinf >0 et 0<r < R}"car sing > 0"
= {(r6,0) e Ry x[0,27[x[0,7] | 0<r <R, 0<O<7m et 0< o<}

Alors, d’apres le Théoreme de Fubini on a

M = /// 1+\/x2+y2+22)dxdydz—///(D/) (14 /22 + y? + 2?) dedydz
_ /// 14 1) |det(7, (r, 0 ¢))\drd9d¢_///D (1 + r).r sin ¢ drdode
= / / / r? + r®) sin ¢ drdfde = / ) Olr/7T d9/07r8m¢d¢

= [3—1-4]0 X T X [—cos @y —47?(1?334—]14)

D’ou

3 4

3 4
M:47T<R+R>.

Yy
Exercice 3.6. Soit f la fonction définie sur R? par : f(z,y) = { 2?2 + y?
0

On pose [ = // f(z,y) dxdy avec A = {(z,y) € R* : 2* +y* —y < 0}.
A
1. Dessiner A et montrer que A est un ouvert de R2,
2. Calculer I.
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