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Chapitre 1

Année universitaire 2022-2023

1.1 Session normale (31 janvier 2023)

N.B : Il sera tenu compte de la rédaction et de la présentation. Toutes les réponses doivent
étre justifiées.

Exercice 1.1.1. [4 points]
Rappel : L’application ||.||2 : (z,y) = v/22 + y? est une norme sur R%.
Soit N l'application définie sur R? par

N(z,y) = \/2? + 2y + 32

1. Vérifier que N(z,y) = [|(z + ¥, §Q)||2, V(z,y) € R%
2. Déduire que N est une norme sur R2.

3. Prouver que N et ||.||2 sont équivalentes sur R2.

Exercice 1.1.2. [4 points]
Soit A une partie de R? définie par

A={(z,y) eR*/|z+y| <1}.

1. Montrer que A n’est pas un ouvert.
2. Montrer que A est un fermé.
3. L’ensemble A est-il compact ?

4. L’ensemble A est-il convexe ?

Exercice 1.1.3. [12 points]
zy?
x4+ y?

1. Quel est le domaine de définition de la fonction g.

Soit ¢ la fonction définie par g(z,y) =

2. Montrer que g posséde un prolongement par continuité sur R? défini par

0 sinon.
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Quelle est la classe de f sur 'ouvert R*\{(0,0)} ?
Calculer les dérivées partielles premicres de f sur R?\{(0,0)}.
Etudier I'existence et calculer les dérivées partielles premiéres de f au point (0,0).

Etudier la différentiabilité de f au point (0,0).

A T

Déduire le plus grand ouvert de R? sur lequel f est de classe C!.
8. Calculer I'intégrale double I = / / f(z,y) dedy

A
ot A ={(z,y) eR*/ y>0 et 2*+y* <1}

9. i) Montrer que la condition cosy = f(z,y) définit implicitement y comme fonction de x
au voisinage de (0, 7).

i1) Donner un développement limité a I'ordre 1 de cette fonction implicite au voisinage
de 0.
Corrigé.
Exercice 1.1.1

1. Soit (z,y) € R?, alors

N (z,y) = 22+zy+y?

d’ou N (z,y) = H(:L“ + 4 ‘/gy)‘

V(z,y) € R2.

272

2 Y
2. L’application N : (z,y) — Va2 +zy +y?> = H (m + %, @y)) ,» ost bien définie sur R? &

valeurs dans R*. Puisque I'application (z,y) — [|(z,y)]||, est une norme sur R2. Alors

i) La séparation : Soit (z,y) € R?,

3
N(z,y)=0 x+g,£y —0
2' 27|,
y V3
N 2 Y2 =0
<a:+2, 2y>
y V3
— = ti —=
& x—|—2 0e 2y 0
& r=0cty=0
& (z,y9) =(0,0)
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i1) L’homogénéité : Soient (x,y) € R? X € R,

NA(z,y) = N(Ax,Ay):H</\x+)\2y,\§/\y> 2
s 2]
e
- WN@y.

ii1) L’inégalité triangulaire : Soient (x,v), (2/,y") € R,

N((zy)+ (@ y) = N@+2'y+y)

(o0 25 D)

VAN

/N
8
+

— NN e

S
<

~—

. Soit (z,y) € R%. On a

D’autre part on a

Iz, y)lly = a?+y?

\/x2 +y? + 22y — 2xy

IN

Va2 +y2 + 2ay + 2wy

IN

\/x2+y2+2xy+x2+y2
V2022 + g2 + ay)

V2(/22 + 2y + 2
= V2N (z,y).

5



S.M. DOUIRI

C’est & dire V (z,y) € R?, % |(z,y)]l;, < N(z,y) < \/g |(z,y)],. Ce qui signifie que N
et ||.]|, sont équivalentes sur R?.

Exercice 1.1.2

1. Montrons que A n’est pas un ouvert. En effet, le point (1,0) € A et pour tout £ > 0, on
a By, ((1,0),e) € A, car (1 + %,0) € By, ((1,0) ,¢) et (1 + %,0) ¢ A. Ce qui signifie
que A n’est pas un ouvert.

2. Soit (@, Yn)nen une suite dans A qui converge vers une limite (z,y). Donc nh_)ralo Tp, = et
lim y, = y. Comme (z,,y,) € A pour tout n € N, alors

n—oo

|zp +yn] <1, VneN,
par passage a la limite on obtient
A [2n + yal < 1
c’est-a-dire,
[z +yl < 1.

Ce qui entraine que (z,y) € A, et par suite la partie A est fermée dans R?.

3. L’ensemble A n’est pas compact car il est non borné. En effet, pour tout M > 0 il existe
(z,y) € A tel que ||(x,y)|loc > M. 1l suffit de choisir par exemple (z,y) = (=M, M + 1).

4. L’ensemble A est convexe. En effet, soient (z,y), (2/,y') € A, a € [0,1], on a a(z,y) +
(1—a)(2,y) = (ax+ (1 —a)r,ay+ (1 —a)y’) € A, puisque

(az+ (1)) + (ay+ (1= a)y)| = lo(z+y)+ (1 —a)(z' +y)
< al(z+y)|+ 1 —a)l(z/+y)
< axl4+(l—a)x1

= 1.

D’ou A est convexe.
Exercice 1.1.3

1. Soit Dy le domaine de définition de la fonction g. Alors

2. Montrons que g posséde un prolongement par continuité sur R?. En effet :
Sur ouvert R?\{(0,0)} on a g est une fraction rationnelle, alors elle est bien définie et

6
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continue sur son domaine de définition sur D, = R*\{(0,0)}.
D’autre part on a

2

lim |g(z,y)| = im %
(z,y)—(0,0) (z,9)—=(0,0) |2 + Y

-k Y ‘

im —
(=,9)—(0,0) ny + y2
x2+y2
< lim 2
T (z,y)—(0,0) y£L'2 + y2

lim
(z,y)—(0,0) |2
= 0.

Donc ( l)irr%O 4 g (z,y) = 0. Ainsi g admet un prolongement par continuité sur R? défini
m7 ‘) b
par !
2

f(zy) = xfji y? si (z,y) # (0,0)

0 sinon.

3. Sur l'ouvert R*\{(0,0)} la fonction f est une fraction rationnelle dont le dénominateur
ne s’annule pas, alors elle est de classe C*° sur R?\{(0,0)}.

4. Sur 'ouvert R*\{(0,0)} la fonction f est de classe C*, alors elle est différentiable ce qui
entraine que f admet des dérivées partielles premieéres par rapport aux variables = et y
et on a, pour tout (z,y) # (0,0),

of P +y?) —ay? x 20yt — 2%y’
O (z,y) = (22 + 12)?2 - (22 + 42)?
et
of 2zy(x? + y?) — xy? X 2y 223y
o VT T g @

5. Au point (z,y) = (0,0), nous étudions les limites suivantes :

lim =lim—-—=0
z—0 x—0 z—0
y—0 Y — 0 y—0 Y

Ce qui prouve que % (0,0) = %]ye (0,0) = 0.

6. Pour étudier la différentiabilité de f en (0,0), nous étudions la limite suivante :

o oy e T 100 (004 %00,

(2.)—(0,0) (2,5)—(0,0) (2, 9)l,

l’yz

Ty
(2,y)—(0,0) /2 + 12
Iy2

lim )
(@,9)—(0,0) (22 4 y2) /22 + y?
7




S.M. DOUIRI

Alors, selon le chemin y =z on a :

I (2,7) I (.2) = i x3 I 1 =z 1
im e (x, = lime(z,z)= lm —— = lim —— = ——,
(2)~(00) Y z—0+ o0t 224/202 =0+ 2¢/2 || 2¢/2
Yy=x=
a3 1 x 1
et lim e(x, = lim ¢(z,z) = lm —— = lim —=— = ——+~.
(2.)-(0.0) (@) =0~ (z,2) 20~ 202¢/222 =0~ 2¢/2 |z 2v/2
y=x<

Alors, la imite ( l)iH%O 0 e (z,y) n'existe pas, donc f n’est pas différentiable en (0,0).
m7y _> b

7. Déterminons maintenant le plus grand ouvert de R? sur lequel f est de classe Ct. D’apres
la question 6, f n’est pas différentiable en (0,0), alors f n’est pas de classe C* sur R2.
Donc R*\{(0,0)} est le plus grand ouvert sur lequel f est de classe C'.

8. Calculons I'intégrale double I = [[, f(z,y) dzdy ot A = {(x,y) € R*/y >0 et z?+y* <
1}. En effectuant un changement de variables en coordonnées polaires, via Iapplication
injective de classe C' sur R* x [0, 27| définie par

YR x [0,27] — R?
(r,0) — (r,0) = (rcosf,rsinf) = (z,y)

Onajw(r,e):retA:{(x’y)ERZ/y>O et x2+y2§1}:'l/}(A,),Ol\l
A = {(T,Q)ER:X {0,27? {/rsin0>0 et 7‘2§1}
= {(7“79)€Ri><[O,27r[/sin0>OetO<r§1}
= {(TaQ)GRiX[0,27r[/0<r§16t0<9§7r}.

Alors

2
ry
I:// , dd:// Y xd
Af(ar y)dzdy o 4 B
_ // r3cosisin29rdrd€
' r

= // r? cos @ sin® Odrdf

1 T
= / r2dr / cos @ sin? 6d#
0 0

1
] 9
0

0

™

1
— gin?® 0}
3

£3
3 0
1

— X

3

0.

9. 7) En posant h(z,y) = cosy— f(z,y), on a h est de classe C* sur tout voisinage ouvert W
de (0, %) inclus dans R*\{(0,0)}. On a h (0, g) =0et g—;‘ (x,y) = —siny — %5 (x,y),

donc g—z (0, g) = —1 2 0. Alors d’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe
un voisinage U de 0, un voisinage V' de 7 et une fonction implicite ¢ : U — V de

classe C*(U) tels que
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a) UxV CWet p0)=7;

b) Pour tout x € U, on a h(z,y) = 0 < y = p(x). Cest-a-dire, la condition
cosy = f(x,y) définit y comme fonction de x au voisinage de (0, 7).
oh
P . 0(x))
c) ¢'(x) = _827’ Vo e U.

5, (#:6(@)

1) Le développement limité a 'ordre 1 de cette fonction implicite ¢ au voisinage de 0 est
donné par

o(z) = ¢(0) + 2¢'(0) + xze(x), avec lime(z) =0.

z—0

Or, pour tout z € U, on a

(2)! =2 p(x)?
%0/(1,) ey gz (ZE, (70(1')) _ —%(ZE, QD(J))) _ Lp(m2+sa(a:9)02)2
%op@) | —snplr) - Lo p@) o 270(2)

sinp(z) + — 55
(22 + ¢(x)?)

En particulier pour z = 0, on a ¢(0) = 7, alors ¢'(0) = —1. Par conséquent,

T .
o(x) = 5% + ze(z), avec il_)Hé e(z) =0.

1.2 Session de rattrapage (09 février 2023)

N.B : Il sera tenu compte de la rédaction et de la présentation. Toutes les réponses doivent
étre justifiées.

Exercice 1.2.1. [10 points]

1. Soit A la partie de R? définie par
A={(z,y) e R*/1 <a® +y* <4}

(a) Montrer que A n’est pas un ouvert.
(b) Montrer que A est un compact.
(c) L’ensemble A est-il convexe?

)

(d) Calculer I'integrale suivante :

2
1= / / ——duxdy.
AN+ a2 4 y?
2. Calculer la limite suivante : .
li 1 2 22442 .
(x7y)11>1%070) ( Ty )

Exercice 1.2.2. [10 points]
Soit f la fonction définie sur R? par

flz,y) = y(z® + (Iny)?).

9



S.M. DOUIRI

& T W

Corrigé.

Quel est le domaine de définition de la fonction f.

Quelle est la classe de f sur I'ouvert R x R% 7

Calculer les dérivées partielles premieres de f sur R x R?.
Déterminer la différentielle de f sur R x R%.

Montrer que f possede deux points critiques.

Prouver que f admet un seul extremum local. Est-il global ?

Exercice 1.2.1

1. (a)

(b)

Montrons que A n’est pas un ouvert. En effet, le point (2,0) € A et pour tout € > 0,
on a By, ((2,0),e) € A, car (2 - %,O) € By, ((2,0) ,¢) et (2 + %,O) ¢ A. Ce qui
signifie que A n’est pas un ouvert.

Soit (2, Yn )Jnen une suite dans A qui converge vers une limite (x, y). Donc T}grgo Ty =T

et lim y, =y. Comme (z,,y,) € A pour tout n € N, alors

1< (2,)?+ (yn)* <4, VneN,
par passage a la limite on obtient

lim 1 < (z,)% + (y2)* < 4.

n—oo

Do,
1< 2?4+ y2 < 4.
Ce qui entraine que (z,y) € A, et par suite la partie A est fermée dans R?.

D’autre part, pour tout (z,y) € A,ona 1 < z?+y* < 4, c’est-a-dire, , 1 < [|(z,y)||3 <
4, alors ||(z,y)]l2 < 2. Donc A est borné. Par suite A est compact.

Pour les deux points X = (1,0) € Aet Y = (=1,0) € A, on a (0,0) = 1X + 1Y,
c’est-a-dire, , (0,0) € [X,Y]. Mais (0,0) ¢ A, alors [X,Y] € A, d’ott A n’est pas
convexe.

Calculons l'intégrale double [ dzdy on A = {(z,y) € R?/1 <

- ==
AT F a2
22 +1? < 4}. En effectuant un changement de variables en coordonnées polaires, via
I’application injective de classe C' sur R* x [0, 27 définie par

PR x [0,27T[—>R2
(r,0) — ¥(r,0) = (rcosb,rsinf) = (z,y)

ona Jy(r,0) =ret A={(z,y) € R*/1 <a?+y* <4} =9 (4'), ou

A = {(r0) eRy x [0,27[/1 <1 <4}
= {(n®) eRy x[0,2r] / 1<7<2et0<0<2m}

10
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Alors

2 2
— dzdy = // ——dzd
//A V1422 +y? Y w(AN 1+ 2% + 92 Y

2
= drdf
/A'\/l—l—rzr :

2r
2], s
' 24/1 + 12

drdf

2 9 2
- 2/1 st )
= 2[mﬁx2w
= 47?(\/_—\/§>.

2. Au point (0, 0), en utilisant les coordonnées polaires et le développement limité de In(1+u)
au voisinage de 0, on obtient

im (14497 = lim  exp (s (1+3?
(x,y)lin(o,m( ) @) 0.0 L \Z2 g 2 (1+47)
(z,y) # (0,0) (z,y) # (0,0)
, r cos 0 N9
= rh—{%, exp ( = In (1 + (rsind) ))
0 € [0,2n|
0
= lim exp (r2 sin® @ + r*sin® 0 ¢(r”* sin® 0))) : (avec e(u) — O)
r —0, u—0
0 € [0,2n[
= lim exp (r cos @sin? 0 + r cos 0 sin® § e(r? sin’ 9)) , <avec e(u) — 0>
r — 0, u—0
0 € [0,2n
= =1

Exercice 1.2.2
1. Soit Dy le domaine de définition de la fonction f. Alors

Dy = {(x,y) e R’/ f(x,y) € R}

= {(z.y) eR?/y >0}
= RxRL.

2. Sur RxR? la fonction f s’écrit sous la forme f = f; (fg + (fs0 fl)z) ,ou fi: (x,y) — v,
fo: (x,y) — 22, et f3:t+— Int. Les fonctions polynomiales fi et f, sont de classe C*

sur R? et la fonction usuelle f3 est de classe C* sur R* , alors (f3 o f1)2 est aussi de classe
C> sur R x R7.. D’ou f est de classe C* sur R x R7..

3. Sur R x R la fonction f est de classe C*, alors elle est différentiable ce qui entraine que
f admet des dérivées partielles premieres par rapport aux variables x et y et on a, pour
tout (z,y) € R x RY,

of

= = 2xy.
L (w.) = 20y

11
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af
dy

. Sur R x R7 la fonction f est de classe C*, alors elle est différentiable sur R x R7 . La
différentielle de f est donnée par

In
(z,y) = 2 + (Iny) +yx2yy=$2+(lny)2+21ny.

df : R xR}, — .2 (R x R}, R)
(z,y) — df (z,y),

avec

df(z,y) : R* — R

_9f

(h, k) = df (z,9) (h k) =< Y f(2,9)|(h, k) >= == i

(z,9) k,
Or %(m,y) = 2xy et %(%y) =22+ (Iny)* + 2Iny, alors
df (z,y)(h, k) = 2zy h + (3:2 + (In y)2 +2In y) k.

. La fonction f(z,y) = y(z* + (Iny)?) est définie sur R x R*. Elle est aussi de classe C*
sur R x R% . Ainsi

of
%w’y) =0 20y =0
df (z,y) = Ozrer) of - { 2? + (In(y))? +y x 2In(y) x ; =0
@(%,y) =0
o { r=0 { =0
(In(y))* + 2In(y) = In(y)(In(y) +2) =0

n(y

x = x=0
<:>{lrl(y)—00uln(y)——2 <:>{y louy=e?
(0,€72).

La fonction f possede alors deux points critiques (0, 1) et

. Pour la matrice Hessienne H/(x,y) on a

o*f 0*f In(y) 2 0*f

2y 2z
Hy(.y) = (zx 2<1<y>+1>) -

Y

Alors on a

2¢72 0
e Pour le point critique (0,e72) on a H(0,e7%) = ( 0 —2) Donc, det(H(0,e72) =

o—2
—2

272 x — = —4 < 0, d’ott f n’admet pas un extremum local en (0, e~?), mais seulement
=

elle possede un point selle.

12
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2 0
0 2
et puisque 2 > 0 alors f admet un minimum local en (0,1). Est-il global? Pour tout
(z,y) e RxR% on a

fl,y) = £(0,1) = y(z® + (Iny)*) — 0 = y(2® + (Iny)*) >0,

e Pour le point critique (0,1) on a H(0,1) = . Donc det(H;(0,1)) =4 > 0

ce qui entraine que le minimum f(0,1) = 0 est global.

13



Chapitre

Année universitaire 2021-2022

2.1 Session normale (09 février 2022)

N.B : Il sera tenu compte de la rédaction et de la présentation. Toutes les réponses doivent
étre justifiées.

Exercice 2.1.1. [5 points]
Soit N l'application définie sur R? par

N(z,y,z) = sup(|z|, [y]) + |z].

1. Prouver que N est une norme sur R3.
2. Montrer que N et ||.||o sont équivalentes sur R?.

Exercice 2.1.2. [4 points]
Soit A une partie de R? définie par

A={(z,y) eR*/1 < |z] + |y < 2}.

1. Montrer que A n’est pas un ouvert.
2. Montrer que A est un compact.

3. L’ensemble A est-il convexe ?

Exercice 2.1.3. [11 points]
Soit ¢ la fonction définie par g(z,y) = x?y?sin (@)
1. Quel est le domaine de définition de la fonction g.

2. Montrer que g posséde un prolongement par continuité sur R? défini par

flzy) :{ 2y?sin (z15z) s (w,9) # (0,0)

0 sinon.

3. Etudier Pexistence et calculer les dérivées partielles premieres de f sur R2,

4. Etudier la différentiabilité de f en chaque point de R? et donner sa différentielle lorsqu’elle
existe.

5. Déterminer le plus grand ouvert de R? sur lequel f est de classe C!.

14



S.M. DOUIRI

6. Montrer que la condition z = f(z,y) définit z comme fonction de (x,y) au voisinage de

L1 ! i lcul dérivé tiell
—, —, ~— |, pPuls calculer ses derivees partielles.
w2 Jryr) b P

Corrigé.
Exercice 2.1.1
1. Lapplication N : (z,y, z) — [|(z,y)||or2 + | 2| est bien définie sur R? & valeurs dans R,
Puisque I'application (z,y) — [|(z,¥)]|cor2 est une norme sur R% Alors
i) La séparation : Soit (z,y,2) € R?,

N(z,y,2) =0 < |[(z,9)]cre + 2] =0
< [[(#,Y) ooz =0 et [2] =0
& (x, ):(OO)etzzo
& (z,y,2) =(0,0,0).

ii) L’homogénéité : Soient (z,y,2) € R3, ) € R,

Nz, y,2)) = Nz, Ay, Az) = [[(Az, Ay) oo 2 + |A2]
= M@, y)llocr2 + Al 2]
AL 9) oo 2+ [21)
= AIN(z,y, 2).

ii1) L'inégalité triangulaire : Soient (v, 2), (2/,y/, ') € R3,

N((z,y,2) + (2,y,2))) = N@+a,y+y,2+2)

1@+ 2",y + ) llooge + |2+ 2

(@, ) + (2, ) oo rz + |2 + 2|

(2, W) lloo 2 + (/s ¥) oo + 2] +12]

(@, Y)lloo k2 + |2] + [1(2", ¥ ) oo r2 + 1]
(x,y,2) + Ny, 2").

IA NN

2. Soit (z,y, z) € R3, alors

sup(|z|, |yl, |2])
sup(|z], [y]) + |2|
N(z,y,z2)

129, 2)]|oo

IA A

d’autre part on a

N(z,y,z) = sup(|z|,|y|) + |2|
< sup(|z|, |yl, |2]) + sup(|z], [y], |2])
< 2|[(z,y, 2)]| -

c’est & dire V(z,y,2) € R3, [[(2,9, 2)]loc < N(z,y,2) < 2|(,y,2)||0o- Ce qui signifie que
N et ||.||e sont équivalentes sur R3.

Exercice 2.1.2
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1. Montrons que A n’est pas un ouvert. En effet, le point (2,0) € Aet Ve > 0, By ,((2,0),¢) €
A, car (24 5,0) € By ,((2,0),¢) et (24 5,0) ¢ A. Ce qui signifie que A n’est pas un
ouvert.

2. Montrons que A est un compact. En effet, on a

A = {(z,y) e R*/1 <[z +[y| <2}
= {(z,y) eR*/1 < |[(z,9)|h <2}
= {(z,y) e R¥/1 < ||(z,9)ll1 et ||(z,9)] <2}
= {(z,9) e R*/1 < ||(z,9)h} N {(z,9) € R?/||(z,9)|h <2}
= {(z,9) e R¥/||(z, )l < 13 N {(z,y) € R*/||(z,y)|h <2}
= B((0,0), )|| 1 N B((0,0),2)), -

On a la boule ouverte B((0,0), 1), est un ouvert, alors son complémentaire B((0,0), 1)H h
est un fermé et comme B’((0,0), 1)y, est la boule fermée alors 'ensemble A = B((0, 0), 1)ﬁj”1
B'((0,0),2))., est un fermé.

D’autre part on a A = B((0,0),1)f", N B'((0,0),2);, € B'((0,0),2),, cest & dire
I’ensemble A est borné. Donc A est fermé borné. Par conséquence A est un compact.

3. L’ensemble A est n’est pas un convexe. En effet, les points a = (—1,0) et b = (1,0) sont
dans A. Mais le segment [a, b] n’est pas contenu dans A. Puisque (0,0) = aa+ (1 — )b €
a,b], avec v = 1 et (0,0) ¢ A.

Exercice 2.1.3

1. Soit D, le domaine de définition de la fonction g. Alors

Dy = {(z,y) € R?/a® + 4 # 0}
= {(x,y) € R?*/2* # 0 ou y* # O}
= {(x,y) cR*/z # 0 ou y # 0}
= R?\ {(z, GRQ/x:0ety:O}.
= R\{(0,0)}.
2. Montrons que g posséde un prolongement par continuité sur R?. En effet :
Sur I'ouvert R?\{(0,0)} on a g coincide avec le produit de (z,y) — x?y? avec la com-

posée entre t — sint et (z,y) — . Puisque les trois fonctions sont continues

$2+2

respectivement sur R?, R et R?\{(0,0)}, alors g est continue sur D,.
D’autre part on a

1
lim z,y)| = lim |2%y?sin| ———
(z,9)—(0,0) |g( y)l (=,9)—(0,0) Y <$2 + 92> ’
< lim 2%?=0.
(2,9)—(0,0)

Donc ( l)inr%O 0 g(z,y) = 0. Ainsi g admet un prolongement par continuité sur R? défini
x?y H K
par

flz,y) =

0 sinon.

{x2y2 sin (T}Fyg) si (x,y) # (0,0)

16
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3. Etudions Pexistence des dérivées partielles premiéres de f sur R2. D’abord sur R?\{(0,0)},
ona f=fix(fyofs)avec fi: (z,y) — 2%y% fo =sinet f3: (z,y) — ol Comme
z )

f1 est un polynome et f3 est une fraction rationnelle admettant des dérivées partielles sur
R*\{(0,0)} et fy est dérivable sur R, alors f admet des dérivées partielles premiéres par
rapport aux variables x et y et on a

8f( ) = 20y si 1 222 1
== (z,y) = 2zy”sin — cos | —
oz Y y 22 1y (22 + y2)2 22 1 o2

et

g(:p,y):lﬁysin ! - 20y Cos b
oy 22 4 42 (22 + 12)2 22 1 42

Au point (z,y) = (0,0), nous étudions les limites suivantes :

f(z,0) — f(0,0) 0

lim =lim—=0
z—0 z—0 z—0
y—0 Yy — 0 y—=0y

Ce qui prouve que %(07 0) = %(0, 0) = 0.
4. Etudions la différentiabilité de f en chaque point de R? et donnons sa différentielle : - Sur
RA\{(0,0)} ona f = fix(fyo f3)avec fi: (z,y) = 2°y?, fo =sinet f5: (v,y) — o

sont des fonctions différentiables respectivement sur R* R et R?\{(0,0)}, alors f est
différentiable sur R?\{(0,0)} et on a pour tout (z,y) € R*\{(0,0)}

1 239> 1
_ 2 q;
df @) (M1, he) = <2xy sin <$2 ¥ y2) — CESTE cos <x2 - y2>> - hy

n 922y i 1 2$2y3 1 L
x4y sin — CoS - hs.
Y 22 + 12 (22 + )2 22 + 42 2

- Pour la différentiabilité de f en (0,0), nous étudions la limite suivante :

lim e(x,y)= lim Y
(2.9)—(0,0) (2.4)—(0.0) (2, y)|l2

1
2,2
i z%y? sin <x2—|—y2>
= lim
(z,9)—(0,0) Va?+y?
1
r* cos?(6) sin?(6) sin ()

) avec z = rcos(f) et y = rsin(0).

= lig N
1

T a3 e 200 win2 () _

_71«1—I>I(1)T cos”(0) sin”(#) sin (r2> 0,

Alors f est différentiable en (0,0) et on a df(o ) (h1,he) = %(0,0)hl + %(0,0)]12 = 0.
En résumant ce qui précéde, la fonction f est différentiable sur R? et on a pour tout

17



S.M. DOUIRI

h = (1, hs) € R?

2 1 275392 1
2xy” sin <x2+y2) ) S5 COS (7x2+y2) - hy
(22 + y?) - 0.0):
2$2y3 S1 (.f,y) ?é ( ) )7
df @) (h) = + <2$2?J sin (m2iy2> T (@2 + 2)2 cos (:ﬂiy?)) ~he
0 sinon.

5. Déterminons maintenant le plus grand ouvert de R? sur lequel f est de classe C!. D’apres
la question 3 on a

2 1 22°y° 1 ~
2xy® sin (x2+y2) — 72 Cos (I2+y2> si (z,y) # (0,0)

0 sinon.

21:33/2
(22 +y?
R2\{(0,0)}, alors il suffit d’étudier la continuité de % en (0,0). Posons x = rcos(f) et
y = rsin(f). Alors

Comme Dapplication (z,y) > 2xy?sin (IQ}W2> — 2 coS (IQ}W2> est continue sur

li 8f( ) lim  2xy*sin ! 207y Cos !
1m —\T = —
(2,4)—(0,0) Ox Y (,5)—(0,0) Y x4+ y? (x2 + y?)? 22 + 12
1 25 cos(6)? sin(0)? 1
o . 3 ) . -\ S
= lim2r cos(f) sin”(#) sin (7"2) o’ cos (7"2)
1 1
. . 3 .92 . S\ 3 o 2 i
= 7121(1] 2r° cos(0) sin*(0) sin (7"2) 2r cos(0)” sin(0)* cos <r2
=0
of
= (0,0
0.0

Donc % est continue en (0,0). On déduit que % est continue sur R%. De la méme facon

nous montrons que % est continue sur R?. En effet

lim g(m, y) = lim  2x%ysin ! B cos °
(@y)=(0,0) Oy (z,9)—(0,0) 2?2 + y? (% + y?)? 22 + y?
1 2r° cos(6)? sin(0)3 1
. . 3 2 . . R ~
= l% 2r° cos(6)” sin(6) sin (7’2) p; cos (7‘2)
1 1
. . 3 2 . . R 92 . 3 -
= l% 2r° cos(6)” sin(0) sin (rZ) 2r cos(#)” sin(6)° cos <r2
=0
of
= 0,0
ay( ? )

Ce qui entraine que f est de classe C! sur R2.

6. Posons la fonction g définie sur R® par
hz,y,z) =z — f(z,y),

18
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puisque f est de classe C! sur R? alors h est aussi de classe C! sur R?.
D’autre part

p(t L1y 111
w2’ Jn' ) w2 VT T

o <1>2<1>25m< 1 )
- = \#) F RCIERY
v (7) + (%)
1 1 . /x
B 7r2_7r2$m<2>
1 1
T o o
=0

et on a aussi pout tout (x,vy,2) € R¥\{(0,0,0)},

e = o ey

0
= _aﬁ(Z’y)

= —2z¢y°sin ! + 223?/2 CcoS #
- y 22+y2 <22+y2)2 z2+y2

oh (1 1 1 1 1
c’est a dire 9 ( ) = —2—=—= # 0. Alors d’apres le théoreme des fonctions
z

NN BNV
1 1

1
implicites, il existe un voisinage U de =t ﬁ) , un voisinage V' de ﬁ et une fonction
¢ : U — V de classe C! sur U tels que g(z,y,o(x,y)) = 0, V(z,y) € U, c’est a dire

x = f(e(z,y),y), V(z,y) € U.
D’autre par on a

avec
dg of of
oy = - == =
0z ox ox
. 2¢(, y)*y?
11— 2@('1:7 y)y2 Sin (@(x,y§2+y2) + cos (m)

(o(z,y)? +y2)?
3,,2

2¢(x,y)%y . ( L 2)

p(z,y)? +y?)2 APy

2p(2, y)y* sin (eo(w7y§2+y2) -
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et
o, aen) G Py
5 LY = — - -
Z Wrmpln) ~Dpwy) el
20(x,y)%y*

2, o 1 1
—2p(w,y)ysin (so(x,y)2+y2) + (o(z,y)? + y2)? cos (w(r,y)2+y2)

, 2¢(z, )%y
1 ’ L
2¢(2,y)y? sin (w(x,y)2+y2) T o y)? + 22 (w(x,y)“ryz)

2.2 Session de rattrapage (03 mars 2022)

N.B : Il sera tenu compte de la rédaction et de la présentation. Toutes les réponses doivent
étre justifiées.

Exercice 2.2.1. [5 points]
Soit A la partie de R? définie par

A={(z,y) eR*/0<z <y <1}

1. L’ensemble A est-il ouvert ?
2. L’ensemble A est-il fermé?
3. L’ensemble A est-il borné?
4. Calculer I'aire de I’ensemble A.
Exercice 2.2.2. [5 points]
Soit f la fonction définie sur R x R* par f(z,y) = y(2* + (Iny)?)
1. Montrer que f possede deux points critiques.
2. Prouver que f admet un seul extremum local. Est-il global ?

Exercice 2.2.3. [10 points]
Soit f la fonction définie sur R? par

flany) = { 22 sin <i) siz#0

0 sinon .

1. Montrer que f est continue sur R2.
0 f 0 f
0,0) et
8x8y( 0) Oyox
Déduire que la fonction f n’est pas de classe C? sur R?.

f est-elle de classe C!' sur R??

Etudier la différentiabilité de f sur R2.

Calculer I'intégrale double I = / /A flx,y) dxdy
ot A ={(z,y) eR?/ x>0 et 2°+y> <1}

2. Calculer

(0,0).

SEE AN
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“

Corrigé.
Exercice 2.2.1

A={(z,y) eR*|0<z <y <1}

1. La partie A n’est pas ouvert dans R?. En effet, le point (0, 1) € A et pour tout € > 0 on
a By .((0,1),e) € A, puisque (0,1 +5) € By . ((0,1),) et (0,1 +5) ¢ A.

. A est aussi une partie non fermée de R2. 11 suffit de remarquer que la suite (O, “)nen+ est
une suite dans A qui converge vers (0,0) (a vérifier), mais la limite (0,0) ¢ A. Alors cette
partie n’est pas fermée dans R?. Par conséquent A n’est pas compact.

. Pour tout (z,y) € Aonal <z <y<1, alors 0 < |z| < |y| <1, ce qui implique que
sup{|z|, |y|} <1, c’est-a-dire, , ||(z,¥)]|s < 1. D’ott 'ensemble A est borné.

. Ona
A= {(z,y) eR*|0<o<y<1}
= {(z,y) eR?|0<z <1 et z<y<1}.

Aire(A // 1dxdy—/ / dxdy—/ (/l dy)da;

_ /0(1—x)dx—lx—;]o ;

Aire(A) = 1

D’ou

Exercice 2.2.2

1. La fonction f(z,y) = y(z* + (Iny)?) est définie sur R x R%. Elle est aussi de classe C*
sur R x R% . Ainsi

af
%(I,y) =0 2zy = 0
—= 2 1
df (2,y) = Ocemy < of Y 22t (In(y))? +y x 2In(y) x = =0
(z,y) =0 Y
Ay
o { T = { =0
(In(y))? + 2In(y) = In(y)(In(y) +2) = 0
o) = 0 el = 0
In(y) = 0 ou In(y) = —2 y=1louy=e?2
La fonction f posseéde alors deux points critiques (0, 1) et (0,e72).
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2. Pour la matrice Hessienne H;(x,y) on a

*f *f In(y) 2 *f *f
Ty =2y, Sy =2 ° et — e
a2 (& Y) = 2y, e (2, y) 3, Beoy (2, y) ayﬁx(x’y) x
Alors on a
2y 2x
Hywy) = |, 2nG)+1)
Yy
272 0
e Pour le point critique (0,e72) on a H(0,e72) = 0 —2 |. Donc, det(H;(0,e7?) =
o2
2e72 x %2 = —4 < 0, d’on f n’admet pas un extremum local en (0, e~2), mais seulement

elle possede un point selle.

2 0
0 2
et puisque 2 > 0 alors f admet un minimum local en (0,1). Est-il global? Pour tout
(z,y) e Rx R} on a

f(,y) = f(0,1) = y(a® + (Iny)*) — 0 = y(2* + (Iny)*) > 0,

ce qui entraine que le minimum f(0,1) = 0 est global.

e Pour le point critique (0,1) on a H(0,1) = . Donc det(H;(0,1)) =4 > 0

Exercice 2.2.3
Soit f la fonction définie sur R? par

f(z,y) :{ gzsm@ sie70

sinon .

1. Montrons que f est continue sur R?. En effet :
Sur 'ouvert R*\{(0,y) | v € R} on a f coincide avec le produit de (x,y) — z? avec

la composée entre t — sint et (x,y) — Z Puisque les trois fonctions sont continues
x

respectivement sur R?, R et R*\{(0,y) | y € R}, alors f est continue sur R?\{(0,y) | y €
R}.
D’autre part, soit b € R, on a

lim x, = lim |2%sin () ‘
(z,y)—(0,b) @)l (2,y)—(0,b) x
< lim 2°=0.
(z,y)—(0,b)

Donc lim  f(x,y) = f(0,b). Ainsi f est continue sur R>.
(2,y)—=(0,b)

2. D’abord étudions I'existence des dérivées partielles premieres de f sur R Sur R*\{(0,y) |
y€R},ona f=f x(fa0f3)avec fi: (x,y) — 22, fo =sinet f3: (z,y) — Y Comme

x
f1 est un polynome et f3 est une fraction rationnelle admettant des dérivées partielles

sur R:\{(0,y) | y € R} et fy est dérivable sur R, alors f admet des dérivées partielles
premieres par rapport aux variables x et y et on a

gi (r,y) = 2xsin (Z) — Y Cos <i>
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et of y
o (x,y) = x cos (x)

Au point (z,y) = (0,b), avec b € R, nous étudions les limites suivantes :

_ x?sin (2 b
lim f(z,b) = £(0.5) = lim J = lim z sin () =0
z—0 z—0 z—0 T z—0 T
y—0 Y — 0 y—0 Y

Ce qui prouve que 0,b) = 2L (0,b) = 0. D’autre part on a :
T Oy

95(0,y) — 2L (0,0 _
hmax(ay) ay( ):hmo 0:0
y—0 y—O y—0 €T

9 (2,0) — 2L(0,0 x cos (2
limay( ) =5 )zlimﬁzl
z—0 z—0 z—0 T

D’ou o
0,0)=0
ayax(, )
82f
0,0) =1.

. f n’est pas de classe C? sur R?, sinon d’apres le lemme de Schwarz on obtient :

o0 f 0 f
OyOx (0,0) = Oxdy

(0,0).

ce qui contradiction avec la question 2.

. D’apres la question 2. on a :
of 2z sin (£) —ycos (£ siz#0
Ox 0 sinon .

of

Montrons que la fonction 52 n’est pas continue en point (0,1). En effet, les suites de R?

données par (zy, y) = (%, 1) et par (zg, yp) = (W’ 1) convergent vers (0, 1) . Mais
of
lim 1)]=1
k—+o0 Ox (2/{71' )
of 1
lm —(——,1] =0
kb0 O <2k:7r + )

. of /1 . of 1
Jm o (g t) # 0 5 <2m+ 1)-

D’'u % n’est pas continue en point (0,1). Par suite f n’est pas de classe C* sur R2.

et

c’est a dire

23



S.M. DOUIRI

5. Etudions la différentiabilité de f en chaque point de R? et donnons sa différentielle.
x Sur R:\{(0,y) |y € R} onaona f = f x (faof3) avec f; : (z,y) — 22, fo = sin

et j% .

x, — =, sont des ronctions diftérentiables respectivement sur ,R e
Y Y t des fonctions différentiabl ti t R2, R et
X

R2\{(0,y) | y € R}, alors f est différentiable sur R?\{(0,y) | vy € R}, et on a pour
tout (z,y) € R*\{(0,y) | y € R} et tout h = (hy, he) € R?

df(zy) (P1, ho) = <2$ sin (i) — 1 cos (i)) ~hy + (:c cos (i)) - ho.

*x Pour la différentiabilité de f au point (0,b), avec b € R, nous étudions la limite
suivante :

(z,y

lim
)—(0,b)

e (z,y) | =

<

=0

lim
(z,9)—(0,0)

lim
(z,y)—(0,b)

(@,

lim
y)—(0,b)

lim

 (@y)—(0b)

f(:v,y+b)—f(0,b)—%(O,b)x——(() b)y
| (z,9) |2

]

Alors f est différentiable en (0,b) et on a df(op) (h1, he) = 2L (0,0) hy+2L 5 (0,0) hy = 0.

En résumant ce qui précede, la fonction f est différentiable sur R? et la dlfferenuelle de
f est donnée par

avec

df (z,y) :

H{Q

— R

df : R2 — Z(R?,R)
(z,y) +—df(z,y),

(hi, he) > df(z,y)(h1, ho)
et on a pour tout (z,y) € R? et tout h = (hy, hy) € R?

(stin (%) — 7/ COS (%)) ~hy + (xcos (%)) ~hy six #0,

df(%y) (h) =

0

=< Vf(xay)’(hh}m) - (1‘ y) hi + ay(x y) ha,

sinon.

6. On a (z,y) € A & (z,y) e R* tel que > 0 et 22 +y* < 1 & (z,y) € R? tel que z >

0et 22+ (—y)? <1 & (,
Pour la fonction f(z,y)

—y) € A.

2

= z°sin (3)
X

,ona f(xr,—y) ==z sm( ) = —f(x,y). Alors,

par le changement de variables via I’application injective de classe C! sur R? définie par

pu,v) = (u, —v) =

(x,y), on a

I = // xyd:vdy—// f(z,y) dedy
— // foe(u,v) |det(~7¢(u,v) |dudv://A Flu, —v) | — 1|dudv
— //:—f(u,v)dudv:—/Af(u,v)dudv:—[,

D’ou I = 0.
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2.3 Session normale MONE (13 juin 2022)

N.B : Il sera tenu compte de la rédaction et de la présentation. Toutes les réponses doivent
étre justifiées.
Exercice 2.3.1. [5 points]
1. Donner la définition de chacun des mots soulignés suivants :
a) Une norme sur R”.
b) Un ouvert dans R™.
c) Une fonction f: R™ — R différentiable en a € R™.
2. Soit (w1, yr)ren une suite de R? qui converge vers (a,b) € R% Montrer que les deux suites

réelles (xx)ken et (Yr)ren convergent respectivement vers a et b.

Exercice 2.3.2. [5 points]
Soit A une partie de R? définie par

A={(r,y) eR*/0<x+y <1}

1. L’ensemble A est-il compact ?

2. L’ensemble A est-il convexe ?

3. On pose D = AN (R x RY). Calculer l'aire de la partie D.
Exercice 2.3.3. [10 points]
Soit f la fonction définie par :

2

Fla,y) = { 12”2 siz#0;

0 sinon.

Etudier la continuité de f sur R2.
Etudier Pexistence et calculer les dérivées partielles premiéres de f sur R2.
Montrer que f est de classe C! sur R?.

La fonction f est-elle différentiable sur R2.

ARl S

Montrer que f est homogene en précisant son degré «. Rappelons quune fonction h :
R™ — R est dite homogene de degré « si

h(txy,txg, ... tx,) =1t h(zy,29,...,2,), Vt>0.
6. Etablir la relation d’Euler suivante : x % +y 3—5 =af.

Corrigé.
Exercice 2.3.1

1. a) Une norme sur R” est application N de R™ dans R vérifiant les propriétés suivantes :

i) Ve eR" N(z)=0 < z=0 (Séparation) ;
it) Ve € R", YAeR, N(Az)=|\N(z) (Condition d’homogéneité) ;
it1) Y(z,y) e R" xR", N(z+vy) < N(z)+ N(y) (Inégalité triangulaire).

1. MONE : Module ouvert non enseigné
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b) On dit qu'une partie § de R™ est ouverte si elle est vide ou si pour tout a € 6, il existe
r > 0 tel que B(a,r) C 0.

c) Une fonction f : R™ — R est différentiable en a € R” §'il existe une forme linéaire v
sur R” telle que pour tout A € R™ on a

fla+h)= f(a)+v(h)+|h]e(h) avec }lLiLr(l)a(h) =0.

Autrement dit : lim fla+h) — fla) —v(h)

=0.
h—0 Al

2. Soit (g, Yx)ren une suite de R? qui converge vers (a,b) € R?, alors
Jim {|(2, k) = (@,0)lloo = lim.[[(zx — @, yx = b)lloo = lim sup(|ax — al, lyx — b)) = 0.

Ce qui implique que klim |z, —al =0 et klim lyr — b] = 0, c’est-a-dire, , les deux suites
—00 —00
réelles (xy)ken €t (Yr)ren convergent respectivement vers a et b.
Autrement, (zy, yi)ren — (@, b) dans R? quand k tend vers oo si, et seulement si,
Ve >0, AN € N, Yk > N on a ||(zg, yx) — (a,0) |0 < €,

si, et seulement si,

Ve >0, 3N € N, Yk > N on a sup(|zx — al, |yx — b]) < ¢,
si, et seulement si,

Ve>0, AN €N, Vk > Non a |z —a| <cet |yx —al <e,

si, et seulement si, (zx)keny — a et (Yx)ren — b dans R quand k tend vers oo.

Exercice 2.3.2 Soit A une partie de R? définie par
A={(r,y) eR*/0<x+y <1}

1. Remarquons que (%, 0)nen+ est une suite dans A qui converge vers (0,0) (& vérifier), mais
la limite (0,0) ¢ A. Alors cette partie n’est pas fermée dans R Ce qui entraine que la
partie A n’est pas compacte.

2. L’ensemble A est convexe. En effet, soient (z,y), (2/,y') € A, et a« € [0,1], on a
a(z,y) + (1 —a)(@,y) = (ax+ (1 —a)z’,ay + (1 - a)y).

Comme (ozx+(1—oz)x/)+<ozy+(1—oz)y’) = oz(x—l—y)—l—(l—oz) (x’+y’), avec0 < z+y <1
et 0<2'+y <lialors0 < a(z+y) <aet0< (1—a)(2’+y) <1—a.Donc0 < a(x+
y)—l—(l—oz)(x’—i—y’) < a+1—a, cest-a-dire, , 0 < (ax+(1—a)x’)+(ay+(1—a)y’) <1
Ce qui implique que a(z,y) + (1 —a)(2’,y') € A, d’ou A est convexe.
3. On pose D = AN (R x RY), calculons aire de la partie D. On a
D= An(R* xR

= {(z,y) eR?|0<z+y<1}N(R" xRY)

= {(z,y) eR?*|2>0,y>0 et O<z+y<1}

= {(z,y) eR?|0<x <1, et 0<y<1—1x}
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Aire(D) = //D 1dxdy:/01/01_xdxdy:/ol (/Ol_x dy> dx
971

_ /01(1—w)d:r;: lm—gh:;

Aire(D) = ;

Alors

D’ou

Exercice 2.3.3
1. Sur 'ouvert R*\{(0,y) | y € R} on a f coincide avec le produit de (z,y) — 2% avec la
2

composée entre t — exp(t) et (z,y) — —y—z. Puisque les trois fonctions sont continues
x

respectivement sur R?, R et R*\{(0,y) | y € R}, alors f est continue sur R?\{(0,y) | y €

R}.

D’autre part, soit b € R, on a

2?’2

lim T, = lim |z 2| =0.
(z,y)—(0,0) @)l (2,y)—(0,)
Donc  lim  f(x,y) = f(0,b). Ainsi f est continue sur R?.
(,y)—(0,)

2. Sur R2\{(0,y) | v 62 R}, on a f = fi x (fao fs) avec f1 : (z,y) = 2*, fo = exp
et f3 1 (x,y) — —y—Q. Comme f; est un polynome et f3 est une fraction rationnelle
x

admettant des dérivées partielles sur R*\{(0,y) | y € R} et fy est dérivable sur R, alors
f admet des dérivées partielles premieres par rapport aux variables z et y et on a

et of )
95 ~\_ ¥
By (v,y) = 2yeXp< x2>

Au point (z,y) = (0,b), avec b € R, nous étudions les limites suivantes :

_ 22exp (-2 2
limf(x’b) 1 0,b) = lim —p< mQ) = lim x exp (—) =0
z—0 x—0 z—0 €T z—0 xz

b — b
y—0 y—20 y—=0y

Ce qui prouve que % (0,b) = % (0,b) = 0.
3. Etudions la différentiabilité de f en chaque point de R? et donnons sa différentielle :
- Sur R2\{(0,y) | y € R} onaona f = fi X (faof3) avec fi : (x,y) — 22 fo =
2
exp et f3: (z,y) — —y—2, sont des fonctions différentiables respectivement sur R% R et
x

R2\{(0,y) | y € R}, alors f est différentiable sur R*\{(0,%) | y € R} et on a pour tout
(z,y) € R\{(0,y) [ y € R}

dfzg) (h o) = 5L (2,y) hn + 5L (2,y) ho
= [are (-2) T2 o (<)) - 2y () e
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- Pour la différentiabilité de f au point (0,b), avec b € R, nous étudions la limite suivante :

fxy+0)— f(0,0) = £ (0,b)x— 5L (0,0)y
lim |e(z,y)|= lim Y
(@,9)—(0,b) (,9)—(0,0) | (2, 9) |2

2% exp (— -

(y+b)2)

= lim

(2,y)—(0,b) va?+y?
< i v

im | ——

T ()= (0.) [/ 22
= lim |z

(z,y)—(0,b)
=0

Alors f est différentiable en (0,b) et on a df(y) (b1, ha) = 2L (0,0) hy + % (0,0) hy = 0.
En résumant ce qui précede, la fonction f est différentiable sur R? et on a pour tout
h = (hy, hy) € R?

df(:c,y) (h): { ({)Qxexp( ) +2y exp (—*)] h1—2yexp( %) chy siz#0;

sinon.
. D’apres la question 3 on a

(9f< ) = {2$6XP(—£)+2"’;exp (—ffj—;) si x # 0;

0 sinon.

Comme l'application (z,y) — 2z exp (—%) +2 % exp (—g—i) est continue sur R*\{(0,y) |

y € R}, alors il suffit d’Etudier la continuité de % en (0,b), Vb € R. Remarquons d’abord

que lim 2xexp (—y—z) =0, Vb € R. Pour le deuxiéme terme,
(z,y)—(0,) v

. . 2 2 . 2 2
* Sib#0:0n a (x,yl)lg%o,b) 2= exp (—1—2) = (m,yl)li?(o,b) T 5 exp (—%) =0.

* Sib=0: Posons x = rcos(f) et y = rsin(f), alors

lim y exp 2) = lim xﬁexp —u
(z.9) = (0,0) * ) (z9) = (0,0) (-%)
z#0 z#0
= lim r cosf tan?f exp(— tan?6)
r—0
9¢{7r 37r

=0 ( car cosf tan? 6 exp(—tan®6) est borné).

D’ou lim 2zexp ( )+2 s exp (——) =0= 8f 2(0,0), c’est-a-dire, % est continue
(z,y) ;> (0,0)
z#0

n (0,b0), ¥b € R. On déduit que % est continue sur R2.

Pour %’ on a (z,y) — —2yexp (—g—z) est continue sur R?\{(0,y) | y € R}. Au point

(0,b) avec b € R, on a

. 0f . y2 "a justifier" af
1 Z) = 1 -2 - = 0= —=(0,0).
(e.)>(0.) dy (z.9) @yyoon) I P ( x? 3y( 0

Ce qui entraine que f est de classe C! sur R2.
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5. Pour tout ¢t > 0, on a f(tx,ty) = (tz)* exp (—gi;i) =t? f(z,y), si x # 0 et

ftx0,ty) = f(0,ty) =0=1*x0=1¢>f(0,y), si z=0. Alors
ftaety) =1 f(z,y) ¥(z,y) € R?, ¥t > 0.

C’est-a-dire, f est une fonction homogene de degré 2.

0 0
6. D’abord si z = 0, alors O&J;(O,y) —|—y@f(0,y) =0x04+yx0=0=2x f(0,y).
Y
Maintenant si x # 0, alors
of of

z == (z,y) +y@(x,y) = X <2xexp (—%) +22 exp (—%3)) Ly x —2yexp (_%j)

0
= 2f(z,y).
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Chapitre 3

Année universitaire 2020-2021

3.1 Session normale (02 mars 2021)

N.B : Il sera tenu compte de la rédaction et de la présentation. Toutes les réponses doivent
étre justifiées.

Exercice 3.1.1. [6 points]
Soient a € R", f : R" — R et g : R* — RP deux fonctions de plusieurs variables et A un
ensemble de R™. Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses .

1. |:| Si A est ouvert, alors son complémentaire A est non ouvert.

2. |:| Si (z),, est une suite de A qui converge vers x, alors z € A.

3. | |SifeC(R"), alors f est différentiable en tout point de R™.

4. |:| Si toutes les dérivées partielles premieres existent en a, alors f est différentiable en a.
D. |:| Si g est différentiable en a, alors la Jacobienne J(a) existe.

6. |:| Si la Jacobienne J,(a) existe, alors g est continue en a.

Exercice 3.1.2. [14 points| Justifier toutes les rép02nses.
r—1
Soit. f la fonction définie par f(z,y) = (;_1)2)+yy2 st (@y) # (1,0);
0, si (xz,y) = (1,0).
1. Quel est le domaine de définition de f.
2. Etude de la fonction f sur R?\{(1,0)} :
2.1. Vérifier que f est continue sur R?\{(1,0)}.
2.2. Calculer les dérivées partielles premicres de f sur R*\{(1,0)}.
2.3. Déduire que f est de classe C' sur R*\{(1,0)}.
2.4. La fonction f est-elle différentiable sur R*\{(1,0)}?
3. Etude de la fonction f en (1,0) :
3.1. Etudier la continuité de f en (1,0), (Indication : Poser t = x — 1).
3.2. Etudier I'existence des dérivées partielles premiéres de f en (1,0).

3.3. Montrer que f n’est pas différentiable en (1,0).

30



S.M. DOUIRI

3.4. Quel est le plus grand ouvert sur le quel f est de classe C'?

4. Calculer I'intégrale double I = // yf(z,y)dzdy, ou
D

D={(r,y) €R* /2 <0 et a®+y* <1},

Corrigé.

Exercice 3.1.1

1. F, 2. F, 3.V,
4. F, 5V, 6. F.

Exercice 3.1.2
L Dy ={(z,y) eR* / f(x,y) € R} =R?.
2. Etude de la fonction f sur R*\{(1,0)} :

2.1. Sur R?\{(1,0)}, la fonction f est une fraction rationnelle, alors elle est continue en
tout point ou le dénominateur ne s’annule pas, c¢’est-a-dire qu’elle est continue sur
RA\{(1,0)}.

2.2. Sur R*\{(1,0)}, la fonction f est une fraction rationnelle, alors elle admet des déri-
vées partielles premicres sur R*\{(1,0)}. Pour tout (z,y) € R*\{(1,0)}, on a

af L@y — (e —1) x2(x —1)
(z,y) =y
O™ ((z = 1) +12)°
It i Gl V8
(=12
ﬁ@ W= (&-1) 2y ((x = 1) +9?) —y* x 2y
0y~ ((x = 1) +12)°
2y(z —1)°
((z =12 +y2)"
2.3. Sur R*\{(1,0)}, les dérivées partielles premiéres gf et gf sont des fractions ration-
T

nelles, alors elles sont continues en tout point ou le dénominateur ne s’annule pas,
c’est-a-dire qu’elles sont continues sur R*\{(1,0)}. Par suite f est de classe C' sur

R\{(1,0)}.
2.4. La fonction f est de classe C' sur R*\{(1,0)}, alors elle est différentiable sur R?\{(1,0)}.
3. Etude de la fonction f en (1,0) :
3.1. En posant t = z — 1, on obtient

-1 2 t 2
lim f(z,y) = lim (x—2)y2 = lim %
(z,y)—(1,0) ()10 (x — 1)2+ 9%  (ty)—00) 2 +y
2 ty2
Ory? < 2442, Y(t,y) € R?. alors < |t|. Ce qui implique que  lim =
y? < P+y?, Yt y) , Ry < [t]. Ce qui implique q L

Par conséquence, ( l)mh ) f(z,y) = 0= f(1,0), c’est-a-dire, f est continue en (1,0).
x?y ﬁ b

flx,0) = f(1,0) _ . 0-0

= 0. Alors f possede une dérivée partielle
rz—1 z—=1 r —

3.2. On a lim
x—

premiere en (1,0) par rapport a la premiere variable z et on a 8—(1,0) = 0. De
x
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fOy) = F(LO) _ . 00

méme, lim m —— = 0. Alors f possede une dérivée partielle
y—0 Yy — 0 y—0 Yy —
0
premiére en (1,0) par rapport a la deuxiéme variable y et on a 8f<1’ 0) = 0.
Y
3.3. Pour étudier la différentiabilité de f en (1,0), on calcule la limite suivante :
of of
) = 0.0 = (50,0 + S .0w)
. L z y
lim e(z,y)= lim
(2:4)—(0,0) (2,5)~(0,0) (@, )2
2
W
(@0)>00) (22 + y?)3
3
x
Comme lim &(z,y) = lim 0, alors f n’est pas différentiable
(z,y) — (0,0) ( y) z—0t (2 x2)% 2 \/_ 7é

z=y>0
n (1,0).
3.4. La fonction f n’est pas différentiable en (1,0), alors elle n’est pas de classe C! sur
R? et d’apres la question 2.3, R*\{(1,0)} est le plus grand ouvert sur lequel f est de
classe C!.

. On pose g(z,y) =y f(z,y). Remarquons que pour tout (z,y) € D\{(1,0)}, on a

_ _ (z—-1D(=y)?* _ _
g(ZE, _y) - _yf(xa_y> =Y (ZE— 1>2+(_y>2 - _yf<x7y) - —g(I,y) et (x7y) €D

si, et seulement si, (x,—y) € D. Alors en effectuant un changement de variables via
'application injective ¢ : R? — R? définie par p(u,v) = (u, —v) = (z,y) on a D = (D)
et J,(u,v) = —1. Alors

I= // J;ydxdy—// acydxdy—/ go@(u,v)|T,(u,v)| dudv

// g(u, —v dudvz—// g(u,v) dudv = —1.
D D

Ce qui entraine que I = 0.

3.2 Session de rattrapage (11 mars 2021)

N.B : Il sera tenu compte de la rédaction et de la présentation. Toutes les réponses doivent

étre justifiées.

Exercice 3.2.1. Soient a €e R", f:R* — Ret g : R — R", 2 — (¢1(x), -+, gn(x)) deux
fonctions de plusieurs variables et A un ensemble de R™. Dire si les affirmations suivantes sont
vraies ou fausses . (Bonne réponse~ 1, Mauvaise réponsers —1 et absence de réponse~ 0)

1. |:| Si A est borné, alors A est compact.

2. | |Si A est compact et () . est une suite de A, alors la suite (), converge vers z et
r € A

3. |:| Si f est continue sur R”, alors f est différentiable en tout point de R™.
4. |:| Si f et g sont différentiables, alors f o g est dérivable sur R en t € R et

(Fo9) ()= X 5 (ale)sict)

i=1

32



S.M. DOUIRI

D. |:| Si g1 est différentiable en a, alors g est aussi différentiable.

6. |:| Si f € C%(R?) et a et 3 sont les deux valeurs propres de la matrice hessienne de f en
a telles que aff < 0, alors f admet un maximum local en a.

7.0 |Sin=2et f(x,y) = e* ¥ (22 — 2y?), alors le gradient
Vf(x,y) = (ex_y (ac2 — 27 + Qx) et Y (—x2 + 2% — y))
Exercice 3.2.2. Justifier toutes les réponses.
Soit f la fonction définie par f(x,y) = xy?.
1. Montrer que la fonction f possede une infinité de points critiques.

2. Déterminer les extremums de f. Sont-ils globaux ?

3. Montrer que la condition f(z,y) = sin(xy) définit y comme fonction de x au voisinage de
(1,0).

4. Calculer I'intégrale double I = // f(z,y) dzdy, ou
D

D={(z,y) €R* /x>0,y >0 et a®+y> < 1}.

Corrigé.

Exercice 3.2.1

1. F, 2. F, 3, F, 4. 'V,
5 F, 6. F, 7. F.

Exercice 3.2.2

1. (x,y) est un point critique de f si, et seulement si, V(f) = (gf(x, Y), gf(:v,y)> = (0,0).
Z Y

C’est-a-dire, (z,y) est la solution du systeme

of

(r,y)= y*=0 — 0
g Y _
¥ = ~ 0 _ o = reR et y=0.
oy DY) = 2ay=0 vy g

Ce qui entraine que f admet une infinité de points critiques qui constituent la droite
A={(z,y) eR* [y =0}
2. Déterminons d’abord la matrice Hessienne de f en chaque point (z,y). On a

O f *f *f
@(:c,y) =0, 8—y2(:v,y) =2x et 8x8y<$’y) = 8y8x(x’y) =2y.

0 2y
2y 2w
critique (a,0) on a det Hs(a,0) = 0, donc on ne peut conclure a priori. Essayons d’étudier
si la différence f(z,y) — f(a,0) change de signe ou non au voisinage de (a,0). Pour tout
(a,0) € A, on a f(x,y) — f(a,0) = zy>

% Sia > 0, il existe r > 0 tel que zy* > 0, V(z,y) €la — r,a + r[x]| — r,r[, ¢’est-a-dire,
f(x,y) = f(a,0) >0, V(z,y) € B |.((a,0),7). Ce qui signifie que f possede un minimum
local en (a,0).

% Sia <0, il existe r > 0 tel que zy? <0, V(z,y) €la —r,a +r[x] —r,r[, c’est-a-dire,

Alors Hy(z,y) = ( , d’ott det H (2, y) = —4y*. En particulier pour chaque point
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f(x,y) = f(a,0) <0, Y(z,y) € By |.((a,0),r). Ce qui signific que f admet un maximum
local en (a,0).
% Sia = 0. Pour tout € > 0, sur la boule B |_((0,0),¢) et suivant le chemin z =y, on a
f(x,y)— £(0,0) = f(z,x) = 2* qui change de signe selon x. Ce qui signifie que f n’admet
pas d’extremum local en (0, 0).
Lorsque f possede des extremums locaux en (a,0) avec a # 0, on a f(a,0) = 0. Or
f(1,2) =4 > f(a,0) et f(—1,-2) = —4 < f(a,0), alors ces extremums ne sont pas
globaux.

3. On pose g(z,y) = f(z,y)—sin(zy) = x y*—sin(zy), qui de classe C*(R?), alors gz(a:, y) =

g

2zy — x cos(zy). donc ¢(1,0) = 0 et 8—(1,0) = —1 # 0. Le Théoreme des fonctions
Y

implicites entraine alors qu’il existe un voisinage U de 1, un voisinage V' de 0 et une
fonction implicite ¢ : U <— V de classe C>*(U) tels que

i) UxV CR?et (1) =0;
it) Pour tout x € U, on a g(x,y) = 0 <= y = p(z). C'est-a-dire, la condition f(z,y) =
sin(x y) définit y comme fonction de x au voisinage de (1,0).

dg
8*(337 o(z))
i) ¢'(x) = —6557, Ve e U.
5, (##(2)
4. Calculons l'intégrale double I = // flx,y)dedy = // zy* dady on
D D

D= {(r,y) e R? /2 >0,y >0 et a?+y? < 1}. En effectuant un changement de
variables en coordonnées polaires, via 1'application injective de classe C! sur R* x [0, 2|
définie par
Y RE % (0,20 — R?
(r,0) +——(r,0) = (rcosf,rsinf) = (z,y)

ona Jy(r,0)=retD={(z,y) eR? /x>0,y >0 et 2?2 +y* <1} =¢(D’), on

D' = {(r,0) e R% x [0,2r[ / rcosf >0, rsinf >0 et r* <1}
= {(r,0) e R x[0,27[ / cos§ >0, sinf >0 et 0 <r <1}
— {(n0) eRLx[0,2n]/0<r<1 et ogegg},

Alors

I= // f(z,y) dedy = // ry? drdy
D Y(D')
= // r cos@r? sin® @ r drdf
Y(D’)

1 ™
= / 7’4d7’/200805m29d6
0 0

A1 Tsin®012 1 1 1
5], 3 |, 53 15

3.3 Session de rattrapage MONE (06 juillet 2021)

N.B : Toutes les réponses devront étre justifiées. Il sera tenu compte de la rédaction et de
la présentation.
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Exercice 3.3.1. Soient a € R, f: R* — Ret g: R* — RP, x> (g1(2),- -+ , gp(x)) deux
fonctions de plusieurs variables et A un ensemble de R™. Dire si les affirmations suivantes sont
vraies ou fausses . (Bonne réponse~ 1, Mauvaise réponser: —1 et absence de réponse~ 0)

1. |:| Si toute suite (x), de A possede une sous-suite convergente vers x € R", alors la
partie A est compacte dans R".

2. |:| Si f est continue en a, alors elle possede en a les dérivées partielles par rapport a
toutes les variables.

3. |:| Si f n’est pas différentiable en a, alors elle n’est pas de classe C! sur tout ouvert
contenant a.

4. |:| Si toutes les g; (1 € {1,...,p}) sont de classe C' sur un ouvert de R", alors g est
différentiable sur cet ouvert.

%y

x2 +y?

Exercice 3.3.2. Soit g la fonction définie par g(z,y) =

1. Donner le domaine de définition de la fonction g.
2. Montrer que g admet un prolongement par continuité sur R? défini par

flz,y) = m si (z,y) # (0,0);

0 si (z,y) = (0,0).

Etudier I'existence des dérivées partielles de f en (0,0).
Etudier la différentiabilité de f en (0,0).

f est-elle de classe C! sur R2.
On pose [ = // f(z,y)dzdy avec D = {(z,y) € R?* : |z — 2|+ |y| — 1 < 0}.
D

6.1. Montrer que D est un compact de R2,
6.2. Calculer I.

A AN ol
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Chapitre

Année universitaire 2019-2020

4.1 Session normale (13 Janvier 2020)

N.B : Toutes les réponses devront étre justifiées. Il sera tenu compte de la rédaction et de
la présentation.

Exercice 4.1.1. [6.5 points=1+1+1+0.54+14+1+1]Les quatre questions suivantes sont indé-
pendantes.
1. 1.1. Donner la définition d’'un voisinage d’un point a € R".
1.2. Montrer que l'intersection finie de voisinages de a est un voisinage de a.

2. Montrer que l'ensemble A = {(z,y) € R* / x < 0et 0 <y < e”} est un fermé de R?.
Est-il compact ?

3. 3.1. Donner la définition de la différentiabilité d’une fonction numérique f : R® — R
en un point a € R".

3.2. En utilisant cette définition, prouver que la fonction réelle d’une seule variable f :
x +— sinz est différentiable en a € R et donner sa différentielle en a.

4. Donner la définition d’'un point critique d’une fonction différentiable f : R™ — R.

Exercice 4.1.2. [9.5 points=0.5+14+2+1.5+14+1+0.5+1+1]
Soit g la fonction définie par g(z,y) = zyIn(z? + y?).

1. Quel est le domaine de définition de la fonction g.
2. Montrer que g posséde un prolongement par continuité sur R? défini par

f(.’ll',y) — { J7y111($2 —|—y2) si ([E,y) 7£ (0’0),

0 sinon.

(Indication : Pour tout a > 0, on a lir(l)q+ t* Int =0.)
t—

3. Etudier I'existence des dérivées partielles premiéres de f sur R2.

4. Etudier la différentiabilité de f en chaque point de R? et donner sa différentielle lorsqu’elle
existe.

5. Déterminer le plus grand ouvert de R? sur lequel f est de classe C!.

6. 6.1. Montrer que I’égalité f(z,y) = 0 définit implicitement y comme fonction de = au
voisinage de (3, ?)
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6.2.
7. 7.1

7.2.

Donner un développement limité a 'ordre 1 de cette fonction au voisinage de %
Montrer que 'ensemble D = {(x,y) € R? / y > 0 et 2> + y? < 1} est convexe.

Calculer l'intégrale double I = / / f(z,y) dzdy.
D

Exercice 4.1.3. [3 points=1+1+1]
Soit f la fonction définie sur R? par f(x,y) = 2?(y? + €°).

1. Montrer que (a,b) est un point critique de f si, et seulement si,
(Cl, b) S {0} xRU {(_27 O>}

2. Soit
2.1.
2.2.

Corrigé.

Exercice

1. 1.1.

1.2.

(a,b) un point critique de f.
Si (a,b) € {0} x R, vérifier que f admet un minimum global en (a, b).

Si (a,b) = (—2,0), la fonction f possede-elle un extremum en (—2.0)7

4.1.1

Définition d’un voisinage d’un point a € R™ : On dit qu'une partie V' de R™ est un
voisinage de a si V' contient une boule de centre a.

Montrons que l'intersection finie de voisinages de a est aussi un voisinage de a :
Soient Vi, V5, ..., Vi, des voisinages de a, alors il existe r; > 0 avec i = 1,2,...,k
tels que B(a,r;) C V; (1). Comme l'ensemble {i = 1,2, -- -k} est fini, alors si on pose
r=min{r;|i =1,2,...,k}, on trouve que r > 0. Or r < r;, Vi € {i = 1,2,...,k},
ce qui implique que B(a,r) C B(a,r;), ainsi avec (1), on a B(a,r) C V; Vi € {i =
1,2,...,k}, donc B(a,r) C NZhV;. D’ot intersection NZFV; est un voisinage de a.

2. Montrons que I'ensemble A = {(z,y) € R? / 2 < 0et 0 < y < €*} est un fermé de

R? :

Soit (W), )nen une suite de Aqui converge vers £. alors W,, = (z,,y,) avec z,, < 0 et

0 <y, <e™ (2), (= (z,y) € R lim(z,) = = et lim(y,) = y. Par passage a la limite
dans (2), on trouve que z < 0 et 0 < y < ¢€”, c’est-adire que £ = (z,y) € A. On conclut
alors que A est un fermé de R2.

La présentation graphique suivante de A, montre que A est non borné.

=
.

=1

Sinon, alors il existe un 7 > 0 tel que A C By ((0,0),r). Comme r > —2, alors —r —1 <
1 = €0, donc (0, —r—1) € A, ce qui donne que ¢ (0, —r—1) € By ((0,0),r), c’est-a-dire
que [|(0,—r — 1)||o =7+ 1 < 7. Absurde. Alors A est non compact.

3. 3.1

Définition de la différentiabilité d’une fonction numérique f : R — R en un point
a € R™ : On dit que f est différentiable en a, s’il existe une forme linéaire L sur R"
telle que pour tout h € R" on a

fla+h)= f(a) + L(h) + ||h|le(h) avec }lllir(l) e(h) = 0.
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3.2. D’apres le développement limité de la fonction h — sin(a + h) en 0, on a
sin(a + h) = sin(a) + hcos(a) + || h|le(h) avec }llil% e(h) = 0.
—>
Il suffit de poser L(h) = hcos(a), donc L est forme linéaire sur R. Par suite la

fonction sin est différentiable sur R.

4. On dit que z( est un point critique d'une fonction numérique différentiable f : R" — R,
si df (zo) = 0.
Exercice 4.1.2
Soit g la fonction définie par g(z,y) = zyIn(z? + y?).

1. Soit D, le domainde de définition de la fonction g. Alors (z,y) € D, si et seulement si
z? 4+ y* > 0, c’est équivalent a (z,y) # (0,0). D’ou D, = R?\(0,0).
2. Montrons que g possede un prolongement par continuité : on a

lim  ayln(z® + y?)

lim z,Y)| =
) lg(x, )| e

(z,y)—(0,0
= h_r)r(l) |72 cos(0) sin(#) In(r?)| avec z = r cos(#) et y = rsin(6)
= lii% |27 cos(6) sin(6) In(r)|

. 2 IET ) .
< ll_r)l(l)|27’ In(r)| = |}11_r>r(1) 2r°1In(r)|, car |cos(f)sin(f)| < 1.
| S
=0

Donc ( l)irr;o ) g(z,y) = 0. Ainsi g admet un prolongement par continuité sur R? défini
x?y ﬁ K
par

flx,y) = { ryln(z? +y?) si(z,y) # (0,0);

0 sinon.

3. Etudions lexistence des dérivées partielles premitres de f sur R? : Soient y € R et
fy : © = zyln(a? + y?) la premiére fonction partielle de f. Comme f, = f1 X fyo f3 avec
fiiz—ay, fo:t—In(t) et f3: 2 — 22 +y? sont des fonctions dérivables respectivement
sur R, R™ et R et f3(R*) C R**, alors f, est dérivable sur R* et sur R si y # 0. Donc

0
9f existe sur R?\(0,0). De plus on a

Ox
af 2x
%(muy> = fy(x) = yIn(a® +y*) +y - 21
222y
—ul 2 2 ]
De méme si (z,y) # (0,0), nous trouvons que
of 2 2 2y
afy(x,y) =zln(z” +y°) +zy - e
29%x
= zln(z? + 3 .
rln(z® +y°) + 1
si (z,y) = (0,0), nous étudions les limites suivantes :
0) — f(0,0 0
z—0 x—0 z—0
0,z) — f(0,0 0
z—0 x—0 z—0
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0 0
Ce qui est équivalent & 8£<0’ 0)= 8£<O’ 0) =0.
. Etudions la différentiabilité de f en chaque point de R? et donnons sa différentielle :
e Sur R?\(0,0) on a f = fy x fso fe avec fy: (z,y) — zy, f5:t— In(t) et fo: (z,y) —
2? 4+ y? sont des fonctions différentiable respectivement sur R?, R** et R?; et puisque
f6(R?\(0,0)) C R*™*, alors f est différentiable sur R?\(0,0).

e Si (z,y) = (0,0), nous étudions la limite suivante :

9 9
o) = £0,0) = 50,002 = T 0,01
li )= i
(x,y)lg%o,mg(x 2 (00)(0.0) (2, y)l2

b W In(z? + y?)
@00 VTP
2 ‘ 2
~tim cos(0) sin(0) In(r*)
r—0 \/ﬁ
= lim 2r cos(0) sin(0) In(r) = 0,

r—0

avec x = rcos() et y = rsin(0).

car la fonction 6 — cos(f)sin(f) est bornée et lin’(l)rln(r) = 0. Alors f est différentiable
T—

en (0,0). En résumant ce qui précéde, nous trouvons que pour tout h = (hy, ho) € R? on
a df(x7y)(h> =

222y 292
In(2? + 3> - h In(2? + 9> ~hy si 0,0);
yIl(ZL' +y)+$2+y2 1—|—xn(x +y)+$2+y2 2 Sl($,y)7é(7)7
0 sinon.
. Déterminons le plus grand ouvert de R? sur lequel f est de classe C! : D’apres la question
3ona

2

0
o o) =

yIn(z? + y?) + i si (z,y) # (0,0);
0 sinon.

2

Comme l'application (z,y) — yIn(z? + y?) + est continue sur R*\{(0,0)}, alors

:1:2 + y2
il suffit d’étudier la continuité de gf en (0,0). Posons 2 = 7 cos(#) et y = rsin(f). Alors
x
of 2%y
' = = i In(z? + %) + —7
(xvy)lg%[),o) Ox (z.9) (x,y)ILI%O,O)y n(z” +y°) + 22 + 42
2 2rqi
= lim r sin(#) In(r?) + (rcos(6))"r sin(0)
r—0 T2
= li_r}(l) 2r sin(#) In(r) + 27 cos(6))? sin(6)
of
—0="2(00.0
0.0,
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car les fonctions 6 — cos(6)?sin(6) et 6 — sin(6) sont bornées, hIT(l)T =0et 111’1(1)7“ In(r) = 0.
r—

0 0
Donc 2 est continue en (0,0). On Déduit que of est continue sur R?. De la méme fagon

Ox ox
0
nous montrons que 8f est continue sur R2. Ce qui entraine que f est de classe C* sur R?.
)
6. 6.1. Montrons que 1'égalité f(z,y) = 0 définit implicitement y comme fonction de x
3
au voisinage de (3, V3) . On a f est de classe C* et (3,5 3y — [ln(l) =0 et
0 3
8f<; i) 1 # 0, alors d’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe un
)
voisinage Z de % et un voisinage J de 3 7 et une fonction implicite ¢ : Z — J de
classe C* tels que
— o}y =2,
— flz,y) =0 y=9px)Ve el
of
(. 0(a)
— Vze€Zony(x)= 6;

6.2. Donnons le développement limité a l'ordre 1 de ¢ au voisinage de % : Puisque ¢ est
de classe C!, alors

1 1 1 1
o) = (3) + (= D) + (@ = D)el@
Avec lim e(z) = 0. Or on a ¢'(3) = Or' 2 27 _ 4 _ V2 pgy
T3 g(l V3) 3 3
y 202 A
V3 V3,1 1
p(x) = 5 ?( - 5) + (= — 5)5(1’)
Avec lim g(z) =0
T3
7. 7.1. Montrons que 'ensemble D = {(z,y) € R* / y > 0 et 22 + y* < 1} est convexe : on

a

D cR* /22 +y* <1}n{(z,y) €R* / y >0}

{(z,y)
(r,y) €ER? / /a2 +y2 <1} N {(z,y) €R* / y > 0}
(z,y)

((

T,

{

{(z,y) eR* [ |[(z,y)]2 <1} N {(z,y) e R* / y > 0}
= By,((0,0), 1) N {(x,y) e R* / y > 0}

=C

Soient a = (a1,a2) et b = (by,by) deux éléments de D, alors a,b € Bj.,((0,0),1)
et a,b € C. Comme les boules fermés sont convexes, donc pour montrer que D est
convexe, il suffit de prouver que [a,b] C C. Soit z = (21, 22) € [a,b], alors il existe
t € [0,1] tel que z = ta + (1 — )b, ainsi 2o = ta + (1 —t)by, or t, 1 — ¢, as et by sont
des nombres positive, d’ou zo > 0, par suite z € C. C’est-a-dire que [a,b] C C.
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7.2. Calculons l'intégrale double I = / / f(z,y)dxdy : On utilise le changement de
D

variables x = u et y = —v. La matrice jacobienne de ce changement de variables est

donc :
1 0
0o -1/

Le déterminant jacobien vaut donc -1. Comme (z,y) € D <= (u,v) € D et on a
par la formule du changement de variables :

[://Df(x,y)dztdy://pf(u, —v) dudv.
Or f(u,—v) = —f(u,v), donc

I://Df(u,—v)dudv:—//Df(u,v)dudv:—[.

Ce qui donne que 21 = 0, par suite I = 0. Nous pouvons aussi utiliser les cordonnées
polaires pour montrer que I =0

Exercice 4.1.3
Soit f la fonction définie sur R? par f(x,y) = 2%(y* + ).

1. (a,b) est un point critique de f si, et seulement si,

of

7.(a,0) =0 2a(b* 4+ e*) + a*e® = 0
%(ab)zo Y a2x2=0

oy

C’équivalent a

2a(b* + €*) + a*e® = 0 s la=0 b=0
a=0oub=0 beR 4 2ae 4+ a’e® = 0.

b=0

< (a,b) € {0} x R ou { %+ a? — 0.

< (a,b) € {0} x R ou (a,b) = (—2,0).

2. Soit (a,b) un point critique de f.
2.1. Si(a,b) € {0} xR,, alors f(a,b) = 0. Or f(z,y) = 2*(y*+e*) > 0 = f(a,b), V(z,y) €
R2 Donc f admet un minimum global en (a, b).
2.2. Si (a,b) = (—2,0). On a

82
° axé(w,y) = (2 + 2)(y* + €") + (2° + 2x)e”
02]" a2f 82f
¢ aiyg(x»y) = 227 et (%Uay(x’y) = ayax(m’y) = 4xy. Alors
(@Cr+2)(y? + ") + (2P + 22)e” day
.. . _26_2 0 _9 .
Ce qui implique que det Hy(-2,0) = 0 gl = —16e72 < 0, donc la fonction f

ne possede pas d’extremum en (—2,0), mais seulement un point selle.
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4.2 Session de rattrapage (17 février 2020)

N.B : Toutes les réponses devront étre justifiées. Il sera tenu compte de la rédaction et de
la présentation.
Exercice 4.2.1. Les deux questions suivantes sont indépendantes.

1. Enoncer le Théoréme de Schwarz.

2. Déterminer si ’ensemble suivant est ouvert ou fermé :
A={(z,y) eR*|0< |z —1| < 1}.

Exercice 4.2.2. Soit g la fonction définie par g(x,y) = x?y?sin (%) .
1. Quel est le domaine de définition de la fonction g.
2. Montrer que g posséde un prolongement par continuité sur R? défini par
2,20 (1 .
rzey“sin (=) six #0;
fla,y) = { visin () @ 7
0 sinon.
3. Calculer les dérivées partielles de f sur R2.
4. Montrer que f n’est pas de classe C'! sur R2.
5. La fonction f est-elle différentiable sur R??
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Chapitre

Année universitaire 2018-2019

5.1 Session normale (07 Janvier 2019)

N.B : Toutes les réponses devront étre justifiées. Il sera tenu compte de la rédaction et de
la présentation.

Exercice 5.1.1.

1. Soit || - || une norme sur R”. Montrer que

ezl =Myl < llz = yll, Yo,y € R™.

2. Soit B(a,r) une boule ouverte de R™. Prouver que B(a, ) est un ouvert convexe.

3. Soit f : D C R — RP est fonction définie sur un ouvert D par f(z) = (fi(z), fo(z), ..., fo(x)).

Soient a € R" et | = (Iy,ly,...,1,) € RP. Montrer que lim f(z) = [ si et seulement si
lim f;(z) = 1; Vj € {1,...,p}.

Enoncer le théoreme des fonctions implicites pour une fonction numérique définie sur un
ouvert de R2.

Exercice 5.1.2. Soient m € N et f la fonction définie sur R? par :

A

flx,y) = m st () 7 (0,0);

0 si (z,y) = (0,0).
Montrer que f est continue sur D = R?\{(0,0)} pour tout m € N.
Calculer les dérivées partielles de f en chaque point de D et pour tout m € N.
Justifier pourquoi f est de classe C sur D et pour tout m € N.
La fonction f est-elle différentiable sur D7
Dans cette question, nous étudions f en (0,0).
5.1. Etudier suivant m la continuité de f en (0,0).
5.2. Etudier Pexistence des dérivées partielles de f en (0,0) pour tout m € N.

5.3. Pour quelles valeurs de m, f est-elle différentiable en (0,0)?
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5.4. Selon les valeurs de m, déterminer le plus grand ouvert de R? sur lequel f est de
classe C*.

6. Pour m = 0, on consideére la fonction g : R — R? définie par g(t) = (¢, —t). Montrer que
g o f est différentiable sur D et calculer la matrice jacobienne de g o f.

7. Pour m = 1, on pose
I:// f(z,y)dedy avec A = {(z,y) € R* : 2* +y* —y < 0}.
A

7.1. Dessiner A et montrer que A est un ouvert de R

7.2. Calculer I.

Exercice 5.1.3. Afin de traiter une infection bactérienne, 'utilisation conjointe de deux com-
posés chimiques est proposée. Des études ont montré que la durée de l'infection pouvait étre
modélisée par

f(z,y) = 2° 4+ 2y* — 182 — 24y + 2xy + 120,

ou x est le dosage en mg du premier composé et y est le dosage en mg du second. Comment
minimiser la durée de l'infection ?

Corrigé.

Exercice 4.1.1

1. Pour tous z et y de R" on a ||z|| = ||z —y + y|| < ||l —y|| + [Jy]|, alors

)l =1yl < llz =yl (5.1)
De méme, on a ||yl = [ly =z +z|| < ||z —yl|+[|l2[, alors [ly[| = [l —y[| < [lz], c’est-a-dire,
= llz =yl < llell = llyll- (5:2)

D’apres (5.1) et (5.2), on déduit que
ezl =yl < [l —yll, Va,y € R".

2. Soit B(a,r) = {x € R"/||x—al| < r} une boule ouverte de R". Pour tout x € B(a,r), on a
|z—all < r, c’est-a-dire, r—||z—a|| > 0. Choisissons alors 0 < ¢ < r— || —al| et montrons
que B(z,e) C B(a,r). En effet, pour tout y € B(z,e) ona |ly —z|| <e <r — |z —al,
alors [ly — x| + |l — a|l < . Dow, [}y — all = |y — o +2 — al| < ly— 2] + | —al <
C’est-a-dire, y € B(a,r) et par suite, la boule ouverte B(a, ) est un ouvert de R™.

Pour la convexité de B(a,r), soient x et y deux éléments de B(a,r). Pour tout z € [z, y],
il existe t € [0, 1] tel que z =z + ¢ (y — z). Alors on a

lz+t(y—z)—all=llz+t(y—a+a—z)—a
= [[t(y—a)+ (1 —t)(x—a)
< ty—a)l+ @ =1)l(z —a)
< tr+(1—t)r

|z —al <

Iz = al

Ce qui implique que z € B(a,r), d’ou [z,y] C B(a,r).
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3. Supposons que glclgé f(x) =1 Soit 7 € {1,...,p} et pour tout € > 0 il existe n > 0 tel que
si|lx —a| <nonal|f(x)—Iw < e (puisque toutes les normes sont équivalentes dans
R?. on peut utiliser la norme sup), ce qui implique que |f;(z) — ;] < ||f(z) — ]|~ < €.
Do lim fix) =1;.

Réciproquement, pour tout ¢ > 0 il existe n; > 0 tel que ||z — a|| < n; implique que
|fj(x) — ;| < e. En choisissant n = jeﬁ,i{l,p} n; on obtient I'implication
e —al| <n=llz—a| <nj = [f;(2) =[]l <&, Vief{l,....p} = |f(z) - lll« <&

Par conséquence, glclgzlz f(z)=1.

4. Soient U un ouvert de R?, (a,b) € U et f : U — R une fonction de classe C* sur U. Si
f(a,b) =0 et g—i(a, b) # 0, alors il existe un voisinage I de a, un voisinage J de b (I et J
sont des intervalles ouverts contenant a et b respectivement) et une fonction ¢ : I — J
de classe C* sur I vérifiant

i) I xJCUetpla)=b
i) f(x,p(z)) =0, Vx € I, (ou I'équivalence suivante : Vo € I, f(z,y) = 0 <= y =

().
iit) ¢'(x) = _af(i'

Exercice 4.1.2
Soient m € N et f une fonction qui dépend du parametre m. Plus précisément, pour tout
m € N* on a
™y .
—— si(x, 0,0);
fl@y) =4 22 +y? (#:9)# (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)
et sim =20, on a

Y . .
f(x,y) = { W S% (I’,y) 7é (070)7
0 si (z,y) = (0,0).

1. Montrons que f est continue sur D = R?*\{(0,0)} pour tout m € N.

Sur D, la fonction f est une fraction rationnelle bien définie. Donc elle est continue sur
D.

2. Calculons les dérivées partielles de f en chaque point de D et pour tout m € N.

Y .
Poursz:Onaf(x,y):{ x4+ y? st (@,y) # (0,0);
0, si (z,y) = (0,0).
Soit (z,y) € D, c'est-a-dire, (z,y) # (0,0). La fonction f possede-t-elle, d’abord, des dérivées
partielles au point (z,y)? Notons par f; : R — R et fo : R — R les deux fonctions partielles

de fen (z,y).
Pour f; :
— Siy=0ona fi(t) =0, Vt € R, alors f; est dérivable en z et fi(x) = 0.
— Siy#0Oona fi(t) = tZ—FLQ’ Vvt € R, alors f est une fraction rationnelle qui est dérivable
)
—2xy

enz et fi(x) = ———=
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Par suite, f admet au point (x,y) une dérivée partielle par rapport a la 1% variable z et on a*

af
ox

—2xy

(z,y) = fi(z) = m, V(x,y) € D.

Pour f; :

. . _1
sit 7 0; alors fo est dérivable en y € R* et fl(y) = —-.

1
— Siz=0ona fy:t—<{ ¢’ 5
0 Y

, sit =0,

— Siz#0ona fo:t— PR alors fy est une fraction rationnelle qui est dérivable en
x

22—y
et f = 0.
Yy fQ(y) (%2 +y2)2
Par suite, f admet au point (z,y) une dérivée partielle par rapport a la 2°™¢ variable y et on
2
a
of / 22 4y — 2 22 — o2
—(x,y) = = = , Y(z,y) e D.
83/( y) f2<y) (xQ i yg)g (ZL’2 n y2)2 ( y)
Autrement, sur D la fonction f est une fraction rationnelle ” f(x, y) = m”, alors elle admet
x
des dérivées partielles par rapport aux deux variables x et y. Donc pour tout (x,y) € D on a
af . 2xy
o (z,y) = m,
et
af( ) x2+y2—2y2 x2—y2
oy T @ T @)
Pour m € N* : On a
TV i) # (0,0
5 5 S1{T, 9 ;
flay) =1 42 ’
0, si (z,y) = (0,0).
Sur D la fonction f est une fraction rationnelle ”f(z,y) = ﬁyz”? alors elle admet des
T Y
dérivées partielles par rapport aux deux variables z et y. Donc pour tout (z,y) € D on a
Gf( ) ma™ ly(x? +y?) — 2™y x 2z 2™ y((m — 2)2? + my?)
—I\r = =
oz Y (22 4 y?2)? (22 4 y?)? ’

. of Cam(@P 4+ y) —amy x 2y a™(a® —yP)

R R N (RN o

Par I’étude de la dérivabilité des fonctions partielles : Soit (z,y) € D, c’est-a-dire, (x,y) # (0,0).
La fonction f possede-t-elle des dérivées partielles au point (x,y)? Notons par f; : R — R et
fa : R — R les deux fonctions partielles de f en (z,y).

Pour f; :

— Siy=0ona fi(t) =0, Vt € R, alors f; est dérivable en = et fi(x) = 0.

1. Cette formule est valable pour les deux cas y = 0 et y # 0.
2. Cette formule est valable pour les deux cas z = 0 et = # 0.
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. "
— Sly;«éOonafl(t):myyw

2™ Yy((m — 2)2% + my?)
(22 + 12)?
Par suite, f admet au point (%) une dérivée partielle par rapport a la 1% variable z et on a®

) = i) =

Vt € R, alors f; est une fraction rationnelle qui est dérivable

en z et fi(x) =

2™y ((m — 2)2? + my?)
(22 + 42)2 ’

V(z,y) € D.

Pour f5 :
— Siz=0ona fo(t) =0, Vt € R, alors f est dérivable en y et f}(y) = 0.

— Siz #0ona fo(t) = oL Vt € R, alors f; est une fraction rationnelle qui est dérivable
x
m (.2 2\ _ .m % 9 m(p2 2
(#* +y?) (=% +9?)
Par suite, f admet au point (z,y) une dérivée partielle par rapport a la 2°™¢ variable y et on
4
a
of o™ (a? — y?)
@(%,y) :fé(y) = ($2+y2)2 ) V(.l’,y) €D.
of —2zy of
3. x Pour m = 0 : Sur D on a les deux dérivées partielles —(z,y) = ————— et —(z,y) =
P 8x( y) (2% 4 y2)? 8y( v)
2 _ 2
2 7Y sont des fractions rationnelles dont leurs dénominateurs ne s’annulent pas, alors
(22 + 42)?

elles sont continues sur D. D’ou la fonction f est de classe C! sur 'ouvert D.

0 m—1 -9 2 2
* Pour m € N* : Sur D on a les deux dérivées partielles —f(x, y) = T yl(m = 2)a” + my’)
(22 + 2)?

ox
of . am(a?—y?)
o\ Y= ey

pas, alors elles sont continues sur D. D’ott la fonction f est de classe C! sur 'ouvert D.

et

sont des fractions rationnelles dont leurs dénominateurs ne s’annulent

4. f est de classe C! sur ouvert D, alors elle est différentiable sur D.
5. Etudions la fonction f au point (0, 0).

(a) Pour la continuité de f en (0,0) :

Y .
Pourm=0: f(z,y) = { x4+ y? st (@y) # (0,0)
0, si (x,y) = (0,0).
Cherchons, la limite de f au point (0,0) suivant des chemins particuliers passant par
(0,0). Par exemple, selon le chemin y = 0, on a

lim €T = lim
(2,9) — (0,0) fz.y) (2,9) — (0,0) &+
y=20 y=0
= limY% =0
z—0 T
Suivant le chemin z =0 on a
| = |
(.1) > (0,0) flz.y) (.1) = (0,0) 7+
=0 =0
= lim¥ =400
y—0Y

3. Cette formule est valable pour les deux cas y =0 et y # 0.
4. Cette formule est valable pour les deux cas z = 0 et x # 0.
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La limite suivant ce chemin n’existe pas, ce qui entraine que f n’est pas continue en (0, 0).

™y ) '
PourmEN* : f(x7y): $2+y2’ S1 (x7y)7é(070)7
0, si (z,y) = (0,0).
1
— Sim=1: ( )lim(O 0 flz,y) = glcii%f(x,x) = }CILI(I]% =3 # f(0,0). Alors f n’est pas
x,y) — (Y,
r=y
continue en (0,0).
2
— Sim >2: On sait que x21y2 <1, Y(z,y) € R*\{(0,0)}. Donc
m 2 m—2 2| ,.m—2
"y Xyl ety

Or7 llm xm*2 = 07 alOrS llm ,’,U, — O — O, 0 . C’est—é—dire’ est Contlnue
(@y)—=(0,0) y =y m0.0) f(z,y) f(0,0) f

en (0,0), Vm > 2.

Autrement, en utilisant les coordonnées polaires z = r cos et y = rsinf, on obtient

r™ cos™ 6.r sin 0

= [r™ 1 cos™ 0. sin 0

!f(x,y) - f(070)| =

= |7”
S ‘Tmfly.

r2

™= . | cos™ @ sin 0|

Comme lir% |71 =0, alors 1)111%0 O)f(x,y) = f(0,0). D’ou f est continue en (0,0), Vm > 2.
r— ;

(zy)—
(b) Pour les dérivées partielles de f en (0,0) :

— Sim=0: f(x y):{ ﬁiyz si (z,y) # (0,0);

0, si (z,y) = (0,0).
t,0) — f(0,0 0—-0
* lim f(£,0) = 1(0,0) = lim —— = 0. Alors f posséde une dérivée partielle par rapport a x
t—0 t—0 t—0 ¢
0
en (0,0) et on a aj:(O,O) = O.1
S0
. f(ovt)_f(070)_ t _ 1 — 1 — J Arive
* Ilg% r— = %E%T %5%?2 =0F = +00. Donc f n’admet pas une dérivée
partielle par rapport a y en (0,0).
™y ) .
7slm21f(x,y>: x2+y27 Sl(gj?y)?é(()?())?
0, si (z,y) = (0,0).
t,0) — f(0,0 0-0
* lim f(,0) = 1(0,0) = lim —— = 0. Alors f posséde une dérivée partielle par rapport a x
t—0 t—0 t—0 ¢
0
en (0,0) et on a 8f(0,0) = 0.
x
0,t) — f(0,0 0—-0
* lim 10,4) = (0,0) = lim —— = 0. Donc f admet une dérivée partielle par rapport a y en
t—0 t—0 t—0 ¢
of
0,0) et —(0,0) =0.
(0.0 et ona 50,0

48



S.M. DOUIRI

(¢) Etudions la différentiabilité de f en (0,0) :

— Pour m =0 : f n’admet pas une dérivée partielle par rapport a y en (0,0), donc f
n’est pas différentiable en (0, 0).

— Pour m =1 : f n’est pas continue en (0,0), donc f n’est pas différentiable en (0, 0).

— Pour m > 2 : Etudions la limite en (0,0) de Papplication ¢ : R> — R, définie par

flea) - £0.0) - (255 0.0+ 15T 0.0)

8
e(z,y) =
(@, y)|l
En utilisant la norme || ||2, on obtient
of (9f
0,0
e(z,y) = - ( or" 8y( )>
’ (@, y)l2
_ fly) xmy My
Iyl (@2 +y2) @2+ (22 +y2):
. zy : :
*Sim=2:¢e(x,y) = ———— et suivant le chemin = = y, on a
(22 +y?)>
2
lim  e(z,y) = lim %
(2.9) = (0.0) (2.9) —» (0,0) (22 + y2)3
=1y r=Y
23 1

Alors, f n’est pas différentiable en (0,0) 5.

xm
*Sim >3 :e(x,y) = (y)g et en utilisant les coordonnées polaires x = rcosf et y =
+

rsinf, avec r > 0 et 6 € [0, 27|, on obtient

im elr, = im N I
(z,y)—=(0,0) Y (@y)=(0,0) (22 + yQ)%

. ) r™cos™ frsin 0
lim e(z,y)= lim 3
(z,y)—(0,0) r—0 (TQ) 2
0 € [0, 27|
= lim r
r—0
0 € [0, 27|

=0
car imr™ 2 = 0 et —1 < cos™fsinf < 1, VO € [0,2x[. Par conséquence, la fonction f est

r—0

différentiable en (0,0) pour tout m > 3.

m=2 c0s™ @ sin

(d) D’apres la question 3), la fonction f est de classe C! sur 'ouvert D.
x Pour m € {0,1,2} : f n’est pas différentiable en (0,0), donc f n’est pas de classe C! sur
R2. Alors D est de plus grand ouvert de R? sur lequel f est de classe C*.

5. C’est un contre exemple de f continue # f différentiable.
6. D est un ouvert de R?, car D¢ = {(0,0)} est un fermé de R
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x Pour m > 3 : La fonction f est de classe C! sur 'ouvert D. Reste a étudier la continuité des
dérivées partielles en (0,0). On a

e Yy ((m = 202 +my?) |
g(x’y) — (:L‘2 + yg)z S1 (x,y) 7é <070>a

O 0 si (z,y) = (0,0).

a2t -yt L .
gg(x7y) — ($2 +y2)2 ( >y) 7é (070)7

0 si (z,y) = (0,0).

* En utilisant les coordonnées polaires x = rcosf et y = rsinf, avec r > 0 et 6 € [0, 27[, on
obtient

™ y((m — 2)a* + my?)

lim —(x,y)= lim
o0 9z Y T g Boo (2% 4+ ¢?)?
. ™ leos™ 10 - rsinO((m — 2)r? cos? 6 + mr? sin? 6)
= lim 1
r—0 r
0 € [0,2n[
= lim [rm’Q cos™ 1 @ sin O((m — 2) cos® § + m sin® 9)}

r—0

6 € [0,27]

of _of

lim 2L (z,y) = 0= 22(0,0
(x,y)gr%0,0) ax (l’, y) aw< 9 )7
1 . 2 ) . —9 af .
car |cos™ ! Osinf((m — 2) cos® 8 + msin®0)| < 2m — 2 et hr% r™~* = 0. Donc . est continue
T €T
en (0,0).
De méme, on a
m(,.2 _ 5,2
lim W TY) (@ =~ y)
(@y)—(0,0) (22 + y?)?
. ™ cos™ 6.(r? cos®  — r? sin? 0)
= lim 1
r—0 r
6 € [0,2n|
= lim 7™ 2cos™0.(r? cos® @ — r? sin? )
r—0
6 € [0,27]
af of

lim —(x,y)= 0= —=(0,0),
(,9)—(0,0) 8y( 2 83/( )

lim —(x,y) =
(z,1)—(0,0) 8y( v)

0
car |cos™ 6.(cos? @ — sin? 0)| = |cos™ 6. cos(20)| < 1 et lim r™=% = (. Donc (‘?f est continue en
r—r y
(0,0).
. . , of . of : ) N
Par conséquence, les dérivées partielles —— et —— sont continues sur R* ce qui signifie que la

ox dy

fonction f est de classe C! sur le plus grand ouvert R2.

6. Pour m = 0, on considére la fonction g : R — R? définie par g(t) = (¢, —t). Montrer que
g o f est différentiable sur D et calculer la matrice jacobienne de g o f.
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La fonction vectorielle g : R — R? est différentiable sur R, car g; : t — t et g, : t — —t sont
différentiables (dérivables) sur R. Or, la fonction numérique f est différentiable sur D, alors la
fonction composée g o f est différentiable sur D.

Soit (z,y) € D, on a

.Y))
- () (Grew gen)= (L) (Few Gen)

99 (f(z,y) of of
Jyor(@,y) = Jo(f(x,y) Jp(xy) = | L7 77| S, y), 2 (2, y)
f f (%; (f(zy <ax %y )

o) Ly S
B O T,y o T,y B (I2 + y2)2 ($2 + y222
—| of f B 2y Y’ —a

o o)\ G

Autrement, on a g o f(x,y) = g(f(x,y)) = (f(x,y), —f(x,y)), alors

of of
Joor(@,y) = of f

—%<l’,y) _aiy(l‘7y)

Exercice 4.1.3

La fonction f(z,y) = 2 + 2y* — 18z — 24y + 2zy + 120 représente la durée de l'infection en
mélangeant le dosage x en mg du premier composé et le dosage y en mg du second composé.
Déterminons d’abord les points critiques de la fonction f qui est de classe C*°(R?).

of
g(m,y):o @{ 27 — 18 + 2y = 0

df (z,y) = Oz ) & (2.4) = 0 Ay — 244 22 =0

dy
r—=94+y=0 y—3=0 y=3
‘:’{231—12+x:0 ‘i’{x—9+y:0 TV r=9-y=9-3=6
La fonction f possede alors un seul point critique (6, 3).

Pour la matrice Hessienne Hs(z,y) on a

0? 0?
aQEJ;(I,y) =2, J(x,y) =4et

Oy?
2 2
Hy(w,y) = (2 4> :

On a det(H;(6,3)) =8 —4=4>0et 2> 0, alors f admet un minimum local en (6, 3). Est-il
global ? En effet, pour tout (z,y) € R? on a

f6+z,3+y)—f(6,3)= (6+2)°+2B+y)?—18(6+z)—243+y)+2(6+z)(3+y)+120—30
= 22+ 2xy+y* = (v +y)* > 0.

Donc

Par suite, on obtiendra une durée minimale de 'infection en utilisant un dosage de 6mg du
premier composé et 3mg du second.
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5.2 Session de rattrapage (06 février 2019)

N.B : Toutes les réponses devront étre justifiées. Il sera tenu compte de la rédaction et de
la présentation.
Exercice 5.2.1 (6 points). Soit f: U — R une fonction continue sur un ouvert U de R".

1. Donner la définition d’un segment ouvert, respectivement fermé de R".

2. Donner la définition d'une partie convexe de R".

3. Soient a = (ay,...,a,) et b = (by,...,b,) deux points de U tels que [a,b] C U. Si
f est différentiable sur le segment ouvert ]a,b[ Enoncer et démonter le Théoreme des
accroissements finis pour f.

4. Déduire que si f est différentiable sur un ouvert convexe U telle que df est nul sur U,
alors f est constante sur U.
Exercice 5.2.2 (5 points). Déterminer la différentielle de la fonction f dans les cas suivants :
a. f:R? = R avec f(x,y) =z + 2y + 2%y.
b. f:R?* = R? avec f(z,y) = (¢¥, 2%).

Exercice 5.2.3 (7 points). Soit f la fonction définie sur R? par :
fle,y) =e"+e’+ao+y—2.

1. Etudier sur R la fonction g : y — g(y) = (0, ).
2. Déduire que f(0,y) = 0 si et seulement si y = 0.

3. Montrer que I'équation f(z,y) = 0 définit une fonction implicite ¢ : z — @(x) au
voisinage d’un point (a,b) qu’on doit préciser.

4. Donner un développement limité a ’ordre 3 de ¢ au voisinage de 0.

5.3 Session normale MONE (13 juin 2019)

N.B : Il sera tenu compte de la rédaction et de la présentation. Toutes les réponses doivent
étre justifiées.
Exercice 5.3.1 (6 points=1+0.5+1+1+1.5+1). Les questions suivantes sont indépendantes.
1. Montrer que l'application norme N : R? — R est continue sur R?.
2. Soient N;, Ny deux normes sur R? et f la fonction définie par

flag) = MR,

2.1. Quel est le domaine de définition de f 7
2.2. Montrer qu’on peut prolonger par continuité la fonction f a R2.
3. Enoncer le Théoréme de Schwarz.
4. Soit A une partie d’'un espace métrique (F,d). On rappelle que la frontiere de A est
I'ensemble 9A = A\ A.
4.1. Montrer que 0A = AN Ae.
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4.2. Déduire que A est fermé si et seulement si 0A C A.
Exercice 5.3.2 (9 points=0.54+1+0.5+14+1+0.5+1.5+14+0.5+0.5+1).
Soit f : R? — R une fonction numérique.
1. Dans cette question seulement, on suppose que f(z,y) = = + |y| pour tout (z,y) € R2.
1.1. Justifier pourquoi f est de classe C* sur R? \ D avec D = {(z,0) : = € R}.
1.2. Etudier 'existence de dérivées partielles sur D.
1.3. déterminer le plus grand ouvert de R? sur lequel f est différentiable.
1.4. Soit h la fonction définie sur R? par : h(z,y) = f(x,y*) — ye™ ¥
(d1) Montrer que h admet un seul point critique en (—1,1).
(d2) Etudier si h admet un extremum.

(d3) Montrer que I'équation h(x,y) = 0 définie au voisinage de (0,0) une fonction
implicite x — y = ¢(x).

(d4) Donner un développement limité a 'ordre 2 de ¢ au voisinage de 0.
Pour (z,y) € R? fixé, on définit la fonction g : R — R, t — g(t) = f(tz, ty).
2. Supposons que f est de classe C!, montrer que g est dérivable sur R, et calculer sa dérivée.
3. Maintenant, on suppose de plus que f(tz,ty) = tf(x,y) pour tous z,y,t € R.
0.1. Montrer que f(0,0) =0 et que ¢'(t) = f(x,y) pour tout t € R.

0.2. Déduire que f est une forme linéaire.

0
4. Si f est de classe C? et f(tw,ty) = t>f(x,y) pour tous x,y,t € R. Montrer que of est

, Ox
une forme linéaire.
Lln(1
Exercice 5.3.3 (4 points=1+41+2). Soit I'intégrale [ :/ nl(_:_f)dx.
0 x
1. Montrer que pour tout réel x de l'intervalle | — 1, +o00[, on a :
1 xd
ln(l—i—a:):/ s 4
o 1+ay

2. Déduire que [ — //D T inl ey, o D est le pave [0 2.

3. En intervertissant les rdles de = et y, montrer que

:E—I—y
dxdy.
// (14 22)(1 +y?) e

En déduire que I = gln 2.
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Chapitre

Année universitaire 2017-2018

6.1 Session normale (12 Janvier 2018)

N.B : Toutes les réponses devront étre justifiées. Il sera tenu compte de la rédaction et de
la présentation.
Exercice 6.1.1.
1. Donner la définition de chacun des mots soulignés suivants :
a) Un compact de R™.
b) Une fonction f: R™ — R différentiable en x € R".
2. Montrer que toute intersection de compacts de R™ est un compact de R".

3. Soit f : R — R une fonction réelle d'une seule variable. Montrer que f est différentiable
en a € R si et seulement si f est dérivable en a.

4. i) Calculer I(a) = [[[p(1 + /2?2 + y? + 2?) dzdydz
ot D={(x,y,2) eR¥: 2 <a?+y*+22<R*, >0, R>0et a €R.

ii) Déduire le volume de B = By ,(0, R) la boule fermée de R* associée & la norme
euclidienne centrée a 1’origine et de rayon R > 0.
Exercice 6.1.2. Soit ¢ la fonction définie par g(z,y) = x + 22 sin (%)
1. Donner le domaine de définition de la fonction g.
2. Montrer que g admet un prolongement par continuité sur R? défini par
:c+x251n<%) siz#0;
0 sinon.

f(m,y):{

3. Déterminer les dérivées partielles de f sur R2.
4. Montrer que f n’est pas de classe C! sur R2.
5. La fonction f est-elle différentiable sur R2?

Exercice 6.1.3.

1. Montrer que I'égalité = e¥ —y e+ 1 = 0 définit au voisinage de (0, 1) une fonction implicite
¢ vérifiant p(0) = 1.

2. Donner un développement limité a I'ordre 2 de ¢ au voisinage de 0.
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6.2 Session de rattrapage (07 février 2018)

N.B : Toutes les réponses devront étre justifiées. Il sera tenu compte de la rédaction et de
la présentation.
Exercice 6.2.1.

1. Montrer que pour tout point a € R™, le singleton {a} est un fermé de R™.

2. Déduire que toute partie finie A = {a4,...,a,} de R" est un fermé.

3. La partie finie A = {a4,...,a,} est-elle compacte? (Justifier votre réponse)

Exercice 6.2.2.
Soit f, la fonction définie sur R? par

_ | (ay)? cos 9621 > st (z,y) # (0,0),
Tol@y) = { 0 +y sinon,

ou p € N. On veut étudier la fonction f, suivant les valeurs de I'entier naturel p.
1. Pour p=0:
i) Déterminer fy et montrer que f, € C*(R*\{(0,0)}).

i1) Montrer que fy n’est pas différentiable en (0,0) (Vous pouvez utiliser le fait que cost
diverge quand ¢ tend vers +00).

2. Pour p e N* :
i) Déterminer les dérivées partielles premieres de f, sur R?.
ii) Montrer que f, est différentiable sur R? si p > 1.
3. La fonction f; est-elle de classe C* sur R?? (Justifier votre réponse)
4. Montrer que f, est de classe C' sur R? si p > 2.
Exercice 6.2.3.
Soit f la fonction définie sur R? par f(x,y) = z* +y* — 2(x — y)2.
1. Déterminer les dérivées partielles premiéres et secondes de f sur R2.
2. 1) Montrer que si x et y sont deux reéls non nuls tels y® = —23 alors y = —ux.
i1) Déterminer les points critiques de f.

3. Trouver les extrema locaux de f et vérifier s’ils sont globaux.

6.3 Session normale MONE (29 mai 2018)

N.B : Il sera tenu compte de la rédaction et de la présentation. Toutes les réponses doivent
étre justifiées.

Exercice 6.3.1 (5 points=1+4+1+1+1+1). Les questions suivantes sont indépendantes.

1. Soient E un R-espace vectoriel ayant plus d’un élément, N : £ — R une norme sur F et
I'application suivante définie sur E? :

d(z,y) 0, siz=y
x,Y) = .
Y 1, six#vy
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1.1. Montrer que Vz,y € Fona: |N(z)— N(y)| < N(z —y).

1.2. Montrer que (E,d) est un espace métrique

1.3. La distance d est associée a une norme N ? Justifier votre réponse.

Soient f : U — R une fonction a plusieurs variables et U un ouvert de R" tels que f est
différentiable en a € U.

2.1. Montrer que f admet en a des dérivées partielles par rapport a toutes les variables

(a) =df(a)(e;)) Vi=1,---,nou (e, ,e,) est la base canonique de R".

avec

8Ii

2.2. Prouver que df(a) = Y1, gg (a)-hiVh=(hy, - hy).

Exercice 6.3.2 (11 points=1+1+0.54+1+1.540.540.5+14+140.540.5+1+1).
Soient f la fonction définie sur R? par :

SEEEAN

ot siy > |z

y?, sty <|a|

f(x,y) :{

Calculer f(0,0), f(—2,—3) et montrer que f(z,y) = f(—z,y) Vz,y € R.

Montrer que I'ensemble D = {(z,y) € R? : y = |z|} est un fermé de R%

Justifier pourquoi f est de classe C* sur R?\ D.

Déterminer I’ensemble des points de D en lesquels f est continue (Justifier votre réponse).
Etudier I'existence de dérivées partielles en (0,0), (1,1) et (—1,1).

Déduire que f est différentiable en (0,0) et donner df(0,0).
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7. Soit g la fonction définie sur R? par : g(z,y) = f(2,sin(x) + sin(y)).
7.1. Montrer que g(x,y) = sin?(x) + sin?(y) + 2sin(x) sin(y).

)-

7.2. Vérifier que g admet un point critique en (2 72r
7.3. Donner la matrice de Hessienne de g en (— g)

7.4. Déduire que g admet un maximum local en ) Est-il global ?

(
8. Soit h la fonction définie sur R? par : h(z,y) = f(1 +y?, —2t — 222 — 1).
)

1
8.1. Montrer que I'équation h(x,y) = exp(2sin(y)) est équivalente a

ot 4+ 227 + 1 — exp(sin(y)) = 0 (6.1)

8.2. Montrer que 'équation (6.1) définit au voisinage de (0,0) une fonction implicite
prxi—=y=p(z)
8.3. Donner un développement limité a I'ordre 2 de ¢ au voisinage de 0.
Exercice 6.3.3 (4 points=1.540.5+2). Soit [ = [[p(x +y) dzdy avec D = {(z,y) € R* : x>
0,z >0 et 22 +1y? <0}
1. D est-il ouvert, fermé ou convexe ? (justifier votre réponse).

2. Dessiner D.

3. Calculer par deux méthodes I'intégrale double /.

6.4 Session de rattrapage MONE (03 juillet 2018)

N.B : Il sera tenu compte de la rédaction et de la présentation. Toutes les réponses doivent
étre justifiées.
Exercice.
A) Soit f la fonction définie sur R? par

xt, siy > |7

f(x,y)z{ )

y?, sty <|x|.

1. Montrer que I'ensemble D = {(z,y) € R? : y = |z|} est un fermé, non ouvert et
non convexe de R,

Déterminer la classe de f sur R? \ D (Justifier votre réponse).

Etudier la continuité de f sur D.

Etudier la différentiabilité de f sur D.

Calculer I'intégrale double suivant

/[ £y dedy

avec A = {(z,y) eR*:0<z <1 et 0<y<1}.

AR
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B) Soient g la fonction définie sur R? par

£L‘2y .
g(% y) — l‘4 4 yg 51 (‘Tay> 3& (070)7

0 si (x,y) = (0,0)

et h : R? — R? la fonction définie par

h(z,y) = (f(z,y), 9(z,y)).

6. Montrer que g n’est pas continue en (0,0). g est-elle différentiable en (0,0)?

7. Déterminer le plus grand ouvert de R? sur lequel h est différentiable et donner la
matrice Jacobienne de h en chaque point de cet ouvert.

Bonne chance.
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