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Chapitre 1

Distributions

1.1 Les fonctions test

1.1.1 Support d’une fonction

Soit f une fonction continue définie sur RY (N € N*). On appelle support de
f et on note supp(f), 'ensemble des points adhérents & A = {x € RN : f(z) # 0}.
Ainsi,

supp(f) = {z € RV : f(z) # 0}.
Autrement dit, supp(f) est le complémentaire du plus grand ouvert de RY sur
lequel f = 0.

Remarque 1.1.1. Pour une fonction mesurable, supp(f) = {x € RV : f(z) #0 p.p.}.
C’est le complémentaire du plus grand ouvert de RY sur lequel f =0 p.p..

1.1.2 Les fonctions test

Dans toute la suite, {2 désigne un ouvert non vide de R™. Pour tout k£ €
N U {oo}, 62 () est I'espace de fonctions u € €*(£2) ayant un support compact
de €.
Notons que €*(2) = kQN%k (Q2), alors €5°(2) est l'espace de fonctions indéfini-
ment dérivables a support compact dans 2. Les éléments de €5°(€2), noté dans
la suite par ©(€2), sont appelés les fonctions test (ou fonctions d’essai).

Remarques 1.1.2.

1. ©(R™) est non vide, et plus précisément, il existe ¢ € D(R") telle que
©(0) > 0 et p(x) =0, Vo € R™ 11 suffit de prendre p(z) = f(1 — ||z|*) ot f est
la fonction de classe € sur R définie par

{ 0 si t<0,

—1
exp (‘[;) si t>0.

1
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0.5

Par translation et changement d’échelle, on peut déduire que D () # () en utili-
sant la fonction

¢(x) = o

2. Si Q7 et €5 sont deux ouverts de R™ tels que €2; C €25, alors toute fonction

r—X

%) ot zg € Q et > 0 tel que B(zg,r) C €.

test p € D(€;) peut étre étendue a une fonction test de D(€)y), c¢’est-a-dire,
D(Qy) C D(Q). En particulier, ©(Q2) C D(R™). Alors on peut définir D(Q)
comme ’ensemble des éléments de D(R"™) ayant le support contenu dans 2. La
méme chose pour 6 (Q) et G (R").

Lemme 1.1.3. "Lemme d’Urysohn"

Si K est un compact dans §2, alors Il existe une fonction v infiniment différentiable
de Q (ou généralement de R) a valeurs dans [0, 1], dont le support est inclus dans
Q, et qui vaut 1 sur K.

Autrement dit, il existe ) € D(Q) tel que xx < ¥ < xq.

=
I I
|
bs |
LK I
P = T s A

1.2 Convergence dans D(f))

Soit K un compact dans © d’intérieur non vide, c’est-a-dire, ) # K ¢ K C Q.
On notera par Dk () ensemble des fonctions test de D () ayant le support

2
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contenu dans K.

Dx(2) ={p € D(Q) / supp(yp) C K}.
Rappelons que pour tout ¢ € () et tout a = (ay, ..., q,) € N*, D% désigne

la dérivée partielle de ¢ d’ordre |a| = 3 a4, c’est-a-dire,

=1

e _8‘0"(,0_ aa1+--~+angp B oot 0%2 3%«%‘0
L ox§t ... 0zom  Oxt \0xs> \' 7T\ Oxan '

Pour tout m € N, 'application

Pm - @K(Q) — R
© > pm(p) = sup sungasO(x)l = sup || DYl

la|<m x€ |a|<m

est seulement une semi norme sur D (). Pour le munir d’une topologie en
utilisant ces semi normes, on définit un voisinage de ¢ toute partie Vi, (p) de
Dk (2) donnée par

Vin(p) = {¢ € D (Q)/pr(¢ — ) < n}, pour certains k € N et n > 0.
Définitions 1.2.1.

1. On dit qu’une suite (p;)jen de D (1) converge vers ¢ € D () si
Ve > 0,Vm € N, 3jo € N,Vj > jo on a py(p; — @) <e.
c’est-a-dire,

sup sup|D%p;(z) — D%p(x)| = sup [[D%p; — Dl < €.

la|<m zeQ |a|<m
2. Une partie A de D () est dite bornée si
Vm € N,3IM,, > 0,V € A, p,(p) = sup sup|D%(x)| < M,,.

la|<m z€Q
Notons que D(Q) = {p € €>(Q)/IK compat de 2 tel que p € D ()} =UD k()
K

ou K parcourt l’ensemble des compacts inclus dans ). Alors,

3. On dit qu’une suite (p;)jen d’éléments de D () converge vers p € D(L)
s’il existe un compact K de Q tel que supp(p;) C K, Vj € N, et p; converge
vers ¢ dans D (Q).

C’est-a-dire, ¢, p; € D (Q),Vj et Ve > 0,Vm € N,3jp € N,Vj > j; on a

Pm(pj — @) = sup Sung“st(w) — D%p(z)] = sup [[D; — D0l < €.

la|<m z€ la]<m

Proposition 1.2.2. Pour tout p € [1,+0o0o[, on a les densités suivantes :
* L’espace D(2) est dense dans LP(€2).
% L’espace D(Q) est dense dans € (), pour tout 0 < k < +oo.

3
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1.3 Espace des distributions ©’((2)

Définition 1.3.1. Soit Q un ouvert de R™. On définit une distribution T sur
Q toute forme linéaire sur () vérifiant la propriété de continuité suivante :
Pour tout compact K C €, il existe un entier m € N et une constante Cg > 0
tels que

T < Ck > 1Dl Ve € Dx(9). (1.3.1)

laj<m

On note par ®'(Q2) l’ensemble de toutes les distributions sur §). L’image de @ par
la distribution T est souvent notée (T, ) au lieu de T(p).

Remarque 1.3.2. Si pour tout compact K C €2, on peut utiliser le méme entier
m dans la propriété de continuité, c’est-a-dire, 'entier m est indépendant du
compact K, alors on dit que la distribution 7" est d’ordre inférieur ou égal a m.
Dans ce cas 'ordre de la distribution 7" est le plus petit entier m vérifiant la
propriété de continuité indépendamment du compact K C €.

Exemples 1.3.3.
1. Distribution réguliere :
Toute fonction f € L}, .(Q) définit une distribution 7y € D’(£2) en posant

loc

(Ty,0) = Ty(¢) = [ fla)pla)de, Ve € D).

Toute distribution de ce type, c¢’est-a-dire, définie & partir d’une fonction locale-
ment intégrable, est appelée distribution réguliére. Elle est d’ordre 0 et notée [f].
On peut vérifier aisément l'injectivité de I’application

Ji Lig(Q) —2'(Q)
fo—= i) =1U="1,

ce qui permet d’identifier les fonctions localement intégrables avec les distribu-
tions régulieres et on peut noter [f] seulement par f §’il n’y a pas d’ambiguité.
L’exemple suivant prouve qu’on peut pas identifier 'espace L} .(2) avec tout
I’espace des distributions, c¢’est-a-dire, I’application j n’est pas surjective.

2. La masse de Dirac en un point :

Pour a € (2 fixé, la forme linéaire, notée ¢,, définie sur D(2) par

(das ) = (a), Vo € D(Q)

est une distribution d’ordre 0, appelée distribution de Dirac (ou masse de Dirac)
en a. Elle n’est pas réguliere et on dit qu’elle est singuliere. En général toute
combinaison linéaire des masses de Dirac o104, + @04, + ... + q0,, est une
distribution singuliere.
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1
3. La valeur principale de — :
x
loc

11 1
On sait que / ~dz = +oo alors — ¢ Li.(R), mais on peut vérifier que I'appli-
0 x T

1
cation, notée V, () et définie par
x

vp<1) .D[R) —R

X

o —(V, <i> , ) = lim #(r) dz

e=0J|z|>e @

1
est une distribution singuliere appelée la valeur principale de —.
x

4. Pour xy € Q et o € N™, application T' définie sur D(2) par
T(p) = (T, p) = D*p(xq) est une distribution d’ordre |«/.

Théoréme 1.3.4. une forme linéaire u : ®(2) — C est une distribution si, est
seulement si, pour toute suite (¢;)jen de D(S2) qui converge vers 0 dans D(S2),
on a lim (u,¢;) =0.

J—+oo

Remarque 1.3.5. On dit que la condition de continuité (1.3.1) est équivalente

a la continuité séquentielle de la forme linéaire w.

Preuve. 'Faite au cours" ]

1.4 Opérations sur les distributions

1.4.1 Translation

Pour une fonction f : R" — K (R ou C), la translation de f par a € R",
notée 7,f, est définie par 7,f(x) = f(zr —a), Vo € R™ Si f est localement
intégrable, alors sa translation I'est aussi et la distribution réguliere associée a
Tof est donnée par

<[raf],<p>=/ f(x—a)go(x)dx:/

R’!L
Généralement, on peut prouver que la translation d’une distribution u €
D'(R™) par a € R™, notée 1,u et définie par

(Tau, ©) = (u, T_q0), Yo € D(R"),

est une distribution sur R”. Il suffit d’utiliser le fait que I'application linéaire
@ —> T, est continue de D(R") dans D(R"), c’est-a-dire,

n

f@plera)de = [ f@)r-ap(a)dr = (], 7-a)

Pj m 0 dans @(R ) — TaPj m 0 dans @(R )

>
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1.4.2 Multiplication par des fonctions de €
Soient f € €°(Q2) et u € D'(Q2). L’application notée fu, définie sur D(Q2) par
(fu, o) = (u, fe), Yo € D() est une distribution sur 2. En effet,
i) fu est bien définie car fp € D(Q);
i1) fu est linéaire;
i74) La continuité séquentielle : Soit (¢;),; une suite qui converge vers 0 dans

D(Q), c’est-a-dire qu’il existe K compact dans € tel que supp(¢;) C K pour tout
j et || D%l ., — 0 pour tout a € N". D’apres la formule de Leibniz on a
j—oo

D*(f;) =D CIDfD* Py,
Bla
ot B < a signifie B < a; Vi, a — 3 = (a1 — B1,...,0n — Bn) et CP = ﬁ 05;
i=1
Pour tout j, on a supp(fy;) C supp(p;) C K, alors

DY (fo;) [loo = j‘g};’m (fei) (2)]
< S CF suplDPf(z)|  ID*Pplse

B<a reK

\
70

<400 j—>+o0
puisque K est compact

Ce qui implique que fy; — 0 dans ®(£2) et par suite on a
j—+oo

(fu, ;) = (u, fo;) — 0.

j—+oo

Exemple 1.4.1. Soient f € €>*(R") et a € R". Pour tout ¢ € () on a

(fda, ) = (da, fip) = f(a)p(a)
= f(a){0a, ) = (f(a)da, ).
Alors, fé, = f(a)d,. En particulier, pour 6 = dy et f(z) =z ona fo = f(0)0 = 0.
Exercice.

1. Déterminer toutes les solutions dans ©’(§2) de I'équation (E) : zu = 0.

2. Méme question pour I'équation (E’) : zu = 1.

1.4.3 Dérivation de distributions

Soit [ f] la distribution réguliere associée a une fonction f (on suppose que f €

f 1 n
7 S Llac(R ))

%1 (R") qui est une condition assez suffisante pour s’assurer que
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Pour simplifier les calcules utilisons seulement deux variables x et y, alors pour
tout p € D(Q2), on a

[ - Lartcsri

- /]R (/_a gi(x’y)‘p(x’y) dl") dy ot suppy C| —a,a[x] — b, ]

a 0
- /R [st] af(xvy)£d$ dy

- [ [y 02

En généralisant cette remarque, on donne le résultat suivant.

Proposition et définition 1.4.2. Soit v € D'(2). Pour tout i € {1,...,n},
0 0
I'application notée % définie sur ©(£2) par <8u o) = —(u, %) est une dis-

tribution. Elle définit la dérivée partielle de u au sens des distributions.

Exercice. 1. Montrer que ¢ définit bien une distribution.
. , ou
2. Montrer que si m est 'ordre de u sur un compact K alors 'ordre de
Ly
est inférieur a m + 1 sur K.
0 0
Remarques 1.4.3. 1. Pour tout f € C'(Q) on a ] = [ f] .
o? 0?
2. Pour tout u € ®'(2), on a - Y 'Crest le Théorme de

axiaxj 81:]8961
Schwartz pour les distributions".

3. Toute distribution u € ©'(£2) est infiniment dérivable (au sens des distri-
butions) et pour tout & € N”, on a D% € ©'(12) et

(Du, ) = (=1)"(u, D*¢), Vp € D(Q).
Exemples 1.4.4. 1. Soit H : R — R, la fonction de Heaviside définie par :
0 si <0

H(z)=141 si x> 0;
acR si z=0.

7
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On a H € L},.(R), alors [H] € D'(€2). Montrer que [H]' = 4.

loc

1
2. On a log|z| € L}, (R), alors [log|z|] € D'(R). Montrer [log|z|]' =V, () :
T

Théoreme 1.4.5. "Formule des sauts”

Soit [ une fonction de classe €' par morceauz sur Ja,b/. Soient (a;)y_,
(a <ay <---<ay <b) les points de discontinuité de 1° espéce de f et o(a;) =
flaf) — f(a;y) le saut de f en a;, o f(a)) = lim_ f(z) et f(a;) = lim f(x).

l‘—)(li I—)ai
Alors

1 =11+

(2

o(a)a, =[]+ X (F(af) = £(a7)) ba,

N N
=1 i=1

Preuve. 'Faite au cours' ]

Exercice. Si f est une fonction de classe €™ sur R* telle que f®, sa dérivée
d’ordre 7, admet un saut fini o;, Vi < m. Montrer que

A0 =[] 4+ 066D 4 667D - 4 0,10

Théoreme 1.4.6. Soit I un intervalle ouvert de R.
1. Les distributions u sur I vérifiant v’ = 0 sont les fonctions constantes.

2. Yv € ©'(I), il existe u € ©'(I) telle que v = v. "u est appelée une distri-
bution primitive de v"

0
3. Pour uw € ©'(R"), si 8u =0, Vi € {1,2,...,n}, alors u est une fonction
Z;

constante.

Preuve. Exercice.

1.5 Convergence dans ©’(2)

Définition 1.5.1. On dit qu’une suite (u;)jen de ®'(2) converge (faiblement)
vers u dans ©'(2) et on note u; — u dans D'(Q), si
J—00

lim (u;, ) = (u, @), Yo € D(Q).

Jj—o0
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Exemple 1.5.2. Soit (ax)rez une suite de R telle que a, k———> 400 et ay, k—) —00.
— 00 ——00

Pour toute suite (bgx)rez de R, la suite de distributions (Ty)yen, définie par

N +o00
Ty = Zbkéak converge faiblement vers la distribution 7" = Zbkéak lorsque
_N —o0

N — o0. En effet, on vérifie aisément que Ty et T sont des distributions. Pour

N
la convergence faible, on a (T, @) = Y byp(ax), pour tout ¢ € D(R). Alors
-N

(T —Tn,p) = Y. brplar). Or ap —— Fo0, alors il existe N, € N tel que
k[ >N+1 koo
pour tout k > N, on a a;, ¢ suppyp, c’est-a-dire, ¢(ay) = 0. Ce qui entraine que

(I'—Tn,p) =0, VN > N,.
Proposition 1.5.3. 1. Si f; — f dans L'(Q), alors f; — f dans ©'(Q).

2. De méme si f; — f dans L*(Q).

3. Si <fj)j - Llloc(Q)7 fj — f p.p. sur Q) et ¢’il existe g € Llloc<Q) tel que
1£il <lgl, Vj, alors f; — f dans ©'(9).

Preuve. '"Faite au cours" ]

Théoréme 1.5.4.
Siu; — u dans ©'(2), alors D*u; — D*u dans ©'(2), pour tout o € N".

Preuve. Evident.

1
Exercice. Appliquer ce théoreme pour redémontrer que (log|z|)’ = V(=) (au
x

sens de distributions), en utilisant la suite

_ | loglz| st [z >
() —{ log(e) si o] <e.
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1.6 Support d’une distribution

1.6.1 Préliminaires

Définition 1.6.1. Soient )y et Qs deux ouverts de R™ tels que €21 C Qs. Soit
T € D'(Q). On appelle restriction de T a €y, lapplication notée T|q, et
définie sur D(£2y) par

(Tla,, 0) = (T, ¢), Vo € D(h).
En utilisant la remarque 1.1.2, on vérifie aisément que T'|, est une distribution
sur €.
Définitions 1.6.2.
1. Soient T € ®'(R™). On dit que T est nulle sur un ouvert Q de R™ si

Tlo =0, cest-a-dire, (T,p) =0, Yo € D(Q).
2. Soient Ty et Ty deux distributions sur R™. On dit que Ty = Ty sur Q si
Ti|o = Tyla.
Exemple 1.6.3. 1. La masse de Dirac J, est nulle sur Q@ = R"\{a}.

1
2. La restriction de la valeur principale V,, <> a R* est égale a la distribution
x
1
réguliere [] sur R*.
x

Définitions 1.6.4.

1. Ouvert d’annulation : On appelle ouvert d’annulation d’une distribution
T € D'(R"), la réunion de tous les ouverts de R™ ou T est nulle. Ainsi,
Uouvert d’annulation de T est le plus grand ouvert dans lequel T est nulle.

2. Support d’une distribution : On appelle support de la distribution T et
on le note suppT, le complémentaire dans R™ de louvert d’annulation de

T.

Proposition 1.6.5. x € suppT si, et seulement si, pour tout ouvert {2 contenant
x, il existe ¢ € D(Q) tel que (7', ¢) # 0.

Preuve. "Exercice".
Exemples 1.6.6. 1. suppT = 0 si, et seulement si, 7' = 0.

2. suppd, = {a}.
3. Si f e L} (R"), alors supp[f] = supp/.

loc

4. Si T € ®'(R™), alors supp(D*T) C suppT, Yo € N™.
Remarques 1.6.7. 1. Soient 7" € ©'(R") et ¢ € D(R") tels que suppT N
suppy = 0, alors (T, p) = 0.
2. Soit T' € ©'(R™). Si suppT est borné, alors il est compact et on dit dans ce
cas que T est une distribution a support compact.

10
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1.6.2 Distributions a support compact

Rappel.

& (R™) désigne 'espace des fonctions indéfiniment dérivables, c’est-a-dire,
ER") ={p:R" — C / ¢ est de classe €(R")}
et &'(R™) désigne le dual topologique de &(R™). C’est 'espace vectoriel des formes

linéaires continues sur & (R"), c’est-a-dire, T' € &'(R") signifie que T est linéaire
de &(R") vers C et pour tout p; —— 0 dans &(R") on a (T, ¢;) — 0. Notons
j—o0 j—o0

qu’une suite (¢;); de &(R™) converge vers 0 dans & (R™), si pour tout compact
K C R" et pour tout o € N" on a sup |[D%p;(z)| — 0.

K J—00
Remarques 1.6.8. 1. D(R") C &R") et &'(R") C D'(R").

2. D(R™) s’injecte continument dans & (R"), et on note D(R") — &(R"),
c’est-a-dire, si ¢; —— 0 dans D(R"), alors ¢; —— 0 dans &(R"). En effet,
—00 j—o0

soit (¢;); une suite de ®(R™) qui converge vers 0 dans ®(R™), alors il existe un
compact K, tel que supp ¢; C Ky, Vj, et ||[D*pj|lc —— 0, Va. Alors pour tout
Jj—o00

compact K et pour tout o« € N, on a

sup |D%p;(x)| < [[DY@jllec — 0.
K J—00

Ce qui entraine que ¢; — 0 dans &(R").
j—00

3. D(R™) est dense dans & (R"). En effet, d’apres le Lemme d’Urysohn 1.1.3,

pour tout j € N*, il existe 6; € D(R") tel que 6; = 1 sur la boule fermée B’(0, j).
Soit ¢ € &R™), alors ¢; = 0;9 € D(R™). Pour tout compact K de R™ et tout
a € N il existe jo € N* tel que K C B(0,7), Vj > jo et on a

sup [D%p;(z) — D*(x)| = sup |[D*((6;(z) — 1) ¥(x))| = 0, Vj = jo.
« cT
Par conséquence, ¢; — Y dans & (R").
j—o00

De méme, on montre que D(2) — &(Q2) et D(Q) est dense dans & (). 11 suffit
d’utiliser §; € D(R™) tel que 6; = 1 sur B’(0, j) N .

Théoréme 1.6.9. L’espace de distributions sur R™ a support compact coincide

avec &'(R™).

Preuve. "Faite au cours' [
Exemple 1.6.10. e §, € &'(Q) et [¢”] ¢ &'().

e &'(Q) CD(Q).

Théoréeme 1.6.11. Toute distribution d support compact est d’ordre fini.

Preuve. "Faite au cours" O]
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1.7 Convolution

1.7.1 Rappel "pour les fonctions"

Proposition et définition 1.7.1. Soient f,g € L'(R™). Pour presque tout
x € R la fonction y — f(z — y) g(y) est intégrable sur R™.

En notant f * g(x) = /Rn f(z —y)g(y)dy, on a

frge LR et ||f gl < [ fllerllglo
f * g est appelé le produit de convolution (ou la convolution) de f et g.

Remarque 1.7.2. Le produit de convolution dans L'(R™) (entre les fonctions)
est commutatif et associatif, mais il n’admet pas d’élément neutre dans L'(R™).

Théoréme 1.7.3. Soient f € L*(R") et g € 6F(R™) Uespace vectoriel des fonc-
tions de classe €% qui sont bornées sur R"™ ainsi que toutes leurs dérivées partielles

d’ordre < k. Pour tout x € R", la fonction f * g(z) = / flx—y)g(y)dy est
R

bien définie. De plus fxg € €F(R"™) et pour tout a € N" de longueur |a| < k, on

a 0*(f *g) = f*(0%).

Définition 1.7.4. On appelle approximation de l'identité (ou unité approchée)
toute suite (py)ken C L'(R™) vérifiant :

i) / pr dx — 1, (Moyennement tendant vers 1) ;

Rn —00
ii) Il existe C > 0 tel que ||pxll1 < C, Vk €N, ((pr)ren est bornée dans L*(R™)) ;
i1i) pour tout e > 0, on a /

|z|>e

|pr| dx — 0, (Concentration en 0).
—00

Remarque 1.7.5. Souvent, la condition i) est en fait une égalité / prdr = 1.

Dans ce cas, si en plus p; > 0, la condition i) devient alors ||pg|l1 = 1.

Exemple 1.7.6. Si p € L'(R") vérifiant / p(x)dx =1, alors pg(z) = k" p(kx)
R'n

est une approximation de 'identité. On peut choisir p € D(R™) et dans ce cas,
I'approximation de I'identité pj, est une suite dans ©(R").

Théoréme 1.7.7. Soient f € LY(R™) et (pr)ren une approzimation de l’identité.
Alors
I * pr — f dans L'(R™).
—00

Proposition et définition 1.7.8. Soient f € L'(R") et g € LP(R") avec 1 <
p < 400, alors pour presque tout z € R™, la fonction y — f(z — y)g(y) est

intégrable sur R™. En notant f * g(x) = / flx—y)g(y)dy, on a
Rn
frge LP(R") et |[f=gllr <[ flle:llgllee-

12
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Proposition 1.7.9. Soient p € [1,+o0o[ (p < +00) et (pr)ken une approximation
de l'identité. Alors, pour toute f € LP(R™) on a

1F o = fllp === 0.

1.7.2 Cas de distributions :

Lemme 1.7.10. Soient T € ®'(R") et ¢ € ®(R"). La fonction ¢ définie sur
R™ par (z) = (T, 7_,p), notée aussi (T, o(z + y)), est de classe € sur R",
c’est-a-dire, ¢ € &(R"™) et on a

DY (x) = (T, D"p(z + y))-
De plus, si ¢; —— 0 dans D(R™) alors 1); —= 0 dans &(R"), ou ¢;(z) =
J—00 j—o0
<T‘7 T—a?(pj>7 Vo € R™.

Preuve. e 1) est bien définie : Pour tout z € R", on a 7_,p(y) = ¢(z + y),

alors 7_,p € €°(R"™) et supp (7_,) = —x+supp ¢, "a vérifier". D’ott 7_,p € D(R™).
e ¢y € &(R™) : Pour un vecteur de la base canonique e; on a
Uz + hei) —¥(x) (T, 7a—etp) — (T, T—atp)

ho h = by o
IRT —x—he; ¥ T —x
RN
L o(z+he; +y) —plz+y
. _plethet)—plet:) 9 n
On vérifie que F, ), = - - w (x + -) dans D(R"), en

montrant d’abord la convergence ponctuelle puis uniforme de F} j, ainsi que ses
dérivées. Ce qui prouve que ¢ admet une dérivée partielle par rapport a x; et

O
8%

Par itération, D*y existe, Voo € N™ et on a
D*yY(x) = (T, D*¢(z +y)).

e Soit p; —— 0 dans D(R"), c’est-a-dire, il existe un compact Ky tel que
]—)OO

(@) = (T )

supp (p;) C Ko, Vj € N et [|[ DYl — 0, Va € N™. Soit R > 0 tel que
Jj—o00

Ky C B(0, R). Pour tout compact K de R", il existe r > 0 tel que K C B(0,r).
La caractérisation de continuité (1.3.1) de la distribution 7" entraine qu’il existe
Ck > 0et m e N tels que

(T, ¢)] < Ck > |ID°¢|l, Vo € D(R") avec supp ¢ C B(0, R+r).

[B|<m
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Pour tout a € N", On applique cette estimation a la fonction test ¢ = D*(7_,p,)
puisque supp 7_,¢; C B(0, R+ 7). En effet , on a 7_,0;(y) = p;(z +y) = 0 si
llx + y|| > R, a fortiori si ||y|| — ||z|| > R, c’est-a-dire, ||y|| > R+ ||z]|, & fortiori
si |ly]| > R+, Yo € K. Par conséquence, pour tout z € K on a

|Dy(a)| = [(Ty, D*¢;(x + y))
< Ck Y, ||Da+6%'||oo

18]<m
Ce qui implique que

sup [D*Y;(z)| < Cx > [[D*jllc — 0.
* 1B1<m Jee

D’ou, Y; —— 0 dans &(R™). O
j—o0
Lemme 1.7.11. Soient S € &' (R") et ¢ € D(R"). pour tout z € R™ on pose
() = (9, 7-0p) = (Sy, p(z + y)), alors ¥ € D(R").
De plus, si ¢; —— 0 dans D(R"), alors ¢»; —— 0 dans D(R"), ou
—00 j—00
(@) = (Sy, pj(z +y))-

Preuve. D’aprés le Lemme 1.7.10, on a 1 € &(R"). Reste & montrer que supp ¢
est compact. Soient K = suppy C B(0,7) et F = suppS C B(0, R). D’apres
le Théoréme d’Urysohn 1.1.3, il existe § € D(R") tel que § = 1 sur B(0, R) et
suppf C B(0, R’) avec R > R, alors S = S. Donc

V(x) = (S, 7_2p) = (05, T_)
= (5,07_2p) = (Sy, 0(y)p(z +y)).

Remarquons que pour tout z € R” tel que ||z|| >+ R on a 0(y)¢(z +y) = 0,
Yy € R". En effet, si ||y|]| > R’ alors 0(y) = 0 et si ||y|]| < R on a ||z +y|| >
[z]|=[ly|| > r+R'—R = r. Donc p(z+y) = 0. D’ou () = (S, 0(y)p(z+y)) = 0,
Vo € R™ tel que ||z|| > r+R’. Ainsi, supp (¢)) C B(0,r+R’). Le reste est analogue
au Lemme précédent 1.7.10. O]

En utilisant les lemmes précédents, on donne la définition suivante,

Définition 1.7.12. Soient S et T deux distributions sur R™, dont ['une est a
support compact (par exemple supp S est compact). On définit le produit de
convolution de S par T, noté par S xT, la distribution sur R™ donnée par

(S+T, ) =(T,9), Vo €DR"), oi P(z)=(5,7ap) = (Sy, 0z +y))

Proposition 1.7.13. 1. Le produit de convolution est commutatif, c’est-a-
dire, T'x S = S« T (si 'une au moins est a support compact).
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2. Si T et S sont deux distributions, dont I'une au moins est a support com-
pact, alors
DY(S«T)=D*S«T =S DT, Vo € N".

3. Pour toute distribution 7" sur R™ on a

OxT =Tx*x0="T.

4. Soient T, R et S trois distributions sur R”, dont deux au moins sont a
support compact, alors

(S*R)*«T =85 (RxT).
5. Pour tout 7' € ®'(R"™) et tout S € &'(R"), on a
supp (T * .S) C supp (T') + supp (5).

Preuve. Proposition d’'un exposé présenté par les étudiants.

1.8 Exercices

Pour toute la suite €2 est un ouvert non vide dans R".
Exercice 1.8.1. Soit (fx)ren+ la suite de fonctions définie par

1 1 .
fula) = o exp [ — —= | si |z <k,

TOk2
0 si |z > k.

1. Vérifier que f; est une fonction test sur R, pour tout k& € N*.

2. Montrer que, pour tout p > 0, la suite de fonctions ( ,5” ))k converge uni-
formément sur tout compact vers une fonction test que I'on déterminera.
Cette convergence est-elle dans ©(R)?

Exercice 1.8.2. Soit ¢ € D(R"). Etablir si parmi les suites suivantes

1 1 1

Un(e) = 1o(@); Bu(e) = plkn) et Oi(2) = 1p(7) (ob ke )

il existe des suites convergentes dans ©(R™).

Exercice 1.8.3. 1. Soient ¢ € D(R") et h € R"\{0}. Pour tout ¢ € R\{0},
montrer que la fonction );, définie par

ple+th) - p(z)
r :

Yi(z) =

est une fonction test sur R"™.
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2. Prouver que 1, converge dans ©(R™) vers une une fonction test ¢ que 1'on
déterminera, lorsque t tend vers 0.

Exercice 1.8.4. 1. Soit f € L] (Q2). Montrer que I'application [f], définie sur
D () par
[f1:2(Q) —C
o — Jo [(@)p(z)dz,
est une distribution d’ordre 0.

2. On veut prouver l'injection continue Li (Q) < D'(Q). On considére alors
I’application linéaire suivante

Ji Liee() — D'(Q)
fo—=ilh)=
Soit f € Li..(Q2) tel que [f] = 0 dans D'().

i) Soient K un compact de 2, 6 € D(Q2) valant 1 sur K et (pr)ren C D(Q2)
une approximation de l'identité. Montrer que pour tout k£ € N, le
produit de convolution py * (6 f) est nul.

ii) En déduire que f = 0 dans L} ().

[/

Exercice 1.8.5. 1. Soit a € €. Prouver que la masse de Dirac

est une distribution d’ordre 0 qui n’est pas réguliere.
1 1
2. Montrer que Vp <> la valeur principale de — définie sur ©(RR) par
x x
1
(Vp <> o) = lim ¢lz) dx, Yo € D(R),
x e—0 lz|> T

est une distribution sur R. Quel est son ordre ? Est-elle réguliere ?

Exercice 1.8.6. 1. Déterminer toutes les solutions dans D’(2) de ’équation
(E): 2T =0.
2. Déduire toutes les solutions dans D'(R) de I'équation (E') : T = 1.
Exercice 1.8.7. 1. Montrer que [H]' = §, ot H est la fonction de Heaviside
définie par
H:R —R
H(z) =0 siz<0;
r 1 H(z)=1 sixz>0;
HO)=a€eR siz=0.

1
2. Montrer par deux méthodes que [log |z|] = Vp () .
x
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Exercice 1.8.8. Soient T' € ®'(R") et f € L} .(R").

loc

1. Montrer que x € suppT si, et seulement si, pour tout ouvert {2 contenant
z, il existe ¢ € D(Q) tel que (T, ¢) # 0.

2. Prouver que supp [f] = supp f.
3. Montrer que supp (D*T") C supp T, pour tout o € N".
4. Soit ¢ € D(R™) telle que supp T' N supp ¢ = (). Montrer que (T, p) = 0.

Exercice 1.8.9. §® représente la ¢ dérivée de la masse de Dirac sur R. Soient
p, q, m et n des entiers naturels.

1. Calculer la distribution T = 2P §(9).
2. Calculer T = [xp 5(‘1)} * [xm 5(")} )
Exercice 1.8.10. 1. Calculer o, * 6.

2. En posant fi = X[ €t fo = X[ea), caleuler ([f1] * [f2])".
3. Montrer que si T' € & (R), alors T« 1 =< T, 1 > [1].
4. Soient S € &'(R) et T € ©'(R). Montrer que

e (S« T) = (e**S) * (e**T), Ya € R,

et
"(S*T) =Y Cha"S)x* (2" *T),¥n € N.
k=0
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Chapitre 2

Espaces de Sobolev

2.1 Rappel général sur les espaces L?

Soit € un ouvert de R" et 1 < p < +o0.
* Pour 1 <p < +o0: LP(Q2) = {f : @ — R mesurable : / |f(z)Pdz < —l—oo}
Q

1
est un espace vectoriel normé muni de la norme || f||» = || |, = (/ ]f(x)]pdx> "
0

* Pour p = +o00: L>(Q2) = {f : Q — R mesurable : supess|f(x)| < —l—oo}
- zeQ

est un espace vectoriel normé muni de la norme || ||z~ = || f||l = supess|f(z)].
zeQ

Théoréme 2.1.1. LP(Q) est un espace de Banach pour tout 1 < p < 400,
séparable pour tout 1 < p < 400 et réflexif pour tout 1 < p < +o0.

Théoréme 2.1.2. "Théoréme de Riez" Soient 1 < p < 400 et p’ son conju-
1 1

gué, c’est-a-dire, — + — = 1. Pour tout T € (LP(2))', il existe un, et un seul,
p p

élément u € L¥' () tel que
(T, v) :/Qu(x)v(x) dz, Yo € LP(Q).

De plus Tl ey = llull -

On peut alors identifier le dual topologique de L?(Q) avec L (€2).
Résumé :

L’espace LP Banach | séparable | réflexif Espace dual
L? pour 1 < p < +o00 oui oui oui L¥ on 219 + i =1
Lt oui oui non L>
L oui non non contient strictement L!
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Remarque 2.1.3. Pour 1 < p < 400 :
LY (Q) = {f : @ — R mesurable : / |f(x)|P dx < 400 pour tout compact K C Q} :
K

loc
Pour un ouvert €2 borné ou de mesure finie, on a

LP(Q) — L} () — D'(Q),

loc
c’est-a-dire, u; — 0 dans LP(Q?) = u; — 0 dans L, () = u; — 0 dans D'(12).
Lemme 2.1.4. (Lemme de Fatou)

Soit (fi.) une suite de fonctions dans L'(Q) telle que
i) Pour tout k, fi(x) > 0 p.p dans €;

i7) sup/ frdx < oo.
K /9

Alors, on a liminf f; € L*(Q) et [ liminf f; dz < lim inf/ fr dex.
k—o00 Q k—oo JQ

k— o0

Théoréme 2.1.5. "Théoréme de Convergence Dominée (T.C.D)"
Soit (fx)ren une suite dans L*(R™) telle que

(1) (fx)ren converge simplement vers f presque partout sur R™;

(i1) Il existe une fonction positive g € L*(R™) telle que, pour tout k € N, on a
|fx] < g presque partout sur R™.

Alors f € LY(R™) et on a

Ife=fli =0 et [ fide— [ faz.

k—o0 R”
Théoréme 2.1.6. "Théoréme de continuité sous intégrale"
Soit f une fonction définie sur R™ x R™ telle que
(1) Pour tout x € R™, lapplication partielle f, :y — f(x,y) est mesurable;

(13) Pour presque tout y € R™, lapplication partielle f, : © — f(x,y) est
continue au point a € R™;

(i17) 1l existe une fonction positive g € L*(R™) telle que |f(x,y)| < g(y), pour
tout x € R™ et pour presque tout y € R™.

Alors lapplication F : x € R" — F(x) = / f(z,y)dy est bien définie et elle
Rm™

est continue au point a.

Théoréme 2.1.7. "Théoréme de dérivabilité sous intégrale"

Soit O un ouvert de R™. Soit f une fonction définie sur O x R™ telle que
(1) Pour tout x € O, lapplication partielle f, : y— f(x,y) est intégrable ;

(i1) Pour presque tout y € R™, Uapplication partielle f, : x — f(x,y) est de
classe €' sur O
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(i11) Il existe une fonction positive g € L*(R™) telle que pour touti € {1,...,n},

/ (z,y)| < g(y), pour tout x € O et pour presque tout y € R™.

)

Alors lapplication F : x € O — F(z) = / f(x,y)dy est de classe €* sur O
Rm

et ses dérivées partielles sont données par

81’,’ N

rRm O0%;

on a

(z,y) dy.

Remarque 2.1.8. "Inégalité de Young"

Si 1 <p< 400 et p son conjugué (% + 1% = 1), alors on a
1 1
ab < —a” + —b", pour tout a > 0 et tout b > 0. (2.1.1)
p p

Proposition 2.1.9. "Inégalité de Holder"
Soient f et g deux fonctions mesurables de R™ dans [0, +o00[. Alors, sip > 1 et p/

son exposant conjugué, c’est-a-dire, % + [% =1,0na

1

7

/nf(x)g(x) dz < ( N fP(x) dx)é </Rn ¢ (x) dw) " < 4o0.

Corollaire 2.1.10. Soient p et p’ deux exposants conjugués. Si f € LP(R") et
g € LP(R™), alors fg € L'(R") et on a

17 gl < A f1lp lglly-

Proposition 2.1.11. "Inégalité d’interpolation entre les espaces de Lebesgue"
Sil<p<qg< +oo,alors pour tout f € LP(2) N LI(Q) on a f € L"(£2), pour
tout r € [p, q| et

LAl < WA (2.1.2)
ot v € [0, 1] telque%z%%—lfTa.
2.2 Les espaces de Sobolev
Définition 2.2.1. Soient Q un ouvert de R™, p € [1,+0o0] et m € N. On appelle
espace de Sobolev sur ) d’ordre m, le sous-espace de LP(S)), noté WP ()
et définie par
WmP(Q) ={ue LP(Q) : D% € LP(QY), Yo € N" tel que |a] < m},

ou D® désigne la dérivée partielle d’ordre oo au sens des distributions.
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L’espace de Sobolev W™?()) est muni de la norme

( > HDaqu) sil<p< +oc;
[ullwms@) = \oslalsm (2.2.1)
OgrﬁfllgmHD U] oo si p = +o00.

Remarque 2.2.2. On vérifie aisément que la définition 2.2.1 est équivalente a
Pour tout o € N avec |a| < m, il existe g, € LP(Q2),
mp(Q)) — P
wmr(Q) u € L2(Q) tel que /QuDago = (—1)‘”'/99(1 o, Vo € D(Q)

On appelle g, la dérivée faible (ou la dérivée au sens de distributions) de u a
l'ordre « et la note D%u.

Exemples 2.2.3. 1. W%(Q) = L*(Q).

2. Soit u la distribution réguliere définie sur Q =] — 1, 1[ par u(z) = |z|.

u(x)=|x

UG S S .

Pour tout 1 < p < 400 (resp. p = +o0), on a /] [|u(a:)\pdx < +oo (resp.
~11

sup ess|u(z)| < +00), alors u € LP(] — 1, 1]) (resp. u € L*(] — 1, 1])). Concernant
z€]—-1,1]

la dérivée de u au sens des distributions et d’apres le Théoréme de la formule des
sauts 1.4.5, on a [u]’ = [u/] puisque w est continue. Or

oo |1 six€0,1];
u(x)—{ —1 siz €] —1,0]
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alors, pour tout 1 < p < 400 (resp. p = 400), on a / |u(z)[Pdz < +o0

(resp. supess|u/(z)] < +00), donc v’ € LP(] — 1,1[) (resp. W € L>(] — 1,1])).
z€]—-1,1]

Par conséquence, u € W'?(] — 1,1[), pour tout p € [1,+oo]. Par contre, [u]’ =

[u"] + 26 = 26, alors [u]” ¢ LP(] — 1,1[). Par suite, u ¢ W2P(] — 1,1]).

Théoréme 2.2.4. L’espace de Sobolev W™P(Q) est un espace de Banach pour
tout 1 < p < 400, séparable pour tout 1 < p < +oo et réflexif pour tout 1 < p < 4o00.

Preuve. "Faite au cours' ]

Remarques 2.2.5. 1. On peut munir aussi l'espace de Sobolev W™?(Q) par
la norme équivalente

> ID%u|l, sil<p< oo

0<|ar|<m
[ullmp.0 = (2:2.2)
> ||D%l|s sip = +o0.
0<al<m
Les deux normes (2.2.1) et (2.2.2) sont notées indifféremment || ||ymnr) ou

| lmpe (ou tout simplement || ||wme ou || ||myp). L'intérét principal de la norme
(2.2.1) est que dans le cas ot p = 2, elle confere & W™? une structure hilbertienne,
ce qui n’est pas le cas avec la norme définie par (2.2.2).

2. Pour p = 2, l'espace W™2(2), noté H™(12), est un espace de Hilbert

lorsqu’on le munit du produit scalaire défini, pour tous u, v € H™(2), par

(ulv) o) = IZ (D*ulD"v) (@)
= ¥ [P @)D (@) de

Q

la|<m

2
1
() = (U[u)fmg) = ( > HDauH?ﬁ) . D’apres le Théoreme
0<|ar|<m

2.2.4, lespace de Hilbert H™(S2) est séparable et réflexif.
3. En général, &(Q) € LP(Q), alors &(Q) € W™P(Q2). Par contre
D(Q) C WmP(Q).

et on a |ul

Définitions 2.2.6. Soient Q un ouvert de R*, m € N, p € [1,+00] et p le

conjugué de p, c’est-a-dir,e % + 1% =1

* On note par Wy (Q) la fermeture de D () dans W™P(Q), c’est-a-dire

WP (Q) = @(Q)” I W™P(Q) avec inclusion stricte en général.
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x On désigne par W= (Q) le dual topologique de WP (Q), c¢’est-a-dire,
W (Q) = (WP () € D'(9).

On peut Caractériser ce dual topologique par

WP (Q) :{ S D% | ga € Lp/(Q)}.

la|<m

Alors, si T = Z D%g, € W’m’p,(Q), on a pour tout u € Wy""(Q),

|a|<m

Ty = Y (DOgau) = 3 (=1)Nga, Douy = 3 (-1)'&‘/9%1)%0193.

la|<m la|<m la|<m
Exemples 2.2.7. 1. 6 € D'(] — 1,1]) ou (3, ) = ¢(0), Yo € D(] — 1, 1]).

Onad=H et He L>®(] —1,1[), alors § € W=1(] — 1,1[) et pour tout
ueWy'(]—1,1[), on a

(6,u) = —(H,u') = —/Olu’(t) dt = u(0).

1)1
2. On pose f(z) = <m) +x2—|—1‘

L*(R) et
332—|—1E (R) 2 +1

u € Wy*(R), on a

Comme € L*(R), alors f € W 1(R) et pour tout

<f,u>:—/R “'(t)ldw ul) g

Vi + RE24+1
Remarque 2.2.8. Dans le deuxiéme exemple, on a p = p' = 2 et m = 1.

Dans ce cas, on note Wy*(Q) par HL(Q) et son dual topologique W~12(Q) par
H~'(Q). Plus généralement, on note Wg™*(Q) par HJ*(Q2) et son dual topologique
W-m2(Q) par H-™(Q).

2.3 Théoremes d’approximation

Rappel.

1. Soient  un ouvert de RY et €’ un ouvert dont la fermeture ' est compacte
dans Q. On note € CC Q.
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FIGURE 2.1 — Q; CC €, par contre ), n’est pas compact dans €.

Exemple 2.3.1. Q = {(z,y) € R?/1 < y < 3} est un ouvert de R?. L’ouvert
3
O ={(z,y) eR? /0<z<4det 5 <Y< 2} a la fermeture compacte dans €2,

c’est-a-dire, ; CC Q. Par contre, la fermeture d’ouvert Qy = {(z,y) € R?* / =5 <

T < —2et g < y < 3} n’est pas compacte dans €.

2. Soit J € D(RYN) tel que supp J C Bgn(0,1), 0 < J < 1 et /NJ(x)d:z: =1
R
1 % N
J(E)’ Vx € RY. On a J. € D(RY),

eN

On pose pour tout ¢ > 0, J.(z) =
N J.dz = 1. La famille (J.).>¢ s’appelle

supp J. C Bpn(0,6), 0 < J. < e Vet

une famille régularisante.
3. Soit u € L (). Pour ¢ assez petit et z € ' on a
u(z)Jo(x — 2) dz.

Uerw)@) = [ ula—y)Ll)dy=[

11 suffit de prendre 0 < ¢ < d(€,09Q) pour s’assurer que la convolution J. % u est
bien définie. Grace au Théoreme de dérivation sous 'intégrale, on montre que la

fonction x — J. x u(z) est de classe € sur (V.
4. Siue L. (Q) tel que u est a support compact dans 2, alors pour ¢ assez

petit, J. * u est aussi a support compact dans €.
(2) ou p € [1, +o0], alors pour tout ' CC Q on a

5. Siue L},
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Je ¥ u —> u dans LP(QY).
Théoréme 2.3.2. Soit (J.).>o une famille régularisante. Soit w € W™P(Q), alors

Je s u — u dans W™P(Q), pour tout Q' CC Q.
e—

Preuve. "Faite au cours' [
Corollaire 2.3.3. Si supp (u) est compact dans 2, alors J. * u — dans
WmP(Q)

Preuve. Exercice. O]

Théoreme 2.3.4. "Théoréme de Friedrichs'
Soit 1 < p < co. Pour tout uw € WHP(Q), il existe une suite (ug)ren de D(RY)
telle que

(1) uk|lo — u dans LP(Q);
(i1) Vgl — Vulo dans (LP(Q))Y pour tout ouvert Q' cc Q.
Preuve. Voir H. Brézis : "Analyse fonctionnelle : Théorie et applications". [

Théoréme 2.3.5. D(RY) est dense dans W™P(RN) pour tout p € [1,+o0|, ¢’est-
a-dire,

WP (RY) = W™P(RY), V¥p € [1, +o0l.
Preuve. "Faite au cours' ]
Remarque 2.3.6. Pour un ouvert Q C RV, siu € W7"P(Q), alors @ € Wy (RY),
ou u est définie par
- u(z) sixz e
u(q:):{ O( ) size Qb
Ce résultat n’est pas toujours vérifié lorsque u € W™P(Q)). On peut donner

comme contre-exemple, la fonction définie sur | — 1,1] par u(z) = 1. On a u €
WmP(] —1,1[) pour tout m, mais u ¢ WHP(R).

Théoréme 2.3.7. "Théoréme de Meyers-Serrin' : Soient ) un ouvert de
RN et p € [1,400[. Pour tout u € W™P(Q), il existe une suite de fonctions (uy)y
dans € () N W™P(Q) telle que uy, —u dans W™P(2).

—00
Autrement dit, H™P?(Q2) = €>(Q2) N WmvP(Q)W e WP (Q).
Preuve. Voir R.A.ADAMS : "Sobolev spaces". O
Remarques 2.3.8. 1. Plus précisément, H"?(() signifie €™ (2) N Wmr(Q)

mais la suite (ug), utilisée dans la preuve se trouve dans €>°(§2) N WP ().
Donc, on peut écrire

Wwmr(Q) = g=@nwme@)" D =gm@ynwme) @ = gmeQ).

2. Pour le cas p = +o00, ce résultat n’est pas vérifié. On peut donner comme

Wwmp

contre-exemple la fonction u(xz) = |z| définie sur ouvert Q =] — 1,1[. On a
u € WHe(Q), mais u ¢ HT(Q).
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1+EL

i
[

En effet, pour tout 0 < ¢ < 3, il n’existe aucune fonction ¢ € €*(] — 1,1|)

telle que ||u' — ¢'||oc < € & cause du probleme de discontinuité de ¢ en 0.

Définition 2.3.9. Un ouvert de RY est dit satisfaisant la propriété du seg-
ment s’il existe un recouvrement ouvert (U;)ier de O (la frontiére de ) et une
famille de vecteurs (y;)ier C RN\{0} tels que,

Viel, Ve e QNU;, onax+ty; €Q, Vt €0, 1].

Géométriquement, €2 vérifie la propriété du segment s’il est situé d’'un méme coté
par rapport a sa frontiere. Par exemple, dans R? Pouvert Q = {(z,y) € R?> : 0 <
|z| < 1et 0 <y < 1} ne vérifie pas la propriété du segment.
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Remarque 2.3.10. On note par D () I'espace de restrictions a  des fonctions
test de D(RY), c’est-a-dire,

D) = {ug | we DERY)) C WH(Q).

Comme conséquence du Théoreme de Friedrichs 2.3.4, on peut vérifier que si 2
satisfait la propriété du segment, alors ®(Q) est dense dans W™P()), pour tout
p € [1, +00[. Par contre si {2 ne vérifie pas la propriété du segment, on peut donner
comme contre-exemple la fonction définie sur l'ouvert Q = {(z,y) € R? : 0 <

|r] <let0<y<1} par

u(z, y) = 1 sixz>0;
=Y 0 siz<o.

On a u € W'P(Q), pour tout 1 < p < +o0o, mais pour € assez petit, il n’existe

aucune fonction ¢ € D(1) telle que ||[u — |1, < €.

2.4 Théorémes d’injection : Inégalités de Sobolev

2.4.1 Casou Q=R" (N >2):

Lemme 2.4.1. Soit (f;)ieq1,..n} une famille de N fonctions dans LV~ (RN ).
Pour presque tout x € RY, on pose f(z) = fi(£1) fo(22) ... fn(2y), ol
= (T1,. ., i1, Tig1,...,2n) ERNTL Vie {1,...,N}. Alors

N
fe L'®RY) et | fllp@yy < TTIfillov-r@a-y.

i=1
Preuve. On suit un raisonnement par récurrence sur N.

Théoréme 2.4.2. "Théoréme de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg"
Soit 1 < p < N, alors l’espace W P(RYN) s’injecte continiment dans LP" (RY), ou
p* est Uexposant (ou le conjugué) de Sobolev définie par ]% = 11—7 — %, (p* > p).
On écrit

WhP(RY) — LP"(RY).
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(N=1)p
N-p

Plus précisément, il existe C' > 0 (C =C(p,N) = ) , tel que

lull oo vy < ClIVull ), Yu € WH(RY).

)

Preuve. Soit ¢ € 63 (RY) (de classe €' a support compact). On a

S

ou
8302»

N
Notons que [[Vul], = (Z

i=1

T 31/}

U(x,...,TN) = N

De méme pour les autres variables, on a pour tout 1 <¢ < N

<$1, N . ,ZI}Z‘,l,t,(L'H,l, e ,.%’N) dt = fz(fz)

|Y(x1,. .., 2n)| < /

—00

+oo | O
8517,‘

Remarquons que f; est continue & support compact, alors f; € L'(RY~1). Donc

D’apres le Lemme 2.4.1, appliqué a la famille ("' )ieq1,.. Ny, on a

N
L
Tl Ty = fo @I e <L T oxr- 1>—H||fz||L1RN S-TI

=1

D’ou,

N

Joll o, <T1| 57 (24

Fixons maintenant 1 < p < N. Soit ¢ € D(RY), alors pour tout ¢ > 1, on a
Y = |pllp € 64 (RY). En appliquant I'estimation (2.4.1) & v, on obtient

L 1

oIl e <tH

=1

D
t—1
P o 1

et par I'inégalité de Holder, on en déduit que

1
N

ge
al’i
p

N

ng“t x < t||g0Hp (1) , ou p est le conjugué de p. (2.4.2)
=1

28
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Remarquons que l'estimation (2.4.2) est vérifiée pour tout p > 1. Alors, si 1 < p <

on choisit ¢ > 1 tel que ]\t,—]jl =p/(t —1), c’est-a-dire, t = %p*, ou p* = NN—Z) est
I'exposant de Sobolev. Ce qui donne
(N—1) X [lap |~
Py — ¥
el < =—"11
P N — P i—1 aZEz P
D’ou (V- 1)
p(N —
el < B IVel,, Vo € D(RY). (2.4.3)
-D
Sip =1, clest-a-dire, p* = 2=, l'inégalité (2.4.3) est vérifie d’apres (2.4.1).

En utilisant le fait que W?(RN) = Wy P(RY), pour tout u € W?(RN), il existe
une suite (p;); dans D(RY) telle que p; — u dans W'P(RY). D’aprés (2.4.3),
J—>OO

N-1

on a HQOI - (ijLp* S C!chz — Vg0j|Lp, ou C = N

p*. Comme Vy; —— Vu
j—o0
dans LP(RY), alors |V, — V| .» — 0, ce qui entraine que (¢;); est de Cau-
i, j—00

chy dans LP"(RY) qui est un espace de Banach. Il existe donc V € LP"(RY) tel
que p; —— V dans LP"(R"). La suite (p;); posséde alors une sous-suite, notée
j—o0

aussi ((pj) ; qui converge presque partout vers V. Cette sous-suite converge vers u
dans WHP(RY), alors elle admet une sous-suite notée aussi ¢; qui converge vers
u presque partout. D’ott V = u p.p. sur RY, c’est-a-dire, u = V dans L*" (RY).
Finalement, par passage a la limite pour Uestimation ||¢;|| o+ < C|V;|L», d’apres
(2.4.3), on obtient

N -1
ull o < po—|Vu
L N—p

Lp- O
Corollaire 2.4.3. Si p € [1, N[, alors W'?(R") s’injecte continfiment dans
LY(RY) pour tout q € [p,p*]. Cest-a-dire,
WHP(RY) — LYRY), Vq € [p,p’].
Preuve. "Faite au cours' O

Théoréme 2.4.4. "Cas limite ou p=N"
L’espace de Sobolev WHN(RYN) s’injecte continiiment dans tous les espaces de
Lebesque LYRN), ot q € [N, +o00|. C’est-a-dire,
WEN(RN) s LYRY), Vg € [N, +o0l.
Preuve. "Faite au cours" O]

Théoreme 2.4.5. "Morrey"”

Soit p > N, alors l'espace WHP(RY) s’injecte continiment dans L=(RY), c’est-
a-dire. WIP(RY) — L>®(RY). De plus, il existe C = C(N,p) > 0 tel que pour
tout u € WHP(RY) on a

lu(z) —u(y)| < C|lx — ylllf%IIVqu pour presque tout x,y € RY. (2.4.4)
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Preuve. Voir H. Brézis : "Analyse fonctionnelle : Théorie et applications". [

Remarques 2.4.6. 1. L’inégalité précédente (2.4.4) implique I'existence d’une
fonction @ € €(RY) telle que v = @ p.p sur RY. Autrement dit, toute
fonction u € WHP(RY), pour p > N, admet un représentant continu, c’est-
a-dire, WHP(RY) — €(RN) N L=(RY).

2. Si N < p < +00, alors pour tout u € WH(R") on a lim wu(z) = 0.
llzl| =400
Corollaire 2.4.7. "Cas d’espace de Sobolev d’ordre supérieur".
Soient m € N* et p € [1, +o0[. On les injections suivants selon les valeurs de m et p :

(1) Si % — % > 0, c’est-a-dire, m < ﬁ, alors W™P(RN) — LPn(RN), ot - =

Pm
5~ - Ainsi, WP(RY) — Lq(RN) Vq € [p, pml-
(17) Si % m = 0, c’est-a-dire, m = & alors W™P(RY) — LY(RY), Vg € [p, +ool.
(#41) Si % — ™ <0, cest-a-dire, m > & alors W™P(RY) < L2(RY).
De plus sim — % > 0 n’est pas entier, en posant k = E(m %) et
6= (m— %) — E(m — ;) €0, 1[, pour tout u € W™P(R™) on a

|1 Dul|os < C|lullwmoyy, Yo € NV telque |af < k
et pour tout a € NV tel que |a| = k,
|Du(z) — [Du(y)| < Cllullywms@yy |z =y’ p.p. tout 2,y € RY.

En particulier,
WmP(RN) — €F(RN).

Preuve. Tous les résultats du corollaire s’obtiennent par application réitérée de
Théoremes 2.4.2, 2.4.4 et 2.4.5.

Remarque 2.4.8. Le cas p = 1 et m = N est assez particulier. En procédant
par densité, on vérifie aisément que

WHNLRY) — L°(RM).

2.4.2 Casou QCcRY:
Définitions 2.4.9.

(i) On appelle le demi-espace supérieur la partie de RY | notée Rf, définie par
Rf:{x:(xl,...,xN) GRN\xN>O}.

(i7) Si B = Bgn(0,1) est la boule unité ouverte, alors on note
Bt =BNRY et B ={z € B|xy = 0}.
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(ii7) Un ouvert Q de RN est dit de classe €™ (m € N), si pour tout x € 99,
il existe un voisinage ouvert U de x et une bijection 1 : B — U tels que

e E™(B) ety € €™(U) avec v(BT) =UNQ et p(B°) = U NN

Théoréme 2.4.10. "Théoréme de prolongement"”

Soit Q un owvert de RN de classe €* et a frontiére bornée (ou Q@ = RY). Alors,
il existe un opérateur linéaire P : W1P(Q) — WLP(RY) tel que

(i) P(w)lo = u, Yu € WH2(9);

(i1) [|P@)llgen) < Clullioy, Yu € WHP(Q);

(i66) IP() o) < C'lullwaey, Yu € WH(Q),

ou C et C'" sont des constantes dépendent seulement de p, N et €.

Preuve. Voir H. Brézis : "Analyse fonctionnelle : Théorie et applications".  [J

Remarques 2.4.11.

1. Soit F' l'opérateur de prolongement par 0 en dehors de €2, c’est-a-dire,
F(u) = . Si u € Wy?(Q), alors F(u) € WY(RN) et F vérifie les 3 propriétés
(i), (i1) et (i74) du Théoréme précédent 2.4.10. Par contre, si u € W1P(Q), alors
on n’a pas en général F(u) € WLP(RY). On peut donner comme contre-exemple
la fonction u(z) = 1 sur Q =] — 1,1[ (N = 1). On a u € W'?(] — 1,1[) mais
F(u) =@ ¢ WYP(RY). Par conséquence, F est différent de P.

2. Sur 2 =] —1,0[U]0, 1], on pose

u(z) = 1 si0<z<l;
] -1 si —1<z<0.

On a u € W'P(Q), mais pour tout prolongement de u & R, noté P(u), on a
P(u) ¢ WHP(R) puisque P(u) va présenter un saut en 0.
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Corollaire 2.4.12. Soit 2 un ouvert de RY de classe €' avec frontiére bornée,
ou bien (2 = Rf. Soient 1 < p < +00 et m € N*,

(i) Sim < %, alors W™P(Q) < L4(2), Vq € [p, p*], ou 1% = % -m

(i4) Sim =2 alors W™P(Q) — LI(Q), Yq € [p, +00l.

(¢13) Sim > %, alors WP(Q) < L>(2).

Preuve. "Faite au cours" ]

Remarque 2.4.13. La conclusion du Corollaire 2.4.7 reste vraie si ’on remplace

RY par €. Plus précisément, pour le cas m > %, sim — % n’est pas entier, alors

_ N
W™P(Q) — €*5(Q), ot k= E(m — —).
p

Rappel. % Rappelons que E < F signifie I'injection continue de E dans F,
c’est-a-dire, FE est un sous-espace de F' et Id : F — F est continue.
Autrement dit, il existe M > 0 tel que ||z||r < M ||z|| g, Yz € E.

% On rappelle aussi de I’injection compacte, notée ' —< F' et qui signifie
que A est précompact, c’est-a-dire, A est compact, dans F, pour tout en-
semble A borné dans E. Autrement dit, de toute suite bornée dans F, on
peut extraire une sous-suite convergente dans F.

Théoréme 2.4.14. "Théoréme de Rellich-Kondrachov"
Soit Q un ouvert borné de classe €.

(i) Sip < N, alors WHP(Q) —— L1(Q), Vq € [1,p*], ot I% = % - %

(ii) Sip= N, alors W'P(Q) < L1(Q), Vg € [1,+00].

(iii) Sip > N, alors WIP(Q) —— €(Q).

Preuve. Voir H. Brézis : "Analyse fonctionnelle : Théorie et applications". [

Corollaire 2.4.15. Pour tout p on a WP(Q) << LP(Q).
Preuve. Exercice.

Remarque 2.4.16. Pour l'espace W, 7(Q), le Théoréme de Rellich-Kondrachov
2.4.14 reste vrai mais seulement avec 'hypothese €2 est borné.

2.5 Inégalité de Poincaré

Théoréme 2.5.1. Soient p € [1,+o0[ et Q un ouvert borné de RY. Alors il existe
C=C(,p) >0 tel que

||u||Lp(Q) S C|VU|L;;(Q)’ Yu € WOLT)(Q),

1
P)p
p

ou
81‘2'

ot |[Vu

N
Lr(@) = (Z

=1
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Preuve. 'Faite au cours" ]

Remarques 2.5.2. 1. L’inégalité de Poincaré reste valable si €2 est de mesure
finie, ou bien si 2 est borné seulement dans une seule direction.

2. Si Q est un ouvert quelconque, alors I'inégalité de Poincaré n’est pas valable
en général (Voir TD).

3. L’inégalité de Poincaré est vérifie seulement sur Wy (Q) et pas sur W?(1)
en général. Donner un contre-exemple.

Corollaire 2.5.3. Soit € un ouvert de RY borné au moins dans une direction.
Alors la semi-norme sur W1?(Q) définie par
1
P\ p
p)

1 Lo \ o
est une norme sur W7 () équivalente & la norme usuelle induite par celle de

Wie(Q).

N

|“|W01*P(Q) = [Vu|prq) = (Z

i=1

ou
8xi

Preuve. Exercice.

2.6 Trace et formule de Green

Lemme 2.6.1. Soit p € [1,400[. Si u € WP(Q) tel que supp (u) est compact
dans Q, alors u € Wy (Q).

Preuve. '"Faite au cours" ]

Théoréme 2.6.2. "Notion de trace”
Soit Q un ouvert de classe €*. Soit w € WIP(Q)NE () avec p € [1,+00[. Alors
les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) uw=0 suroQ;
(i1) u € WyP(Q).

Preuve. Pour (i) = (i7). Commencons d’abord par le cas ot supp (u) est borné.
Utilisons une fonction n € €1 (R) telle que |n(t)| < |¢], Vt € R et

0o sift <1
”(t)_{t si |t] > 2
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Posons uy(z) = in(ku(z)). On peut vérifier aisément que w, € WhP(Q) et
u, — u dans W'?(Q). D’autre part supp (ux) C {z € Q : |u(z)| > ;} C
supp (u). Donc supp (ug) est compact contenu dans 2. Notons que pour les inclu-
sions précédentes, on a besoin de vérifier que Ay = {z € Q : |u(x)| > 1} est fermé.
En effet, si (z;); est une suite dans Ay telle que 2; — z, alors |u(z;)| > 4, V.
Ce qui implique que |u(x)| > % puisque u € € (Q). De plus x € Q, mais x ¢ 99
car u|sq = 0. Donc € Q tel que |u(z)| > 7, c’est-a-dire, x € A;. En utilisant le
Lemme 2.6.1, on déduit que u;, € Wy (Q) et par suite u € W, 7(Q).
Dans le cas général, c’est-a-dire, supp (u) n’est pas borné, on utilise la suite
up = pru des "tronquées' de u ou gp(r) = @(7) avec p € D(B(0,2)) et p = 1
sur B(0,1). On a u, € WHP(Q) N C(2), supp (uy) est borné et ug|gn = 0. Alors
u, € WyP(Q), Vk. Comme uy — u dans WHP(Q), alors u € W, ?().

Pour la réciproque (i) == (i), en utilisant la régularité du bord et une
partition de 'unité, le probleme se réduit a I'implication suivante :

u e WyP(BY)NE(By) = u|go = 0.

Comme u € WyP(B*), alors il existe (@), € D(BT) tel que ¢y —— u. Pour
—00

r=(z1,...,xn_1,2y5) = (@’,2n) € Bt,0on a

On

TN
/ < /
|S0k<x7IN)‘ = 8.27]\[

(2, t)l dt.

Alors, pour 0 < € < 1 fixé, on a

© ! l ¢ aSOk / /
/ / [or (2", 2y) d'dry < 6/ / —E (2, )| da'dt.
l='|<1 /o lz’|<1Jo |Oxn
A la limite, quand k& — +00, on obtient
ou

£ €
/ / lu(z', zy)da'dzy < 8/ /
|lz']|<1 JO l=’]|<1 JO
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c’est-a-dire,

/ /|ux TN ]dxdmN</ /
[l [l <1 [EZ[ES!

1 5
En effectuant le changement de variable x = ¢t qui implique que — / lu(z’, zy)| dzy =
e Jo

)| da'dt.
8xN ‘ .

1
/ lu(a e t)|dt — |u(2’,0)], et en passant & la limite, quand € — 0 on obtient,
0 e—

/ lu(z',0)|dz" < 0.
ll']]<1
Ce qui entraine que
u(z’,0) = 0, pour tout 2’ € RV ! tel que ||2'|| < 1.
C’est-a~dire, u|go = 0. O

Corollaire 2.6.3. "Opérateur trace"
Soit © un ouvert de classe C' a frontiere bornée ou © = RY. Considérons I'ap-
plication
Y : D(Q) — LP(9Q)
U — u|89.

Alors vy est bien définie et elle admet un prolongement 7, linéaire, continue a
WP(Q) tel que ker 7, = Wy ().

L’application 7o : WP(Q) — LP(09Q) est appelée 'opérateur trace d’ordre
zéro. Ainsi, Wy (Q) est I'espace des éléments de WP(Q) de trace nulle sur 9.

Propriété 2.6.4. "Formule de Green"
Soit © un ouvert borné de frontiére ¢! par morceaux. Alors, pour tout u € H'(£2)
et tout v € H'(Q) on a

auvdx:—/u
Q

v
Q 0x; o0x;

ou v; est le cosinus directeur de 7 le Vecteur unitaire de la normale extérieure

id ‘:1,..., y
LUV o (i n)

a 00, c’'est-a-dire, v; = 7 avec U = Zcos ozl) e;. Notons que l'intégrale de
=1
surface a un sens puisque ulsq, v|sn € L*(99), d’apres le Corollaire 2.6.3.

~ s Uu .
De la méme maniére, on peut parler de — pour une fonction u € W?2?(Q), en

v
posant gu = (Vu/sq) . 7 € LP(09) et on a la formule de Green suivante :
v

—/Auvdx:/Vu.Vvda:—/ a—vda Yu,v € H*(Q),
Q Q o0 Ov

N 92

avecAu—Za :

est 'opérateur Laplacien et Vu = (%, e 8?;;)
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2.7 Exercices

Exercice 2.7.1. Soient € un ouvert de R", p € [1,4+00] et m € N. Montrer que
u € W™P(Q) si, et seulement si, u € LP(2) et pour tout v € N avec |a| < m, il

existe g, € LP(Q2), tel que / uD%p = (—1)‘“'/ Ja P, Yo € D(Q).
Q Q
Exercice 2.7.2. On considere la fonction u : R — R définie par :

| 1—|z| size]-1,1];

(@) = { 0  sinon.
1. Montrer que u € H'(R). A-t-on u € H*(R)?
2. Montrer que v =1—u € H'(] — 2,2[). A-t-on v € H'(R)?
t si0<t<1;
0 si —1<t<0
elle aux espaces de Sobolev suivants : W'2(]—1,1[), H(]—1,1]) et H*(]—1,1[)?
0 silt] <1;
t st > 2.

Exercice 2.7.3. L’application suivante u(t) = appartient-

Exercice 2.7.4. Soit p € C}(R) tel que |p(t)| < |t], Vt € Ret p(t) = {

Soit u € WP(Q) ot Q est un ouvert de RY. Pour k € N*, on pose
1
ug(x) = %p(k u(z)), Vo € .

Montrer que la suite (uy); converge vers u dans W5HP(Q).

Exercice 2.7.5. Montrer par des contre-exemples que l'inégalité de Poincaré
n’est vérifice ni sur WHP(2), ni pour un ouvert Q non borné dans toutes les
directions.

Exercice 2.7.6. Soit p € [1,3[. On désigne par B = Bgs(0, 1) la boule ouverte unité de R3.

1. Dans quels espaces de Lebesgue LI(B), s'injecte contintiment ’espace de
Sobolev W1P(B).

2. Pour q > ffpp, on considere la fonction u définie sur B\{0} par
u(w,y,2) = |(z,y,2)]3, avec A <0.
2.1. Montrer que u € LP(B) si, et seulement si, \ > —%.
2.2. Vérifier que u € WHP(B) si A > 1 — %.
2.3. Déduire que W*(B) ¢ L%(B).

Exercice 2.7.7. Soit Q C RY un ouvert borné connexe assez régulier (de fron-
tiere C! par morceaux).

1
1. Montrer que Papplication v — |||v]|| = (\v\%g + HUH%,F)z est une norme
sur H'(Q), ot [o2g = 2 125 B0, ol = follZage ot T = 02 est Ia

frontiere de €.
2. Montrer que la norme ||| ||| est équivalente sur H'(Q) & la norme || |10
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Chapitre

Formulation variationnelle de certains
problemes aux limites

3.1 Préliminaires

3.1.1 Introduction

Par définition, une équation aux dérivées partielles (EDP) a pour inconnue
une fonction de plusieurs variables, alors qu'une équation différentielle ordinaire
(EDO) a pour inconnue une fonction d’une seule variable.

L’analyse mathématique (et numérique) des EDP est un treés vaste domaine
dont l'objectif est de comprendre et d’étudier les problemes modélisant plu-
sieurs phénomenes distribués souvent d’origine physique, a savoir, la mécanique
quantique, la relativité générale, la théorie électromagnétique, la dynamique des
fluides, le fonctionnement du GPS (Global Positioning System), 'aéronautique,
I’astronomie, la biologie, la dynamique du populations, etc . ... L’étude des EDP
occupe l'intérét des mathématiciens depuis la deuxieme moitié du 17¢™¢ siecle, a
travers les travaux élaborés par Newton et Leibniz concernant la dynamique du
point matériel. Cette théorie a vu le jour avec Euler et d’Alembert quelque 70
ans plus tard, et Laplace encore 40 ans apres. Au cours de la seconde moitié de
dernier siecle et au début du siecle actuel, les études des EDP se sont intensifiées
avec 'avancement de divers domaines scientifiques.

Notre but dans ce chapitre, est d’introduire quelques idées simples afin de
comprendre des problemes élémentaires en suivant ’approche variationnelle, pour
étudier l'existence (ainsi que 1'unicité) de solution & certaines équations aux dé-
rivées partielles satisfaisant des conditions supplémentaires, a savoir les valeurs
en certains points de la fonction inconnue ou de ses dérivées.
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3.1.2 Types de problemes

Probléme de type Dirichlet

—Au+u = f dans €
uw =0 sur JQ. <— "Condition de Dirichlet"

Probléme de type Neumann

—Au+u = f dans €
au n L n
% 0 sur 01, <— "Condition de Neumann
v
ou % =Vu-7 désigne la dérivée normale extérieure de u avec 7/ est le vecteur

unitaire de la normale extérieure & 0.

Probléme de type Fourier

{—Au+u = f dans €;

ou
u + 9 =0 sur 0f). +— "Condition de Fourier"
v

3.1.3 Théoréme de Lax-Milgram

Théoréme 3.1.1. "Théoréme de Lax-Milgram (Exposé)"
Soit H un espace de Hilbert. Soient a : H x H — R une forme bilinéaire,
continue et coercive sur H x H et L : H — R une forme linéaire continue sur
H, c’est-a-dire,
(i) Il existe K > 0 tel que |a(u,v)| < K ||ul| ||v]|, Y(u,v) € Hx H, "La continuité
de la forme bilinéaire a";
(ii) Il existe o > 0 tel que a(u,u) > a||ul|?, Yu € H, "La coercivité de la forme
bilinéaire a";
(i13) Il existe M > 0 tel que |L(u)| < M||ul|, Yu € H, "La continuité de la forme
linéaire L".
Alors, le probléeme suivant :
(P) { Trouver w € H tel que
a(u,v) = L(v), Yv e H,
admet une solution unique. Autrement dit,
VL € H',3 € H tel que a(u,v) = (L,v), Yv € H.

De plus, si a est symétrique, c’est-a-dire, a(u,v) = a(v,u) pour tout (u,v) € H?,
alors la solution u de (P) est caractérisée comme solution du probléme de mini-
misation sutvant,

u € H tel que
{ ;a(u,u) —(L,u) = min{;a(v,v) - <L’U>}

veH
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3.2 Etude de certaines problémes linéaires

3.2.1 Formulation variationnelle d’un probleme de Diri-
chlet homogene

Soit €2 un ouvert borné assez régulier. On propose d’aborder la résolution du
probléme elliptique (Py) du second ordre de type Dirichlet homogene :

Trouver u : @ C RY — R tel que
—Au+c(x)u=f dans €, (3.2.1)
u=20 sur 02, (3.2.2)

N 92
ol ¢ € L>*(Q) et f € L*(Q). Notons que Au =) gg est le Laplacien de u. La
—~ Or:

condition aux limites (3.2.2) s’appelle la conditizon de Dirichlet "homogene".

Une solution classique de (Py) est une fonction u € €2(Q2) vérifiant (3.2.1) et
(3.2.2) les deux équations du probleéme (Py) au sens usuel. Le programme suivant
décrit les grandes lignes de 'approche variationnelle en théorie des équations aux
dérivées partielles.

Etape A : On précise la notion de solution faible, celle-ci fait intervenir les
espaces de Sobolev qui sont les outils de base.

Etape B : On établit Iexistence et Punicité d’une solution faible par la
méthode variationnelle, via le théoréeme de Lax-Milgram.

Etape C : On prouve que la solution faible est régulicre (de classe €2 par
exemple), c’est un résultat de régularité.

Etape D : Retour aux solutions classiques. (Vest-a-dire, on montre qu’une
solution faible de classe €2 est une solution classique.

Commengons par la formulation variationnelle du probleme (Py). On sup-
pose que la solution u est suffisamment réguliere (par exemple v € H%(Q2)). En
multipliant (3.2.1) la premiére équation du probleme (Py) par v € Hj () et en
intégrant sur €2, on obtient

_ _ 1
/Q Auvdx—k/ﬂc(x)uvdx /vadx, Yv € Hy(92).

D’apres la formule de Green (2.6.4), on a

ou 1
/QVU-Vde—/a a—vda+ c(x)uvdm—/ﬂfvdm, Yv € Hy(Q),

Q OV Q
————

=0, car v|pa=0

ou do est la mesure superficielle sur 0§2. C’est-a-dire,

: _ 1
/QVU Vvdx—%/ﬂc(x)uvdw /vadx, Vv e Hy(Q) (3.2.3)
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Notons que la solution classique de (3.2.1) est de classe €2, par contre I’équation
(3.2.3) a un sens deés que u € H'(Q), c’est-a-dire, u € L*(Q) et Vu € (L*(Q))V
Remarquons aussi que le probleme (Py) est de type Dirichlet homogene "u = 0 sur
99", donc on peut prendre u € H} (). On obtient alors le probléeme variationnel
suivant

Pour une donnée f € L*(Q), trouver u € H}(Q) tel que

(3.2.4)
Vu-V — 1
/Q u de—l—/gc(x)uvda: /vada:, Vv € Hy(§2)

Définitions 3.2.1.
1. Le probléme (Poy)y est appelé formulation variationnelle du probleme aux
limites (Py).
2. Une fonction u vérifiant (Py)v est appelée solution faible du probléme auz
limites (Py).
3. On dit que le probleme est bien posé si,
(1) Il admet une solution unique ;

(7i) La solution du probléme dépend contintiment des données.

Proposition 3.2.2. Soit u € H%(Q). u est solution du probléme aux limites (Py)
si, et seulement si, u est solution du probléme variationnel (Py)y .

Preuve.

L’implication directe est déja démontrée pour obtenir le probleme varia-
tionnel (3.2.4).

Réciproquement, soit u € Hj(Q) vérifiant (Py)y, c’est-a-dire, u satisfait
’équation (3.2.4) pour tout v € H(Q2). En particulier pour tout ¢ € D(Q), ce
qui entraine que

N ou O
Zzl/ U ‘P +/ cu godx_/ fopdz, VYoeD(Q).

o Or; Oux;
~~ (ﬂ) L2(Q)
€L2(Q)

Comme L*(Q) C Li,.(2), alors on obtient au sens des distributions

; <gg §£> + (cu, ) = (f,0), Vo€ D(Q),
d’ot,
Z<a 2’ > <Cu7(p>:<f790>7 VQOG@(Q%

ce qui signifie que
— Au+ cu = f dans D'(Q). (3.2.5)
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Cette derniere équation (3.2.5) est identique a l’équation (3.2.1) du probleme
(Po), mais seulement au sens faible (c’est-a-dire, au sens des distributions). En
utilisant le fait que Au, cu et f sont des éléments de L*(Q), on déduit que
—Au+cu= f dans L*(Q), d’'ot —Au + cu = f presque partout sur Q.

Pour la condition de Dirichlet homogene (3.2.2), il suffit d’appliquer le Théo-
reme de trace 2.6.2 puisque u € HJ (), alors on a u = 0 sur 9. D’ou u est
solution du probléme aux limites (Py).

Remarque 3.2.3. L’intérét de la formulation variationnelle est qu’elle est moins
exigeante au point de vue régularité puisqu’elle transforme un probléme du second
ordre en un autre probleme équivalent du premier ordre. Elle est aussi plus réaliste
au point de vue physique permettant une approche numérique efficace.

Théoreme 3.2.4. "Existence et unicité de solution”
Si f € L*(Q) et c € L>®(Q), alors le probléme variationnelle (Py)y admet une
unique solution u € H}(Q) sous l'une des deuz conditions suivantes :

1
c>0 p.p. surQ, ou |lc||re@) < s
O

c(z) sic(x) <0 .

ot C,(R2) est la constante de l'inégalité de Poincaré et ¢~ (z) = { 0 sinomn

Preuve. Il suffit d’utiliser le Théoreme de Lax-Milgram 3.1.1, en choisissant

a(u,v) :/VUVde—i—/ c(x)uvdr et L(v) :/f(x)v(x) dz,
Q ) Q
le probléme variationnel (Py)y devient

(Po) Trouver u € H} () tel que;
YV a(u,v) = L(v), Yo € HH(Q).

L’application L est une forme linéaire continue sur I'espace de Hilbert H}(€2).
En effet, pour tout o, 5 € R et tout v, w € H}(Q) on a

L(av—l—ﬁw):/Qf(omH—Bw)da::a/ﬂfvdx%—ﬁ/gfwdx:aL(v)+/BL(w).

Ainsi, pour tout v € H}(Q), et d’aprés I'inégalité de Hélder et I'inégalité de
Poincaré on a

L] = | [ fods

< /Q [fHloldz < [[fllzllvllz < Cp () [|fll2lv].0,

2

)% est la norme réduite sur Hg ().
2

N

avec | |10 = (>

i=1

0
81)1'
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L’application a(.,.) est une forme bilinéaire continue sur ’espace de Hilbert
H;(Q). En effet, pour tout «, § € R et tout v, wy, wy € Hy(Q) on a

alaw, + fwy,v) = /QV(ozwl + pwy).Vode + /Q c(z) (awy 4+ Pwy) vde

= oz/Qle.Vvdx—kﬁ/QVwQ.Vvdx+a/§20(:ﬁ)wlvdx+5/gc(x)

= aa(wy,v) + fa(ws,v).

De méme pour la linéarité par rapport a la deuxieme composante. Ainsi, pour la
continuité et d’apres l'inégalité de Holder, on a

Z/ iV: ow ov
axz afL’Z i—1 8372' 9 awl 9
N Ow 2\ 2 N 2\ 2
<
(; 83:1 2 Z aLEl 9
= |whalvhae
On a aussi / le(x) | |w||v| dz < ||¢]|oo||w]]2]|v||2- Alors,
Q
<
a(w,v)| Z/ o, 8901 dx—i—/| ) w| |v| dz

A

< Jwha ol + el ol
< whavhe + [CQ)Pllelelwha vh,

ou Cp(2) est la constante associée a l'inégalité de Poincaré. Par conséquent,
la(w, v) < (1 + [Co(QPllelloo) [w]ra [v]10.

Reste & vérifier la coéreivité de Iapplication af.,.). Pour tout v € H}(2) on a

a(v, ) Z/ (axf dx+/Qc(x)v2dx: |’U|iﬂ+/gc(x)v2dx.

Alors, si ¢ > 0 p.p. sur Q, on a a(v,v) > |[v[} o, d'ott la coéreivité de af.,.). Sinon,
on pose

o) oez) sioe(z) <0;
¢ (x)_{() si ce(x) > 0.

Alors / ¢ (z)v*(x)dr < / c(z) v*(x) dz. Ce qui entraine que
Q Q

we U dx
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D’ou,
a(v,v) = |U|fQ—|—/ c(x) v dz
> o= [l ol
2 |ulig = lle” l[Cp()] [v]ig

(1 = [P Nl llso) 017 -

Finalement, la condition ||¢™||o < 5 assure la coéreivité de la forme bili-

1
[Cp(82)]
néaire a(.,.). Par conséquence, le probleme variationnel (Py)y admet une solution
unique u dans 'espace de Hilbert H}(Q), d’apres le Théoréme de Lax-Milgram
3.1.1.

Remarque 3.2.5. Pour le régularité de la solution, on a déja montré que la
solution u du probléme (Py)y vérifie Au € L*(Q).

Théoréeme 3.2.6. Avec les mémes hypothéses du Théoréme précédent 3.2., il
existe Cy > 0 tel que

[ull 2y < Coll fllz2@)-

Preuve. D’apres la coercivité de a et la continuité de L, on a
allull ) < alu,u) = L(w) < Ml|ull gy )

1 sic> 0 p.p sur €
ua M= C,(Q t o= _ )
ou p( )HfHL?(Q) el « { 1— [CP(Q)]Z HC Hoo SIHC Hoo < [Cp(lﬂ)]Q'
Alors,
Cp(2)

«

Jull a ) < 11l 220

D’ou le résultat.

Remarque 3.2.7. Les deux derniers théoremes prouvent que le probleme (Py)
est bien posé.

Exercice 3.2.2. Refaire la méme étude pour un probleme de Dirichlet non ho-
mogene suivant

Trouver u : Q@ C RY — R tel que
(Py){ —Au+c(x)u=f dans Q;
u=gq sur 0f2.

Pour que Yo(u) = ¢ a un sens avec u € H'(£), on suppose que g € H/?(9Q) =
Im(7p) C L*(09), ou 7y est Popérateur trace. Pour simplifier, on suppose qu’il

existe G € H?(Q) tel que 7(G) = g.
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3.2.3 Formulation variationnelle d’un probleme de Neu-
mann

Soient 2 un ouvert borné de RY suffisamment régulier et f une donnée dans
L?(2), on consideére le probléme elliptique (Py) de type Neumann

Trouver u: Q C RY — R tel que

—Au+u=f dans (2, (3.2.6)
0
a—z =0 sur 052, (3.2.7)
ou g“ Vu - 7 désigne la dérivée normale extérieur de u avec 7 est le vecteur

unitaire de la normale extérieur a 02. On suppose que la solution u de Py est
suffisamment réguliere (v € H?(Q)). En multipliant la premier équation (3.2.6)
du probléme (Py) par v € H'(Q) et en intégrant sur , on obtient

—/QAuvdx+/qudx:/QfUd$, Yo e H'(Q).

La formule de Green (2.6.4) entraine

/Vu~Vvdw—/ 8uvda—k/uvdw:/fvdav, Vv e H'(Q).
Q o0 Ov Q Q
Or g—jj:()sur 091, alors
. — 1
/QVu Vvdw—{—/ﬂuvdx /vadx, Yo e H ().

D’ot la formulation faible (ou variationnelle) suivante

Pour une donnée f € L?(Q), trouver u € H'(Q) tel que

(Pn)v (3.2.8)

/QVU-VUdm—i—/qudx:/vadx, Vv € HY(Q).

Réciproquement, si u est une solution de (Py)y, alors pour tout ¢ € ©(£2) on a

Z/ Biﬁxld —|—/ug0dx—/fg0dx

Au sens de distributions on obtient

N Jou 0
;<8xi’8:ﬁ> + (u, 0) = (f. ), YV € D(Y),

c’est-a-dire,

Z<ZQZ > (u,0) = (f ), Vo € D(2).
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D’ou,
—Au+u=f dans D'(Q).

Comme f € L*(Q2) (de méme pour u et Au), alors —Au +u = f dans L*(Q),
d’ou —Au 4+ u = f presque partout sur €.

Pour s’assurer de la condition de Neumann (3.2.7), on applique la formule de
Green (2.6.4) a I’équation du probleme variationnel (3.2.8) pour conclure que

—/Auvdm+/ 6uvda—k/uvdw:/fvdac, Yo € H'(Q).
Q o0 OV Q Q
C’est-a-dire,

ou B 1
/Q(—Au—ku—f)vda:—k/m%vda—o, Yo e H ().

Or —Au+u— f =0 p.p sur §2, alors

ou
— = H'(Q).
/mayvda 0, Vv € H(Q)

En admettant que Pespace des traces Im(7p) est dense dans L?*(992), alors

ou 9
/mgvda—(), Yo € L(09).

Dot
ou

W 0 p.p sur 0S2.

Théoréme 3.2.8. Pour une donnée f € L?(Q), le probléme variationnelle (Py )y
admet une unique solution.
De plus, il existe Cy > 0 tel que

HuHHl(Q) < COHf|’L2(Q)'

Preuve. Appliquer le Théoreme de Lax-Milgram 3.1.1, en posant

a(u,v):/QVqud:E%—/qudx et L(v):/gf(:c)v(x)dw.
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