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Introduction

On g’intéresse a I’équation
f(z) =0, (0.0.1)

ol f: Q — R est une fonction au moins continue sur €2, ) est un ouvert borné
de RN et b € RY. Comment peut-on affirmer I'existence d’une solution & cette
équation ?

Dans le cas particulier de la dimension N = 1, le théoreme des valeurs inter-
médiaires répond a cette question. Par exemple, si Q =|r, 7] et f € C([r1,73))
tels qu'il existe @y, xo € [ry,re] vérifiant (f(z1) — b)(f(x2) —b) < 0, alors ce
théoréme assure l'existence d’un certain réel zo entre z; et o tel que f(zo) = b.

Pour une dimension plus élevé N > 1, si f est linéaire, on calcule le détermi-
nant de f et lorsque det(f) # 0, la solution de 'équation (0.0.1) existe et elle sera
unique. Ici, on parle d'une condition suffisante mais pas nécessaire, c’est-a-dire,
notre équation peut admettre des solutions méme si det(f) = 0. Dans ce cas,
on peut constater que ces solutions ne sont pas stables. Une perturbation de la
donnée b peut changer totalement les solutions ou les faire disparaitre.

Notre objectif est de développer un outil jouant, pour les applications non
linéaires, ce role du déterminant pour les applications linéaires. cet outil est le
"degré"' qui un réel indiquant par sa non-nullité que I’équation (0.0.1) a au moins
une solution et qui est, de plus, une solution stable.



Chapitre 1

Rappel et préliminaires

1.1 Outils de base

1.1.1 Certains résultats d’analyse fonctionnelle

Définition 1.1.1. Soit f une fonction continue définie sur RY (N € N*). On

appelle support de f et on note supp(f), l'ensemble des points adhérents a
A={x e RY: f(zx) # 0}. Ainsi,

supp(f) = {z € RN : f(x) # 0}.

Autrement dit, supp(f) est le complémentaire du plus grand ouvert de RY sur
lequel f = 0.

Remarques 1.1.2. 1. Pour une fonction mesurable, on a
supp(f) = {x €e RN : f(x) #0 p.p.}. Clest le complémentaire du plus
grand ouvert de RY sur lequel f =0 p.p..

2. 65°(R2), noté aussi par D(12), est 'espace de fonctions indéfiniment déri-
vables a support compact dans 2.

Théoréme 1.1.3. "Théoréme d’Ascoli-Arzela" Soient K un espace compact
et F' un espace normé. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Une partie o7 de € (K, F) est relativement compacte (c’est-a-dire, d’adhé-
rence compacte) pour la topologie de la convergence uniforme ;

2. e L’ensemble of est équicontinu, c’est-d-dire, pour tout x € K, on a
Ve>0,30 >0,Vfed, Vi’ € K, onallz—2'|| <6 = ||f(z)—f(2)] <e.
o o (x)={f(x)]| f €} estrelativement compacte pour tout v € K.

3
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Théoréeme 1.1.4. "Inégalité de Cauchy-Schwarz" Soit H un espace préhil-
bertien. Alors, pour tous x, y € H, on a

() < [l -yl

avec éqalité si, et seulement si, x ety sont liés.

Théoreme 1.1.5. "Inégalité de Holder'
Soient Q un ouvert de RN, 1 < p < oo et p' lexposant conjugué de p, c’est-a-dire,
1%-1— z% =1. 8 feLP(Q) et g€ LP(Q), alors fg € L'(Q) et on a

1f gl < I fllze-llgll e q)-

1.1.2 Spectre d’un opérateur compact

Soient F et F' deux espaces de Banach. Z(E, F') désigne 'espace des opéra-
teurs linéaires continus de F dans F.

Définition 1.1.6. On dit qu’un opérateur T' € L (E, F) est compact si T(Bg)
est relativement compact pour la topologie forte de F, ou Bpg est la boule unité
fermée de E. Il est équivalent de dire que ["image par T de toute partie bornée B
de E est relativement compact dans F, c’est-a-dire, T(B) est compact.

Pratiquement, il suffit de montrer que pour toute suite bornée (x,),>1 de E,
on peut extraire de (T'x,),>1 une sous-suite convergente dans F.

% Rappelons que E < F signifie ’injection continue de F dans F', c’est-
a~dire, E est un sous-espace de I’ et 'identité [ : £ — F est continue.
Autrement dit, il existe M > 0 tel que ||z||r < M ||z||g, Yz € E.

% On parle aussi de ’injection compacte, notée E << F et qui signifie
que l'identité I : E — F' est compacte.
Remarques 1.1.7.

1. L’espace des opérateurs compacts, noté J# (F, F), est un sous-espace vec-
toriel fermé de Z(E, F).

2. Si E = F, onnote Z(E,F) par Z(FE) et ¥ (E,FE) par # (E).

3.5 T e L(E,F)et Se #(E,F) (resp. T € #(E,F)et Se€ Z(E,F)),
alors SoT € J# (E,F).

Définitions 1.1.8. Soit T € L (F). I est l'identité de E vers E.
1. L’ensemble résolvant p(T') est la partie de R définie par

p(T)={NeR | T — N est bijectif de E vers E}.

4
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2. Le spectre de T, noté o(T'), est le complémentaire de I’ensemble résolvant,
c’est-a-dire,

o(T)={XeR | T — M n’est pas inversible}.

3. On dit que X\ est une valeur propre de T, et on note A € VP(T) si Ker(T —
M) # {0}. Dans ce cas, Ker(T —\I) est l’espace propre associé d la valeur
propre A, et tous ses vecteurs non nuls sont dits vecteurs propres associés
a A

Remarque 1.1.9. VP(T) C o(T). (Cette inclusion est en général stricte).

Proposition 1.1.10. Soit T' € Z(F). Alors on a
1. Le spectre o(T") est un compact de R contenu dans [—||T]|, ||7]|].
2. Side plus T' € # (F) avec dim(E) = oo, alors on a
i) 0 €o(T);
it) o(TINO0} = VP(T)N0};
191) 'une des situations suivantes :
— ou bien o(T) = {0};
— ou bien o(T)\{0} est fini;
— ou bien o(T)\{0} est une suite qui tend vers 0.

1.2 Espaces de Sobolev

Définition 1.2.1. Soit Q un ouvert de R". On définit une distribution T sur
Q) toute forme linéaire sur ® () vérifiant la propriété de continuité suivante :
Pour tout compact K C Q, il existe un entier m € N et une constante Cx > 0

tels que
T(p)| < Cx D 1D, Yo € Dk (). (1.2.1)

laj<m
On note par ®'(2) 'ensemble de toutes les distributions sur §). L’image de ¢ par
la distribution T' est souvent notée (T, ) au lieu de T(p).

Exemple 1.2.2. Toute fonction f € L},.(2) définit une distribution T € D'(Q)
en posant

(T.0) = Tyle) = [ f@)p(a)dz, Vo € D(Q).

Toute distribution de ce type, c’est-a-dire, définie a partir d'une fonction locale-
ment intégrable, est appelée distribution réguliere. Elle est d’ordre 0 et notée [f].
On peut vérifier aisément 'injectivité de I’application
j: Llloc(Q) — QI(Q)

£l = =1,
ce qui permet d’identifier les fonctions localement intégrables avec les distribu-
tions régulieres et on peut noter [f] seulement par f s’il n’y a pas d’ambiguité.

>
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Définition 1.2.3. Soient Q un ouvert de R", p € [1,4+00| et m € N. On appelle
espace de Sobolev sur 2 d’ordre m, le sous-espace de LP(S)), noté WP ()
et définie par

WmP(Q) ={u e LP(Q): Du € LP(Q), Yo € N" tel que |a] < m},
ou D% désigne la dérivée partielle d’ordre o au sens des distributions.

L’espace de Sobolev W"?(£2) est muni de la norme

P
( Z ||D°‘u||§) sil<p<+oo;
[ullwmg) = \0Slelsm (1.2.2)
max ||D%||x si p = +o0.
0<|al<m

Remarque 1.2.4. On vérifie aisément que la définition 1.2.3 est équivalente a
Pour tout o € N™ avec |a] < m, il existe g, € LP(Q), }

tel que / uD%p = (—1)"1‘/ Ja p, Y € D(Q)

Q Q
On appelle g, la dérivée faible (ou la dérivée au sens de distributions) de u a
I'ordre « et la note D%u.

Wmp(Q) = {u € LP(Q)

Théoréme 1.2.5. L’espace de Sobolev W™P(Q) est un espace de Banach pour
tout 1 < p < 400, séparable pour tout 1 < p < +oo et réflexif pour tout 1 < p < 400.

Remarques 1.2.6. 1. On peut munir aussi 'espace de Sobolev WP () par
la norme équivalente

Z | D%ll, sil<p<+o0;

0<al<m
[ullmp0 = (1.2.3)
> D%l sip =00,
0<|ar|<m
Les deux normes (1.2.2) et (1.2.3) sont notées indifféremment || ||ymnr) ou

| lmpo (ou tout simplement || |[wme ou || ||myp). L'intérét principal de la norme
(1.2.2) est que dans le cas ot p = 2, elle confére & W™? une structure hilbertienne,
ce qui n’est pas le cas avec la norme définie par (1.2.3).

2. Pour p = 2, I'espace W™2(Q2), noté H™(2), est un espace de Hilbert

lorsqu’on le munit du produit scalaire défini, pour tous u, v € H™({2), par

(Wlv)amey = > (Du|D) 120

la<m

- 3 / (D) (x) (D) () da

laj<m 7S
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2
1
et on a [ullgm@) = (u|w)fmq) = ( > ||D"u||2Lg) . D’apres le Théoréme
0<|a<m

1.2.5, 'espace de Hilbert H™(€2) est séparable et réflexif.

Définitions 1.2.7. Soient Q un ouvert de R", m € N, p € [1,+o00| et p' le
conjugué de p, c’est-a-dir,e % + [% =1.
* On note par Wg"*(Q) la fermeture de ©(Q) dans W™P(Q), c’est-d-dire
WyP () = m“ e W™P(Q) avec inclusion stricte en général.
x On désigne par WP (Q) le dual topologique de WP (Q), c¢’est-a-dire,
W () = (W] (@) € D'(0).

On peut Caractériser ce dual topologique par

WP (Q) ={ S D%, | ga € LP’(Q)}.

laj<m

Alors, si T = Z D%g, € W‘m’pl(Q), on a pour tout u € Wi"*(9),

la|<m
(o) = 3 (D%gau) = X () Nga, D) = 3 (<) [ g0 Dud.
|| <m la|<m || <

Remarque 1.2.8. On note Wy*(Q) par H}(Q) et son dual topologique W ~12(Q)
par H~1(Q). Plus généralement, on note Wy™*(Q2) par HZ*(Q2) et son dual topo-
logique W~2(Q) par H™™(Q).

Théoréme 1.2.9. D(RY) est dense dans W™P(RN) pour tout p € [1,+00|, c’est-
a-dire,

WP (RY) = WmP(RY), Vp € [1, +o0].
Définition 1.2.10. Un ouvert de RN est dit satisfaisant la propriété du seg-

ment s’il existe un recouvrement ouvert (U;)icr de O (la frontiére de ) et une
famille de vecteurs (y;)ier C RV\{0} tels que,

Viel, Ve e QNU;, onax+ty €Q, Vt €)0,1].
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Géométriquement, €2 vérifie la propriété du segment s’il est situé d’'un méme coté
par rapport a sa frontiere. Par exemple, dans R? Pouvert Q = {(z,y) € R* : 0 <
|z| < 1 et 0<y< 1} ne vérifie pas la propriété du segment.

Remarque 1.2.11. On note par ©(£2) I'espace de restrictions a €2 des fonctions
test de D(RY), c’est-a-dire,

D(Q) ={yq | ueDRY)} Cc W™P(Q).
On peut vérifier que si Q satisfait la propriété du segment, alors D(Q) est

dense dans W"P(Q), pour tout p € [1,+o0l.

1.2.1 Théoremes d’injection : Inégalités de Sobolev

v Casou Q=RN (N >2):

Théoreme 1.2.12. "Théoréeme de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg"
Soit 1 < p < N, alors l'espace WHP(RYN) s’injecte continiment dans LP" (RN), ou
p* est ezposant (ou le conjugué) de Sobolev définie par z% = % — %, (p* > p).
On écrit

WP (RY) — [P (RY).

Plus précisément, il existe C' > 0 (C’ =C(p,N) = %) , tel que

HUHLZ’*(RN) < CHVUHL”(RN)a Vu € Wl’p(RN)~

N P\ P
ou — >
Notons que ||vu||p—(z o ) , Cest-a-dire, [[ullwrogny = ([lullh + | Vul2)”
=1 tip

Corollaire 1.2.13. Si p € [1,N|, alors W'P(RY) s’injecte continfiment dans
LA(RY) pour tout ¢ € [p, p*]. C’est-a-dire,

Wl’p(RN) — Lq(RN), Vg € [p,p"].

Théoreme 1.2.14. "Cas limite ou p= N"
L'espace de Sobolev WHN(RYN) s’injecte contindment dans tous les espaces de
Lebesgue LY(RYN), o1 q € [N, +o0[. C’est-d-dire,

WEN(RY) — LYRY), Vg € [N, +oal.

Théoréme 1.2.15. "Morrey"

Soit p > N, alors lespace WHP(RY) s’injecte continiment dans L= (RY), c’est-
a-dire. WIP(RN) < L*(RY). De plus, il existe C = C(N,p) > 0 tel que pour
tout uw € WHIP(RY) on a

N
P

lu(z) — u(y)| < C|lz —y||'~ 7 ||Vull, pour presque tout z,y € R, (1.2.4)

8
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Remarques 1.2.16. 1. L’inégalité précédente (1.2.4) implique 1'existence
d’une fonction @ € €(RY) telle que v = @ p.p sur RY. Autrement dit,
toute fonction u € W1P(RY), pour p > N, admet un représentant continu,
c’est-a-dire, WHP(RY) < € (RY) N L=(RY).

2. Si N < p < +00, alors pour tout u € WH(R™) on a  lim wu(z) = 0.

llz[|—+o0
Corollaire 1.2.17. "Cas d’espace de Sobolev d’ordre supérieur".
Soient m € N* et p € [1, +00[. On les injections suivants selon les valeurs de m et p :
() Si % — % > 0, clest-a-dire, m < %, alors W™P(RN) «— LPm(RY), ou
pim = % — ™ Ainsi, W™P(RY) — LI(RY), Vq € [p, pm).
(1) Si  — % =0, Cest-a-dire, m = &, alors W™#(RY) — LYRY), Vg €
[p, +o0].
(¢4i) Si % — % <0, c’est-a-dire, m > %, alors WmP(RY) — L(RN).
De plus, si m — % > (0 n’est pas entier, en posant k = E(m — %) et
0= (m-— %) — E(m — %) €]0, 1[, pour tout u € W™P(R") on a
1 D%l| o0 < Cllullyms@yy, YVa € NV telque |af < k
et pour tout o € NV tel que |a| = k,
|Du(x) = [D%u(y)] < Clluflwmas@v llz = ylI° p.p. tout z,y € RY.

En particulier,
WmP(RY) — €F(RY).

Remarque 1.2.18. Le cas p = 1 et m = N est assez particulier. En procédant
par densité, on vérifie aisément que

WNLRNY s L°(RY).

v Cas ou Q C RV :

Définitions 1.2.19.

(i) On appelle le demi-espace supérieur la partie de RY | notée ]Rﬂ\r[, définie par
RY = {x: (z1,...,25) € RY |xN>O}.

(i7) Si B = Bgn(0,1) est la boule unité ouverte, alors on note
Bt =BNRY et B°={z € B|zy =0}

(iii) Un ouvert Q de RN est dit de classe €™ (m € N), si pour tout x € 99,
il eziste un voisinage ouvert U de x et une bijection v : B — U tels que

e E™(B) ety € €™(U) avec p(BT) =UNQ et (B°) = U NN

9
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Théoréme 1.2.20. Soit Q un ouvert de RY de classe €* avec frontiére bornée,
ou bien Q :Rf. Soient 1 < p < 400 et m € N*,
(1) Sim < %, alors Wm™P(Q) — L), Vq € [p,p*], ot 1% = % -
(17) Sim = %, alors W™P(Q) — L1(2), Vq € [p, +o0].
(i13) Sim > %, alors W™P(Q) — L*(2).

m
N

Remarque 1.2.21. La conclusion du Corollaire 1.2.17 reste vraie si I’on remplace

RY par €. Plus précisément, pour le cas m > %, sim — % n’est pas entier, alors

4 N
W™P(Q) — €*(Q), ot k= E(m — ;).

Théoréme 1.2.22. "Théoréme de Rellich-Kondrachov"
Soit Q un ouvert borné de classe €.

(i) Sip < N, alors W'P(Q) << L1(Q), Vq € [1,p*[, ot 1% = % - %
(ii) Sip= N, alors W'P(Q) < LI(Q), Vq € [1,+00].
(iii) Sip > N, alors WP(Q) —— €(Q).

Corollaire 1.2.23. Pour tout p on a WlP(Q) —— LP(Q).

Remarque 1.2.24. Pour Iespace Wy (1), le Théoréme de Rellich-Kondrachov
1.2.22 reste vrai mais seulement avec I’hypothese €2 est borné.

1.2.2 Inégalité de Poincaré

Théoréme 1.2.25. Soient p € [1,400| et Q un ouvert borné de RN. Alors il
existe C = C(Q,p) > 0 tel que

||u||Lp(Q) S C|V'U, Lr(Q)5 Yu c Wolzp(Q)’

1
N P\ p
ou
i—1 81‘, p

Remarques 1.2.26. 1. L’inégalité de Poincaré reste valable si ) est de me-
sure finie, ou bien si {2 est borné seulement dans une seule direction.

2. SiQ est un ouvert quelconque, alors I'inégalité de Poincaré n’est pas valable
en général.

10
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3. L’inégalité de Poincaré est vérifie seulement sur W, () et pas sur WhP(Q)
en général. Donner un contre-exemple.

Corollaire 1.2.27. Soit Q un ouvert de RY borné au moins dans une direction.
Alors la semi-norme sur W'?(Q) définie par
1
P\ p
P)

est une norme sur W, (Q) équivalente & la norme usuelle induite par celle de

Wie(Q).

N
ou
|U|W01’p(ﬂ) = [Vulpr@) = (Z o

=1

1.2.3 Trace et formule de Green

Lemme 1.2.28. Soit p € [1,+oo[. Si u € WP(Q) tel que supp (u) est compact
dans Q, alors u € W, ().

Théoréme 1.2.29. "Notion de trace" B
Soit Q un ouvert de classe €. Soit u € WP(Q)NE () avec p € [1,+o00[. Alors
les propriétés sutvantes sont équivalentes :

(1) u=0 sur dQ;
(i1) u € W,P(Q).

Corollaire 1.2.30. "Opérateur trace"
Soit © un ouvert de classe C' a frontiere bornée ou Q = RY. Considérons I'ap-
plication

Y : D(Q) — LP(0Q)

U — U|ag.

Alors vy est bien définie et elle admet un prolongement 7, linéaire, continue a
WhP(Q) tel que ker 75 = Wy ().
L’application 7y : WHP(Q) — LP(99) est appelée 'opérateur trace d’ordre
zéro. Ainsi, Wy* () est Uespace des éléments de W1P(Q) de trace nulle sur 9.

Propriété 1.2.31. "Formule de Green"
Soit 2 un ouvert borné de frontiere ¢ par morceaux. Alors, pour tout u € H'()
et tout v € H'(Q) on a

auvdx:—/u
Q

0 Ox;

0

0
vdx+ uvy;do (i=1,...,n),
ZT; o0

ou v; est le cosinus directeur de 7 le vecteur unitaire de la normale extérieure

N
a 09, cest-a-dire, v; = V. ¢l avec U = Zcos(ozi).a?. Notons que l'intégrale de

i=1

11
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surface a un sens puisque ulaq, v|aq € L?(90), d’apres le Corollaire 1.2.30.

ov

posant gu = (Vu/sq) . 7 € LP(9Q) et on a la formule de Green suivante :
v

De la méme maniere, on peut parler de pour une fonction u € W*P(Q), en

du

—/ Auvdx:/ Vu.Vvdx—/ vdo, Yu,v € H*(Q),
Q Q o0 Ov

N 92
u
avec Au = Z 922 est 'opérateur Laplacien et Vu = (@ ﬂ)

Ox1’" " "7 Oz
i=1 i

1.3 Applications homotopes

Définitions 1.3.1. Soient X, Y deux espaces topologiques et f, g : X — Y
deuz applications continues.

i) On dit que f est homotope d g s’il existe une application continue
H: X x1[0,1] — Y telle que H(x,0) = f(z) et H(z,1) = g(x), Vz € X,
c’est-a-dire,

H(.,0)=fet H(,1)=g.
H est appelée alors une homotopie de f a g.

i) Si A C X, on dit que f est homotope a g relativement a A s’il existe une
application continue H : X x [0,1] — Y telle que H(x,0) = f(x) et
H(z,1) = g(x), Yo € X, et H(a,t) = f(a) = g(a), Ya € A. On dit alors
que H est une homotopie relative a A de f a g.

Remarques 1.3.2.
1. La deuxieéme définition #i) entraine que f et g coincide sur A.

2. Si A = (), alors les deux définitions sont équivalentes.

3. Si A/ C A et f est homotope a g relativement & A, alors f est homotope
a g relativement a A’.

4. Si f = g, alors f est homotope a elle-méme relativement a X. Il suffit de
considérer Iapplication H : (z,t) € X x [0,1] — f(z) € Y qui sera une
homotopie relative a X de f a f.

Proposition 1.3.3. Soient X, Y deux espaces topologiques et A une partie de
X. L’homotopie relative a A est une relation d’équivalence sur ¢ (X,Y).

Preuve. — La réflixivité est une conséquence des remarques 4) et 3).
— Pour la symétrie, si H est ’homotopie relative a A de f a g, alors 'appli-
cation H : (z,t) € X x [0,1] — H(x,1 —t) € Y est ’homotopie relative
a Adega f.

12
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— Pour la transitivité, si H et H' sont les homotopies relative & A de f a g
et de g a h respectivement, alors ’application

H: Xx[0,1] — Y

H(x,2t) si0
(@8 = {H’(x,Qt—l) s L

est ’lhomotopie relative a A de f a h. "a vérifier"
Corollaire 1.3.4. L’homotopie est une relation d’équivalence sur € (X,Y).

En effet, il suffit d’appliquer la remarque 2) et la proposition 1.3.3 lorsque
A=10.

Exemple 1.3.5. "Chemins"

Soit X un espace topologique. On dit que ¢ : [0,1] — X est un chemin dans X
si ¢ est une application continue. Le point ¢(0) s’appelle 'origine du chemin ¢ et
le point ¢(1) est I'extrémité de c.

Si ¢ et ¢ sont deux chemins dans X, on dit qu’ils sont homotopes s’il existe
une application continue H : [0,1] x [0,1] — X telle que H(t,0) = c(t) et
H(t, 1) = d(t), vt € [0,1], de plus, H(0,t) = ¢(0) = ¢(0) et H(1,t) = ¢(1) =
(1), vt € [0,1]. C’est-a-dire, les chemins ¢ et ¢ sont homotopes dans ([0, 1], X)
relativement a {0, 1}. D’apres la proposition 1.3.3, cette relation est d’équivalence
sur ([0, 1], X).

13



Chapitre 2

Degré topologique en dimension finie
'Degré de Brouwer'

2.1 Introduction et motivation

Pour un ouvert borné © de RY une fonction f : Q — RY dans €*(Q)N%°(Q)
et une donnée fixe b € RY, on considere le probléme

(P) : { Trouver z € € tel que (2.1.1)

f(@)=b.

On cherche une quantité permettant de connaitre le nombre de solutions de (P).
Cette quantité devrait étre invariante par rapport a des petites déformations de
f. Alors pour que I'on empéche les solutions de (P) de sortir du domaine on
imposera que b ¢ f(0%2).

Exemple 2.1.1. "en dimension 1".
Soient 2 =]0, 1] et f : @ — R une application de classe € vérifiant ’hypothese
suivante

(H) : Pour toute solution x de (P), f'(z) # 0.

On introduit l'entier d(b) défini par

zef~1({b})
0 si (P) n’a pas de solution.

{ > sgn(f'(x)) si(P) a des solutions;
d(b) =

14
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d’(b)=0

5 d(b)=1

; d’(b)=1

-1; d’(b)=0

Remarque 2.1.2. L’entier d dépend aussi de la fonction f et de 'ouvert €2. On
le note alors deg( f, €2, b). Il reste constant par rapport a b sur certains intervalles.
De plus, si deg(f,2,b) # 0, le probleme (P) admet au moins une solution et si
deg(f,€2,b) =0, le probleme (P) peut ou non admettre des solutions.

On verra par la suite que deg(f,2,b) a d’excellentes propriétés. On introduit
tout d’abord la formule du degré pour le cas de dimension N > 1. Pour z € (),
on désignera par Df(z) = (0;fi(2)),, ;< la matrice jacobienne de f en z, olt

0;fi(x) = gj:? (x) et Jp(x) = det(Df(x)) le déterminant jacobien de f en x.

2.2 Construction du degré topologique de Brou-
wer

Soient 2 un ouvert borné de RY (N > 1), f: Q — R dans €(Q) N€°(Q)
et b € RV\f(092). Pour 0 < ¢ < dist(b, f(09)), il existe une fonction ¢ €

%(]0,00[, R) & support compact contenu dans |0, [ telle que / o(|x]) dx = 1.
RN

Définition 2.2.1. On appelle le degré topologique de Brouwer de f dans 2
par rapport au point cible b, le nombre

deg(£,2,0) = [ (I (@) = b]) Ty(x) da.

A Taide du lemme suivant, on peut prouver que deg(f,€2,b) est un entier
indépendant du choix de ¢ et de .

Lemme 2.2.2. Soient ) un ouvert borné de RY et f : O — R une fonction
dans €1(Q) N €°(Q) telle que 0 ¢ f(9Q). Soit ¥ : [0, +00[— R une fonction
continue a support contenu dans |0, e[ pour 0 < e < dist(0, f(912)), telle que

/Ooo tN=Ly(t) dt = 0.

Alors on a
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Preuve. Voir TD.

Proposition 2.2.3. Le degré topologique de Brouwer deg(f,(2,b) est indépen-
dant de ¢ et de la fonction ¢, pourvu que 0 < £ < dist(b, f(99)).

Preuve. Soient 0 < e1,e9 < dist(b, f(0R)). Si ¢1 et ¢y sont deux fonctions
continues sur ]0, +o0o[ dans R a supports contenus dans |0, 1] et ]0, e5[ respecti-
vement telles que /]RN e1(]z|) dx = /]RN wo(|z|) dx = 1, alors /OOO Nty dt = 0
pour ¥ = 1 — @o. En appliquant le lemme précédent 2.2.2 a v et la fonction
x +— f(z) — b, on obtient /Qw(|f($) — b)) J¢(x) dz = 0, c’est-a-dire,

| erllf@) =) Tp@)dr = [ el (@) = b)Tp(a) d.

Exemples 2.2.4. 1. En particulier, si f est une fonction constante alors
Jr(x) =0, Vo € Q, alors deg(f,2,b) = 0.

2. Sib ¢ f(Q), alors |f(x) —b] > ¢, Vo € Q, cest-a-dire, p(|f(z) — b]) =
0, Vz € Q. D’ou deg(f,Q,b) = 0.
Proposition 2.2.5. Soient Q un ouvert borné de RY (N < 1), fi, fo: Q — RY
deux fonctions dans €1(Q) N€°(Q) et b € RY tel que b & f1(9N) U f2(90Q).
1
Si0<e< Zdist(b, F1(0Q) U f5(0)) et || f1 — f2lloo < €, alors on a

deg(f17 Qa b) N deg(f27 Qa b)

Preuve. Sans perte de généralité, on peut supposer que b = 0, puisque deg( f, €2, )
deg(f — 0,9,0). Soient 6 : [0, +oo[— [0, 1] une fonction de classe € telle que

1 si0<t<ze;
e(t)_{o sit > 2e

et f3 la fonction définie par f3(z) = (1 = 0(|fi(2)]))fi(z) + 6(|f1(x)]) f2(x). On

peut vérifier aisément que

_J A) silfi@)] > 2
Iile) = { fa(z) st|fi(z)] <e,

et || fi — frllo < € pour tout i, k& € {1,2,3}. De plus, pour tout x € 952, on a

| fi(z)| > 3e. Considérons maintenant deux fonctions ¢; et @ dans € (]0, +oo[, R)
5

telles que supp(p1) €12, 32[, supp(2) CJ0. S[et [ (lal)dz = [ oa(lal)do =

1. Comme f3 coincide avec f; ou avec fo partiellement (en partie), alors on a

e1([f3(@))Tp(2) = @1([f1(2)) T (®) et ol f3(2)))Tps () = pa(lfo(@)]) Ty, (2).
Cela implique que deg(f1,€,0) = deg(f3,2,0) = deg(f2,,0).

16
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Remarque 2.2.6. D’apres la proposition précédente 2.2.5, on peut étendre la
définition du degré topologique aux fonctions qui sont seulement continues.

Proposition et définition 2.2.7. Soient 2 un ouvert borné de RV, f € €°(Q, RY)
et b € RN\ f(09Q). Soit (fy)r une suite dans €1(Q,RY) N €°(Q,RY) telle que

| fe — flloo — 0 sur Q. Alors, pour k assez grand, le degré topologique de fj
—00

existe et la suite (deg(fy, €2, b)), converge.
On définit alors le degré topologique de f par

deg(fa Qv b) = klggo deg(fk7 Qv b)

Preuve. Comme ||fx — fll — 0 sur Q, alors b ¢ f.(9) et le degré to-
—00

pologique deg(fx,2,b) est bien défini pour &k > ky (assez grand). Et d’apres
la proposition précédente 2.2.5, pour k et j assez grands de telle sorte que

| fie = filloo < jldist(b, fk(0Q) U £;(09)), on a deg(fx, Q2,b) = deg(f;,2,b), c’est-

a-dire, la suite des degrés topologiques (deg(fx,(2,b)), est stationnaire, donc
converge.

Remarque 2.2.8. On peut vérifier facilement que la définition du degré topolo-
gique pour une fonction continue f est indépendante au choix de la suite (fx).

2.3 Propriétés du degré de Brouwer

Proposition 2.3.1. "Normalisation"
Soient € un ouvert borné de RV et b € RY. En désignant par I 'application
identité, on a

1 sibey 1N sibe
deg(I,Q,b):{ 0 sib¢Q et deg(—],Q,b):{( 0) sibga.

Preuve. Il suffit d’utiliser la définition 2.2.1 le fait que Jr(z) = 1 et J_j(x) =
(=D,

Proposition 2.3.2. "Stabilité par rapport a f"
Soient Q un ouvert borné de RY, f;, fo: Q — RY deux fonctions continues et

be RN tels que b ¢ fl(ﬁQ) U fg(aﬂ) et Hf1 — f2||oo S ledlst(b, fl(OQ) U fg(&Q))
Alors on a

deg(fla Qv b) = deg(f27 Q? b)

Preuve. C’est une conséquence de deux propositions 2.2.5 et 2.2.7.

17
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Proposition 2.3.3. "Stabilité par rapport a la cible 0"
Soient 2 un ouvert borné de RY, f € €°(Q,RY) et b, b deux vecteurs cibles

de R¥. On suppose que b et b’ appartiennent a la méme composante connexe de

BHJ;(J?Q), alors

deg(f,$,b) = deg(f, 2, 0).
Preuve. Il suffit de vérifier que si V' est assez proche de b dans RV, alors le
1
degré est le méme. Soit 0 < € < idist(b,f(aﬁ)) et posons fo(x) = f(x) — b et
fi(z) = f(x) = V. Sidist(b, V) < g, alors || fo — fi]|leo < € et par conséquent

deg(fa Q? b) D deg(f07 Q7 O) = deg(fla Q7 0) = deg(fa Q7 b/)

Proposition 2.3.4. "Additivité"
Soient €, €, deux ouverts bornés disjoints de RY, b un point cible de RV et

feCQUQRY). Sibé¢ f(0Q)U f(9,), alors
deg(fv Ql U 927 b) — deg(fv Qh b) + deg(fv QQa b)

Preuve. 1l suffit d’utiliser la définition 2.2.1 pour une fonction de classe € et
passer a la limite apreés approximation de la fonction continue f par des fonctions
régulieres.

Corollaire 2.3.5. Soient 2 un ouvert borné de RY, f € €°(Q,RY), K C Q un
compact et b un vecteur cible de RY. Si b ¢ f(K)U f(99), alors

deg(f,€,b) = deg(f, Q\K,b).
Preuve. C’est une conséquence de la proposition 2.3.4.

Proposition 2.3.6. "Invariance par homotopie"
Soient H : Q x [0,1] — RY une fonction continue et b ¢ H (09 x [0, 1]). Alors
pour tout t € [0,1] on a

deg(H(.,t),Q,b) = deg(H(.,0),8,0b).

Preuve. L’homotopie H est continue sur le compact € x [0, 1], alors elle est
1

uniformément continue. Donc pour € = Zdist(b, H(092%[0,1])), il existe n > 0 tel

quesi [t—s| < n,alorsona ||H(.,t)—H(., )|l < . En appliquant la proposition

2.3.2, on conclut que deg(H(.,t),,b) = deg(H(., s),,b) pour tout t, s € [0,1]

tels que |t —s| < n. En recouvrant le compact [0, 1] par des intervalles de longueur

n on déduit le résultat d’invariance de degré topologique par homotopie.

Remarque 2.3.7. L’invariance par homotopie du degré topologique est tres im-
portante, parce qu’en particulier elle permet de calculer le degré topologique de
certaines fonctions en se ramenant a des cas ou le calcul est facile.

18



Degré topologique(M13) /Master MAE/FSTE S.M. Douiri

Corollaire 2.3.8. "Invariance sur le bord"

Soient un ouvert borné 2 de RY et deux fonctions f, g € €(Q,RY). Si f = g sur
le bord 0 et b ¢ f(0N), alors on a deg(f,2,b) = deg(g,2,b).

Autrement dit, tout ce passe sur le bord en ce qui concerne le degré topologique.

Preuve. Il suffit d’appliquer l'invariance par homotopie du degré topologique
(Proposition 2.3.6), en utilisant 'homotopie H(x,t) =t f(z) + (1 —t) g(x).

Corollaire 2.3.9. Soient  un ouvert borné de RY, f € €°(Q,RY) et b ¢ f(0Q).
Alors il existe g € €1 (Q,RY) N €°(Q,RY) telle que deg(f,,b) = deg(g, 2, b).

Preuve. "Voir TD'

Soient r = dist(b, f(9Q)) > 0 et g € €(Q,RY) N € (Q,RY) une fonction telle

que sup |lg(z) — f(x)|| < r. Pour t € [0,1], en posant f; =tg+ (1 —t) f, on peut
€02

vérifier que b ¢ f,(092), Vt € [0,1]. En effet, pour tout x € 92, on a

1fe(@) = bll = It (g(x) — f(2)) — (b= f(2))]
> |lIb=f@)ll = it (g(z) = f (@)l
= b= f@)| = [[t(9(x) = f())]]
> [|b= f(@)ll = llg(z) = (=)
> b= f@) =r=0.

Par conséquent, b # fi(z), Vt € [0,1], Vo € 0. Le résultat demandé se déduit
alors de I'invariance du degré par homotopie.

Remarque 2.3.10. Cette propriété est tres utile pour I'approximation dune
fonction continue par une autre plus réguliere en conservant le degré topologique.

Nous allons prouver maintenant que le degré topologique est un entier relatif
(€ Z), en donnant d’abord certains rappels et quelques lemmes.

Rappel. 1. Un point = € Q est dit régulier si Jy(z) # 0;
2. Un point z € Q est dit singulier (ou point critique) s’il n’est pas régu-
lier. On note I'ensemble des points singuliers de f sur 'ouvert €2 par

S¢(Q) ={z €Q: Jp(x) =0}

3. y € f(Q) est dite valeur réguliere si f~!(y) N S;(Q) = 0. Sinon, y est dite
valeur singuliére ou critique.

Remarque 2.3.11. Si b ¢ f(0N) est une valeur réguliére, alors 'ensemble E =
F7H({b}) est fini.

En effet, d’'une part E est fermé d’apres la continuité de f. De plus, il est
borné (C (), alors E est compact. D’autre part, si b est une valeur réguliére
alors Jy(x) # 0, Vo € f~' ({b}). Ce qui implique d’apres le théoréme d’inversion
locale l'existence d’un voisinage U de x pour tout x € FE tel que f\y est un
homéomorphisme. Donc 'ensemble E est discret, c¢’est-a-dire, ses points sont
isolés. Finalement tout compact discret est fini.
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Lemme 2.3.12. Soient  un ouvert borné de RY et f € €1(Q, RY)NE°(Q, RY).
Sibé¢ f(OQ)U f(S), ou S est 'ensemble des points singuliers de f, alors on a

Y sen(Jp(x) siQnfH({b}) #£0
deg(f,Q,b) =< zeanf—1({b}) cZ
0 QN fFr{p}) =10

Preuve. D’aprés la remarque 2.3.11 on peut poser f~'({b}) = {z1,...,2,}.
Alors pour € assez petit, le support de 'application z — ¢(f(x) — b) admet p
composantes connexes Uy, ..., U, contenant 1, ..., x, respectivement. Ainsi on
a

Mw

Jelf) —b) Tp(ayde = 3 [ ol17(@) =) Ty) de

i=1

-
I

I
1=

s
I
_

sgn(J (i) /U (| f () = b)) | Ty ()| da

san(7y(x) [,

I
=

@
I
—

§ o(ly|) dy

sgn (T (2:))-

I
1=

s
I
—

Lemme 2.3.13. "Lemme de Sard"
Soient 2 un ouvert borné de RY, et f € €1(Q,RY). Alors |f(S)] = 0, ou S est
I’ensemble des points singuliers de f.

Proposition 2.3.14. Soient Q un ouvert borné de RY, f € €°(Q,RY) et b ¢
f(092). Alors le degré de Brouwer deg(f,(2,b) est un entier de Z.

Preuve. Soit g une fonction dans €*(Q, RY)NE°(Q, RY) telle que deg(f,,b) =
deg(g, 2, b). L’existence de g est assurée par la proposition 2.2.7. Comme g(0f2)

est compact, alors [‘C{&(Jem est un ouvert. D’apres le lemme de Sard, C%(,?Q)Ug(s)

est dense dans C%(J?Q), ou § est 'ensemble des points singuliers de g. Par consé-
quent, il existe b’ ¢ g(92) U g(S) tel que b et b’ soient dans la méme composante
connexe de Cﬂg{{(fvm). En appliquant la proposition 2.3.3 et le lemme 2.3.12, on ob-
tient deg(g, §2,b) = deg(g, 2, V") € Z. Par suite le degré topologique de la fonction
continue f est un entier de Z.

Remarque 2.3.15. On peut définir le degré topologique de Brouwer d’une autre
maniere équivalente, via le théoreme suivant :

Théoréme 2.3.16. Pour N > 1, soit A l'ensemble des triplets (f,€2,b), ot €
est un ouvert borné de RY | f € €°(Q,RY) et b € RN\ f(09Q). Alors il existe une,
et une seule, application d : A — Z vérifiant les propriétés suivantes :

i) Normalisation : Si b € Q, alors d(I,Q,b) = 1, ou I est Uapplication
identité ;
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i7) Additi’uitg’ 2 81 Qq et Qo sont deuxr ouverts disjoints inclus dans €, tels
que b ¢ f(Q\(Q1 U D)), alors deg(f,$2,b) = deg(f,Q21,0) + deg(f, Q2,b);

iii) Imvariance par homotopie : Si H : [0,1] x @ — RY et 2 : [0,1] —
RN sont continues, alors pour tout t € [0,1], 2(t) ¢ H(t,00) on a
A(H(0,.), 2, 2(0)) = d(H(1, ), 2, (1)),

Cette application d est appelée le degré topologique de Brouwer et noté deg(f, €, b).

Théoréme 2.3.17. "Théoréme d’existence"”

Soient Q0 un ouvert borné de RN, f € €°(Q,RY) et b un vecteur cible dans
RN\ £(09). Si deg(f,Q,b) # 0, alors 'équation f(x) = b admet au moins une
solution dans €.

Preuve. On suit un raisonnement par contraposition. Pour une fonction f € 67,
supposons que ’équation f(z) = b n’admet aucune solution dans €2, c’est-a-dire,
F7H{b}) = 0. Soient 0 < & < dist(b, f(Q)) et une fonction ¢ satisfaisant les
conditions de la définition 2.2.1. Comme supp(y) CJ0, €[, alors

deg(£,2.0) = [ (| (@) = b]) Tj(x) dz = 0.

Maintenant pour une fonction f € €7, telle que f~*({b}) = 0, on a deg(f,Q2,b) =
klim deg(fr, 2, b), ot (fi)r est une suite dans €(Q, RY) N €°(Q, RY) telle que
—00

| fe — flloo —— Osuwr Q. Puisque f~'({b}) = 0, alors pour k assez grand,
—00

fo'({b}) = 0 "a vérifier", ce qui implique que deg(fx, 2, b) = 0. Par conséquent
deg(f,Q,b) = 0.

Remarque 2.3.18. Le théoreme 2.3.17 est souvent utilisé pour prouver l’exis-
tence de solutions pour des équations non linéaires dans RY.

Corollaire 2.3.19. Si H est un hyperplan de RY et f(Q) C H, alors pour tout
b¢ f(02) on a deg(f,2,b) =0.

Preuve. Rappelons que les hyperplans de R sont ses sous-espaces de dimension
N —1.Sib ¢ H, alors d’apres le théoreme 2.3.17 le degré deg(f,2,b) est nul.
Sinon, il suffit de prendre O’ ¢ H assez voisin de b pour obtenir deg(f,,b) =
deg(f,Q,b") = 0.

2.4 Applications

Proposition 2.4.1. "Non rétraction de la boule"

Soient B = B(0,1) la boule unité ouverte et S la sphere unité de RV, Tl n’existe
pas de fonction continue f : B — S telle que f |s= I, c’est-a-dire, f(x) =

x, Vx € 5.
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Preuve. Supposons 'existence de telle fonction f, alors 0 ¢ S = 0B. Ce qui
entraine que deg(f, B,0) est bien défini. Or d’apres la proposition 2.3.8 on aurait
deg(f, B,0) = deg(l,B,0) = 1, ce qui implique l'existence de = € B tel que
f(z) = 0. D’ou la contradiction 0 € S.

Théoréeme 2.4.2. "Théoréme de point fixre de Brouwer"

Soit f : B(0,1) — B(0,1) une application continue. Alors il existe v € B(0,1)
tel que f(z) =

Preuve. S’il existe x € S tel que f(x) = z, alors le théoréme est prouvé. Sinon,
z— f(x) #0, Vx € S. En utilisant alors 'homotopie H définie sur B(0,1) x [0, 1]
par H(z,t) = x —t f(x), on peut vérifier que x — ¢ f(x) # 0, Vo € S, Vt € [0,1].
En effet, pour ¢ = 1 il est déja vérifié. Pour tout ¢t € [0,1] et tout x € S on
at||f(z)|| < 1. Alors t f(z) # x, c’est-a-dire, x — t f(x) # 0. Par conséquent,
pour tout ¢ € [0,1], le degré topologique deg( (.,t), B,0) est bien défini et on
a deg(H(.,1),B,0) = deg(H(.,0), B,0) = deg({, B,O) 1. Et par le théoreme
2.3.17, on déduit l'existence de x € B tel que f(x) =

Corollaire 2.4.3. Si Q est un ouvert convexe borné et non vide de RY et f €
€°(Q,9Q), alors f admet un point fixe dans Q.

Théoréme 2.4.4. "Théoréme de Poincaré-Bohl"
Soient Q un ouvert borné de RN et f, g : Q — RY deuz fonctions continues
telles que f(x) + Ag(x) #0, Vo € 9Q, YA > 0. Si 0 ¢ g(99Q), alors

deg(f,$2,0) = deg(g,2,0).
Preuve. Considérons la déformation convexe H (z,t) =t f(x)+(1—t) g(z), Vz €
Q, vt €0,1].
* Sit=0,alors H(z,0) = g(x) #0, Yax € 09,
* Si0<t<1,alors f(z) + 1 g(x) #0, Vo € 00. Dot H(z,t) =t f(z) +
(1 —-1t)g(xz) #0, Yo € 0.
Par conséquent, le degré topologique deg(H(.,t),2,0) est bien défini pour tout

t € [0, 1] et le résultat découle de I'invariance par homotopie (Proposition 2.3.6).

Corollaire 2.4.5. Supposons que 0 € Q et f(x) + Az # 0, Vo € 99, VA >0
(resp. Vo € 02, VA <0). Alors I'équation f(z) = 0 admet au moins une solution
dans €.

Preuve. Il suffit de remplacer g par Id (resp. —Id) dans le Théoréme de Poincaré-
Bohl 2.4.4.

Corollaire 2.4.6. "Théoreme des applications surjectives"
Soit f € €°(RY,RY) telle que

{f(x), z)

= +4o00. 2.4.1
lzll—+oo ||zl ( )

Alors f(RY) = RY,
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Preuve. Pour b € RY, on pose g(z) = f(x) — b. Alors g vérifie 'hypothese de
coercivité (2.4.1), ce qui entraine I'existence de R > 0 tel que (g(x),z) > 0, Yz €
0B(0, R). On peut vérifier aisément que g(x) + Az # 0, Yo € 0B(0, R), VA > 0,
sinon il existe z € 9B(0, R), c’est-a~dire, ||z = R tel que {g(z),z) + \||z||* = 0,
ce qui est absurde. En appliquant le corollaire précédent, on déduit que 1’équation
g(z) = 0, c’est-a-dire, f(z) = b admet au moins une solution x € RY.

Remarque 2.4.7. Si N = 1, ce corollaire n’est autre que le théoreme des valeurs
intermédiaires.

2.5 Degré de Brouwer dans un espace vectoriel
de dimension finie

Le degré topologique de Brouwer a été construit sur RY, c’est-a-dire, pour les
applications définies sur des parties de RY. Considérons maintenant F' un espace
vectoriel normé de dimension finie NN, il existe un isomorphisme ¢ : RV — F.
Si Q est un ouvert borné de F, f : @ — F est une fonction continue et b €
F\f(09), alors on peut définir le degré de Brouwer du triplet (f,$2,b) comme
étant celui du triplet (¢! o f o, ™ 1(), 71(D)), c’est-a-dire,

degp(f, €, b) =deg(p ™ o fop, o ' (Q), (b))

Il est clair que degj satisfait les propriétés de normalisation, d’additivité et d’in-
variance par homotopie. Et d’apres 1'unicité de degré de Brouwer sur RY, on peut
vérifier aisément que la définition de degy ne dépend pas de I'isomorphisme choisi
©.

Remarque 2.5.1. Soient F' C GG deux espaces de dimension finie et {2 un ouvert
borné de G. Si g : © — F est continue et b € F\g(d9), alors les degrés
degi (9,2, b) et degp(gjgap. 2N F,b) sont bien définis, mais généralement ils sont
différents. En particulier, si g = Id — f est une perturbation de l'identité, alors
les degrés précédents coincident.

Proposition 2.5.2. Soient G un espace vectoriel normé de dimension finie et
F un sous-espace de G. Si 2 est un ouvert borné de G, f : @ — F est une
application continue et b € F' tel que b ¢ (Id — f)(0%2), alors on a

degg(Id — f,Q,b) = degp(Id — figap. 2N F,b).

2.6 Exercices

Exercice 2.6.1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue vérifiant f(a).f(b) #
0. Montrer que

deg(f.Ja,b,0) = 3 (senf(8) — senf(a).
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Exercice 2.6.2. Soient 2 =] —1,1[x] —1,1[ et f : R? — R? la fonction définie
par f(z,y) = (y — 2*,y). Calculer le degré de Brouwer deg(f,$2,0).

Exercice 2.6.3. Soient Q =] —1,1[x] —1,1[ et f : R? — R? la fonction définie
par f(z,y) = (||(,y)]/c,0). Montrer que deg(f,€2,0) = 0.

Exercice 2.6.4. Soient Q = B(0,R), b = (1,0) et f(z,y) = (23 — 3zy?, —¢* +
3z%y). Déterminer deg(f, 2, b).

Exercice 2.6.5. Soient {2 un ouvert borné de RY, f:Q — RY une fonction
dans €°(Q) et by ¢ f(O€). Montrer que

deg(f,Q,bo) = deg(f — b,Q,bp — b), Vb € RV,

Exercice 2.6.6. Soient B = B(0,1) la boule unité de RY et f : B — B une
application continue telle que f(x) =z, Yax € 0B. Montrer que f est surjective.

Exercice 2.6.7. Soit f : RY — R une application continue sur B = B(0, R)
vérifiant 'hypothese (z, f(z)) > 0, Vo € dB. Montrer que 1’équation f(z) = 0
admet au moins une solution dans B(0, R).

Exercice 2.6.8. Soit N un entier impair.
1. Montrer que dans R¥, il n’existe pas d’homotopie continue définie sur la
sphere unité et joignant 'application identité [ a —1I.

2. Montrer qu'’il n’existe pas de fonction continue f : B(0, R) — RV\{0}
telle que (z, f(z)) =0, Vz € S(0, R).

Exercice 2.6.9. "Démonstration du lemme 2.2.2" B
Soient € un ouvert borné de RY et f : O — R une fonction dans €*(Q)N€°(Q)
telle que 0 ¢ f(0R). Soit ¢ : [0,400[— R une fonction continue a support

contenu dans |0, e[ pour 0 < € < dist(0, f(012)), telle que / tN"Ly(t) dt = 0.
0
1. Soit g une fonction de classe 62 de € a valeurs dans R¥~!. On pose
N
B; = det(d1g, . ..,0i-19, 0i119, - - ., Ong). Montrer que Z(—l)i&Bi = 0.
i=1

2. En désignant par A;;(x) le cofacteur de 0, f;(x) dans J;(z), montrer que
N

> 9;A;; =0, pour tout j fixé dans {1,...,N}.

i=1

3. Prouver que /Qw(|f(x)|)\7f(x) dx = 0.
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Chapitre

Degré topologique en dimension infinie
'Degré de Leray-Schauder’

3.1 Introduction et motivation

Dans la résolution des équations aux dérivées partielles, on est constamment
amené a utiliser des théoremes de point fixe, qui doivent étre généralement appli-
qués dans des espaces de dimension infinie. Au deuxiéme chapitre, nous avons vu
que la notion du degré topologique dans un espace de dimension finie permettait
de prouver le théoreme de point fixe de Brouwer pour des applications continues
d’un convexe fermé dans lui-méme. Nous souhaitons maintenant construire un
degré ayant la méme finalité que le degré de Brouwer, mais en dimension infinie,
c’est-a-dire un outil qui permette d’assurer I'existence de solution d’une équation
de la forme f(z) = b, ou f est définie sur un Banach X.

On se rend cependant vite compte, sur un exemple, qu’il n’y a aucun espoir
en dimension infinie de construire un degré topologique pour toute application
continue (et méme pas toute application linéaire!). Considérons X = (>, I'espace
des suites © = (,)n>1 bornées, et T : X — X le shift a droite, c’est-a-dire,
T(x) = (0,21, 22,...). Soit H 'homotopie naturelle entre Id et T définie par
H(t,z) = te+ (1 —t)T(x) = (tay,tze + (1 — t)ay,tes + (1 — t)zs,...). On
constate que, pour tout t € [0,1], la seule solution de H(t,x) = 0 est la suite
nulle. Si un degré (normalisé, additif et invariant par homotopie) existait pour
toutes les applications continues sur X, on aurait donc 1 = deg(Id, B(0,1),0) =
deg(T, B(0,1),0). Toujours en utilisant I'invariance par homotopie et puisque
dist(0,T(0B(0,1))) = 1 > 0, on aurait encore deg(T, B(0,1),z) = 1 pour tout
z € X proche de 0; en particulier, tout z proche de 0 aurait un antécédent par
T, ce qui est clairement faux pour tout z = (£,0,0,...) dés que € # 0.

Le degré topologique en dimension infinie ne pourra donc pas étre défini pour
toutes les applications continues d’'un Banach X dans lui-méme. Il existe plu-
sieurs degrés en dimension infinie, qui ont justement pour principale différence la
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classe de fonctions a laquelle chacun s’applique ; le degré que nous allons étudier
ici, appelé degré de Leray-Schauder, est construit sur des perturbations compactes
de l'identité, c’est-a-dire, des opérateurs sous la forme I — T ou T est compact et
I désigne l'identité de X.

3.2 Construction du degré topologique de Leray-
Schauder

On commence par quelques lemmes concernant les opérateurs compacts. Dans
toute la suite X est un espace de Banach muni de la norme || ||.

Lemme 3.2.1. Soit € un ouvert borné de X. Si 7 : 2 — X est compact et n’a
pas de point fixe sur €2, alors il existe € > 0 tel que pour tout z € 9€2 on ait

|lx —Tz| >e.

Preuve. Sinon, il existe une suite (z,), de 0 telle que ||z, — T x,|| ——=0.0r

T étant compact sur un borné €, alors il existe une sous-suite (x,, ) telle que
(T xp, ), converge vers y € X lorsque k& — oo. On en déduit que z,, — y et
y € 09. D’apres la continuité de 7" on a T'y = y, ce qui signifie que y € JS) est
un point fixe de T, ce qui contredit I’hypothese sur 7.

Lemme 3.2.2. Soient Q un ouvert borné de X, T : & — X un opérateur
compact sans point fixe sur 02 et € > 0 tel que ||z — T z|| > 4¢e, Vo € 0Q. Alors
il existe un sous-espace vectoriel de dimension finie E. C X et un opérateur
T. : Q — E. tels que

|T.2 —Tzx|| <e, VreQ,
|z — Toz|| > 3¢, Va e oq.

Preuve.ﬁComme T(ﬁlest relativement compact dans X, alors il existe x1, ..., x,
dans T'(Q) tels que T'(Q) € | J B(i,e). Posons

1<i<n

Ai(@) = (e — [|lz — x]])T, pour x € X,

i=1

Je(u) = =H——, pour u € T(Q).

=1

Soit T, : © — X lapplication continue définie par T.(x) = j.(Tx). On a

T.(2) C E. l'espace vectoriel engendré par {xi,...,x,}. Remarquons que pour
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tout u € T(Q), on a \;(u) ||u—z;]] < \i(u)e, Vi € {1,...,n}, ce qui entraine que
lu—je(u)|| <e, Yu € T(R2). Par conséquent,

I (z) = T'(z)]| <&, Vo € Q.

D’autre part, si x € 0€), on a

le —T.z||= ||l —Tax+Tx—T.x|
z o =T Tz -T2|
> 3e.

Lemme 3.2.3. Soient Q un ouvert borné de X, T : & — X un opérateur
compact sans point fixe sur 9Q et € > 0 tel que ||x — Tzl > 4e, Vo € 0.
On suppose que T3, et To. sont deux approximations de T, vérifiant pour tout
i € {1,2}, Ti-(Q) C E., ot E. est un sous-espace de dimension finie de X. De
plus, on suppose que

|Tiex — Tzl <e, VreQ,
|z — Tie z|| > 3e, Ve 0.

Alors, si F' est un sous-espace de dimension finie de X contenant F. tel que
Qr=QNF#0, ona

deg([ — Tlea QF, 0) = deg([ — Tgs, QF, O)

Preuve. Les opérateurs I — T}, sont définis sur Qp & valeurs dans F, alors on
peut parler de leurs degrés topologiques au sens de Brouwer. Soit 02 = 902 N
F le bord de Q. Comme T, n’a pas de point fixe sur 0f2, alors le degré de
Brouwer de I — T}, en 0 est bien défini. Considérons la déformation convexe
H(z,t) =tT(z) + (1 — t) Toc(x), Vz € Q, ¥Vt € [0,1]. On vérifie sans peine que
|H(x,t) — Tx| <e, Vt€[0,1], Vo € Q et en particulier pour tout z € Qp.
D’autre part, pour tout ¢ € [0, 1], pour tout z € 9%, et en particulier pour tout
x € 0Qp, on a

|t — H(z,t)||=||lz —Tx+Tx— H(x,t)|]| > 3e.

Par conséquent, H € € (Qr x [0,1], F') est une homotopie admissible pour appli-
quer l'invariance du degré de Brouwer, ce qui implique que

deg(I - H(70)7QF70) = deg(I - H(? 1)7QF70)

Lemme 3.2.4. Soient F,, E, deux sous-espaces de dimension finie et w un
ouvert borné de E, x E,. On suppose que w, = w N (E, x {0}) # 0, et en
identifiant F, x {0} a E,, on peut dire que w, C E,. Soient ¢ € €(w, E,) et
f:E,xE, — E, x E, la fonction définie par f(z,y) = (x — ¢(x,y),y). On
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suppose que pour tout x tel que (z,0) € dw, on a p(z,0) # (x,0), et on considere
la fonction fy définie sur w, par fo(z) = x — ¢(x,0). Alors on a

degn+p(fv W, 0) = degn(f(bwm 0)7

ou deg, et deg,, ., sont les degrés topologiques dans F,, et F, x E, respectivement.

Preuve. D’abord les degrés sont bien définis, en effet pour tout z € Ow, C
OwN (E, x{0}) on a fo(xr) =x—¢(x,0) # 0 d’apres 'hypothese ¢(z,0) # (x,0).
Pour f on peut remarquer que si (z,y) € Ow tel que f(z,y) = (0,0), alors
(z,y) = (¢(x,y),0), ce qui implique que ¢(z,0) = (z,0), avec (x,0) € dw, ce qui
contredit la méme hypothese.

Supposons que ¢ € €' (w, E,), alors f et fy sont de classe € et (0,,0,) (I'origine
de E, x E,) est une valeur réguliere de f, alors que 0,, est une valeur réguliere
de fy, puisque

Df(z.y) = (In - 8;30(1:,?;) - wﬁx,y)) '

D’autre part, f(z,y) = (0,0) si, et seulement si, y = 0 et fo(z) = 0, d’ou on
déduit que Jf(z,0) = Jy,(z). Par conséquent, on a d’apres le lemme 2.3.12
(

,w,0) = Z sgn(Jr(x,0))
(z,0)ef~1{0}
= > sgu(Jp(x))
e fy {0}
= deg,(fo,wn,0).

Maintenant pour généraliser, si ¢ € €' (w, E,,), alors on considere une suite (¢,);
dans €' (w, E,,) qui converge vers ¢ dans % (w, E,,). On pose

degn-‘rp

filz,y) = (. — gj(x,9),y) et foj(x) =z — ¢;(z,0).

Alors, pour j assez grand, on a

degner(f,w, 0) = degner(fj,w, 0) et deg,(fo,wn,0) = deg,(fo;,wn,0).
Ce qui entraine le résultat cherché.

Théoréme et définition 3.2.5. "Leray-Schauder"

Soient X un espace de Banach, 0 un ouvert borné de X et T : Q — X un
opérateur compact sans point fizre sur 0Q2. ¢ >0, B. C X et T. : Q — E. étant
donnés par les lemmes 3.2.1 et 3.2.2. Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension
finie tel que E. C F et Qp = QN F # 0. Alors le degré degp(Ip — T., Qp,0F)
est bien défini et on le définit comme le degré topologique de Leray-Schauder de
Vopérateur I — T, c’est-a-dire,

deg([ — T, Q,O) = degF(IF — T:E7 QF, OF)
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Cette définition ne dépend que de T et de Q. De plus, si b € X tel que b ¢
(I =T)(00), le degré de I — T dans 2 par rapport a la cible b est défini comme
étant

deg(I —T,8,b) =deg(I —T —1,9,0).
Preuve. D’apres les propriétés de e, T et E., on a

| T.2 —Tx|| <e, VoeQ,
|z —Toz| > 3e, Vaedq.

Par conséquent, si Qp # ) alors le degré degp(Ip — T.,Qp,0F) est bien défini
d’apres le lemme 3.2.3. Pour vérifier qu’il ne dépend que de T" et de €2, considérons
pour i € {1,2}, ¢, > 0, T.,, E., et F; comme ci-dessus et montrons que le degré
est le méme. Pour cela on appliquera le lemme 3.2.4 dans un espace de dimension
finie contenant Fy et F,. Soient F' = F; X Fy, Qp = QN F. Alors en désignant
par degy le degré topologique de Brouwer dans F) on sait, d’apres le lemme 3.2.3,
que
degF(IF — Tgl, QF, OF) = degF([F — TE2, QF, OF)

Par ailleurs, d’apres le lemme 3.2.4, pour i € {1,2} on a
degF(]F — Tgi, QF, OF) == degFi(]Fi — Tgi, QFN OFz)
Finalement on en conclut que

degFl (IFI - T€17 QF17 OF1> - degF2<IF2 - T527 QF27 OFQ)

On remarque également que si T" est compact et b ¢ (I — T)(012), 'application
x — b+ T x est compacte et n’a pas de point fixe sur df2. Par conséquent la
définition du degré de I — T dans () par rapport a la cible b a un sens.

3.3 Propriétés du degré de Leray-Schauder

Dans toute la suite on suppose que X est un espace de Banach, {2 est un
ouvert borné de X et T': 2 — X est un opérateur compact. La démonstration
des propriétés suivantes découle de la définition du degré de Leray-Schauder, ainsi
que les propriétés analogues du degré de Brouwer.

Proposition 3.3.1. Soient €2 un ouvert borné d’'un Banach X et b € X. En
désignant par I I'application identité, on a

1 sibe
deg([’Q’b):{ 0 sibgQ

Proposition 3.3.2. Soient {2, 2 deux ouverts bornés disjoints de X et T :
Q1 Uy — X un opérateur compact sans point fixe sur 9€2; U 0§25, alors

deg(I — T, UQ,0) =deg(I —T,Q,0) + deg(I — T,€s,0).
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Proposition 3.3.3. Si b € X tel que pour tout v € Q on a u — T'u # b, alors
deg(I —T,8,b) = 0.

Corollaire 3.3.4. Si b € X tel que pour tout u € 9 on a u — Tu # b et
deg(l —T,€,b) # 0, alors il existe u € Q tel que u — T u = b.

Proposition 3.3.5. Soient Ty, T, des applications compactes de € dans X et
b€ X tels que dist(b, T1(02) UT5(952)) > 4e > 0 et sup |11 u — T ul| < e. Alors

u€e)
on a

deg(I —T1,9,b) = deg(I — Ty, b).

Corollaire 3.3.6. Soient b € X et H : Qx[0,1] — X une application compacte
telle que uw — H(u,t) # b, ¥(u,t) € 9Q x [0,1]. Alors le degré deg(I — H(.,t),$,b)
est constant pour tout ¢ € [0, 1]. C’est-a-dire,

deg(I — H(.,t),Q,b) = deg(I — H(.,0),Q,b), Vte[0,1].

Proposition 3.3.7. Soient b, b’ € X tels que b, b’ ¢ (I —T)(092). Si b et V/
appartiennent a la méme composante connexe de X\ (I —7)(052), alors on a

deg(I —T,Q,b) = deg(I —T,Q,b).

Exercice 3.3.1. "Devoir : Théoréme de Borzuk"

1. Soient © C RY un ouvert borné, symétrique par rapport a l'origine (Q =
—Q) et f: Q — RY une application continue, impaire telle que 0 ¢
F(09).

(a) Si0 ¢ Q, montrer que le degré de Brouwer deg(f,€,0) est pair.
(b) Si 0 € €, montrer que le degré de Brouwer deg(f,€2,0) est impair.

2. Soient X un espace de Banach, 2 C X un ouvert borné contenant I’origine
et symétrique par rapport a celui-ci et K : Q@ — X une application
compacte et impaire tels que 0 ¢ (I — K)(02). Montrer que le degré de
Schauder deg(I — K, €,0) est impair.

3.4 Applications

3.4.1 Théoréme du point fixe de Schauder

Théoréme 3.4.1. "Théoréme du point fixe de Schauder"”
Soient C' un ensemble non vide convexe, fermé et borné d’un espace de Banach
X et K : C— C une application compacte. Alors K admet au moins un point

fize.
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Preuve.  (a) 1%° étape : On suppose que C' = B(0, R) une boule fermée. Si
K admet un point fixe appartient a dC, il n’y a rien a démontrer. Sinon,
pour tout ¢ € [0, 1], on pose K; = [ —t K, alors le degré deg(K;, B(0, R),0)
est bien défini. En effet, s’il existe z € 9C tel que t K(z) = =z, alors
R =|z|| =t||K(2)|| <tR, car K(C) C C, d'out = 1. Ce qui contredit
le fait que ||[K(x)|| = R = ||z||. Le degré est donc bien défini et vaut, par
homotopie, deg(K, B(0, R),0) = deg(I, B(0, R),0) = 1, d’ou le résultat.

(b) 2°m¢ étape : C' est un ensemble non vide convexe, fermé et borné. En

utilisant le diagramme B o5 B , ou B est une boule contenant C'
et R: X — C est une rétraction continue (c’est-a-direR|c = Id¢), on
déduit que 'application K o R est compacte puisque K est compacte et R
est bornée. D’apres la premiere étape, 'application K o R admet au moins
un point fixe zog € B, c'est-a~dire, o = (K o R)(zg). Or R(zg) € C et
K(C) c C, alors (K o R)(xg) € C et donc zy € C. D’ou le résultat.

Corollaire 3.4.2. Soient C' un sous-ensemble non vide, convexe et compact d'un
espace de Banach X et f: C' — C une application continue. Alors f admet au
moins un point fixe.

Preuve. Exercice.

Corollaire 3.4.3. Soient C' un sous-ensemble non vide, convexe et fermé (non
nécessairement borné) d’un espace de Banach X et f: C' — C une application
continue tel que f(C) est inclus dans un compact de C. Alors f admet au moins
un point fixe.

Preuve. Soit A le compact de C' qui contient f(C), c’est-a-dire, f(C') C A C C.
En posant Ag = Conv(A), on obtient un point fixe dans Ay, c’est-a-dire, dans C
(puisque Ag est convexe et compact et f(Ag) C A C Ay C C).

Théoréme 3.4.4. "Alternative non linéaire de Leray-Schauder"
Soient ) un ouvert borné d’un espace de Banach X et K : Q) — X wune applica-
tion compacte. Alors au moins ['une des assertions (i) ou (i1) est satisfaite :

(1) K admet au moins un point fize dans S.
(i) Jx € 0Q, 3t € [0,1] tels que x =t K(x).

Preuve. Si la condition (i7) n’est pas satisfaite, alors 'assertion suivante a lieu :
Ve e 0Q, Vt € [0,1]] ona (I —tK)(z)#0.
Le degré deg(I—t K, €2, 0) est donc bien défini, et vaut, par homotopie, deg(7,2,0) =

1. En particulier, pour t = 1, on déduit que K admet au moins un point fixe dans

Q.
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Corollaire 3.4.5. Soient X un espace de Banach et K : X — X une application
compacte satisfaisant 'hypothese suivante

(H): 3R >0, Vtel0,1], tK(z)=z2= z € B(0,R).
Alors K admet au moins un point fixe dans B = B(0, R).

Remarques 3.4.6. 1. (H) est une hypothese d’estimation a priori;
2. Ce corollaire est équivalent au théoreme du point fixe de Schauder;

3. Ce corollaire possede aussi la version de Schaefer suivante :

Théoreme 3.4.7. "Théoréme de Schaefer”

Soient X un espace de Banach et K : X — X une application compacte. Alors
on a lalternative suivante :

Ou bien, l’équation t K (x) = x admet une solution pour tout t € [0, 1].

Ou bien, l'ensemble S = {x € X | It € [0,1], t K(x) = z} est non borné.

3.4.2 Application aux E.D.O

Soient E un espace de Banach et f : R x E — FE une application continue
dans un voisinage d'un point (¢, yo) € R x E (Pour simplifier, on peut supposer
que to = 0). Considérons le probleme différentiel aux valeurs initiales suivant

Le champ f et la condition initiale yy sont donnés, mais d’une part on ne sup-
pose pas que f est lipschitzienne par rapport a y (ce qui empéche d’appliquer le
théoreme d’existence de Cauchy-Lipschitz), et d’autre part 'espace dans lequel
évolue y n’est pas forcément de dimension finie (de sorte que le théoreme de
Cauchy-Peano usuel ne s’applique pas non plus).

Théoreme 3.4.8. "Théoréeme de Cauchy-Peano en dimension infinie"
Soient E un espace de Banach et f : R x E — E une application compacte.
Alors pour tout yo € E, il existe T > 0 tel que ’équation différentielle (3.4.1) a
au moins une solution sur I = [T, T].

Preuve. On cherche T'> 0 et y € €([—T1,T]; E) qui vérifie
¢
yO) =y + [ flsy(s)ds, Ve [-T.T]. (3.4.2)

Soit @7 : €([-T,T|;E) — € ([-T,T|;E) définie par D1 (y) = yo—l—/ot f(s,y(s))ds.

On vérifie aisément que @7 est bien définie, c’est-a-dire, dr(y) € €([-T,T] ;
E), Yy € €([-T,T]; FE). D’abord on a ®7 est continue. En effet, si y, — y
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dans € (|-T,T]; E), alors 'ensemble {y,(t); n>1, t € [-T,T]} est borné par
un certain réel M > 0. La fonction compacte f envoie alors [T, T] x B(0, M) sur
un ensemble borné de F, ce qui implique que la quantité || f (s, yn(s)) F(s,y(s)|
est uniformément bornée. Par ailleurs on a

T
sup [ @7 (yn)(t) — @ (y)(#)]] S/ 1/(5,yn(s)) — f(s,y(s))l ds.
te[-T,T) =T

Par la continuité de f, on a || f(s, yn(s)) — f(s,y(s))|]| — 0 lorsque n — oo, alors
en appliquant le théoreme de la convergence dominée, on obtient ®r(y,) —
Op(y) dans €([-T,T]; E).

En suite, en appliquant le théoreme d’Ascoli-Arzela, on prouve que @1 est com-
pacte. Soit (y,), une suite bornée dans € ([—7,7]; F). On a

|@2(5n) (1) — o)) < | [} 155,15 5.

OrY ={f(s,yn(s)); n>1, s € [-T,T]} est borné par un certain réel M’ >
0, alors ||P7(y,)(t) — Pr(y,) ()] < M'|t — |, ce qui entraine I’équicontinuité
de {®r(yn) ; n > 1}. Par ailleurs, la compacité de f montre en fait que Y
est relativement compact dans E. Cela permet de déduire que son enveloppe
convexe Conv(Y') est aussi relativement compact. En effet, pour un arbitraire
e > 0, on recouvre Y par un nombre fini de boules (B(y;,€))ief1,... 4}, alors on
a Conv(Y) C Conv{y,...,uyr} + B(0,¢). Or Conv{yi,...,yx} est borné et de
dimension finie, alors il est compact et peut donc lui aussi se recouvrir par un
nombre fini de boules de rayon €. Ce qui recouvre Conv(Y') par un nombre fini
de boules de rayon 2¢.

Comme f(s,yn(s)) € Y pour tout n > 1 et tout s € [—71, 7T}, il est assez aisé de

t

montrer que i / f(s,yn(s))ds € Conv(Y) (on peut raisonner sur des suites de
0

1 gt
Riemann qui approchent I'intégrale, et : / f(s,yn(s)) ds apparaitra comme une
0
t

moyenne de points de Y). Ainsi / f(s,yn(s))ds € tConv(Y) qui est compact.
Cela montre donc que (Pr(yn)(t))n>1 reste dans un compact de E, et conclut
la vérification des hypotheses du théoreme d’Ascoli-Arzela. ®7 envoie donc les
bornés de € ([—T,T]; E) sur des ensembles relativement compacts.

Pour appliquer le théoreme du point fixe de Schauder, il suffit d’exhiber un 7" > 0
et un R > 0 tels que &7 envoie B(0, R) dans elle-méme. Prenons R = ||yo|| + 1 et
K un majorant de f sur [—1,1]x B(0, R). Sion choisit ' < 1 ety € ([T, T|; E)
est bornée par R, alors on a

T
sup || @7 (y) (1| < [|%oll +/_T 1/ (s, 9(s))ll ds < lyoll + 2T K,

te[-T,T)

et il suffit donc de choisir 7' < inf(1, 5%-) pour que ®7(y) reste borné par R sur
[T, T]. Ce choix de T conclut donc la preuve du théoreme.
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Théoreme 3.4.9. Soient E un espace de Banach, xo € E, I un intervalle com-
pact de R contenant 0 et f : I x E — E une application compacte. Supposons
qu’il existe M > 0 tel que, pour tout X € [0, 1], toute solution de

{ i’((g)) ::joj.v(m(t)) tel, (3.43)

reste bornée par M. Alors I'équation (3.4.1) admet au moins une solution sur I.

Preuve. Une solution de (3.4.1) est un point fixe de ¢ : €(I,E) — € (I, E)
définie par

&(z)(t) = 7o + /Otf(s,x(s))ds.

Comme dans la preuve du théoreme 3.4.8, on constate que ® est compacte sur
¢ (1, E). Soit H I'homotopie entre Id — ® et Id — xy définie sur €(I, E) x [0, 1]
par H(z,\)(t) = zo + X [§ f(s,2(s))ds. Si @ — H(x,\) = 0, alors x est une
solution de (3.4.3), d’ou x est bornée par M. En prenant R > M, on est donc
assuré que 0 ¢ (Id — H(.,\))(0B(0, R)). Par la méme justification utilisée pour
®, on peut vérifier que H est compacte, et I'invariance par homotopie montre que
deg(Id — @, B(0, R),0) = deg(Id — zo, B(0, R),0). Finalement il suffit de choisir
en plus R > ||zg]| et d’appliquer 'invariance par translation pour déduire que
deg(Id — x¢, B(0, R),0) = deg(Id, B(0, R),zo) = 1. Ce qui entraine que ¢ admet
un point fixe d’apres le corollaire 3.3.4.

3.4.3 Application aux E.D.P : Une E.D.P semi-linéaire

Q c RY étant un ouvert borné, de frontiere 92 réguliere. On considere le
probleme aux limites suivant

—Au+g(x,u) = f(x), dans €,
(2) { u =0, sur 082,

ou f € L*N) et g: QxR — R est une fonction de Carathéodory vérifiant les
hypothéses suivantes :
% (H1) : L'opérateur de Nemytskii G définie par G(u)(x) = g(x, u(
continu de L*(Q) vers L*(Q) (et donc bornée de L?(2) dans L*(€)
% (H2) : L’hypothese de signe :

)) est

x
).
g(x,s).s >0, Vs € R et p.p. dans Q.

Théoréme 3.4.10. Sous les hypothéses précédentes, le probléme (27) admet au
moins une solution u € H} ().

Remarque 3.4.11. L’hypothese (H;) est réalisée si g vérifie, par exemple, la
condition de croissance suivante

lg(z, s)| < a(x)+ Al|s|, Vs € R et p.p. dans €,
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ol A € RT et a € L*(Q). En particulier, lorsque g(x,s) = g(s), cette condition
de croissance sous-linéaire équivaut a

— (s

lim 9(s) est finie.

[s| =400 S

En effet, si (u,) est une suite convergente vers u dans L*(Q), alors elle admet une
sous-suite (u,, ) qui converge presque partout dans Q vers u et il existe uw € L?()
tel que |uy,, ()] < |a(z)| p.p. dans Q. La fonction ¢g étant continue par rapport a
la seconde variable, alors la suite g(x, u,, (x)) converge p.p. vers g(z,u(x)) et on
a 'estimation suivante

|Gt oy = [ N9t )P <2 [ Jal@)]? + Nl (@)

2 \a(x)]Qd:c+2)\2/ a(x)|? dz
Q Q

e,

D’apres le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, on déduit que
G U, — Gudans L3(2).
—00

IA A

Preuve. On consideére 'espace de Hilbert X = L?(Q2) muni de la norme || f|| 2(q) =

1
(/ |f(t)]? dt) ’ , puis on définit, pour tout ¢ € [0, 1], Papplication K; : X — X
Q
définie par K;(u) = U; € X ou U est la solution du probléme linéaire

(2, —AUi+tg(z,u) =t f(x), dans €,
' Uy =0, sur OS).

D’apres I'hypotheése (H1), on a g(x,u) € X pour tout u € X. De plus f € X,
alors le probleme () admet, en vertu du théoréme de Lax-Milgram, une unique
solution U; € HL(Q) C L*(2). L’application K; est donc bien définie. Par consé-
quent, u est une solution de (P) si, et seulement si, u est un point fixe de Kj.
I'idée de la preuve s’articule autour de la non nullité du degré de ’application
I — K, relativement a un ouvert {2 et par rapport a la cible 0. {2 sera une boule
contenant toutes les solutions éventuelles : ce sont les estimations a priori.

i) Estimation a priori : Soit « un point fixe de K;. Dans (P;) en effectuant

le produit scalaire par u et en intégrant par la formule de Green, on obtient

/Q]Vu]2dx:t/Q(f—g(x,u))udx.

En utilisant 'hypothese (H,), les inégalités de Cauchy-Schwarz 1.1.4 et de Poin-
caré 1.2.25, on déduit que [[Vulr2) < Co||fllz2@ et par suite ||u|p2q) <
Cy || fllz2)- En choisissant R > C || f]|12(), on en déduit qu’aucune solution
U; ne se trouve sur la frontiere de la boule B(0, R) et ce pour tout ¢ € [0, 1].
Par conséquent, le degré deg(I — Ky, B(0, R),0) sera bien définie si K; est un
opérateur continu compact.
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1) K, est continu : Soit (u,),en une suite convergente vers u dans X. Soient

(Uy,) et U leurs images respectives par l'application K;. Alors —A(Uy, — U) +
t(g(x,u,) — g(x,u)) = 0. La méme justification utilisée dans la 1%° étape i)
(L’estimation & priori) montre que ||Uy, — Ul[r2) < Clg(.,un) — 9., u)|[22(0)-
Et 'hypothese (#H;) implique la convergence de (Uy,) vers U dans X.

i11) K; est compact : Soient (u,)nen une suite bernée dans X et (U;,) son

image par l'application K;. La suite (g(., uy)), est alors bornée dans X. Comme
dans 'estimation a priori ¢), en multipliant (par produit scalaire) I’équation (7)
par U, et en intégrant sur ), on obtient que (Uy,), est borné dans H'(Q)
qui s’injecte de mani¢re compacte dans L*(Q)) = X d’aprés le théoréme de
Rellich-Kondrachov 1.2.23. Ce qui implique l'existence d'une sous-suite (Uy, )x
qui converge fortement vers une fonction v dans X. D’ou la compacité de 'opé-
rateur K.

iv) Conclusion : Le degré de Schauder deg(l — Ky, B(0, R),0) est bien défini

et vaut, d’apres 'invariance par homotopie, deg(I—K;, B(0, R),0) = deg(I, B(0, R),0) =
1 # 0. Alors le probleme (&) = (1) admet au moins une solution dans 1’espace
X.

FIN.
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