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Chapitre 1

Intégrales curvilignes

1.1 Définitions

1.1.1 Arcs paramétrés

Une fonction continue v : J — R", J intervalle quelconque de R, sera appelée trajectoire.
On peut interpréter v comme la trajectoire d’une particule dans R™ ; on dit que 7y est paramétrée
par un parametre variant dans J ou parcourant J.
Dans l'interprétation évoquée, le paramétre est le temps mais on peut donner d’autres inter-
prétations; par exemple, on peut considérer v comme décrivant la position d’un fil métallique
dans R™ ou le paramétre est la longueur du fil en partant d’'un point fixé sur ce dernier.

Une trajectoire v s’appelle un chemin lorsque J = [a, b] est un compact de R. Les points
v(a) et v(b) sont les extrémités du chemin, y(a) étant un point initial (ou origine ou début)
et y(b) un point final (ou la fin). On dit aussi que le chemin ~ relie les points y(a) et v(b) dans
E C R" si y(J) C E. Le chemin v s’appelle un lacet ou chemin fermé si y(a) = ~y(b). Si 7 est
constante, on dit que le chemin est constant. Le chemin est dit simple si 7, est injective.
Si~y:[a,b] — R" est de classe C*, on dit que 7 est un chemin C*. On dit que 7y est un chemin
C* par morceauz, s'il existe une subdivision finie de [a,b] donnée par

tr=a <t < ---<t,=b
telle que 7y, . est de classe C* (et v est continue sur [a, b]).

Un exemple particulier d’'un chemin C' par morceaux est un chemin polygonal (i.e ~y est
continue sur [a, b] et affine sur les segments [t;_1,;]) (ou encore une juxtaposition de segments

[zi1, 23] ot 2 = (1;)).

Un chemin de classe C" est dit régulier si de plus v/(t) # 0 pour tout ¢. Pour un chemin régulier,
on a un vecteur tangent T a chaque point du chemin en posant

_ )
(@) I

Un chemin régulier par morceaux est un chemin tel que I’ensemble

T(v(1))

{teJ; ~(t) existe et '(t) # 0}



est fini.

Remarque 1 Si v : J — R" est une trajectoire, on dit que x est un point sur la trajectoire
et que la trajecloire v passe par x.
Pour un tel point x, [’ensemble

B, = {t € J; (t) =} 0.

Sin = card (E,) > 1, on dit que x est un point multiple de v (de multiplicité n). Sin =2, x
est un point double de v ; si n =1, x est un point simple de .

Un chemin (ou une trajectoire) est simple si vy est injective (hormis le cas ot vy est un lacet
pour lequel 7., est injective).

1.2 Formes différentielles de degré 1

Définition 1 Soit U un ouvert non-vide de R™. On appelle forme différentielle de degré 1 toute
application
w: U— (R")

ot (R™)* est l’espace vectoriel dual de R™. Notons {dxy,--- ,dx,} la base duale de R™. Pour
tous i,7 € {1,--- ,n}
(1 sioi=j
drife;) = 0ij = { 0 si i+
Ainsi pour toute forme différentielle w de degré 1, on a

n

w(zr) = Z a;(x) dx;.

=1

Pour tout x € U. La forme w est dite de classe C* si les fonctions a; sont de classe CF.

Définition 2 Soit w une forme différentielle de degré 1 sur un ouvert U de R™.

1. On dit que w est exacte s’il existe une fonction ¢ : U — R de classe C1 telle que

w = do.
2. On dit que w est fermée si elle est de classe C' et pour tous i,j, avec 1 <i,j <n,
8ai B aaj
afﬂj N 8:171

On rappelle que si ¢ : U — R est de classe C*, alors

()= 2

- (91:2

(x) da;.

)

Comme conséquence du théoréme de Schwarz (S3), si une forme différentielle de classe C' est
exacte, alors elle est fermée. On verra que la réciproque est fausse en général (et vraie si 'ouvert
U est "étoilé" dans un sens a définir dans la section 4).
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1.3 Intégrales

1.3.1 Intégrales curvilignes

Soit v : J — R™ une trajectoire.
Imaginons par exemple que 7 représente un fil (métallique).
La longueur de la partie infinitésimale du fil donné par y(¢), t allant de ¢ & ¢ + dt, est

ds =|[ y'(¢) || dt

et la longueur de la trajectoire ~y

longueur(vy) = /ds = / | /() || dt
0 J

pourvu que cette intégrale existe (par exemple v/ : t —— 7/(t) est C! par morceaux et
J = [a, b))

On peut interpréter ceci comme suit : 7/(¢) représente le vecteur vitesse au temps ¢ d’une parti-
cule ayant la trajectoire v, donc || v/(¢) || dt représente la distance parcouru par cette particule
dans un laps de temps infinitésimal, ¢ a ¢ + dt. D’oll une intégration par rapport a ¢ donne la
longueur de . Plus généralement

Définition 3 Si f : U — R, U étant un ouvert de R", est un champs scalaire défini sur U
(f représente par exemple la masse du fil au point x € U). On définit l'intégrale de [ sur -~y par

/f ds—/f )1/ | dt.

pourvu que celle intégrale existe (par exemple ' = t — ~'(t) est C' par morceauz et J = [a, b]).

%
Soit maintenant £ : R™ — R™ un champ vectoriel. Pour une interprétation de f7 F'-ds, nous
considérons F' comme un champ de force (par exemple). Si v est réguliére,

F(y() - () = (F(y(®)) - 7(v(1)) 1 () |l

VN
@ |

Le produit scalaire {F' - 7} est la composante de F' dans la direction 7. Donc I'intégrale

ou 7(y(t)) = est le vecteur unitaire tangent sur le chemin au point ~(¢).

f7 F' - ds représente le travail accompli par F' pendant le parcours « car elle est la somme des
travaux infinitésimaux

{F-rhds ={F-7}[|7'(t) || dt.

Proposition 1 Soient § : [c,d] — R™ un chemin de classe C' par morceaux dans U C R",
0 : [a,b] —> [c,d] une application strictement monotone de classe C' et v =00 6. Alors,

v [a, b)) — R™

est un chemin C' par morceauz et



1. pour toute fonction continue f: U — R,

/Vfd(s:/&fds

2. pour toult champs de vecteurs F': U — R" continue,

%
— [ F - ds si 0 est croissante
F-ds= g — ‘
~ — [sF-ds si 0 est décroissante

Remarque 2 1. Si 0 est croissante (i.e ¥t € [a,b], 0'(t) > 0), on dit que les chemins §
et v ont la méme orientation ou que 6 et v sont équivalents.

2. 81 0 est décroissante (i.e ¥Vt €]a,b], ¢'(t) < 0), on dit que les chemins 0 et v sont
OPPOSES.

Démonstration On a 7/(t) = §'(0(t)) - ¢'(t) & chaque point ¢ de [a, b] tel que 6(t) est un point
de dérivabilité de 4. Il s’ensuit que v est C'! par morceaux avec v([a, b]) = §([c,d]) C U.
On a aussi :

) [fds = [P ) 7@ | dt
= [P 100 || 5'00) || 10()]dt
D125 @) [ ') || du
= [, rds
ot (i) est obtenu en utilisant le changement de variable u = ().
2.

[P35 = [PF((1) -7 (0)dt
= [PF(506(t) -8 (6(1)0(t) dt
=+ [P F(5(w)) & (u) du

— & [ F.d8
avec le signe "+" si ¢'(t) > 0 et le signe "—" si ¢'(t) < 0.
Exercice :
1. Montrer que la relation "y est équivalent a4 0 " est bien une relation d’équivalence.

2. Montrer que tout chemin est équivalent a un chemin
6:1[0,1] —R"

ou & un chemin
d:1[0,27] — R"

(on pose respectivement 0(t) = a+ (b —a)t et 0(t) = a + Mt).

—a
2w
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3. Montrer qu’on peut paramétriser un chemin par une application continue de C' — R"

ol
= {(u,v) € R*/u* +v* =1}

= le cercle de centre 0 et de rayon 1

Proposition 2 Soit v : [a,b] — R"™ un chemin C' par morceauz, U D ~([a,b]) et L =
longueur(vy). Soit f: U — R et F: U — R"™ des champs continus.

(i) Si M = sup |f(z)|, alors

rer([at)
/ fds| < LM.
A
(1) Si M = sup ||F(z)||, alors
rer([at)
/ F-ds| < LM
v
Démonstration :
(i)
[ra = DI d
Y
/u DI @)
b
<M [ ol
<ML
(i)

b
< |F(7(t)) 7' (8)] dt

/WF DI @)1l de

b
< [ Iyla=are

1.3.2 Intégrale d’une forme différentielle

Définition 4 Soit w = Z a;(x) dz; une forme différentielle continue sur un ouvert U de R™.

=1
Soit v = (71, -+ ,Yn) un chemin de classe C' sur U. L’intégrale curviligne de w le long de v
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est définie par :
Jyw = [t )7/ dt

L / (Zw('ﬂﬂ)%(ﬂ) dt

i=1
Sivy: fa,b] — R™ est C* par morceauz, Ity = a <ty < --- < tn, = b tels que vy, ., est C*
avecl <1< m —1, on pose :

m—1
w = w.
v i=1 YNty ti41]
Remarque 3 - Si 7y et § sont équivalents, alors fvw = fdw

- Siy et d sont opposés : fww = —f6w.

Proposition 3 (Linéarité) : Soit QL(U) lespace vectoriel des formes différentielles continues
sur D. Alors pour tout chemin v sur U, tous wy, wy € QL(U), tout X € R

/()\w1+w2)—)\/w1+/w2.
Y Y 2l

1.4 Champ dérivant d’un potentiel

Soit F': U — R™ un champ vectoriel défini sur un ouvert U de R".

Définition 5 On dit que F' est un champ dérivant d’un potentiel sl existe une application

u e CYU) telle que
ou
oy

F = grad(u) =

du

Ban
On dit que u est un potentiel scalaire ou simplement un potentiel pour le champ F.
St U est connexe, u est unique & constante additive pres.

Proposition 4 Si F' dérive d’un potentiel, alors pour tout chemin v : [a,b] — U C R" de
classe C* par morceauz, alors

/F-c?s:u(B)—u(A)

~

ot B =~(b) et A=~(a).



Démonstration :

d
— ))dt
dt

/ / grad u(y(t)) - +'(t) dt
-[

— u(y(b)) — u(1(a) = u(B) - u(A).

(Ceci démontre la proposition si y est C'!, le passage au cas général est facile.)

Corollaire 1 Si F = grad u = Vu, v € CY(U), U est un ouvert de R™ et 1, v sont deuz
chemins C' par morceauz dans U ayant méme début et méme fin, alors :

/F@:/F&
Y1 Y2

En particulier, si vy est un lacet C* par morceaux dans U, alors :

/F-CTE_O
;

Démonstration : Si  est un lacet non constant, on peut écrire v comme la somme de deux
chemins vy et 75 : v =71 Us.
(Détails laisser au lecteur).

Proposition 5 Soit F' = (Fy, -+, F,) un champ vectoriel de classe C* dans un ouvert U de
R™. Pour que F' dérive d’un potentiel, il est nécessaire que

OF,  OF,

Vi,j 1<4,5<n

Démonstration : Si F' € C'(U,R") et F' = Vu, on a u € C*(U,R") et donc

0%u 0%u L i<
= 1, 7 < n.
axi(?mj 895]8:101 - J

(cours analyse S3.)
Remarque 4 Pour n = 3, [’équation 1.1 est équivalente ¢ rot (F') = 0.

La réciproque sera vérifice si F' € CH(U,R") et U vérifie une propriété géométrique appropriée.
On rappelle que

o OFy _ OF
oz F1 Jy 0z
rot (Fy=VAF=|Z|N|FR|=|%-%
o OF, _ 9Fy
oz F3 ox Jy



Contre-exemple : Considérons 'application suivante
F:R? \{0} — R?

N
@) (s s ) = (Bl Faa)

et w= F;dx + Fydy. on a
0F, 0F,

By or

donc I'équation (1.1) est vérifiée et la forme différentielle w est fermée. Mais

/w:/F-(ﬁz%r,
2l 2l

ot 7 : [0,27] — R? 6 — (cos(f),sin(#)). On conclut a I'aide du corollaire ci-dessus.

On a le résultat fourre-tout suivant (une généralisation est proposée comme devoir).

Proposition 6 Soit ' : U C R® — R" un champ vectoriel. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) Le champ F dérive d’un potentiel u € C*(U)

(ii) F est un champ conservatif, c¢’est 4 dire pour tous chemins 1, o ayant méme début
et méme fin
— —
/ F~ds:/ F - ds.
71 72

%
(iii) f7 F -ds =0 pour tout lacet v, de classe C' par morceauz dans U.

Démonstration : (i) = (i7) : déja vue.

(i) = (i41) : Si 7y est constant, [ F-ds=0.

Sinon, soit ¢, a < ¢ < b tel que y(c) # vy(a). Soit v1 = Yja,q et Y2 = VY- Alors v = 71 U 7.
Soit 7, le chemin opposé a .. Alors :

et

Y2(b) = 7(c) = n(c)
donc

/ Fods= / F-ds

" Fa
Ensuite

/F-@:/F~£+/F~£:/F-£—/ Fde.
¥ Y1 Y2 T Y1

(i11) = (ii) : Exercice.
(1) = (i) : On peut supposer que U est connexe (puisqu’un chemin est toujours contenu dans

une composante connexe de U). Fixons un point p € U. Pour z € U, il existe un chemin ~,
dans U reliant p a x (par exemple, 7, est un chemin polygonal donc C' par morceaux).
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—
Posons u(x) = f% F - ds (ne dépend pas du choix de v, d’aprés (ii)).
Vérifions que grad u = F, 1.e Vi, 1 <i<n

ou
8x,-

=F siF=(F, - F).

On peut supposer que ¢ = 1. Soit e; = (1,0,---,0) € R™.
Pour h € R*, soit 4" = ~, U [z, 2 + he;]. Si |h| est trés petit, v* C U et

%
+ (u(z + her) —u(z)) =+ f[x,x—‘rheﬂ F-ds

= fol Fi(z+they)dt.

en paramétrant le segment [z, x + heq] par v(t) = x +they, h € [0,1]. Puisque Fj est continue,

alors
1 1

lim Fi(z+the))dt = lim Fi(z+they)dt = Fi(x).
h—0 Jq o h—0

On voit que

D’ou le résultat.

Remarque 5 FEzplication du terme conservatif
Considérons le mouvement d’une particule de masse m > 0 dans U C R3, sous l'influence d’un
champ de force F € C(U,R?). Soit x(t) sa position a l'instant t :

ma”(t) = F(xz(t)).

Sty = T|t,1,), alors

L’expression

K(t) = %va(t)

%
s’appelle Uenergie cinétique de la particule a linstant t et L F.ds = K(t1)— K(ty) est le travail
accompli pendant [to, t1].

St F' est conservatif, I = Vu, et donc
%
/F ~ds = u(z(ty)) — u(x(to))
2!
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D’ou, en posant —u(t) = u(z(t)), on a
K(t1) —u(ty) = —u(ty) + u(to)

ce qui est équivalent a

i.e E(t) = u(t) + K(t) = cte.
u(t) est ’énergie potentielle et E(t) = cte est la loi de conservation de l’énergie totale.

12



Chapitre 2

Intégrales de surfaces

Nous définissons les intégrales des fonctions scalaires définies sur une surface réguliére de
R3 et le flux d’'un champ vectoriel & travers une telle surface orientable. Nous nous limitons aux
surfaces paramétrées.

2.1 Surfaces dans R®.

Une partie S C R? est une surface paramétrée de R? s'il existe un domain U dans R? et
une application ¢ : U — R3 telle que

1. ¥(U) = S et ¢ est un homéomorphisme entre U et S';
2. 1 est de classe C!;

3. Pour tout v € U, application linéaire
Y'(u): R — R?

est de rang 2.

On dit que S est paramétrée par (¢,U) ou simplement par 1. La variable u s’appelle le
paramétre. La surface S est de classe CP (p > 1) si ¢ est de classe CP.

s

Siu = (u1,uz), ¥ = (P1,92,v3), Db = B

(17i) peut étre reformulée comme suit :

avec 1 <i<3etl1l <5 <2 lacondition

- (74i)" la matrice (D;v;(u)); ; est de rang 2.

- Pour tout u € U, le produit vectoriel

(Ces équivalences sont immédiates.)
On rappelle que le produit Dy(u) A Dotb(u) (noté aussi Dyt)(u) x Datp(u) est donné par :
(

O(Y2,¥3) O3, ¢n) 3(%%))

(U1,U2) 7 a(UhUQ) 7 a<u17u2>

Dy x Det() = (

Q
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o D

Ou; Ou , . O
3(101’%) _ 1 1 _ 31/% 3% _ 5% 81/)1 avee 1 S i,j S 3.
8(u1,uQ) a"l}z aw] 8u1 8UQ 8u1 8u2

aUQ aUQ

Exemples :

1. Surface définie par une équation cartésienne z = f(z,vy).

p: U — R3
(z,y) — (2,9, f(2,y))

ot f: R? — R est une fonction de classe C'. Le produit vectoriel

Dlw /\ DQ’(/) - (—le, —Dgf, 1)

est non nul.

2. Les coordonnées Longitude-Latitude sur la sphére unité.

-7

@.0) € l-mrlx | T

{ > (cos  cos ¢, cos fsin ¢, sin 0)

Os 0s
90 A i cos O s(¢, 0) # 0.

3. L’intérieur d’un parallélogramme s’appliquant sur deux vecteurs V; = (a1, b1,¢1) et
Vo = (ag, by, ¢2) au point A = (a, b, ¢)

— —
OM =0A+uVi+vVs.

4. Le cylindre 2% + y? = a?

x =a cost
Yy =a sinf
2=z
5. Le paraboloide elliptique z = 2% + y2
X = U COSV
u>0,v € [0, 27] Yy = u sinv
2z = u?

14



6. Hélicoide
T = U COSV

o

——
‘E-—-:E

e e T

=y
e

ix)
p

ot
X
o

T

§{§“

‘

W
}$~

T
1T
T

7. Le tore :
x = (A+ acosu)cosv
y=(A+acosu)sinv
Z=asinu

Définition 6 Plan tangent.
Soit S une surface paramétrée par v : U — R® et soit a = (u1,us) € S. Le plan tangent
o1

Ou;
0 0 0
a S en a est le sous-espace vectoriel de R® engendré par v et v ot 4 = %
8U1 8u2 6uj 7
O3
Ou;

Le produit vectoriel
v v _ 0w v
aul 8’&2 - 8u1 au2

est un vecteur normal a la surface au point a. Les vecteurs unitaires

0% (uy,uz) A 22 (uy, up)

duy Oug
I/(u1 UQ) =+
’ 122 (ur, ug) A 22 (ur, us) |

sont les deux normales unitaires a S au point a. Le choiz du signe + définit une orientation et

le choix du signe — définit ['autre orientation.
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2.2 Intégrale d’une fonction scalaire

Soit toujours S une surface paramétrée par ¢ : U — R? et soit f : S — R. L’objectif
est de définir [ fdo.

Exercice : Si les sommets d’un parallélogramme sont 0, a, b et a 4+ b, montrer que son aire est
la A bl

Nous pouvons maintenant expliquer intuitivement "l’élément de surface" do.

Heuristique : L’'image par ¢) d’un rectangle de sommets (u,v) et dont les cotés du et dv sont

Y
5 (u,v)du et

trés petits est approximativement un parallélogramme construit sur les vecteurs

O

—(u,v) dv donc son aire est

do = ‘—( o) A 2 v)

5 ou ov.

Ceci motive les définitions suivantes.

Définition 7 L’aire d’une surface S paramétrée par (1, u) est donnée par lintégrale double :

o(S) = aire ( ) A —f(u v)|| dudw.

Définition 8 Soit f : S — R une fonction scalaire. On définit fs fdo par la formule suivante

[ra0= [ [ ) |G n G

pourvu que l'intégrale a droite existe.

dudo

Exemples :
1. L’aire du triangle 7" de sommets a = (1,0,0), b = (0, —1,2) et ¢ = (0,2,1) avec

Y {(u,v)/u<0,v<0,u+v>1} — 8
(u,v) — a+u(b—a)+v(c—a)

S0 A G| = o= ) A e = 0l = =5, -1, -3)] = V5,

z//T\/%dudvzg.

2. L’aire de la sphére de centre 0 et de rayon R. On a

Ha—w/\a—wH R? cos#.

Aire (sphére) = / d¢ " R? cosdd = 4n R,

2
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Théoréme 1 [ fdo ne dépend pas du paramétrage choisi.

Démonstration : Changer de paramétrage, c’est remplacer (u,v) par (u/,v") qui sont des
fonctions inversibles de u et v.
Le nouveau paramétrage ¢ (u',v") = 1(u, v) satisfait

8¢1_8_w.%+6¢ ov
o' Ou ou | Ov o

o _ 0w o ov o
o' ou o v N

11 vient

o o ou' v

et on conclut a 'aide de la formule de changement de variables dans les intégrales doubles.

2.3 Flux

Soit F': S — R3 un champ vectoriel dans S. Le fluz de F' & travers S orienté par un
choix de la normale unitaire v est défini par la formule

/F-yda
S

en supposant que cette intégrale existe. Ainsi

/F vdo =+ // [dy A dytp] dudo.

Evidemment, le flux dépend de l'orientation. En renversant I'orientation, on change le signe du
flux.

Exemple : Calculer le flux du champ de vecteurs w(x,y, z) = (z,y,0) a travers la sphére unité
S orientée par la normale rentrante. On a

w(w0.0)- (5550 ) = —cos’o

et on integre

Flux(F,S) / / —cos®0dfde

:%[/_

B —8r

3

[VE]

3 1
— (Z cos O + 1 CoS 39) d@]

s
2

Théoréme 2 Le flur ne dépend pas du choix du paramétrage de la surface, seulement de son
orientation. Changer l'orientation change le signe du fluz.

17



Preuve : Identique a celle concernant fs fdo.

Exemple : Angle solide (facultatif).
On appelle angle solide d’une surface vue d’un point p le flux a travers cette surface du champ
vectoriel w, défini en tout point ¢ # p par

w()_ﬂ
P

(proportionnel au champ électrique d’une charge ponctuelle placée en p).
Exemple : Soit S une surface centrée en p et de rayon R. Alors
Wy -V = R™2
or laire de la sphére est 47 R?.
Ainsi toute sphére de centre p voit de p un angle solide égale a 4.
2.4 Lien entre intégrales de surface et intégrales triple

Soit, F' = (Fy, Fy, F3) un champ vectoriel défini sur un domaine D de R3 et de classe C*.
La divergence de F' est définie par

oFy, 0F, OF
L, 9f  Ofy

div(F) = ox oy 0z

Théoréme 3 (Formule d’Ostrogradsky ou théoréme de la divergence)
Soit S une surface fermée qui délimite un domaine D de R®. Soit F' un champ vectoriel de classe

o O

O sur D. On parameétre S de sorte que le vecteur normal —— N\ — pointe vers ['extérieur de

ou  Ov
D. Alors
Flux(F,S):///div (F)dzdydz
D
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Chapitre 3

Formes différentielles

3.1 Formes multilinéaires alternées

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n > 1. Pour tout entier k£ > 1, on note L;(E)
I'espace vectoriel des formes k-linéaires sur F. Un élément u € L (E) est une application

uw:EF — R

telle que a — u(xy, -+ ,x;_1,a,Tiv1, -+ ,Tx) est linéaire pour tout choix de i, xy, -+, z;_1,
Tiv1, -+, Tp. On rappelle que L£1(E) = E’ est l'espace dual de E et que u € E’ est une forme
linéaire sur F.

Une forme u € Li(F) est dite alternée si

u(wy, - xx) =0
dés que z; = x; pour i # j, (x1, -+ ,1;) € E*. Notons Ax(F) le sous-espace vectoriel de
Li(E) formé des formes k-linéaires alternées sur F. On convient que Ag(E) = R et que

L\(E) = A\(E) = E.

Exercice :

1. Montrer que u € Ai(E) si et seulement si u est anti-symétrique, c¢’est-a-dire

Wn, o Tay T TR) = — (T, T T k)

pour tout choix u(xy,---,2) € E¥, 1 <i<j<k.
2. Soit o € Sk une permutation de {1,--- , k}. Montrer que si u € Ay(E), alors

UW(To1y, s Tory) = €(0) u(@y, -+, k)

pour tout (x1,--- ,xx) € E¥, ¢(0) étant la signature de o.

Maintenant, si uy, - ,u, € E’, on définit le produit extérieur u; A - -+ A uy par
u=u  A---ANu : BF — R
wuy (1) ... up(xg)
(x1,...,Tk) — :

Il est alors clair que u € A (FE). En fait, toutes les formes k-linéaires peuvent s’obtenir de
cette fagon. Plus précisément
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Théoréme 4 Soit {uy,--- ,u,} la base de E'. Alors la famille {u;y N+ Nuy,, 1 <idp <--- <
ir <n} est une base de Ai(E). En particulier

dimp A (E) = (Z) = #'—W

Dans la suite £ = R", {e1,--- ,e,} est une base canonique de R" et {e},--- , e} sa base duale.
Par commodité, on note pour tout ¢, 1 <¢ <n, dxr; =e€; :

dz; : E=R" —R

xr = E Tjej—> T
Jj=1

Ainsi pour tout « € Ax(E),

o = Z Ay e i dl’il VANERREIVAY dl’lk

1<i1 <<, <n

ou les a;, ... ;, sont des réels, c’est-a-dire des éléments de Ag(E). Si

o= Z iy iy ATy Ao Aday, € Ap(E)

1<i1 < <ip<n

et
b= Z bjy - Ja daj, A-- A dqu < ‘AQ(E)

1<j1<<jg<n

On définit le produit extérieur a A 5 € A,.,(E) par :

anB= D g, A Ao Adag, Aday A Ad,.

1<ii<<ip<n
1<y < <jg<n

Proposition 7 On a :

1. Linéarité

-(a+B)Ay=aAy+BAY. a, Be A(E), ve Ay E)
-aN(P+y)=aANfH+aNqy, ac A(E), B,ve AJE)
-taNB=aAntB+t(aNp). ac A(FE), BeAJ(E), teR.

2. Anti-commutativité
Va € A,(E), VB € Ay (E)
aNB=(=1)PIBAa.

3. Associativité

Va € Ay(E), VB € Ay(E), Yy € A.(E)
(@AB)Ay=aA(BAY).
Preuve : Exercice.
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3.2 Formes différentielles

Soit U un ouvert de R™. Si p > 0 est un entier, une forme différentielle de degré p sur U
ou une p-forme sur U) est une application
p

w: U— A,R").

Rappelons que Ay(R™) = R et donc une O-forme est une applicationw : U — R. Si f: U —
R est une application dérivable (ou une 0-forme dérivable), sa différentielle

df=> 5, i
=1

est une 1-forme sur U.

On sait que {dxy, - - - ,dx,} est une base de A; (R™). Ainsi si w est une p-forme différentielle
dans U, on a pour tout a € U,

wa)= > fueila)dz, Ac Ada,

1<iy <-<ip<n

ot les f;,..;, - U — R sont uniquement déterminées (section 1). C’est I’écriture canonique
de la p-forme w et les f;, .. ; sont les composantes de w.
Pour tout p > 0, on note Q7(U) le R-espace vectoriel des p-formes différentielles sur U.

Produit extérieur
Soient (a, B) € QP(U) x QUU),
o = Z fil,'“,ip dxil VANCIIRIVAN dxzp - AP(E)
1<iy <--<ip<n

et
B= D> Gheg, duy Ao Aday, € A(E)

1< <jg<n

On définit le produit extérieur v A 3 par :

OZ/\B = E fil,--~,ip gjl,...Jq dl‘il /\"'/\dl‘ip /\dxj1 /\“'/\dl‘jq
1<i1 <--<ip<n
1<j1 <+ <jg<n

Exercice : Vérifier que si p+ g > n, alors a A § = 0.

Différentiation extérieure

Si f € Q%U) est une 0-forme de classe C" (r > 1) dans U, on définit

df=> o, da;
=1
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C’est une 1-forme de classe C"! dans U. Si

w = Z filf’wip dl’,’l A A dl’zp

1<ii<<ip<n

est une p-forme de classe C” (r > 1), on définit la différentielle extérieure de w par :

dw = Z dfil,... Jip A d.ﬁlﬁil VANEEIVAY d.ﬁl?ip

1<iy <-<ip<n
Ainsi dw est une (p + 1)-forme de classe C"~! dans U.

Proposition 8 1. Va, 5 € QP(U), d(a+ 8) =da+dg.
2.Vt e R, Va € QP(U), d(ta) = tda.
8. Va, 3 € QP(U), VB € QUU) de classe C* sur U,

dlaAp)=danb+(—1)Pandp.
4. Pour toute forme w € QP(U) de classe C? sur U
d(dw) = 0.

Preuve :Les propriétés (1) et (2) sont équivalentes. La propriété (3) est laissée a titre d’exercice.
Pour (4) :
- Si w est une O-forme, w=f: U — R

Z 8%

Donc .
=>d (af ) A da;
=1
n 2
= ——d dx;
p ijaxz T N A
2 2
1<i<j<n 81‘281’] 8%81:1
=0
car
et

0*f 0*f

8331-0%- N ijaxl

puisque f est de classe C? sur U.

22



- Pour p > 1, écrivons

w = Z fily"'yip dl’il FANKIRIRIVAN dl'ip
1<i) < <ip<n
Alors
dw = Z dfily",ip A dl’il A A dl’ip
1<iy <-<ip<n
D’ou
ddw) = D d(dfi e, Adzy, A Aday)

1<i1 < <ip<n

= Z [d2fi1,---,ip VAN dl’il VANRRIVAY dl’ip + (_1)]) dfil,---,ip VAN d(dx“ VANRRIVAY dxip)}

1<iy <-<ip<n
=0

car d®f;, .., =0 et d(dz;, A---Adx;,) =0.

3.3 Changement de variables (facultatif)

Soit
O : UCR" —V CR™
Tr = (.Tl, e ,.fn) — (yl = (;51(3:)7 s Ym = ¢m(I>>
Soit w = Z Jir, o ip dyiy A -+ Ady;, une p-forme sur V. On obtient une p-forme

1<i) <-<ip<n
sur U par la formule

¢'w =Y (fro¢)de;

|7|=p

ol dgr =dgy, A== Adgy, et dg; =) gfi
J

j=1

dﬂfj.

Exercice : Veérifier que Vo, 5 € QP(V)
L ¢*(a+B) = ¢"(a) + ¢"(B).
2. ¢* (A B) = ¢ (o) A" (B).

3. Supposons que ¢ est de classe C? et a de classe C1, alors
d(¢" (@) = ¢"(da)
4. SiU -5V S Won U, V, W sont des ouverts de R", R™ R?® respectivement

(Yog)a=o (¢ a).
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