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-1- QUESTIONS DU COURS :

1) Equations de Maxwell qui regroupent champ électrique et champ magnétique, en milieu
diélectrique linéaire, homogéne et isotrope, de permittivité diélectrique absoluecet de
perméabilité magnétique g,

Remarque : Dans un milieu diélectrique parfait ne contenant pas de charge réelle, il faut écrire les
deux équations demandées en tenant compte des caractéristiques suivantes :

e=¢eger 3 p=0;]J=0; u=ug

Soit :
rot E(M,t) = —w Relation de Maxwell — Faraday [(h)
rot B(M, 1) = ug 0D(M. ) = LpéE OEM.9 Relation de Maxwell — Ampére (2)

ot ot

2) Equations de propagation des champs électrique E(M, t) et magnétique B(M, t) :

On appliquera aux équations (1) et (2) la relation vectorielle :
rot (ot E) =grad (divE)~AE et  rot (rot B) =grad (div B)—AB
En tenant compte des relations : divE =0 et divB=0
On obtient comme équations de propagation des champs électrique et magnétique :
02 E(M, 1) G
o2
02 B(M, 1) G
ot?

AE(M, 1) —HQ €

AB(M,t) —HQ €

3) Expression et définition de la jauge de Lorentz :

Expression de la condition de Jauge ou Jauge de LORENTZ :
vV AM, 1) +ﬂgw=o

A () =0

V () =0

Utilité : La condition de Lorentz permet de limiter les solutions possibles du potentiel vecteur A(M, t)
qui n'est pas défini de maniére unique & partir du champ magnétique : B(M, t) =V A A(M, t) .

Cette condition impose un lien entre le potentiel scalaire V(M, t) et le potentiel vecteur A(M, t) pour
qu’iils se propagent de la méme maniére que les champs électrique E(M, t) et
magnétique B(M, t) auxquels ils sont associés.
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https://www.techno-science.net/glossaire-definition/Vecteur.html
https://www.techno-science.net/glossaire-definition/Champ-magnetique.html

I1- MILIEUX DIELECTRIQUES SPHERIQUES :

1) = Etude de I’invariance et de la symétrie de la distribution de charge :

¢ Etude de I’invariance de la distribution de charge p :

En tout point M(r,8,¢) la densité de charge p(M) est définie par :

=p Sir<a
M
Al ){:0 si r>0
Donc p(M) ne dépend que de r: p(M) = p(r) . Elle est donc
invariante par rapporta @ et ¢. Il en est de méme pour le

champEqg (M) quelle crée :  Eq(M) =Eq(r)

\

¢ Etude de la symétrie de la distribution de charge p :

(S3)

Tout plan diamétral est un plan de symétrie de la distribution p .

Le champ électrique Eq(M) appartient au plan de symétrie. L’intersection de deux
plans de symétrie contenant le point M, est une droite confondue avec le diametre de la sphere. Elle donc
colinéaire avec le vecteur unitaire € de la base sphérique (€r,€¢,€y) . Soit Eg(M)=Eq(M).&

Donc en raison de I’invariance de la distribution et de I’existence des plans de symétrie, le
champ E (M) est radial (dirigé suivant la direction du vecteur radial &, et son module ne dépend que

de la coordonnée r du point M(r,6,9) :  Eq(M)=Eq(r).&r

Etant donné que les deux milieux diélectriques sont parfaits alors le champ électrique dépolarisant
Eg(M) (champ créé par chaque MD) est également de la méme forme : Eq(M) = Eq(r).&

Par suite le champ électrique total est tel que :

Etot (M) =Eo (N & +Ed (1€ =Etot (V&
Il en est de méme pour I’induction électrique : D(M) = £g&rE tot (M) = g1 Eo ()& = D(r).&

2) m Expressions des champs D(M) et E(M) en tout point M de ’espace :
Le théoréme de GAUSS généralisé est donné par 1’expression intégrale :

ﬁ; D(M)dSg = Qieelle
(SG)

En raison de la symétrie sphérique, la surface
fermée de GAUSS convenable est une

sphére Sc de centre O et de rayon r. Elle est /
représentée en pointillés sur la figure ci-contre. /

En tout point de la surface de Gauss on a : I

D(M) = D(r) &
dSg =dSg & ‘

En plus, D(M) ne dépend que de la coordonnée r \

du point M, donc elle est constante en tout point (SG)\
M de la sphere de Gauss de rayon I fixe, d’ou :




iﬁ; D(M)dSg = ﬁ; D(r)&,.dSG & = ﬁ; D()dSG = D(r).p.dSg =D(r).4zr? =qleelle
(SG) (Sg) (Sg) (SG)

réelle

Soit ; D(M) = Lz.ér
drr
Il faut donc exprimer la charge électrique totale Qtrgte“epour chaque région de I’espace :
eSirsc: qielle_g; D(M) = Qz.ér
Ar.r
On est dans Iair : Etot (M) = D(M) Lz-ér
4req.r
eSib<r<c: QE_q ; Bym)- Qz &
dr.r

Onestdansle MD2: ¢y =¢p, #1 = E2 tot (M) = DM _ Q 5 &

€06r  Ameger,y x
¢oSia<r<b:Qieelle_q ; D1(M)= Q2 &

dr.r

Onestdansle MD1; &y =& #1 = E1 tot (M) = DM _ Q 5 &

€0¢n dmeQer ¥

' tot - - A ’ = Lr
3 3 3 al3 dra
N 4z 3 3Q L .
Ou Vgg = ?r est le volume de la surface de Gauss de rayon I et p = la densité volumique de charge
4ra
réelle.
On est a I’intérieur du volume sphérique de rayon a, qui n’est pas diélectrique, donc &y =1 , soit:
D(M . _
Etot (M)=—— M__ 3 "Er
0 4mepa

3) m Expression du champ dépolarisant E4 (M) créé en tout point de I’espace situé en dehors
de la sphére (S1) de rayon a :

A partir de I’expression du champ total donnée par : E ot (M) =Eq (M) +Eq (M)
Ona: Ed(M)=Etot (M)~ Eq(M)

Ou Eg(M)=

& (champ créé par une sphere chargée, en tout point extérieur (voir cours
4dreqr

d’¢électrostatique).

¢Sir>c: Eq(M) = Q 5 & — Q & =0
Areqr Areqr

¢ Si b<r<c: Edz(M): Q & — Q

S & = Q 5 L ilg
4meQery I AmeQr Areg.rc\ 612

¢Sia<r<b: Eqq(M)= Q 5 &r = Q 5 &r = Q 5 i—l.ér
4meQery I Areqr Areg.re\ én
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4) wm Expressions des vecteurs polarisation I31(M) et I52 (M) des milieux MD1 et MD2 :

Les deux milieux diélectriques sont parfaits, donc :

PLM) = &0 (¢ —~DE1, tot (M) B
- . - (Erl )Q ~
* Dans le milieu MD1 : = _ Q = soit P(M)=———§
E1,tot (M)=—-— & 1 dmen 12
4reqer 1 7 -
P2 (M) = &g (er, —1)E M
B 2(M)=¢0(er, ~DE2,t0t (M) o (1, ~DQ _
* Dans le milieu MD2 : E ot (M) = Q & soit  Pp(M)=—5—— &
] 47z'gogr2 T 47[(9"‘2 I

5) a- Densités des charges fictives de polarisation :
m Densité volumique de charge fictive de polarisation :

Remarqgue : On utilisera I’expression de la divergence en coordonnees sphériques en un point

_ oP
M(r, 6,¢) : div.Pzig(rzPrj+_—ﬁ(Pg sing)+ ———2
2 or rsin@ 06 rsind op

*Densité volumique de charge fictive équivalente au milieu MD1 :
(e —DQ
noTxs

drepy 1
ol Pg =Pz =0

P1(M) =Py (r) & = r

(e —DQ
ig r2r1— :0

20

M) = —divPy (M) = —
7p (V) + re o 47rgr1.r2

*Densité volumique de charge fictive équivalente au milieu MD?2 :

-1
(5r2 )Q &

drery 1
ol Ppgp =Py, =0

P2 (M) =Po; (r) & = r

- 1 0| olerp -1Q
P pg (M) =—divBy (M) =—= = r22—2 -0
r or 47r£r2 I

m Densités surfaciques de charges fictives :

REMARQUE : Les orientations du vecteur unitaire ii gyt normal aux surfaces des milieux du MD1 et
MD2, sont représentées sur les figures ci-dessous :

*Densité surfacique de charge de polarisation au niveau de la surface (S3) de rayon ¢ :
(grz -)Q (Srz -)Q
2 472'8['2 .C2

% b, (MeS3) =Py (r=c)fext (MeS3)= & B =

dre r2 .C

4[7



*Densité surfacique de charge de polarisation au niveau de la surface (S2) de rayon b commune
aux milieux MD1 et MD?2 :

REMARQUE : Au niveau de Pinterface (S2) entre les milieux MD1 et MD2, il y a la charge
surfacique fictive de densitéaplz , équivalente au MD1, et la charge surfacique fictive de

densitéaPZZ , équivalente au milieu MD2.

GPSz M 652)=‘7|:>12 (MeS») +O'p22 (MeS»)
=Py (r=h)fip1 + P (r=b)f12
Ol:l ﬁZlZ—_ér et ﬁ12=_ér

Soit :

“ps, (MeSp)=Py(r=b).(-&;) + P (r=h) &
_(Erz -1Q N (Erl -1Q

4y, b2 drey b2

*Densité surfacique de charge de polarisation au niveau
de la surface (S1) de rayon a :
“pg, (M eS1) =Py (r =a).figxt

(frl -)Q

471'8r1 a

=Py(r=a).(-6r)=-

Oou ﬁext =—€r



b- Charges fictives de polarisation :

® Charge volumique de polarisation :

Dans le volume du milieu MD1 : Q\'jl :Ij,[ppl (M).dvy =0 carpp1 =0
\"

Dans le volume du milieu MD?2 : Q\Ijz :jjjppz (M)dvo =0 Caer2 =0

\'

*Charge surfacique de polarisation au niveau de la surface (S3) :
(€r2 _1)Q4 2 (5r2 -1Q
_ 7.cl = T

Q :J.J‘G dSz =0 S3=—=——4rnc
Ps3 Ps3 Ps3 4rizry c2 erp
S3

*Charge surfacique de polarisation au niveau de la surface (S2) :
Qps2= Qps22 + Qps12
Qps22 est la charge fictive équivalente au MD2 portée par la surface commune S2, et Qpsi2 la charge
fictive équivalente au MD1 portée par la méme surface.
gro —DQ (e, —DQ g, —DQ (e, —DQ
(ery 1) +( n -1 4”b2__( rp —1) +( n =1

Q :jja dSo =co Sy =|- 0=
Ps2 Ps2 Ps2 4rery b2 dreg b? e n
S3

*Charge surfacique de polarisation au niveau de la surface (S1) :
(Srl -1Q 4 2 (€r1 -1Q
- T 1 77

Q = J-J.O' dS1 =0 S|=————F"4ra“ =
Ps1 Ps Ps1 drepa 2 én
S3

6) m Schéma équivalent aux milieux MD1 et MD2 dans le vide :

La surface S3 porte la charge fictive positive Qps3
La surface S1 porte la charge fictive négative Qps1

La surface S2, commune aux deux milieux MD1 et MD2, Qps3

porte la charge fictive totale : Qps2 = Qps12 + Qps22,
constituée par la charge fictive positive Qpsi12 équivalente au

MD1 et la charge fictive négative Qps22 équivalente au MD2.

7)
m Energie électrostatique emmagasinée dans le milieu diélectrique MD1.:

* La densité volumique d’énergie électrostatique dans le milieu MD1 :
Q2

1 2
el :Egogrl El’tOt M= 327[2606‘ r4
rn-
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* L’énergie électrostatique stockée dans le volume du milieu diélectrique MD1, s’écrit :

v
2
Weq = J.J-J'a;el avp=—F7F7-— J-d—zrj-smade j-dgo:Q—F—l}
32,72 £0ér 8zeper La b
a 0

E1,tot('\/|)=L2-ér
472’806‘r1.r

Ou dv=r2sin odr.do.de

a<r<b;0<f<z;0<p<2rx

m Energie électrostatique emmagasinée dans le milieu diélectrique MD2:

* La densité volumique d’énergie électrostatique dans le milieu MD2 :

Q2

1 2
Wy =—&0&r E (M) =
22 2" 2,tot 3272'2505r2 4

¢ [.’énergie électrostatique stockée dans le volume du milieu diélectrique MD2, s’écrit :

c V4
dr Q2 1 1
We, = wg, v = —2 sing.do d(o:—li___:|
327[ £0¢r, 8megery LD
b 0

E2,tot(|\/|)=L2-ér
dregery 1

Ou dvo =r25in6.dr.d.9.d(p

b<r<c;0<0<7m;0<p<2r
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