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Série 1

Soit B = {e|,e2,e3} la base canonique de R?. On considére les applications f et g de B3 dans
2? définies par :

fleyg) =&4+y+z,y+7,2) et gle)) =e +ey+e3, glea) =ea+ea, gles) = es.
1) Donner les matrices My et M, de f et g dans la base B.

2) Donner1'image de la base B par ’application linéaire h = f — g.

3) Pour toul (x,,z) € %, donner les coordonnées de /1(x,y,z) dans la base B.

Exercice 2
Dans I’espace vecloriel E = R?, rapporté i sa base canonique B = {e;,e;}, on considére
U'endomorphisine f délini par :f(e,) = e; + 3ez, fle2) = —e; +ea.

1) Déterminer la matrice A de [ dans la base B.

2) Soit it = xe| -+ve; € E, Calculer les cocordonnées x’ et ¥ (en fonction de x et y) de f{u)
dans B. '

3) Soiente| = e +e; el &) = —e| + ;. Démontrer que B’ = {e},e,} est une base de E.
4) [icrire la matrice de passage I de B 4 B, Calculer P~! (la matrice de passage de B’ & B).

5) Donner la matrice A’ de £ dans la base B'. En déduire les expressions de f(e]) et de f(ej)
comme combinaison linéaire de e; et ;.

Iixercice 3

Dans Pespace vectoriel E = RY, rapporté i sa base canonique B = {e|,e2,e3}, on considére
. et by A _3 I _ 1 1 1l 3
I'endumorphisme f défini par :f(e;) = Se; + 3e3, fe2) = —ge1+e2—5e3, flea) = 51+ 3¢3.

1) Ponner Ja matrice A de f dans la base B.

2) Soiente) = (1,0,-1), &5 =(1,1,0), &5 = (1,0,1).
Vérifier que 8’ = {¢/, ¢}, €5} est une base de E.

3) Tierire f(e}), f(¢}), f(e}) dans la base B'.
4) En déduire la matrice A' de f dans la base B’
5) Donner la matrice A’ en utilisant la matrice de passage de la base B & la base B'.

Lxercice 4
Soit f €L (]R3) un endomorphisme nilpotent d’ordre 3, ¢’est-a-dire f3 =0 et f2 # 0.

a) Montrer qu'il existe un vecleur u € B3, non nul tel que la famille B = {u, f(u), f*(u)} soit
une base de IR?,

by Eerire la matrice de f dans la base B.



Exercice 5
Soient P|(X)=2X?-X, P(X)=2X%>-5X -1 et P3(X)=2X2-3X -2,

1) Montrer que B’ = {/"|, P, 3} forme une base de Ry [X].

2) Onappelle By = {1,X,X?} la base canonique de R»[X]. Berire la matrice de passage d’une
base & I'autre.

3) Soit P(X) = aX? 4 bX + c. Donner les composantes de P dans la base B’
Exercice 0 (facultatif)
Svient
2 (X) =3X+2, Pz(X) =2X4+3 et D : R[{X] — R [X}
P(X) — P'(X)
Soient M la matrice de D dans la base canonique et /° la matrice de passage de la base canonique
A labase {Py,/%)}. Berire la matrice M’ de D dans la base {P, P} et Vérifier que M' = P~ MP.
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Série 2
Exercice 1
Sans les calculer, expliquer pourquoi les déterminants suivants sont nuls :
1 2 3 1 2 =3 1 3 2 1 a b+c 2 -1 -1
a0 0 0, b|-1 =2 3|, o2 4 4, d|l b c+al, e|-1 2 -—1|.
4 5 6 1 1 1 3 56 1 ¢ a+b -1 -1 2
Exercice 2
Calculer les déterminants suivants :
01 2 3 9 13 17 4 1 2 3 4
1 01 2 18 28 33 8 3 3 56
A=l | o 1|0 DA=53 40 54 13 9b=|5 ¢ 7 9|
3210 24 37 46 11 12 15 2 4
Exercice 3
Soit & € R et on considere le déterminant d’ordre n > 2 :
1 1 1 1
a 1 1 1
a o 1 1
A, = .
o o o 1

1) Calculer A; et As.
2) Trouver une relation de récurrence entre A, et A,_.
3) En déduire la valeur de A,,.

Exercice 4

3 2 -1
1) Calculer le déterminant de la matrice A = (2 2 1 ) .
1 2 1

2) En déduire que le systeme suivant est de Cramer :

3x+2y—z=2
(S) S 2x+2y+z=1
x+2y+z=2

3) Donner la solution du systeme (S).
4) Inverser la matrice A.

5) Retrouver le résultat de 3) en utilisant 4).




Exercice §
Discuter et résoudre, en fonction du parametre a € R, le systeme d’équations linéaires sui-

vant :
(I+a)x+y+z=1

x+(14+a)y+z=0
x+y+(14+a)z=0

Exercice 6
1 1 1
Soit m un réel et A(m) la matrice suivante : A(m) =1 m 2 |.
1 2 -1
1) Déterminer le rang de la matrice A(m) en fonction du parametre m.

2) Donner une condition nécessaire et suffisante sur le réel m pour que la matrice A(m) soit
inversible.

3) Quand cette condition est vérifiée, trouver I’unique solution du systéme suivant :

(s 2)0)- ()

ol a, b, c sont trois réels fixés.
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Série 3

Exercice 1

Dans I'espace vectoriel R, on considére I'endomorphisme I/ dont la matrice dans la base

= |
canonique C = {e1,e2,e3} est la matrice A = ( 1 -1 1 ) .
1 1 -1

I) Calculer le pulyndme caractéristique de I'endomorphisme U (c’est-a-dire de la matrice A).

2) Montrer que | est valeur propre de I'endomorphisme /. En déduire les autres valeurs
propres.

3 Déterminer les sous-espaces propres de I’endomorphisme U.

4) Diagonaliser U (c¢’est-a-dire : donner une base B de vecteurs propres de U, les matrices de
passage de la base C 2 la base B et de la base B 4 la base C et la matrice Mp(U)).

Iixercice 2
On considere application & de Rz [X] dans Ry [X] qui & tout polyndme P de R; [X] associe
P(P) = (X2 = )P~ (2X -+ 1)P.

1) Démontrer que P est une application linéaire,

2) Ferite I matrice M de & relativement A la base B = {1,X,X?} de Ry [X].

3) Déterminer les valeurs propres de &. En déduire que & est un isomorphisme,

4) Déterminer les sous-espaces propres de & et montrer que & est diagonalisable.

5) Déterminer une base B’ de R, [X] dans laquelle lawmatrice M’ de © est diagonale.
Exercice 3 ‘ I

0 2 1
On consideére la matrice carrée J = (0 ==y 2) et 'endomorphisme f de R? de matrice J
0 4 0

dans Ia base canonique de R,

: a 2 1
On considére, pour tout nombre réel «, la matrice carrée M, = (O a—1 2.
0 1 a

(1) Délenminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.

(2) a) Montrer que J est diagonalisable. o s

b) Déterminer une matrice réelle diagonale d’ordre trois et une matrice réelle inversible P
Tordre trois telle que J = PDP~ L,

(3) tin déduire, aprés avoir exprimé M, en fonction de 75 et J, que pour tout nombre réel
a, il existe une maltrice réelle diagonale D, d’ordre trois, que I’on calculera, telle que

My =PD, P!,

(4) Quel est I'ensemble des nombres réels a tels que M, soit inversible ?



Exercice 4

-1 0 «a+l
Soit @ € Ret Ay € M3(R) la matrice suivante:A=| 1L -2 0 .
-1 1 o

\
1) FPacloriser le polynéme caractéristique Cy, (X) en produit de facteurs du premier degré.

2) Déterminer selon la valeur du paramétre ¢ les valeurs propres distinctes de Ay et leur
multiplicité.

3) Déterminer les valeurs de o pour lesquelles la matrice Ay est diagonalisable.
4) Déterminer selon la valeur de ¢ le polyndme minimal de A.

Lixercice 5
Soit f I’endomorphisime de R? dont la matrice dans la base canonique C = {e|,e,e3} est

1 11
A=190 2 0,
0 11

1) Calculer le polyndme caractéristique et le polyndme minimal de A.

2) In déduire que A est trigonalisable mais qu’elle n’est pas diagonalisable et que son spectre

estsp(f) = {1,2}.

3) Délerminer les sous-espaces propres £ et £y de A.

4) Onposeu=(1,0,0),v=(2,1,1) et w=(0,0,1) des vecteurs de R? .
Montrer que B = {u, v, w} est une base de R3.

5) Calculer la matrice T de f dans la base B.

6) Pourn € N, calculer 7" et en déduire A",

Soit f I"endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique B = {e),e;,e3} est

4 =5 5
A=13 —4 5.
0o 0 1/

1) Montrer que A = —1 est valeur propre de A et trouver un vecteur propre, noté v, associé a
celle valeur propre.

2) Montrer que B8’ = {v,e3,e3} est une base de R3. Donner la matrice T de f dans cette base.
3)  a) Quelles sont les valeurs propres de f?
b) f est-il un isomorphisme de B3 ?

4} En utilisant la matrice T, calculer A” pour n € N.
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Université Moulay—Ismail Année universitaire 2019-2020
F. S. T. Errachidia ' Filiére : MIP S2

Département de Mathématiques Module : M 124

Responsable : Prof. A. SADRATI

Série 4

Exercice 1
Les applications suivantes sont-elles bilinéaires 7 symétriques 7

1) SurR?, @(x,y) =x10-+yys.
2) SurlR?, @(x,») =x1y2+x2y1.
3) SurR[X], @(P,0)="r'(1)Q(0)+P(0)Q(1).

Excrcice 2
Soit b la forme bilinéaire sur E = R> dont la matrice représentative dans la base canonique
C={ej.e,e3} est: ;
1 11
M={0 0 2
-1 4 3
1) b est-elle symétrique ? Antisymétrique 7 quel est son rang ?
2) Pour tout (u,v) € E2, déterminer b(u,v).
3 Justifier que B = {e| +e2+ €3, —e) +e2 +e3,¢; + €3 —e3} est une base de E.

4 Déterminer de deux manigres la matrice M’ représentant & dans B.

Exercice 3

Soit A € M, (R) une matrice carrée d’ordre n telle que ‘A = —A, oli A désigne la matrice
transposée de A. Soit B = {e1,e3,...,€,} une base de R”, Soit ¢ la forme bilinéaire de R" dont la
malrice dans la base B est A. Soit x et ¥ deux vecteurs de R" représentés dans la base B par les

maltrices colonnes X et Y respectivemnent.
1) Donner ¢@(x, v} en fonction de X, Y et A.
2) Monlrer que pour tout couple (x,y) de vecteurs de R”, on a @(x,y) = —@(y,x).
3) Montrer que pour tout vecteur x de R", on a ¢(x,x) = 0.
)
4) En déduire que A ne possede aucune valeur propre réelle non nulle.

3) En déduire que si A est non nulle, alors A n’est pas diagonalisable sur R,



Exercice 4
Soit @ : RY — IR I'application définie par :

Qlxy,x3,x3) = Zx% mx% +?.x_% + 2x1x9 — 2x x5 + dxoxs.
I} TPourquoi @ est une forme quadratique 7
2) Quelle est sa forme polaire ¢ ? Quelle est la matrice de @ dans la base canonique de R? ?
3) Décomposer Q en somme et différence de carrés de formes linéaires indépendantes.
4) Lst~ce que Q est positive 7 Non dégénérée 7 Quel est son rang ? Quelle est sa signature ?

5) Déterminer une base orthogonale de @ ; Ecrire la matrice de O dans cette base.

Exercice 5
\
Soit g la [orme quadratique définie sur R? par

4(x,%,2) =x*+ (1 +a)y* + (1 + a+a?)2* + 2xy — 2ayz.
1) Donner la matrice A de ¢ dans la base canonique de R,
2) Calculer le déterminant de A.
3) DPour quelles valeurs de a la forme quadratique g est-elle non dégénérée 7
4) Réduire g et donner son rang et sa signature en fonction de a.
5) Délerminer une base orthegonale pour q.
6) Quelle est la matrice de ¢ par rapport a cetle base ?
Exercice 6 (facultatifl)

Pour chacune des formes quadratiques suivantes, donner sa matrice dans la base canonique,
sa forme polaire et uliliser Ja méthode de Gauss pour délerminer sa signature et en déduire une

base orthogonale.
1) qi(x) = =33 — 13 — 34+ 2(x; %2 + 1123 4 x%3).
2) ga(x) = ,\% -+ 3,1% - 5,\% 4 4x 1 xg 4 6x x5 + 2x3.x7.

3) g3l(x) = xpx2 -+ 23083 + 200 F xax3 + gy + 2x3xe.
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