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Exercice 4 : Soient les vecteurs u; = (1, —1,4), ug = (—1,4,1) et uz = (i,1,—1) de C3.
1. Montrer que (uj,us,u3) est une base de C3.
2. Calculer les coordonnées du vecteur v = (1 + 1,1 —4,4) dans cette base.

Solution :

1. Montrons que (uj,us, u3) est une base de C3. Commengons par remarquer que
Card((uy, ug, uz)) = 3 = dime C?,

donc il suffit de montrer que la famille (uy,us,us3) est libre (ou génératrice). En effet, soit
a, B,v € C tel que
auy + Pus + yug = Ocs.

Alors

(0,0,0) = auy + Pus + yus

a(l,—1,4) + B(—1,4,1) + ~(i, 1, —1)
(Oé, —Q, i()é) + (_57 iﬁ, 5) + (Z.'%’Y? _7)
= (a=B+iv,—a+if+yia+f—7).

Ainsi, on obtient le systéme

a—B+iy=0
—a+if+v=0
i+ —v =0,
donc
1—1
a—fB+iy=0 (i—1)B+(i+1)y=0 V==
—a+if+y=0 ={(-Dat+(+1)8=0 =, _‘Tls g
. o . o i—1
i+ —~v=0 i+ —v=0 ia+B—n =0,
par suite
i(iB) + B +if =0 B =
v =—if = ca=0
a=1f v=20

D’ou la famille (uq, ug, ug) est libre.



2. Calculons les coordonnées du vecteur v = (14,1 —1,4) dans la base (uy, us, uz). Notons ay, as
et ag les coordonnées de v = (1 + 14,1 — 4,4) dans la base (uq, ug, ug), alors

V= QU + QU + QU3
= 041(1,—1,@)+052(—1,i,1>+a3(i,1,—1)
= (Oél — Qg + iOég, -1 + ’iC(Q + Oég,’iOél + Qo — 043).

D’otu, on obtient le systéme

a —ag +iag =141 (i —Dag+ (1 +i)az =21
—a1+iag+a3:1—i — (1—1)a1+(1+2)a2:1
iOé]‘l-CkQ—Oég:i ia1+042—&3:i
g = —iag + 13_—21 = —iOéQ — (1 + Z) i(iaz - #) + o — (—iOZQ — (]. ‘I—Z)) =1
& Cklzl.ag—i—i_%:iag—% — oz3:—z'oz2—(1—|—i)
ia1+042—063:’i OélziOéz—%
= qag=—iEE — (1+i) =3
s
et donc les coordonnées de v dans la base (uy, ug, u3) sont —2, HT‘“ et —% O
Exercice 5 :
1. Soit (Py, P1,---, P,) une famille de polynomes échelonnés dans K, [X], c’est-a-dire vérifiant

deg(P;) =i pour tout ¢ € {0,1,--- ,n}. Montrer que (P, Py, -+, P,) est une base de K, [X].
2. En déduire que pour tout a € K, la famille (1, X —a, (X —a)?,--- , (X — a)") est une base de
K, [X] et donner les coordonnées d’un polynéme quelconque P € K, [X] dans cette base.
Solution :
1. Montrons la famille (P, P, - -, P,) est une base de K, [X]. Commengons par remarquer que
Card((FPo, P1,-+-,P,)) =n+1=dimg K, [X],

donc il suffit de montrer que la famille (Fy, P, - - - , B,) est libre. En effet, soient ag, aq,- -+, o €
K tels que
050P0+041P1+"'+Oénpn:O]Kn[x].

Pour ¢ > 1, posons
Pi(X) =a; X"+ Qi(X) otia; #0, deg(Qi(X)) <i— 1.
Alors
OéUPO+041P1+"'+OénPn:Oénaan+U<X)

ou U(X) € K[X], deg(U(X)) < n — 1, puisque pour tout 7 € {0,1,--- ,n}, deg(P;) = i. Donc
a, = 0, puisque o, a, X"+ U(X) = agPy+a1Pi+---+a,P, =0et deg(U(X)) <n—1. Ainsi

040P0+061P1+"'+Oén_1pn1+OénPn:a0P0+061P1+"'+Oén_1Pn_1:0,

et donc le méme raisonnement montre que «,,_; = 0. Ainsi de suite on montre que «; = 0 pour
tout i € {1,--- ,n}. Reste a montrer que oy = 0. En effet, on a

agPy + a1 P+ -+ an P = oy = 0,

car on a démontré que «; = 0 pour tout i € {1,---,n}. Donc o = 0. D’ou la famille
(Py, P1,- -+, P,) est libre. Par suite (Py, Py, -, P,) est une base de K, [X].



2. Déduisons que la famille (1, X —a, (X —a)?,--- , (X —a)") est une base de K,[X], pour tout
a € K. En effet, la famille famille (1, X — a, (X —a)?,---, (X — a)") est échelonnée, puisque
deg((X — a)*) =i pour tout 7 € {0,--- ,n}. Donc, d’aprés la question 1), la famille

(1,X —a,(X —a)*,- , (X —a)")
est une base de K,,[X].

Soit P € K,[X]. Donnons les coordonnées de P dans la base (1, X —a, (X —a)?,--- , (X —a)").
D’aprés la formule de Taylor, on a

P(Q) P(n)
P(r) = Pla) + P@)(X —a) + T oo Wy
D’ou les coordonnées de P € K,[X] dans la base {1,X — a,(X — a)?,---,(X — a)"} sont
P(a), P'(a), -+ et 200, O

Exercice 6 : Dans le R-espace vectoriel E = R, soit le sous-espace
F={(z,y,z) e E|z—y+z=0}
1. Donner une base et la dimension de F'.
2. Soit G = Vect{(1,1,—1)}. Montrer que £ =F & G.
3. L’ensemble F'U G est-il un sous-espace vectoriel de E7
Solution :
1. Donnons une base et la dimension de F. On a

F = {(v,y,2) € E|lz—y+2=0}
{(xy.2) e E|lz=y—2}
{(y—2y,2) € Ely,z€R}

= {(1,4,0)+(-2,0,z) € E|y,z € R}
= {y(1,1,0)+2(~1,0,1) € E | y,z € R}
= Vect{(1,1,0),(—1,0,1)}.

Donc ((1,1,0),(—1,0, 1)) est une famille génératrice de F'. Vérifions est ce que famille ((1,1,0),(—1,0,1)
est libre ou non? Soit «, 8 € R tel que a(1,1,0) + 8(—1,0,1) = 0g. Alors

(a - Baaaﬁ) = (Oa 070)7

a—p3=0
et donc ¢ =0 . D’on la famille ((1,1,0),(—1,0,1)) est libre. Par suite la famille
B=0

((1,1,0),(—1,0,1)) est une base de F. Par définition dim F' = Card{((1,1,0),(—1,0,1))} = 2.

2. Montrons que £ = F @ G. Premiérement, remarquons que By = ((1,1,—1)) est une base
G = Vect((1,1,—1)), et d’aprés la question 1, la famille By = ((1,1,0),(—1,0,1)) est une base
de F. D’ou il suffit de montrer que B; et By sont disjoints et que By U By est une base de F
(Voir le cours Proposition 1.5.24 assertion 4). En effet, soient «, 5,7 € R tels que

a(1,1,0) + A(—1,0,1) + (1,1, ~1) = (0,0,0).



Alors
(06—64-’}/70[4—’}/76—’}/) = (07070)

Donc
a—pF+y=0 B=n 7=0
a+v=0 = {a=—v = <{6=0
f—v=0 —y—=7+7=0 a=0

D’ou la famille B; U By = ((1,1,0),(—1,0,1), (1,1, —1)) est libre, et comme
Card{(1,1,0),(—1,0,1),(1,1,—1)} = 3 = dim R?,
ByUB, =((1,1,0),(—1,0,1),(1,1,—1)) est une base de E.

3. L’ensemble F'U G n’est pas un sous-espace vectoriel de E. En effet, puisque (1,1,0) € F' et
(1,1,—1) € G, alors (1,1,0) € FUG et (1,1,—1) € FUG. Cependant, la somme (1,1,0) +
(1,1,-1)=(2,2,—-1) ¢ FUG. 0

Exercice 7 : Soient les sous-espaces
F={(r,y,2) €ER® |20 —y+2=0} et G={(6a+b,8a+2b—a+3b)|a,becR}deR>

Déterminer une base et la dimension de chacun des sous-espaces vectoriels F,G, F NG et F + G.
Solution :

(i) Déterminons une base et la dimension F. On a

F = {(z,y,2) R’ | 2x —y + 2 = 0}
{(z,9,2) eR® |y = 22 + 2}

{(z,20 4+ z,2) | x,z € R}

= {(2,22,0) +(0,2,2) | x,z € R}

= {z(1,2,0) 4+ 2(0,1,1) | =,z € R}

= Vect{(1,2,0),(0,1,1)}

Donc F' = Vect{(1,2,0),(0,1,1)}. Vérifions a-t-on la famille ((1,2,0),(0,1,1)) est libre ou
non? Soit a, B € R tel que «(1,2,0) + 5(0,1,1) = (0,0,0). Alors (a,2a + ,5) = (0,0,0).

Donc
a=20
20+ =0
f=0

D’ou la famille ((1,2,0), (0,1, 1)) est libre. Par suite ((1,2,0),(0,1,1)) est une base de F. Par
définition la dimension de F' est le cardinal d’une base de F, et comme ((1,2,0),(0,1,1)) est
une base de F',

dim F = Card{(1,2,0),(0,1,1)} = 2.

(ii) Déterminons une base et la dimension G. On a

G = {(6a+0b,8a+2b,—a+ 3b) |a,b € R}
= {(6a,8a,—a) + (b,2b,3b) |a,b € R}
= {a(6,8,—1) +b(1,2,3) |a,b € R}.



(i)

(iv)

Donc ((6,8,—1),(1,2,3)) est une famille génératrice de G. Vérifions est ce que la famille
((6,8,—1), (1 2,3)) est libre ou liée? Soit a, f € R tel que (6,8, —1) + £(1,2,3) = (0,0,0).
Alors

6a+06=0 B = —6a 0

o =
8a+26=0 = (8a—12a=0 :{5—0
—a+36=0 —a—18a =0 B

D’ou la famille ((6,8,—1),(1,2,3)) est libre. Par suite ((6,8,—1),(1,2,3)) est une base de G,
et donc dim G = 2.

Déterminons une base et la dimension F'NG. Soit (z,y,z) € FFNG, alors il existe a, 8,7, € R
tels que

(x,y,2) = a(1,2,0) + 5(0,1,1) et (z,y,2)=~(6,8,—1)+d(1,2,3).

Ce qui implique
a(1,2,0) + B(0,1,1) = (6,8, —1) + 5(1, 2, 3).

Ainsi, nous obtenons le systéme

a—6y—90=0 a—6y—0=0 a—6y—90=0
20+ —8y—-20=0 =< [B+4y=0 — (B+4y=0
B+~v—30=0 B+~v—30=0 —3v—-30 =0.
Donc,
v=-0
b=—-4y=4)
a=6y+d=—-6+0=—50
D’ou

(z,y,2) = (6,8, —1) +6(1,2,3) = —5(6,8,—1) + 6(1,2,3) = 6(—5, —6,4),

et donc FF'N G = Vect{(—5,—6,4)}. Or (=5,—6,4) # (0,0,0), ((—5,—6,4)) est une base de
GNF. Donc dimGNF =1.

Déterminons une base et la dimension F'+G. D’aprés (i) et (ii), on a F' = Vect{(1,2,0),(0,1,1)}
et G = Vect{(6,8,—1),(1,2,3)}. Donc F + G = Vect{(1,2,0),(0,1,1),(6,8,—1),(1,2,3)}.
D’aprés (iii), pour § = 1, on obtient

(1,2,3) = =5(1,2,0) + 4(0,1,1) + (6,8, —1),

donc (1,2,3) € Vect{(1,2,0),(0,1,1), (6,8, —1)}. A1ns1 F+G = Vect{(1,2,0),(0,1,1), (6,8, —1)}.

Soit a, 8,7 € R tel que «(1,2,0)+5(0,1,1)+~(6,8,—1) = (0,0,0). Alors nous avons le systéme
a+6y=0 B=n B=n 7=0
204+ +8y=0 = qa=—067 — (o= —06y —a=0
B—v=0 204+ +8y=0 —12y+v+8y=-3y=0 =0

Donc la famille ((1,2,0),(0,1,1),(6,8,—1)) est libre, par suite c’est une base F' + G. Ainsi
dim(F + G) = 3.

Exercice 8 : Soit 'ensemble F' = {P € C4[X] | P(0) = P'(0) = P'(1) = 0}.



1. Montrer que F est un C-espace vectoriel, et donner une base et la dimension de F'.

2. Montrer que le sous-espace G = Vect{1, X,1 + X + X?} est un supplémentaire de F' dans
C4[X].

Solution :

1. Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de C4[X]. En effet, Oc,(x) € F. Soient o, € C
et P,Q) € I', montrons que aP + (@) € F. En effet, on a

(aP+5Q)(0) = aP(0)+ 5Q(0)
= 0 (car P(0) = Q(0) = 0),

(aP+BQ)'(0) = aP'(0)+BQ'(0)
= 0 (car P'(0) = Q'(0) =0),
et

(P + Q) (1) = aP'(0)+5Q'(1)
= 0, (car P'(1)=0Q'(1)=0).

Donc aP + fQ € F, par suite F' est un sous espace vectoriel de C4[X].
Soit P(X) = ay X* + a3 X? + as X? + a1 X + ag € F. Alors

0=P 0) = Qo CLOZO
OZP,(O):CLl — ale
0= P'(1) =4ay4 + 3az + 2as + a; day + 3az + 2a, = 0
Donc
3
P(X) = a4X4+a3X3+(—2a4—§a3)X2
3
= CL4(X4 - 2X2) + CL3(X3 - §X2)
D’ou F = Vect{X* — 2X? X? — 3X?} Siq,f € C tel que a(X* —2X?) + f(X? — $X?) =,
alors
a=10
p=0
—20 — %6 =0

Ainsi la famille (X*—2X?, X?®—2X?) est libre, par suite ¢’est une base de F, et donc dim F' = 2.

2. Montrons que G = Vect{1, X, 1+ X + X?} est un supplémentaire de F' = Vect{X*—2X? X3 —
3X?} dans C4[X]. Posons B; = (X* —2X?% X3 — 3X?) et By = (1, X,1+ X + X?). Comme
B, et B, sont disjoints, il suffit de montrer que BoUB; = (1, X, 1+ X+ X% X3 -2X2 X4-2X?)
est une base de C4[X]. Remarquons que (1, X, 1+X+X? X3—-2X? X*—2X?) est une famille de
polynomes échelonnés dans Cy[X ], donce d’aprés UExercice 5, (1, X, 1+ X + X2 X? - 32X X*—
2X?) est une base de C4[X].

Exercice 9 : Soit I'espace vectoriel £ = R® muni de la base canonique B = (e, ez, e3) et f
I’endomorphisme de E tel que

fler) =e1—ez, flea) = —e1+2er—e3, f(ez) = —ex+es.



1. Calculer f(z,y,z). Trouver une base et la dimension du noyau ker(f). Compléter cette base
en une base de F.

2. Déterminer rang(f(ey), f(ea), f(e3)). En déduire rang(f). Pouvait-on déduire rang(f) de la
question précédente?

3. Déduire une base et la dimension de I'image Im(f). Compléter cette base en une base de E.
4. Montrer que ker(f) et Im(f) sont supplémentaires.

Solution :
Rappelons qu’une application g entre deux K-espaces vectoriels F, et Ey est dite linéaire, si pour
tous u,v € F et pour tout a € K, on a

glutv)=gu)+gv) et glau)=ag(u).
En particulier si E; = F», 'application linéaire g est dite endomorphisme.

1. (i) Calculons f(x,y,z). Soit (z,y,z) € R® on a (z,y,2) = we; + yes + zes, et comme f est
une application linéaire, on obtient

flz,y,2) = f(zer +yes + zes)
= [flzer) + [(ye2) + f(ze3)
= xf(e1) +yf(e2) + 2f(e3)
= x(e1 —e2) +y(—er +2ey —e3) + z(—ez + e3)
= (z—yle+ (—z+2y—z)ea+ (—y+ 2)es.

Dou f(z,y,2) = (x —y,—x 4+ 2y — z, —y + 2).
(ii) Déterminons une base et la dimension du ker f. Rappelons que
ker(f) = {(z,y,2) €R*| f(z,y,2) = (0,0,0)}.
Soit, (z,y,2) € R3, alors

(z,y,2) € ker(f) (z,y,2) € R®et f(x,y,2) = (0,0,0)

<
— (2,9,2) €ER’et(z —y,—x +2y — 2z, —y +2) = (0,0,0)

r—y=20
— (1,y,2) ER’et { —x4+2y—2=10
—y+2z=0
— (1,y,2) €ER®et {x:y
y==z

— (n,y,2) ERetr=y==z

Donc ker f = Vect{(1,1,1)}, et comme (1,1,1) # (0,0,0), la famille ((1,1,1)) est une
base de ker f, et donc dim(ker f) = 1.

(iii) Rappelons le théoréme de la base incompléte, " Soit F' un espace vectoriel de dimension
finie n. Si £ = {vy,---,v,} est une famille libre de F' avec p < n, alors on peut la
compléter en une base B = {vy, v, ,Up, Upt1, -+ , U} de F. "

Complétons la base {(1,1,1)} en une base de R3. Posons w = (1,1,1), comme dim R? = 3,
d’aprés le théoréme de la base incompléte, il existe deux vecteurs u et v tels que (w,u,v)
soit une base R®. Le choix des vecteurs u et v se fait de la maniére suivante:



i. u & Vect{w}
ii. v ¢ Vect{w,u}.

On peut faire appelle & la base canonique (ey, €2, e3) de R® pour le choix de u et v. On a
er & Vect{w = (1,1,1)} et ex & Vect{e;, w}. Ainsi la famille (w, e, e2) est une base de E.

2. On rappelle que le rang d’une famille de vecteurs {uy, ug, -+, u,} est donné par
rang({uy, ug, - -+ ,u,}) = dim Vect{uy, us, - -+ , u, }.
(i) Déterminons le rang(f(e1), f(ea), f(ez)). On a

f(el) = €1 — €2 = (]_, —]_70)

f(@g) = —e + 262 — €3 = (—1, 2, —1)
fles) = —ea+e3=(0,-1,1).
Veérifions est ce que la famille (f(e1), f(e2), f(es)) est libre ou non? Soit a, 3,7 € R tel
que
af(er) + Bf(e2) +7f(es) = (0,0,0).
Alors
a(l,-1,0) + 5(=1,2, 1) + 7(0,-1,1) = (0,0,0),
Ce qui implique
a—p=0
—a+28—-v=0
—B+7=0

Dot @ = f = 7, et donc la famille (f(e1), f(e2), f(e3)) est lice. Ainsi, pour a = 1
on obtient f(e1) = — f(es) — f(es), et donc Vect(f(e1), f(e2), f(es)) = Vect(f(ea), f(es)).
Vérifions a-t-on la famille (f(es), f(e3)) est libre ou non? Soit «, 5 € R, si af(es) +
Bf(es) =0, alors (—a,2a, —a) + (0, =3, 8) = (0,0,0). On obtient le systéme

bl

—a=0
20— =0
—a+p3=0

et donc @ = B = 0. Ce qui montre que la famille (f(e2), f(e3)) est libre, par suite c¢’est
une base de Vect(f(ea), f(e3)). Ainsi rang(f(e1), f(e2), f(e3)) = 2.

(ii) Déduisons le rangf. On a, par définition rangf = dimImf. Comme (f(ey), f(ea), f(e3)
est une famille génératrice de Im f, ’assertion (i) montre que rang(f(e1), f(ea), f(es))
et donc rangf = 2.

)
2
(iii) Déduisons le rang de f via la question 1. Du fait que R3 est un espace vectoriel de
dimension finie, le théoréme de rang (voir le cours Théoréme 2.5.1) montre que
dimImf =dim F — dimker f =3 —1 =2,
puisque dim ker f = 1.

3. Déduirons une base de Imf. D’aprés la question 2, la famille (f(e2), f(e3)) est une base de
Imf.
Complétons (f(ez), f(e3)) en une base de R®. On a la famille (f(es), f(e3)) est libre, puisque



c’est une base de Imf, et comme dimR3 = 3, le théoréme de la base incompléte assure
I'existence d’un vecteur u tel que la famille (f(es), f(e3),u) soit une base de R3. Comme
(f(ea), f(e3)) est libre et ey & Vect(f(ea, f(e3))), la famille (e, f(e1), f(ea)) est libre. Par suite
(e1, f(e1), f(e2)) c’est une base de R3.

4. Montrons que R? = ker f @ Imf. On a d’aprés les questions précédentes
ker f = Vect((1,1,1)) et Imf = Vect((1,—-1,0),(0,—1,1)).

Comme les familles B; = ((1,1,1)) et By = ((1,—1,0),(0,—1,1)) sont disjoint, il suffit de
montrer que B; U By est une base de R3. En effet, soit a, 8,7 € R tel que

Oé(]_, ]-7 1) + 6(]—7 _]-’0) + 7(07 _17 ]-) = (07 070)

On obtient le systéme

a+p3=0 f=—« a=0
a+v=0 at+a+a=0 v=0

Donc la famille B; U By = ((1,1,1),(1,—1,0),(0,—1,1)) est libre. Par suite c¢’est une base de
R3, puisque dimR? = 3 = Card(B; U By).

Exercice 10 : Soit f: C? — C? définie par f(z,y) = 3z — iy, z + 2y).
Montrer que f est un automorphisme de C? et déterminer son automorphisme réciproque.

Solution : On rappel quun automorphisme sur un espace vectoriel E est un endomorphisme
bijectif.

Montrons que f est une application linéaire. En effet, soient o, 8 € C et v = (z,y),u = (2/,y') € C*
On a

flau+pv) = flafz,y) + B, y))
= flax+ B2, ay + By')
= (3(az + p2') —ilay + BY), ax + Bz’ + 2(ay + BY))
= (Bax —iay, ar + 2ay) + (302" — By, Bx' + 28Y")
= a3z —iy,x+2y)+ 832" — iy, 2" + 2¢)
= af(z,y)+Bf(y)
= af(u)+Bf(v).
D’ou l'application f est linéaire.
Montrons que f est bijective. Du fait que C? est un espace vectoriel de dimension finie, il suffit de

montrer que f est injective (voir le cours Corollaire 2.5.10 ), et comme f est linéaire, il suffit de
montrer que ker f = {0}. En effet
(z,y) Eker f <= (z,y) € C*et f(z,y) = (0,0)
< (1,y) € C*et (32 —iy,x + 2y) = (0,0)
3r—iy=0
& (1,y) € C*et o
r+2y=0
9 T =2y
— (z,y) € Coet .
—6y —iy =0

= (z,9) =(0,0)



D’ott ker f = {Ocz}. On en déduit que f est un automorphisme.
Déterminons I'automorphisme réciproque de f. Soient (a,b), (z,y) € C? tels que f(z,y) = (a,b);

3z — iy, + 2y) = (a,b).

On obtient le systéme

a—3b
3r—iy=a —iy — 6y =a —3b N
_ e _ e a—3b
r+2y==> r+2y=> r=b+2
1+ 6

FYab) = (b+2“_3b a_?’b).

it6’ i+6

Exercice 11 : Soit f € L(R") tel que f2 — 3f + Idg» = 0.

1. Montrer que f est un automorphisme et déterminer f=! en fonction de f et Idgs.
2. Existe-t-il v € R™ tel que f(v) = 207
Solution :

1. (a) Montrons que f est un automorphisme. En effet, il suffit de montrer que f est injectif (ou
surjectif)., puisque R™ est un espace vectoriel de dimension finie. Soit v € ker f, on a

(f? =3f +1den)(v) = f*(v) =3f(v) +v
= f(f(v)) =3f(v) +v
= v, (car f(v) =0),
et comme
f2=3f+Idge =0

on obtient v = 0. Donc ker f = {Og»}, d’ott f est un endomorphisme injectif. Par suite f
est un automorphisme.

(b) Déterminons f~! en fonction de f et Idg«. La relation
f2=3f+1Idgn =0

entraine

D7Oﬂ f_l = —f + 3.Ian.

2. Supposons qu'il existe v € R" tel que f(v) = 2v. Donc
flo)y=20 = [ (f(v))=f (2v)

— v=2f1v

< v=2(—f+3Idgn)(v), (car f~'=—f+3.Idgn)
— v=—-2f(v)+ 6.Idgn(v)

— v=-2(20)+6v

— v=—4v+6v

<~ v=0

D’ou le seul vecteur qui satisfait f(v) = 2v est le vecteur nul.



Exercice 12 : Soit f € L(E). Montrer que:

L. ker(f*) C ker(f**1) et Im(f**) C Im(f*) Vk € N,
2. ker(f) = ker(f?) < Im(f) Nker(f) = {0g}.
Solution :

1. (a) Montrons que ker(f*) C ker(f*™!). Soit z € ker(f*), donc f*(x) = 0. Par suite

F @) = F(f0)) = £(0) =0,

et donc z € ker(f*1). D’ou ker(f*) C ker(f**1).
(b) Montrons que Im(f*1) C Im(f*). Soit z € Im(f*™!), donc il existe y € E tel que

fE¥1(y) = x. Par suite x = f*(f(y)), et comme f est un endomorphisme de E, f(y) € E,
= f*(f(y)) € Im(f*). Dot Im(f*1) C Im(f*).

2. Montrons I'équivalence ker(f) = ker(f?) <= Im(f) Nker(f) = {0g}. Supposons que ker(f) =
ker(f?) et montrons que Im(f) Nker(f) = {0g}. En effet, soit x € F, alors

r€Im(f)Nnker(f) < zelmf et z€ker(f)
< dyecFE flyy=x et f(x)=0.

Dou f2(y) = f(z) = 0; y € ker(f?), et comme ker(f) = ker(f?), y € ker f. Par suite
x = f(y) =0. D’ou Im(f) Nker(f) ={0g}.

Inversement, supposons que Im(f) Nker(f) = {0g} et montrons que ker(f) = ker(f?). Soit
x € ker(f?), alors f(f(z)) = 0. Donc f(z) € Im(f) Nker(f), et comme Im(f) Nker(f) = {0z},
on obtient f(x) = 0. Par suite x € ker(f). D’ou ker(f?) C ker(f), et d’aprés la question 1 on
a ker(f) C ker(f?), d’ou ker(f?) = ker(f).

Exercice 13 : Soient les sous-espaces supplémentaires F et G de E = R? traités dans I'exercice
6. Soit p € L(FE) la projection sur F' parallélement & G et s € L(FE) la symétrie par rapport & F et
parallélement a G. Calculer p(x,y, 2) et s(x,y, z). Rappeler et vérifier la formule entre p et s.

Solution : Soient Fy et F, deux sous espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. Rappelons que
tout vecteur z € F} @ F, posséde une unique décomposition sous la forme z = x1 + x4, avec x1 € F}
et 9 € Fy, que la projection sur I} parallélement a Fy est 'application linéaire

p1: Fl@FQ E—d Fl@FQ
T+ T2 —_— xy.

En particulier, si By = (uq,uq, - ,u,) est une base de Fy et By = (v1,vq,- -+ ,v,) une base de F
alors
pi(w) =u; et pi(v;) =0 V(i,5) €{l,---,p} x{1,---,q}.

1. Calculons p(z,y,z). En effet, on a

p(xv Y, Z) = p(fEGl + Yyeo + 263)
= ap(e1) + yp(e2) + zp(es),



ol (e, e, e3) est la base canonique de R3. Donc pour calculer p(z,y,z) il suffit de calculer
pler),p(es) et p(es). D’aprés I'Exercice 6, By = ((1,1,0),(—1,0,1)) est une base de F et
By = ((1,1,—1)) est une base de G, et donc

p(1,1,0) = (1,1,0) pler +e) = e+ e pler) +plez) = e1 + ez
( 1 0 1) ( 1, 0, 1) < p(—@l + 63) = —e1 +e3 < —p(el) +p(€3) = —e1 +e3
( )17_1) (07070) p(€1+€2_€3)20 p(€1)+p(62>_p(63):0
pler) +plez) = e1 +eo ples) = —er +e3 ples) = —e1 + e3
< (ple2) = —e1 +e3 < qpler) =er +exa—plea) = (pler) =2e +ey—es
p(e1) +ple2) — ples) =0 p(es) = p(e1) + p(e2) ples) = e1 + e
Donc
p(x,y,2) = xpler) +yples) + zp(es)
= x(2e; +ey —e3) +y(—er +e3) + z(er +e2)
= 2e—y+2)e1+ (r+2)ea+ (—x +y)es
D’ou

p(.ﬁlﬁ,y,Z): (2$C—y+2,x+2,—1:+y)

. Calculons s(z,y,z). On a s est la projection sur G parallélement & F'. Le méme raisonnement
au dessus donne

s(1,1,0) = (0,0,0) s(er) +s(e2) =0
s(—1,0,1) = (0,0,0) <= { —s(e1) +s(e3) =0
s(1,1,-1)=(1,1,-1) s(er) + s(ez) — s(e3) = e; + e — e3
8(61) +S(62> =0 S<€2) =e1+ 62— €3
< ( s(es) =e;+ ey —e3 > { s(e;) = —s(eq)
s(e1) + s(eg) — s(ez) = e1 + ey —e3 s(ez) = —ep — es + ez + s(er) + s(ea)
s(ea) = ep +eg — e3
=  s(e1) = —e; —eg + €3
s(ez) = —ep —eg + €3
Donc
s(x,y,z) = ws(er) +ys(es) + zs(es)
= x(—e1 —eate3)+yler +ex —e3) + z(—ep —ea + €3)
= (—z4+y—2)e+(—x+y—2)ea+ (x —y+ 2)es
D’ou

s(r,y,z)=(—x4+y—z,—x+y—z,2—y+2).

. Rappelons et vérifions la formule entre p et s. On rappelle que p+ s = Id. Pour tout (z,y, 2) €
R3, on a
(p+8)(z,y,2) = pla,y,2)+s(x,y,2)
= (z,9,2).

Donc p + s = Id.



Exercice 14 : Montrer qu’il existe une application linéaire unique f de R* dans R? telle que :

f(1,0,0) =(0,1), f(1,1,0)=(1,0), f(1,1,1)=(1,1)
Calculer f(z,y,z). Déterminer le noyau et I'image de f.
Solution :

1. L’existence et l'unicité de f. Il suffit de montrer que B = ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) est une
base de R3 (voir le cours Théoréme 2.3.1).
Montrons que B est une base de R3. Soit «, 3, € R tel que

a(1,0,0) + B(1,1,0) + v(1,1,1) = (0,0, 0),

alors
a+pB+v=0 ~v=0
B+~v=0 = (6=0
v=0 a=0

Donc la famille B = ((1,0,0), (1,1,0),(1,1,1)) est libre, et comme dimR?* = 3 = Card(B), on
en déduit que B = ((1,0,0), (1,1,0), (1,1 1)) est une base de R3.

2. Calculons f(z,y,z). Soient (ey,es,e3) et (e, €)) les bases canoniques de R? et R? respective-
ment. On a

f(1,0,0) =(0,1), f(1,1,0) =(1,0), f(1,1,1)=(1,1)

Alors
fler) =€ fler) =€
fler+e2) =€} — 4 fler) + fle2) =€)
flen+ex+eg) =e) +é fler) + flea) + fles) = ey + €5
fler) = e
> flex) =€y — fler) = €] — e
fles) =€) + ey — (fler) + flez)) = ey
Donc
flx,y,2) = f(rer +yes + 2ze3)
= xf(e1) +yflea) + zf(es)
= zey+y(e] — eh) + zé)
= yey +(z —y+2)ey
D’ou

f(fl:,y,z) = (yvx —y—|—2’)
3. Déterminons le noyau de f. Soit (z,y,2) € R3 on a

(x,y,z) €ker f «<— f(z,y,2)=(0,0)
= (y,x—y+2)=(0,0)
— y=0 e z—y+2=0
<— y=0 et z=—x



Donc

ker f = {(z,y,2) €R*|y=0et z=—zx}
= {(z,0,—2) |z € R}
= {z(1,0,—-1) |z € R}

D’ou
ker f = Vect((1,0,—1)).

4. Déterminons I'image de f. On a

Imf = Vect(f(e1), f(e2), f(es))

= Vect((0,1), (1, —1’)7 (0,1))
= Vect((0,1),(1,-1)) = R?
D’ou
Imf =R

Exercice 15 :
Soit f I'application de Ro[X] dans R? définie par f(P) = (P(0), P'(1), P”(2)). Montrer que f
est linéaire et déterminer ker f. Est-il un isomorphisme? Si oui, donner son morphisme réciproque.

Solution :

1. Montrons que f est une application linéaire. Soient o, 5 € R et P,@Q € Ry[X]. On a

flaP+5Q) = ((aP+BQ)0), (aP + BQ)(1), (aP + 5Q)"(2))

= (aP(0) + BQ(0),aP’(1) + BQ'(1),aP"(2) + BQ"(2))
(aP(0),aP'(1),aP"(2)) + (8Q(0), BQ'(1), Q" (2))

= «a(P(0), P'(1), P"(2)) + 8(Q(0), Q'(1),Q"(2))

= af(P)+B8f(Q)

donc f est linéaire.
2. Déterminons le noyau de f. Soit P(X) = axs X% + a; X + ag € Ry[X], alors

Pekerf < f(P)=1(0,0,0)
— (P(0)7 /(1)7PH(2)) = (0’ 070)

D’ou kerf = {0[@2[)(}}.



3. L’application f est un isomorphisme, car dim Ry[X] = 3 = dimR? et f est injective, d’aprés la
question précédente.

4. Calculons le morphisme réciproque de f. Ceci est équivalent & construire pour tout (z,y,z) €

R3 un polynéme dans Ry[X] qui a pour image par f, (z,y,z). En effet, soit (z,y,2) € R et
soit P(X) = aaX? + a1 X + ag € Ro[X] tels que f(P) = (0,0,0). Donc

P(0) ==z ap = ag = x
Pl)=y <<= {a+2a=y <<= a=y—2=2
P'(2) ==z 2a9 = 2 ay =3

D’ou p;
fz,y,2) = §X2 +(y—2)X + x.



