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Chapitre 1

Interpolation et approximation

1 Position du probléme

BEtant donné n + 1 valeurs de R, f; pourj =0,....,n
aux noeuds ¢, = 0,....... nty <t <ty <...<t,
Le principal objectif de I'interpolation est de chercher
un polynéme P de degré n > 0, tel que

P(t;)=f; pour 0<j5<n (1.1)
Une maniére simple de résoudre ce probléme est
d’écrire:

P(t) = ag + ait + ast® + - - - + a,t" (1.2)

ol ag, ai, . . ., a, sont des coeflicients qui devront étre
déterminés (évidement, si les coefficients a;, 0 < 5 <
n sont connus alors le polynéme P est aussi connu).
Les (n + 1) relations (1.1) s’écrivent alors:



ao—l—altj+a2t?-|—° . '—I-Clnt? = fj 0 S ] S n (13)

Les relations (1.3) forment un systéme de (n + 1)
équation a (n+1) inconnues (ag, a1, . . ., a,) qui peut
étre écrit sous la forme matricielle suivante:

>
Tn_|_1 a — f (14)
ou T+ la (n+1) x (n+1) matrice définie par
(1 to t3 - 8\
1ty t5 - 1f

Thoi=| 1ty t5 - t4

%
et @ et f sont les (n+ 1) vecteurs colonnes

%) _ﬁ—
R a1 s J1
a= a9 f: fg
| A | o

Définition 1.1. La matrice T}, est appelée matrice
de Vandermonde associée aux points ty,t1,ts, ..., t,.



On peut montrer par récurrence que
det Tn+1 — H (tj — ti)
0<i<5<n

Du fait que tp < t1 < to < ... < t,, le déterminant

de 1)1 est non nul, alors 7),,1 est inversible et par
%

suite il existe un unique vecteur a vérifiant (1.4)

La résolution de notre systéme linéaire, par inversion
de la matrice T}, 1 ou par substitution dans les équa-
tions, lorsque n est grand, est une tache trés pénible.
Dans la suite nous allons présenter une méthode plus
astucieuse pour construire 'unique polynéme P qui
vérifie

P(t;)=f; pour 0<j<n.

2 Base de Lagrange

On pose P(t) = Z Li(t) fr ou
k=0

t — L (t) la fonction définie par:
e [; est un polyndome de degré n,
o Li(t;) =0 pour0<j<met0<k<n

® 05 le symbole de Kronecker définie par dy; = 1 si
k=7jet0sik+#j.



Nous avons donc:

Li(t) = C(t—to)(t—t1)....(t—tp_1)(t—tgs1).....(t—t,)
et comme Lg(t;) = 1 donc

1
C =
H(tk — ;)
ik
et donc
Li(t) = (t —t0)(t — t1) oo (t — 1) (£ — 1) ennn(t — t)

T (b —to) (e — 1)t — to )t — tret) et — £0)

_ ﬁ (t—t)
o (T — 1)
ik
Les polynémes Lg, Lq,.., L, sont linéairement in-
dépendants: En effet si a; € R pour 2 = 0,1, ...n tel
n

que 0 =) «a;L;(t) WVt e R, alors nous obtenons:
j=0

n n

0 :Z Oéij(?fk> :Z ozjéjk — L, Vk € {0, 1, cees n} .
7=0 J=0

Notons P, l'espace vectoriel formé par tous les

polynémes de degré inférieur ot égal a n

P, = {P polynome / degP <n},
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qui est un espace vectoriel de dimension (n +
1) (dimP,, = n+1) et que sa base canonique est don-
née par 1,¢,¢%, ..., " Le fait que Ly, L1, ..., L,, soient
des polynémes de degré n linéairement indépendants
montre que ces derniers forment aussi une base de
P,,, ainsi nous adopterons la définition suivante:

Définition 2.1. Nous dirons que Ly, Ly, ..., L, est
la base de Lagrange de P,, associée aux points
Lo, t1, ..., Up.

Exemple 2.1. Prenonsn = 2,tg = —1,t1 = 0,1y =
1

La base de Lagrange de Py associée auxr points
—1, 0 et 1 est formée par les polynomes Ly, L1, Loy
définis par

=)t —ts) 1 o

Lol®) = G — g~ 3~ Dt =5t — 5t
(15
Ly = Lm0 g gy

(t1 — to)(t1 — t2)
1.6)

Ly(t) = éz:g&_fii) :%(tﬂ)t (1.7)
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2-1 Interpolation de Lagrange

Revenons au probléme (1.1) qui consiste a chercher
un polynoéome p de degré n qui prend des valeurs
données fy, fi,...., fn en des points distincts donnés
to, t1s ooty

Soit {Lg, L1, ...., L, } la base de Lagrange de P, as-
sociée aux points tg, tq,...,t,. Alors le polynéme p
cherché est défini par:

p(t) = foLo(t) + ... 4+ fuLn(t) :Z fiLi(t) (1.8)

Il est clair que p € P,,. D’autre part, si nous utilisons
les propriétés des polynémes L, nous avons pour k =
0,1,2,...,n:

p<t/€> :Z ijj(tk> :Z fj5jk = fi (1.9)

qui est bien la relation (1.1).

Il est important de remarquer que nous avons con-
struit explicitement une solution du probléme (1.1) et
ceci pour n’importe quelles valeurs fy, fi,..., f, don-
nées. La solution (1.8) du probléme (1.1) est unique
car les (L;)7_, forment une base de IP,.
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Exemple 2.2. Trouver un polyndéme de degré deux
qui en

to = —1 vaut fo =8, enty = 0 vaut f1 = 3 et en
to = 1 vaut fy = 6.

D’aprés ce qui précede, nous avons p(t) = 8Ly(t) +
3L1(t) + 6Ls(t) ou Lo, Ly et Lo sont donnés par
(1.5) — (1.7). Nous obtenons donc

1 1 1 1
£) = S(=t? — —t) +3(1 — t?) + 6(=t> + =t
p(t) (2 2)+( )+(2 +2)
p(t) = 4t* —t +3

2-2 Interpolation d’une fonction continue par un polynéme

Soit f une fonction f : R —— R continue donnée et
S0it tg, t1, ..., tn, (n 4+ 1) points distincts donnés.
Nous cherchons maintenant a interpoler f par un
polynome p de degré n aux points t;, 0 < j < n,
c’est a dire nous cherchons un polynéme p de degré
n tel que

p(tj) = f(tj), 0<j<n (1.10)
Si f(t) est donnée, alors en posant
fi=f(t;),0 <j <netensuivant ce qui est fait au
paragraphe (1.3), nous obtenons



p(t) =>_ [fiLi(t) ou les L;;0 < 5 < n, for-
=0

ment la base de Lagrange de IP,, associée aux points
to, t1, .., tn. La solution du probléme (1.10) est donc
définie par

b)) =" fL0) YieR (L)

Définition 2.2. On dira que le polynome p définie
par (1.11) est linterpolant de f de degré n auz points
to, b1y oot

Exemple 2.3. Soit f la fonction définie par
f(t) = €. Trouver Uinterpolant de [ de degré 2 auzx
points —1, 0 et 1.

Si nous reprenons la formule (1.11), nous avons

p(t) = 6_1L0<t> + GOLl(t> + 6L2(t> Ol\l7 Lo, Ll, L2
sont donnés par (1.5), (1.6) et (1.7). Ainsi donc nous
obtenons

11 1 1 1
H) = Z(Zt2 — 2t 1 —¢2 "
) = g =g+ (L= ) el 50
& (&
) = (— =14+ 4+ (== )t+1
pit) = (- =150+ 5 —5)t+
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Un exemple d’interpolation en dimension 2

Connaissant la température T d’une plaque mé-
talique aux noeuds (z;,y;)i j=o0..n. Si on note Tj; la
température au noeud (x;,y;), on fixe y; et on définit

37 y] Z L sz — f]
Le polynome de Lagrange global est:

= ZL Lj(x)T;

Jj=0

S

3 Le polyndme d’interpolation de Newton

3-1 Différences divisées

Soit y(x) une fonction numérique définie sur une par-
tie D de R. Soit zy et 21 deux éléments de D tel que:

vo<z1 et ylwo) =y , ylx1) =m

La différence divisée premiére entre x et x1 est égale
a

Y1 — Yo

X1 — X

y(ﬂfo, 331) —

11



Plus généralement si g < 1 < 19 < ... < x,, sont
des points de D alors la différence divisée premiére
entre x; et r; = x;41 est:

Yi — Y

i
P— (J=1+1)

?J(xiv xj) —

Une différence seconde est définie par:

y<371: $2> — y(%,fl)

y(x()) xl, [IJ2> —
o — T
X3, T4) — Y(T2 T
(i, vy, 3y) = LT TY) = Y(T2Ty)
Ty — T2
y<xi7 xi—i—l) x@'+2> — y<$i+17 xi_|_2) T y(‘rly xi+1)
Ti+2 — Lj
y(‘TO? L1y - 73771) — y<$17 12 73:”’) _ y(CCQ, L1y - - 7xn—1>
Ty — T

est une différence d’ordre n.
Une table de différences est une représentation trés
commode de celle-ci. Par exemple pour une suite
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(xo, 1, T2, T3, T4) ON a la table diagonale suivante:

Lk Yk
Lo Yo
9(3707371)
T1 Y1 (o, T1, T2)
?J(flﬁuil?z) Y(zo, 21, T2, T3)
L2 Y2 Y(z1, T2, T3) Y(zo, 21, T2, T3,
y(iﬁz,flfs) y($1,$2,$3,$4)
L3 Y3 y(@,ﬂ?s,m)
y<I37I4>
L4 Y4

Exemple 3.1. Cualculons les différences divisées rel-
atives aux valeurs des y données par les tableau:

T Yk
0 1
LTk Yk
0 1 | 0
1 1 La solution est : 1
2 2 1 2
2 2
4 5 L 5
3 6
4 5 2
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3-2 Polynéme d’interpolation de Newton:

Théoréme 3.1. : Soit y une fonction numérique
définie sur une partie D de R. Soient xg, x1,...,x,
des points de D tels que: y(xp) = yr. Alors le
polyndéme:

P(x) = yo+ (v — x0)y(wo, 71) + (¥ — 20) (7 — 71)y(T0, T1, T2,
+(x — xp)(x — 1) (T — 22)y(T0, X1, T2, T3)
+-o+(r—z)(xr— 1) ... (. — 1)y (20, 1.1

est un polynome d’interpolation ¢’est 4 dire: P(xy) =
kak:O,...,n.

Preuve:

[l est facile de montrer que (eg,eq,...,e,) est une
base de P, (ensemble des polynémes de degré n) ou
ep=1,e1=(x—xp),e0=(x—x0)(x—21),...,65 =

(x —zo)(x —x1) ... (x — 2py_q)

Pour n= 1 (étant donné les deux points xg,x1)
on a Ly
1 — Yo
P(z) =yo + (z — z0)
1 — Xy
Pour 3points ( n = 2)l'idéee est de construire un

polyndéme de degré 2 qui ne change pas les valeurs
Yo, Y1 et qui passe en plus par y9 donc de la forme:

vérifiée.
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Y1 — Yo

P(x) = -
(@) = o+ (o — ) =

+ a(x — xo)(x — 271)
et P(x2) = ys
On obtient donc

y[x())xl] - y[%,ﬂ?ﬂ
a = — y[fl?(),flfl,ZEQ]
o — X2

(En effet a(xy — 20)(z2 — 21) = P(22) — 90 — (22 —
Z0)y|zo, 1]

= Yo — Y1+ Y1 — Yo — (T2 — Zo)y[xo, 71

=Y2—U +y[l’o, SU1]($1 —330) — (5132 —:l:o)y[xo, :cl] donc
= Y2 — Y1 + ylxo, 11](x1 — T2)

a(xy — xg) = y|x1, x2] — ylwo, 1] soit le résultat)
Dans le cas général nous supposons que:

Py(x) = yo + (2 — zo)ylzo, 21] + (2 — mo)(x — 21)y(20, 71, 2]
+-o o+ (r—xp)(x — 1) .. (T — Tp_2)Y|T0, T1ee e Tpp_1]

est le polyndme de Newton qui interpole les données

P est donc de la forme:
P(x) = P(x)+alx — zo)(x — 1) ... (x — xy_1)
a est tel que P(x,) =y,

15



L'idée d’ Aitken-Neville est de considérer aussi le
polyndéme de degré n-1 P, qui passe par les points
(xz'ayz'>z’:1 ..... n

Py(x) = y1 + (z — z1)ylzs, 2o) + (2 — 21) (2 — 22)y(21, T2, 2]
+-ot(x—x)(r—22) ... (T — Tp1)y[T1, ..., T

On pose ensuite

P(2) = —— ({2, — 2)Po(z) + (& — ) Pofx))

Tpn — Xy

qui vérifie bien P(x;) = y; pour i =0, ....,n
En considérant le coefficient de a,, dans la dérniére
équation on obtient:

= YlTo, Ty e, T Y1, X0, -, T

a= = yl|xo, 1, ...., Ty
LTn — X0

4 Erreur d’interpolation

E(r) = f(x) — Pu()

Théoréme 4.1. Si la fonction f est (n+1) fois con-
tindment dérivable sur |a, b|,

{x;/i=0,1,--- ;n} C la,b], pour tout x € |a,b|, il
existe (. contenu dans le plus petit fermé contenant
Ty, L1, , Tn_1, Ty et x (Imin(z, zq), max(x, x,)] tel

16



n

Preuve:

On a f(x;) = Py(z;) Vi=0,1,--- n.

Soit x € [a,b], x fixé /x££ 2, Vi=0,1,--- ,n. On
définit la fonction

F(t) = f(t) = Pa(t) —

La fonction F' est (n + 1) fois continiiment dérivable
(méme régularité que f)

s1t = XLy
Fla) = fla) ~ Pn@g—f (f”)ﬂzx];"(x)w —0,¥i=0,1,--
Sit = x alors ! !

F(z) = f(z) — Py(z) — flw) — B ”(f”)m) —0.

()
La fonction F' admet au moins (n + 2) racines réelles
distinctes xg, x1, -+ ,Tp_1, T, €t x. Supposons par
exemple x €|x1, To|

Puisque la fonction F' est continue sur |xg, 1], dériv-
able sur |xg,x1| et F(xg) = F(x1) = 0 alors le
théoréme de Rolle nous fournit 'existence d’un point

17



o € |xg, x1] tel que F'(Ag) = 0. de méme \| € |xy, 7]
tel que F'(A1) = 0.-- Ay € |x, 29[ tel que F'(Ay) = 0.
co Ay € |xn_q, x| tel que F'(N,) = 0.

Par suite, F" admet au moins (n + 1) racines réelles
distinctes ainsi, on montre que F"*D admet au
moins une racine notée ¢, i.e F"*Y (¢, ) = 0. Nous
avons

FU() = fr () — 0 — f<x>7r_(x€jn<x> (n+1)!

En remplacant ¢ par (, dans la relation ci dessus nous
concluons que

1
. . - (n+1)
E(@) = f(x) = Pa) = cmgyrml@) £ (G
Corollaire 4.1. Si f est (n + 1) fois contindment
dériwable alors

()] (b — a)”+1
Elr)| < 2 o< ;
B(z)] < (n+1)! = (n+1)! +
avec My, 11 = sup ‘f(”ﬂ)(@ )

[a,b]
5 Interpolation d’Hermite

Soit f une fonction définie sur |a, b] et (x;)o<ij<n une
subdivision de [a, 0] telle que f(x;) et f'(x;) sont con-
nues Vi = 0,n, on utilise l'interpolation d’Hermite

18



qui consiste a trouver un polynome P(x) tel que

P(x;) = f(x;) et f;'(l’z') = f'(x;) )
On pose P(z) =Y _ ¢i(x)f(a;) + Z%(@f’(ﬂ?z‘) ou

i=0
di(x); Yi(x) 5 = 0,....n sont les polyndmes
d’Hermite qui ont la proporiété suivante :

pour 2,7 =0, ...... N
On montre que ces polynomes constituent une base
de l'espace Py, 1 et sont donnés par:

¢j(x) =[1 =2z — ;) Li(x;)]Li(x)
i(x) = (v —x;)Li(x)

Pouri,7 = 0,----,nou L; est le polynéome de lagrange
de degré n aux points x; : Li(x;) = ;.

5-1 Erreur d’interpolation

B(z) = f(x) — Pla)

Théoréme 5.1. Si la fonction f est (2n + 2) fois
contindment dérivable sur |a,b],

{x;/i=0,1,--- ., n} C la,b], pour tout x € |a,b], il
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existe A, contenu dans le plus petit fermé contenant

Lo, L1, yLn—1,Ln tel que

1 n
Be) = g0 o) = [ (e
Preuve:

Ona f(x;) = P(x;) Vi=0,1,--- n.
Soit x € [a,b], x fixé /x££ 2, Vi=0,1,--- ,n. On
définit la fonction

P = (1) = () = = n(h)

La fonction F' est (2n+2) fois contintiment dérivable
(méme régularité que f)
s1t = X;

F(x;) = f(x;) ;P%_f (ﬁ(—@f (l")w(xi)? =0,Vi=0,1,--

La fonction F' admet au moins (n + 2) racines réelles
distinctes

alors d aprés le théoréme de Rolle F’ admet au moins
(n + 1) racines réelles distinctes dans les ouverts

20



]xia xi—l—l[ ou ]ZC, xl[ ou ]xiy .fl?[ en plUS

flz) = P<x>7r(/t)2 —0,¥i=0,1,--

F/<QZZ) — f/<332) — Pl(fbil_

~~ T(T)? =~
=0 t=x;
=0

c.a.d. I" admet 2n+2 racines distinctes d’aprés Rolle
F" admet 2n + 1 racines et ainsi de suite on montre

que F®+2) admet au moins une racine notée A, i.e
Fn+2)()\,) = 0. Nous avons
— P(z)
(1) = FO L en+)

En remplacant ¢ par A\, dans la relation ci dessus
nous concluons que

E(x) = f(z) — P(e) = —

(2n + 2)!”2<x)f )

On peut déduire de ce résultat que le polynome
d’'Hermite donné ci dessus est unique.
Sinon soit P et Py deux polyndomes de degré 2n + 1
vérifiant Py(z;) = f(x;), Pl(x;) = f'(z;) de méme
pour Py Py(x;) = f(x;) et Py(x;) = f'(x;) et donc
Pi(z;) = Py(x;) et P{(z;) = Pj(x;) ainsi Py est un
polynome d ’interpolation d "Hermite associé a P, et
d "aprés le théoréeme précédent pour tout x € |a, b] il
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existe A\, €|a, b| tel que

E(x) = f(z)—Plx) = —

(2n 4 2)

D’otl I'unicité du polynome d 'Hermite.

!72(:,;)132(2”+2><Ax> =0

6 Splines cubiques

Soient a = g < 1 < ... < x, = b des points
qui divisent l'intervalle I = [a,b] dans une réunion
d’'intervalles I; = |2, x;41].

Définition 6.1. On appelle spline cubique interpolant
f une fonction s3 qui satisfait

1. s3/1; € Ps pour tout 7 = 0,...,n — 1, P3 étant
'ensemble des polyndmes de degré 3.

2. s3(x;) = f(xj) pour j=0,...,n.
3. 83 € 02([a, b])

Cela revient a vérifier les conditions suivantes (on
indique par 53(:15]_) la limite a gauche de s3 pour x;
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et par s3(x;) la limite a droite ):

s3(z;) = flx;)  pourtout 1<j<n-—1
s3(v)) = f(xz;)  pourtout 1 <j<n-—1
ss(zo) = f(xo)
slzn) = flz)
sy(w;) = sy(x))  pourtout 1 <j<n—1
ss(zy) = sz(w))  pourtout 1 <j<n-—1

On a 4n — 2 conditions et 4n inconnues (les 4 coef-
ficients des polynomes s3, I, sur chaque I;) on rajoute
alors 2 conditions supplémentaires a vérifier:

Sad) =0 et shlay) =0

Avec ces conditions la spline est complétement déter-
minée et s’appelle spline naturelle.

7 Approximation: Approximation par la méthode des moin-
dres carrées

7-1 Introduction

Un des problémes les plus fréquents qui se posent a
un expérimentateur est de trouver une formule analy-
tique pour décrire une fonction dont il a mesuré en un
certains nombres d’abscisses des valeurs expérimen-
tales f; = f(x;) ou f est inconnue. On peut songer &
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utiliser l'interpolation polynomiale mais en général
les resultats sont peu satistaisants. Le polynome
d’interpolation devra étre de degré tres élevé s'il ya
beaucoup de points

7-2  Quelques résultats

Soit V' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire
<, > et K un sous espace vectoriel de V' de dimen-
sion N. On s’interesse au probléme de minimisation
suivant : pour f € V

Trouver w € K minimisant ||u — f]|?
) { | I

c.a.d Ju— fI*<|lv—fl]* VveK
ot ||.||désigne une norme sur V' (||v]| = /< v,v >).
N
( exemple dans RY | < z,y >= szyz) On rap-
i=1

pelle le résultat suivant:

Théoréme 7.1. Le probléme (M) admet une unique
solution u € K qui est caractérisée par:

<f—-—uv>=0 WYweK

Donc chercher v dans K revient & chercher ses coef-

ficients dans une base de K notons (eg)r=1.. n cette
N

base, et on pose u = E a;e;, d’aprés le théoréme
i=1
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cecl revient a résoudre le probléme suivant:

N
Z<ej,ez->aj =< f,e; > pour 1=1,..., N
j=1
et on se rameéne a un systéme linéaire AU = F ot
A= (< e,e >ii-1..n); U= (aas,...,a,)" et
F = (< fieg >, < f,ea >,...,< f,e, >)' donc

pour conclure on a a montrer 'inversibilité de la ma-
trice A.

Soit X € V tel que AX =0 donc < AX, X >=0
so1t

N N
(Z(Z < eje; > X;)X;) =0ou(,) est le produit

i=1 j=1
scalaire euclidien et donc

N N N N
(Z(Z < €j,€; > X]>XZ> =< ZXjej’ ZXZ&L >= ||XH2
j=1 i=1

i=1 j=1
Donc X =0

7-3 Approximation continue

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [0; 1]. On
1

considére V = {u/ [ wu®dx < 400} On montre que

0
V" est un espace vectoriel, que f € V' et que 'on peut
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1
munir V' du produit scalaire < f;: g >= / fgdz.
0

Soit i C V' | on consideére le probleme Trouver u €
K tel que

/Ol(u—f)z < /Ol(fu—f)Qda; Vo € K

Soit K = Py I'espace vectoriel des polynomes de de-
oré inférieur ou égal & N et soit e; = 2711 = 1; N+1

la base canonique de IPy. Le théoréme précédent nous
N

assure qu'il existe une unique solution u = E a;x'

i=0
au probléme de minimisation et que les a; sont solu-

tion de AU = F' avec
1
oFZ-:/ fo' tdx pouri=1,...,N + 1.
0

1
o 1
o A = /3321513‘716[1' = pour ¢ =

0 1+7—1
1,7...,N+1.
La matrice du probléeme est la matrice de Hilbert.
C’est une matrice trés mal conditionnée, c’est a dire
que le rapport entre la plus grande et la plus pe-
tite valeur propre est trés grand, il est de l'ordre
de €. La conséquence est qu’'une petite variation
des données, par exemple le second membre, peut
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induire uen variation importante du résultat. Nous
comparons ci-apreés le calcul du polynoéme approchant
e’ sur [0; 1] au sens des moindres carrés lorsque les
termes F1 sont calculés exactement et lorsque leur
valeur numérique est obtenu en ne prenant que les
3 premiers chiffres significatifs. Nous remarquons qu
ele polynoéme obtenu n’a plus rien a voir avec celui
sans perturbation.

On peut remplacer le produit scalaire par < f; g >=

b
/ fgwdx ou w est une fonction intégrable, a valeurs
a

positives, appelée fonction poids. Par exemple, si
la;b] = [—1;1] et si w(z) = ﬁ, Nous pouvons
chercher u non plus dans la base canonique mais dans
la base des polynomes de Tchebytechev. Grace a leur
orthogonalité, dans cette base, la matrice devient di-
agonale, le systeme est donc trés facile a résoudre.

7-4 Approximation discréte

Cadre général

On se donne (z;);' ™, N +1 réels deux & deux dis-

tincts et f une application continue sur un intervale

27



I contenant tous les x;, on considere le probleéme:

N+1
Minimiser Y ~(f(z;) — Plx;)* (3)

j=1

pour P € P, polynome de degré M

Cette expression est le carré d’un produit scalaire
dans RVt ce probléme rentre donc dans le cadre
décrit plus haut. En cherchant P dans la base canon-

M
ique, P = g apz”
k=0

Théoréme 7.2. Le probléme de minimisation (3) ad-

M
met une solution unique P = g apx” caractérisée
k=0
Dar:
M N+1 N+1
kol _ I _
E (E Tiws)ay = E flxj)z; 1=0,...,M
k=0 j=1 j=1

Preuve: L’existence et l'unicité découlent de la
présence d’'un produit scalaire. La caractérisation de
la solution dans la base canonique est aussi une con-
séquence du théoréeme. Nous avons

N+1 M

Z(f(%‘) - Zakxf)xé =0 pour [=0;...,M

j=1 k=0
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Cette derniére formule peut étre interprétée comme
une approximation de celle obtenue dans le cas con-
tinue. Supposons en effet que les x; soient réguliere-
ment espacés par h. Nous avons en effet, d’une part

N+1 M
Z(f(xj) — akxf)xgh =0 pour [=0;.... M
j=1 k=0
ou encore
M N+l N+1
Z Zxkxlh Z f(x])mgh
k=0 j=1 j=1

D’autre part,
N+1

TN+1 b
ZIJ‘IdZCNE a:a:'h
T

1

et
N+1

/ T f@)dn = S fla)ath
x =1

1

Enfin, il est important de remarquer qu’en général
M # N. Lorsque M = N, E(f) = 0 quand p est le
polynome d’interpolation de f aux points x; et c’est
donc la solution du probléme de minimisation. Mon-
trons que le systéme obtenu est VIVU = VIF ou V
est la matrice de Vandermonde. Les coeflicients de V
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sont Vj.; = az‘g_l;i;j = 1;...; N + 1 Les coefficients
de V'V sont

N+1
VTV Z a:k ack

Le systéme obtenu est donc bien VIVU = VIF et V
étant inversible, il est équivalent & VU = F dont la
solution est le vecteur de composantes les coeflicients
du polynoéme d’interpolation dans la base canonique.

7-5 Le principe de la méthode des moindres carrés. Données discrets

Considérons le probléme de faire passer une droite
y = a + bx preés de quatre points expérimentaux,
quelques soient les coefficients a et b, la droite ne
passera pas en général par les quatre points. On es-
saie donc de faire passer la droite le plus prés possible
de tous les points. Considérons les erreurs du com-
mises
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Graphiquement, on peut chercher a minimiser la
somme de ces errreurs en valeurs absolues en choi-
sissant a et b de tellle sorte que:
4

Z ;] soit minimum

i=1
La fonction valeur absolue n’étant pas contintiment
dérivable, on ne peut pas chercher son minimum par
dérivation. On détermine plutot les a et b qui min-
imisent la fonction

4 4
S(a,b) = Zf—:? = Z(fZ —a — bx;)*.
i=1

i=1
c’est ce qu'on appelle un ajustement de paramétres,

ou lissage de courbe aux moindres carrés pour trouver
le minimum, on annule les dérivées partielles

05 -

% = —2 ;1<fl‘—a—b$i)—0,
oS !

o ;1 (fi —a—bx;)x; =0,

on obtient ainsi, pour déterminer a et b, les équations
dites normales ; ici cela donne un systéme linéaire
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2 X 2 qu'il faut résoudre:

4 4
da+ (> z)b =) f
. z’zl izl
D wa+ (D ahb = > wif
1=1 1=1 1=1

ainsi on voit que le seul point critique de la fonction S
donné par la solution du systéme c’est un minimum.

7-6 Modéles linéaire généraux

L’idée fondamentale qui consiste a choisir une approx-
imation polynémiale P(x) pour une fonction donnée
y(x) de maniére a minimiser les carrés des erreurs
a été développée tout d’abord par Gauss. Quand
les données sont discrétes, nous pouvons minimiser
la somme:

pour les données spécifiées x;, y; et m < N. La con-
dition m < N rend improbable que le polynome
p(z) = ap + a1x + - -+ + a,,x™ coincide en tous les
points (N + 1) données. (c’est le cas du polyndme
d’interpolation: pour (N + 1) points, on a un unique
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polynome d’interpolation, ca reste toujours valable
pour des polyndmes de degré superieur mais pour le
méme nombre de points, on perd seulement I'unicité).
Aussi, il est probable que S pourra étre rendu nul.
L'idée de Gauss était de rendre S aussi petit que pos-
sible. Les techniques classiques d’analyse conduisent
alors a des équations normales, qui permettent de
déterminer les coeflicients a;. Ces équations sont:

0S .
=0.V2=0.....m
a 9 Y Y
a;
c.a.d
.
Soap + S1a1 + + - + SmQm = t07
< S1ag + Soa1 + -+ -+ Sppa1Gy, = 1,
X Sma + Sm+10a1 + o+ SomQy, = tm
ou

N N

k k

Sk = E Ti, lp = E YiT; -
1=0 1=0

Ce systeme d’équations linéaires détermine les a; de
maniére unique et les valeurs de a; ainsi obtenues
rendent les valeurs de S aussi minimun que possible.
Dans le cas d'un polynome linéaire P(x) = azx +
b les équations normales sont facilement resolues et
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donnent

Solt1_S11 Sotp_S1t
0 — 0l1 10etb: 2lp—S1l1

S0S2 — S% S0S2 — S%

Pour établir un traitement unifié des diverses méth-
odes d’approximation par les moindres carrés - la pre-
miere d’entre elles qui vient d’étre décrite - nous al-
lons d’abord considérer un probléme général de min-
imisation dans un espace vectoriel. La solution est
facilement obtenue par un raisonnement algébrique
basé sur l'idée de projection orthogonal. Naturelle-
ment le probléme général reproduit notre P(x) et nos
équations normales. Tout cela sera réinterpreté de
maniére a résoudre les autres méthodes des moindres
carrés a mesure que nous progresserons.
A l'exception des polyndémes de degré trés bas, le sys-
teme d’équations normales qui vient d’étre présenté
n’est pas commode.
Cela signifie que bien qu’il définisse les coeflicients
a; de maniére unique, il se révele souvent dans la
pratique impossible de les extraire. C’est la raison
de l'introduction des polyndémes orthogonaux (ce qui
revient a choisir une base orthogonale pour cet espace
vectoriel abstait)

Dans le cas de données discrétes, ces polynomes
P, n(t) de degrés m = 0,1,2,--- possédent la pro-
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priété

ZPmN N(t) =0

C'est la propmete d’orthogonalité, on montrera
ultérieurement que
zm: ZCZ - +(2)
i=0 NG
Avec tW) =t(t —1)...(t —i+1)

On consideére le polyndme suivant:
m

P(ZL') = Z CL]{Pk,N(t)
k=0
polyndéme des moindres carrées de degré m pour les
données (x4, y;) avec t = (x —xg)/h et h = 2411 — x4
Les x; sont équidistants ¢ = 0,1,..., N et les ay
sont des coefficients nouveaux, on a

N
> yPrn(t)
=0

a 2
> Py

Ces a; minimisent la somme S et le minimum est:
N m
} : 2 2 : 2
Smin — Yy — Wiay,
t=0 k=0
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N
Avec w = ) | P]i ()
=0

Exemple 7.1. Etablir la formule d’une parabole des
moindres carrés pour les cing points (x;,y;) ot i =
k—2,k—1,kk+1,k+ 2,

on a p(t) = ag + ait + ast* ou t = (x — x;/h),
la forme de I'équation de la parabole, les arguments
x; étant régulierement espacés d’'un pas h. Les cinq
points ont alors les arguments t = —2,—1,0,1, 2.
Dans le cas de cet arrangement symétrique, les équa-
tions normales se simplifient en:

5&0 + 10@2 = Z Ykt

10a; = Z LYt

10&0 + 34&2

|
[
~
N
<
o
%

on obtient
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3
ay = Yr — 52 (yk—z — 4yp—1 + Oy, — 4y + yk+2>

. 39

=75 (—2Yk—2 — Ye—1 + Yrt1 + 2Ykr2) et
1

a2 = 73 (2Yk—2 — Yr—1 — 2Uk — Y1 + 2Yps2)

y(xr) représente la valeur exacte dont gy est une ap-
proximation. Une nouvelle approximation de y(xy)
est donnée a 'aide de la parabole des moindres car-
rés et s'écrit:

y(xp) = Plxy) = P(0) = ao
Dans le cas ou l'approximation de y'(xy) par le

polynome d’interpolation donne une grosse erreur |,
(1) est approché par

d d d_ dt 1

L Pz =Lpey= Lppd = 2

g ) = o P(t) = 5 Plt)— = J o
(1) A —— (=202 — Yot + Yot + 2yso)
Y\Tp) ~ 10h Yk—2 — Yk—1 T Yk+1 Yk+2

7-7 Données continues:

Polyndéme de Legendre:

Le polyome de Legendre de degré n est défini par :
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1 d”
ol dgn
Le polynome de Legendre vérifie les 4 propriétés suiv-
antes:

P,(x) (2 — 1)” avec Py(x) =1

1
i)V/{:O,l,...,n—l,ona:/kan(x)dx:O

—1
1

i) Vm #n /Pm<£C>Pn<ZC> dr =0
~1
i12) N'importe quel polynéme de degré n peut étre
exprimé sous la forme d'une combinaison linéaire des
polynomes de Legendre pg, p1, ..., pn.
1
2
: 2
W P,(x)|"dx =
) [ IR e = =

—1

7-8 Approximation par le polynéme des moindres carrés:

Dans le cas de données continue y(x), nous pouvons
minimiser l'intégrale:
1
I = / y(z) — agPy(x) — - -+ — apmPu(2)]” dz

—1
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ou les Pj(x) sont des polynémes de Legendre.(Nous
devons supposer y(z) intégrable) cela signifie que
nous avons choisi dés le départ de représenter notre
polyndéme des moindres carrés

P(.T) = a0P0(£E> + -+ aum(a:)

dont les coeflicients sont
1

k41

o [ @R

—1

A

En effet; on cherche les coefficients a; tels que I soit
minimum, ici nous devons minimiser une intégrale par
une somme de carrés et les données ne sont pas con-
stituées par un ensemble discret des y; mais par une
fonction y(x) de 'argument continu . Comme dans
le paragraphe précédent, nous allons passer des équa-
tions normales qui déterminent les a; a un ensem-
ble trés simple. Et comme tout polyndéme peut étre
exprimé par une combinaison de polynomes de Leg-
endre, nous aurons effectivement résolu le probléme
du polynéme d’approximation des moindres carrés
pour des données continues. En posant les dérivées
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habituelles égales a zéro, il vient:
1

ol
(‘Mk

—1

d’ou
1

/ y(x) — apPr(x)] Pi(x)dx =0
~1
chaque équation n'implique qu’'un seul ay, et
1
[ v Putwis |

£ 2k 1

T - [P,

Une généralisation du principe des moindres carrés
implique la minimisation de l'intégrale:

b
I= [ wl@) (o) ~ a@ola) - = 0, @) do

ot w(x) est une fonction poids non négative. Les
Qr(r) sont des polynoémes orthogonaux au sens
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généralisé
b

/ w(2)Q;(@)Qu(x)dz = 0 pour j # &,

a
les détails sont les mémes que pour le cas w(zx) = 1
déja mentionné, les coeflicients aj, étant donnés par:
b

/ w(e)y(x)Qs(c)ds

a

_ /b w(2)Qj(x)dz

La valeur minimum de I peut s’exprimer:
b

Lin = /w(az)y(w)Qdaﬁ — Z wia; W

. k=0
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