UNIVERSITE MOULAY ISMAIL
FACULTE DES SCIENCES SMP-54

DEPARTEMENT DE PHYSIQUE Module : Electricité 3

Corrigé de la Série N° 2 : Milieux aimantes

Exercice 1 : (Partie de I’examen de la session ordinaire, juin 2011)

Matériau magnétique parfait, de perméabilite magnétique relative z,
limité par deux surfaces cylindriques, de rayon externe R, de rayon interne a et de
hauteur ¢ . 11 est aimanté sous ’action du champ magnétique créé par un courant

réel, distribué avec une densité volumique j = j.&, uniforme, parcourant le
cylindrique de rayon a parallélement a 1’axe Z’Z.

En tout point M(r,8, z) de milieu aimanté, I’aimantation est :

j(M):M

.8y dans la base cylindrique (€;,€y,€;,)
2 r

On supposera dans cet exemple que le milieu magnétique est
paramagnétique. Dans ce cas :

pr=1=ym >0

1) Expressions des densités des courants fictifs d’aimantation :
¢ Densité volumique du courant fictif :
ja (M) = rot J(M) = VAI(M)
Remarque : On appliquera I’expression du rotationnel en coordonnées
cylindriques au vecteur J(M) tel que :

3 =0
3 (e 1)
J(M)= Jg="~——"—
(M) 0=
J,=0

(€r.€9.€z)
En tenant compte des composantes J, =J, =0 etJy =Jy(r), on obtient :

. — 1d ~ ld( (D). =
M)Y=rotJM)=——I(rdyp)e, =——|r.————— &, =0
Ja (M) =rotJ(M) Cdr (r G)ez Cdr (r ot €;

Soit : [Ta(M)zﬁ]

¢ Densités surfaciques : Ea (M eS)=J(M eS)AR ext (M €S)

Les orientations du vecteur unitaire N o, Normal a la surface latérale externe

S, etinterne S; du milieu aimanté (MA), sont représentées sur la figure
ci-contre.
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= Densité surfacique du courant fictif au niveau de la surface latérale externe S, de rayon R :

ﬁext(l\/I ESZ) = é'r

j(MeSZ):j(r:R):M_é’g
27 R
. " (ur =D (ur =11
Soit : k MeSy))=—"—"—"EyA6, =———"—F8
ol [ as, (M eSy) AR CONEr > R 2

= Densité surfacique du courant fictif au niveau de la surface latérale interne S; de rayon a :

Next (M €S1) = —€;

E(Mesl):j(r:a)=M,§9
2ra
: o (ur =) 5 (ar =)
Soit : Kag, (M €Sq) ="——"—6yA(-€;) =——F
ol { aSl( €$y) ora 0 (=€) ora 2

2) Expressions des intensités du courant fictif d’aimantation :

- Intensité du courant fictif volumique :  17CtT = ” j,dS'=0 carj, =0
S!
= Intensité du courant surfacique :

RAPPEL : Par definition I’intensité¢ |gdu courant surfacique qui circule au niveau d’une surface (S),

(voir cours), s’exprime comme suit :

Ig = I (ks 0).d¢
1
IZS :vecteur densité de courant, tangent & la surface (S) au point M
Ou: d/ =longueur d'un segment tangent & (S) au point M

U : vecteur unitaire permendicu laire au segment et tangent a (S) au point M

* Cas du courant fictif d’aimantation au niveau de la surface latérale externe S, de rayon R :

(fiott _ j(k’asz a)de

- (r —1)1

Kggp =————F€
as? 27 R

ou - d/ =longueur de I'arc PQ=R.d @ (voir figure ci-aprs)

z

0<L2r

u
0

IN

Remarque :

La figure ci-contre représente uniquement la surface latérale externe (S,), montrant le vecteur
densité de courant surfacique fictif Izasz, au point M(r =R, 8,z) de la surface ainsi que I’arc
PQ de cercle de rayon R, assimilé a un segment de longueur infinitésimaled/ .



L’intensité Iggtlf du courant surfacique d’aimantation est donc :

o B _ L
Igguf :J‘(_(;Ur 1) I )dg__uJ‘R.dH :
27 R 27 R '.
_ =Dy
27 R
Soit : |gg“f =—(ur =11

Le sens du vecteur densité de courant Easz indique

que le courant surfacique fictif d’intensité 15547

circule en imagination » dans le sens négatif de
I’axe Z°Z (de haut vers le bas).

z

* Cas du courant fictif d’aimantation au niveau de la surface latérale interne S, de rayon a:

1550 = [ (esy.0)00

- (ur =)

kygy =18 T
aS1 ora z |

ou: 4 d¢=longueurdel'arcCD =a.dd (voir figure) \¥L/'/
u=e, |
0<0<2r '; (s,)
|
1| a ESl
Remarqgue : I = D
De la méme facon la figure ci-contre représente uniquement la k
surface latérale externe (S;), montrant le vecteur densité de :
courant surfacique fictif kg, au point M(r=a,é,z)de la |

surface, ainsi que I’arc CD du cercle de rayon a, assimilé a un "

segment de e
longueur infinitésimale d/ . z
L’intensité |g§tif du courant surfacique d’aimantation est donc :
fictif (ur 1) 1)| J‘ (pr 1)
1= | de= adg=-41""" 407
s1 Cora 2ra 2 ( 2ra



it fictif
Soit : 157" = (uy — 1)1

De méme, le sens du vecteur densite de courant EaSl indique que le courant surfacique fictif

d’intensité Ifs'it'f « circule en imagination » dans le sens positif de I’axe Z’Z.

On vérifie bien que la somme des courants fictifs est nulle :
a , (fictif fictif
3) Expressions des champs By (M)et H o (M) par application du théoréme d’Ampére :

Montrons d’abord que les champs sont tes que :
{BO(M) =Bo(Ney
Ho (M) = Ho(r) &
Pour cela, on étudiera I’invariance et la symétrie de la distribution de courant réel j(M).

¢ Invariance de la distribution de courant :

La distribution j(M) de courant réel en un point M(r, 8, z) est telle que ;

) | )
. =—— SIr<a
jm={"17"2

=0 sir>a

donc J(M) = j(r)c'est-a-dire la distribution de courant est invariante par rapport & @ et z. Il en est de

méme pour le champ BO(M) créé par la distribution j(M) :
Bo(M)=Bq(r)

¢ Symétrie de la distribution de courant :

Tout plan contenant I’axe Z’Z et partageant le cylindre de rayon I, parcouru par le courant réel, est un
plan de symétrie (P.Sym) de la distribution de courant. On démontre (mathématiquement) qu’en tout
point M(r,8,z) appartenant a ce planon a:

Bo(M e P.Sym) L P.Sym.
En coordonnées cylindriques ces plans sont paralleles au plan de base (€,,€,), donc EO(M) est
suivant le vecteur unitaire €gy:
Bo (M) = Bo (M) &g
Nous concluons donc que le champ B (M) est orthoradial et son module ne dépend que de la
coordonnée r du point M(r,8,z):
Bo (M) =Bq(r) &g

En ce qui concerne les champs B (M) et Hyo (M) on sait que

= la distribution ] du courant réel crée le champ d’induction magnétique BO (M) =Bg(r) €y
= le champ BO (M) =B(r) €y donne naissance a 1’aimantation J(M) = J(r) € de méme forme que
lui, car le milieu magnétique est parfait.
= une fois le milieu magnétique s’aimante, il crée un champ démagnétisant éd (M)=By(r) €y de
méme forme.



Finalementon a:

Biot (M) =B (1) €9 + By (1) €9 =B (1 &g

Les lignes du champ d’induction magnétique sont donc des cercles d’axe Z’Z et de rayon I.

De méme pour I’excitation magnétique Hoi (M)ona:

|:ltot(M) =

Biot (M) _ Biot (N &9

HoHr Ho My

=Hot (1) €p

#¢ Expressions des champs By (M)et H o (M) utilisant le théoréme d’Ampére :

Le théoréme d’ Ampére est donné par I’intégrale (voir chapitre 2) :

§ 8100 (M) 07 = o
C

ﬁaﬁ)
tot

Etant donné que les lignes de champ d’induction magnétique sont des cercles, on choisit comme
courbe fermée d’Ampére un cercle (C)de rayon I et d’axe Z°Z . Elle est représentée en pointillés sur

la figure ci-dessous. :

Calculons d’abord I’intégrale §étot (M).d?, sachant qu’en tout point M(r,6,2)on a:

C

Btot(M) = Byot (1) €9

di=rd6.é,
0<0<2r

Ce qui permet d’écrire :

27

§Btot (M).d7 = { Biot (M).d = § Bror (1) 106 = Byor (1) 1 [ 40 = 27.1Beot (1)

C C Cc

Remargue : [’induction magnétique étot (r)ne dépend que de la coordonnée r du point M, donc elle

0

est constante en tout point M du cercle (C) d’ Ampére (cercle de rayon I fixe).

En résuméona:

réel fictif
2”-rBtot(r):ﬂ0(ltot +ligt )

_ |MH+4ﬁaﬁ)#
Soit : Btot(M)zﬂo(tot tot )
2m.x

On doit donc exprimer les intensités des
courants réels 15¢! et fictifs 111 pour
chaque région de I’espace, en s’appuyant
sur la figure ci-contre, qui représente la
situation équivalente au milieu aimanté ]
dans le vide.

Mz

=
T —py |




Irée|=|
*Sir>R: ItOt

fictif fictif fictif
i =g +185 = (ur —DI= (i ~1)1=

=~ I
Soit : Biot (M) :lu_oée
2r.r
- Biot (M
Onestdanslevide: u4 =1 = Hiot (M) = tot ): ! €
Ho 2m.x
g -
¢Sia<r<R: o -
i =157 = (ur 1)1
- A
Soit : Byot (M) = 201"
2r.r
- Biot (M
On est dans le milieu aimanté : 2, #1 = Hy (M) = tot ): ! €

eSir<a:

HoHy 2zr ?

Remargue : La densité du courant réel j = J.€, s’exprime en fonction de I’intensité | du courant
réel qui circule dans le cylindre intérieur, de son rayon a et de sa hauteur h, comme suit :

= I
J=—7¢;
7[.3.2

nc:
donc S s s s
fictif
ltot =0

=~ |
soit : Biot (M) = ] > €0
2r.a

el :j].dé: fj.éz.ds.éz - J.j.dS - jjds =jS=jar?="101

Biot (M) _

2

a

On est dans un milieu non magnétique : 1, =1 = H (M) =
Ho

Exercice 2 : (Partie de I’examen de la session rattrapage, juillet 2013)

Milieu magnetique parfait, de permeabilité magnétique relative z;
limité par deux surfaces cylindriques (S;)et (Sy)de mémeaxeZ'Z ,
de hauteur h et de rayons respectifs a et b. Il est parcouru par un courant

électrique volumique réel de densité volumique j = j.€, uniforme
(voir figure).

On supposera également que le milieu magnétique est paramagnétique,
Ce qui correspond a:

pr =1=xm >0

1) Montrons que le champ d’excitation magnétique s’écrit dans
la base cylindrique (€,,€p,€;) :

H(M) = Hg(r)€g. (r est la distance du point M a I’axe Z'Z ) :

an
oy

o~
S
~
 —_
[e—
=y

;
J




Pour répondre a cette question on procédera comme dans 1’exercice Précédent (question 3).
¢ Invariance de la distribution de courant j (M) :

La distribution de courant réel en un point M(r,8, z) est telle que ;

=0; sir<a
jM)=4=j; sia<r<b
=0; sir>b

donc J(M) = j(r)c'est-a-dire la distribution de courant est invariante par rapport & @ et z. Il en est de
méme pour le champ I§0 (M) créé par la distribution j(M) :

Bo(M)=Bg(r)
¢ Symétrie de la distribution de courant :

Tout plan contenant I’axe Z’Z est un plan de symétrie (P. Sym) de la distribution de courant. On
démontre (mathématiquement) qu’en tout point M(r, 8, z) appartenant a ce planon a:

Bo(M e P.Sym) L P.Sym
En coordonnées cylindriques ces plans sont paralléles a la base (€,,€,), donc EO(M) est suivant le
vecteur unitaire €g:
Bo(M) =B (M).&g
Nous concluons donc que le champ EO(M) est orthoradial et son module ne dépend que de la
coordonnée r du point M(r,8,2), soit :
Bo(M) =Bg(n &

En ce qui concerne les champs Bq; (M) et Hyo (M) on sait que :

= la distribution ] de courant réel crée le champ I§0 (M)=Bg(r) €y

= le champ BO (M) =B (r).€¢ donne naissance a I’aimantation J(M) = J(r) € ¢ de méme forme que
lui, car le milieu magnétique est parfait.

= une fois le milieu magnétique s’aimante, il crée un champ démagnétisant éd (M)=Bg(r) €y de
méme forme.

Finalement on a : Biot (M) =B (r) €y +By(r) €y = Biot (N &y

De méme pour le champ d’excitation magnétique H tot (M)ona:

Biot (M) _ Biot (N &9
Hokr Hoktr

Hiot (M) =

=Hot (1) €p

Les lignes des champs étot (M)et F'tot (M) sont donc des cercles d’axe Z’Z et de rayon .

2) Expression de la densité volumique j, du courant réel, en fonction de a, b et de
Pintensité | du courant réel total qui circule dans le milieu aimanté :

Le courant réel circule dans le volume du milieu aimanté limité par les surfaces cylindriques
S, derayonbetS; derayona. Ona:



b 2

” =”1ez dSe, _”JdS_ J”rdr do = Jfrdrjde_ J;r(b

S S S a 0
Ou dS=r.dr.d@ en coordonnées polaires

"—l

Soit : j= €;
7(b? —a?)
3) a-Expression de Pexcitation magnétique H i (M) :
On utilisera le théoréme d’ Ampére généralisé, donné par I’intégrale :

§ oo (V.07 = 1
C

o)

Puisque les lignes de champ magnétique sont des cercles, on choisit comme courbe fermée d’Ampére
un cercle (C)de rayon r et d’axe Z’Z . Elle est représentée en pointillés sur la figure ci-dessous :

On calcule comme d’habitude, d’abord I’intégrale §|:|t0t (M).d?.
C z
En sachant qu’en tout point M(r,0,z)ona:

I/-F"'_'
Hiot (M) = Hoq (1) &g Q;D._.

d? = df_ég = r.d@._ég p 4
0<6<2r L=
C il N D
On peut donc écrire : =~ 5 - | _ L —
) __>(C)
§Ht0t (M)df = §Ht0t (M)df = §Ht0t (r).rdH T'j" 1

C C C
: s
~ Byt ()1 [d0=27Hy0 (1) —

0

Remarque : L excitation magnétique H g (r)ne dépend que de la coordonnée r du point M, donc

elle est constante en tout point M du cercle (C) d’Ampére (cercle de rayon I fixe).
, , . _yréel
Enrésuméona: 27r.Hqor (1) = ligt
R reel
Soit : HtOt (r) = tot é@
2r.r

Il faut évaluer les intensités des courants réel 158! et fictif 175" pour chaque région de I’espace :

, ; . |
esir>b: I¥=1 :  HAgM)=—=;,
2r.r
eSia<r<b:

r

116! =[] .S =[] j&, 058, = [[ jds = j.[[dS=j[rdr jde jz(r? —a?)= —
S S S S a 0 z(bc —a“)



2 2 I

— r-—a
Soit : HtOt (I‘) = é@
27lb% —a?|r
ssir<a: 1€ -0 ; Hiot (M) =0

b- Expression du champ d’induction magnétique By (M) :

- _ I
¢Sir>b: Onestdanslevide; g =1 = By (M) = pgHot (M) = ;O €0
I

¢Si a<r<b :Onestdansle milieu aimanté (MA); g #1

2 2

Btot(M) = ,UO,UrHtot(M) = 27z(b2 —a2).r

¢ Si r<a :On estdans un milieu non aimante : g =1
Biot (M) = tgHot (M) =0 (car Hyq (M) = 0).
4) Expression du vecteur aimantation J(M) du milieu aimante :
Le M.A. est parfait, donc 1’aimantation est donnée parla relation :

_ 2 .2
3M) = (s~ g ()= W~ =2
2z(bc —a“).r

5) a- Densités du courant fictif d’aimantation :

¢ Densité volumique du courant fictif : ]a (M) = rot J(M)

D’aprés I’expression de J(M) , question 4, on a :

Jy=0
j(M) J, = (,Ur _l)(rz _az)-l
27z(b2 —a2).r
J,=0

(ér’éﬁléz)

o —ror 3o LA e) g _1d [ (e -10?—af)d ) (e -1 dr?-a?)
Ja(M)_rOtJ_r( dr j'ez_rdr(r 220®—al)yr ) P 2a(b?-a’)yr dr
_ja(M):Mé’

(02 -a?) °

¢ Densités surfaciques du courant fictif :

= Au niveau de la surface latérale S, de rayon b :
Kas, (M €Sp) =J(M e S;)Afigy (MeS;)

2_,2
Mes,) = W =10"—a%).l_ (ur -1t

avec Zﬁ(bZ —a2).b 27x.b
Next (M eSy) =€




. . =11
soit : a82 (M) = (27Z'b) €o Aer:—%eZ

» Au niveau de la surface latérale S; de rayon a :

Kas, (M €S;) = J(M € S;)Afigyt (M e Sy)

— 2 J— 2 -
avec 27(b° —a“)a
Next (M eSy) =—
soit : Rasl (M)=0

b- Intensités des courants fictifs, équivalents au milieu aimanté dans le vide :

¢ Intensité du courant volumique fictif :

fiett _ 15,08 = j, [[ds = s_(—_l)". b% -a?)= (g -1 >0
J.S_'.Ja JaJ.SJ. Ja ﬂ(bz_a2) 7( a%) (ﬂr )>

Lintensité 17U est positive. Le courant fictif volumique « circule du bas vers le haut ».
¢ Intensité du courant surfacique fictif au niveau de la surface latérale S; :

| fett j(EaSl.U).df =0 car kg =0

¢ Intensité du courant surfacique fictif au niveau de la surface latérale S;:

185 = [ (Kasp 004 .z
% (ptr —11 !
Kacy = —
as? orb 2
ou: < df=longueurde I'arcPQ=b.d@
Uzez
0<6<2r
S2 C2zb FTETT T 2xb 5 ' l
] ¥
%m( <o 1

L’intensité |2§“f est négative. Le courant fictif surfacique
«circule du haut vers le bas. \—//

Exercice 3 : i

Matériau magnétique parfait (L,H,I) de forme
sphérique de centre O, de rayon R et de perméabilité magnétique relative 4, , ne contenant aucun courant

10



réel, est soumis a un champ d’induction magnétique uniforme BO = B(.€;, paralléle a la direction OZ.
Son aimantation induite est uniforme J = J. 8,.
1) ¢ Densité volumique du courant fictif d'aimantation :
Ja(M)=rot J(M)=0 carJ estuniforme.
¢ Densité surfacique du courant fictif d'aimantation au niveau de la surface Sdu M.A. :
Kss(MeS) =J(MeS)Afgy; (M eS)

e { IMeS) =15,

Next (M eS) =€,
ce qui donne : kys(MeS) = JE,A8,
Arz

'<V

Remarque : Pour faciliter les calculs on exprimera le vecteur densité RaS(M e S)dans la base
sphérique (€y,€¢,€,).

D’apres la figure ci-haut, le vecteur unitaire €, de I’axe Z’Z est tel que :
€, =C0SH.€, —sSinb.Ey
Soit :
Kos(M eS) = J&,A§,
=J(CosO.€, —sinB.€y)AE,
=Jsind.€,

11



Remargue : Le vecteur densité surfacique k(M € S) est suivant le vecteur unitaire é(p de la base
sphérique (€r.€9.€,), donc le courant surfacique fictif correspondant forme une nappe de courant

autour de ’axe Z’Z.

2) a-¢ Expression du champ démagnétisant Bld en un point M a Pintérieur de la sphére
aimantée (supposé uniforme) :

Pour calculer le champ B:]I on se basera sur les deux données suivantes :

m Le courant surfacique fictif « circule » suivant la direction du vecteur unitaire é¢, , donc il
forme un courant fictif circulaire autour de I’axe Z’Z

m le champ démagnétisant I§id est supposé uniforme a I’intérieur de la sphére magnétique, il serait
plus facile de déterminera, alors, au centre O.

On utilisera donc, I’expression usuelle du champ d’induction magnétique créé par une spire circulaire,
parcourue par un courant d’intensité I, en un point M de son axe Z’Z.

ZA
Rappel (voir cours d’Electricité 2, SMP-3)
Ag(M
Le champ d’induction magnétique créé par une spire circulaire, de rayon a, :
parcourue par un courant I, en un point M de son axe Z’Z est donné par : MK,
N
3 /9 ~
= Holsin®6 :
Bspire (M) = —— €
spire (M) a z ob--5-=

Dans le cas de la sphére magnétique, le point M de 1’axe est confondu avec le centre O.

+ Calcul du champ EL(O) ;

Puisque la surface (S) du milieu aimanté est sphérique, on considére une couronne sphérique d’axe
7’7, de rayona = Rsin @ et de largeurd/ = R.d @, parcourue par un courant surfacique fictif élémentaire,

d’intensité : i

dl T = (K 5s.0)d/ = ko507
=J.Rsin6.do
Ou:

Kas =Jsin 0.8,
d¢ = longueur de l'arcPQ=R.d6&

U=€,
0<O0<rx

12

~ .



Remarque : pour calculer le champ créé par la couronne sphérique au centre O, on utilise I’expression du
champ créé par une spire circulaire en un point de son axe.

Le champ d’induction démagnétisant élémentaire déh (O)créé par la couronne sphérique, parcourue par

Ifictif
S

le courant élémentaire d’intensité d , au point O (point de son axe) s’écrit donc :

fictif
wodl S

sin0 10 (IRsin0.d0)sin30  uolsin 30.d6 -

dB! (0) =
d( ) 2a 2Rsin @ 2 z

Le champ d’induction démagnétisant créé, en O, par tout le milieu aimanté est :

. Ve T T
B, (0)= /‘—‘)stin3e.de 8, = ﬂ—ojfsine.sinze.de 8, = “—‘)“]jsina.(l—cosze).da g,
2 0 2 0 2 0

37 J cos®o |
= ﬂij[sin@—cosze.sin H]de 6, =20 _cosg+ g,
2 0 2 3 0

. i 2
Soit : By (0) =3 1098, == 11gJ

On voit bien que le champ d’induction démagnétisant est uniforme, donc il est le méme en tout point a

o . =i 2 =
I’intérieur de la sphére magnétique : Ba =3 HoJd

¢ Expression de I’excitation démagnétisante F'Id :

On utilisera la relation générale : By = uo(J+ I:Iid)
Bl o =~
Soit : H:jz_d_J:EJ_J:_i
Mo 3 3

b-¢ Expressions de Bl et Hly et J en fonction du champ appliqué By :
A Pintérieur du milieu on a :

On doit exprimer le vecteur aimantation J en fonction de I§0 , puis le remplacer dans les expressions de
Biot €t Hiot précédentes.

Dans un milieu aimanté parfaitona: 3= ymHlor = (ur —) kot

i = J B

En remplacant Hltot par son expression H}gt = —%'f‘—o

HO
o = o i B
il vient : J=(uy _1)H|tot =(yr—1)(—i+—0}

3 Ko
D’ou Iexpression de I’aimantation J en fonction de BO : J= M B
o (pr +2)

En introduisant I’expression de J dans celles de Bly; et Hlo, on obtient :

13



A T Ve i Bur 5
Bl =Bg+=ug)=Bp+—" 7By = Bly=—"2"DB
tot 0 3/10 0 Lip +2 0 tot L +2 0
Bltot _ j _ 3 B
pomr  pr =1 po(ur +2)

-
Htot =

Ces trois relations montrent que si le champ appliqué B disparait, I’aimantation s’annule
instantanément et le milieu magnétique devient inactif.

3) Expressions du champ d’induction Bfy; et de I’excitation magnétiques H ;& I'extérieur de
la sphére :
On admet que la sphére aimantée est équivalente a un dipdle magnétique, de moment
Lo , 4 s
magnétique m = 3" R3J, situé en son centre O.

Rappel : Champ d’induction magnétique créé par un dipole magnétique en un point M de
I’espace : M

R <
2pm.cos & § 7 >
By =T 3 P 0
47r.l’_ i
. Lom.sin @ L= d
Bdip(M): 89 :0—3 AM=1S ///
Ar e
B¢, =0
(€r.€9.€p)

Dans le cas de la sphére aimantée qui devient équivalente a un dip6le magnétique de moment
M = M.€;, paralléle a I’axe Z’Z :

— - 2.unMm.cosd _ m.sin @ _
BS.; (M) = Bg.8, + ~20 g, + 0 g

47[.!’3 47z.r3
~ Bfi(M) 1 _ 2ugm.cos@_  pgm.sin 6 _
Hior (M) = =12 Z—[BO-EZWL 2 3 ot 2 3 o
HO 4r.r Ar.r
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Remargue :
On peut également exprimer By et HP dans la base sphérique (€,€¢,€,). Il suffit d’exprimer

I§0 dans la cette base, soit :
Bo = Boé; = Bg(cos 0., —sin 8.8p)

Les expressions des champs By (M) et Hfy; (M) s’écrivent :

= 2pm ~ m).
Biot (M) =[Bo+ #03}:036?3r +(— Bg +-40 3Jsm 08y
Ar.r Ar.r

- Bfot (M 24gM B, mi.
Hiot (M) B _ i(Bo +ﬂ—03jc059.er +i(— Bg +-0 3jsm 0&g
HQ H0 Ar.r H0 dr.x

4) Energie magnétique W, emmagasinée dans la sphere aimantée :

Dans le cas d’un milieu aimanté parfait, la densité volumique d’énergie magnétique est donnée
par :

Om

1 i 9 7 2
= 2 (Bltot (M))2 :E—r 2 Bo
HOHr o (ur +2)

L’énergie magnétique emmagasinée dans le volume magnétique est :

v HOHr o (ur +2) v o (uy +2)
3
Wm :g—6ﬂR Hr 2 BS
2 pg (uy +2)

Exercice 4 :
Cycle d’hystérésis d’un matériau ferromagnétique posséde un cycle d’hystérésis d’équation :
B:(a+me)H+b(Hr2n —H2) pour une branche du cycle @
B=(@+bHp) H—b(H%] —H2) pour 1’autre branche 2
ou a et b sont des constantes.
1) Représentation du cycle d’hystérésis : AB
On peut remarquer que :
¢ Péquation B=(a+bHp)H+b(HZ, —H?) Bsk——--=-
décrit I’arc supérieur du cycle d’hystérésis, car Br /.:
pour H=0 ; B=bH?n>O, :
# équation B=(a+bHm)H-b(HZ —H?) i
1

décrit I’arc inférieur du cycle ~Hm

d’hystérésis, car
pour H=0 ; B=—bH?n <0.
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2) Expression du champ rémanent B, :
B, corresponda H=0,soit: B, =b H?n
3) Expression de I’excitation magnétique coercitiveH :

Hcorresponda B=0.

Pour determiner H; on peut considérer 1’une ou I’autre branche du cycle. En considérant, par

exemple la branche supérieure, on doit résoudre 1’équation de second degré ci-dessous, dont
I’inconnu est H:

@+bHm)He +b(HE —H2) =0

Cette équation peut se mettre sous la forme traditionnelle des équations de second degré
comme suit :

—bH % +(@+bHpy)He +bH3 =0

Le discriminant A de I’équation s’écrit :
A=(@+bHm)? +4b% H2 =0

L’équation admet donc deux solutions H¢(qyet He(p)telles que :

—@+bHp)—y(@a+bHm)2 +4b2 HZ,
He) = >0
@) ~2b
et

—(a+me)+\/(a+me)2+4b2 HZ, <
—2b

0

He2) =

Puisqu’on a utilisé 1’équation de la branche supérieure, la solution & retenir est celle qui
correspond a H¢ <0 ; soit :

C(@+bHp)+y(@+bHy)2 +4b2 HE,
“2b

He = |"c(2) =
d
d

(o8]

4) Expression de la perméabilité magnétique instantanée u =

I

¢ Pour la branche supérieure : 1 = g— =a+bHy —2bH

B
¢ Pour la branche inférieure : = j— =a+bHpy +2bH

On peut bien noter que pour les milieux magnétiques qui ne sont pas parfaits la perméabilité
magnétique dépend de H.

5) Energie magnétique perdue au cours d’un cycle d’hystérésis :
L’énergie magnétique perdue au cours d’un cycle est donnée par :

Ou a= jH.dB est I'aire du cycle d’hystérésis en coordonnées (B,H), V est le volume du

matériau magnétique.
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Etant donné qu’on ne connait pas le volume du matériau ferromagnétique, on ne peut exprimer
que I’énergie magnétique perdue par unité de volume dite aussi énergie volumique, soit :

Wm
wm:T:aszdB
_Hm Hm
om= | [(a+me)H—2bH2)]dH+ I[(a+me)H—2bH2]dH
Hm —Hm
—H H
2 3 m 2 3 |'m
H® 2bH H™  2bH
—l@+bHy) - 2HT bHp) —+
{( +bHp) > 3 )} {(&H m) 7 3 )}
Hm _Hm
8oH 3,
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