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Examen de Mécanique des Solides

Module P135 : Mécanique des Solides
Correction d’Examen de Mécanique des Solides P135

Semestre 3

Correction d’exercice 1:

1) Soit R, (O, X0, Yo, Zo) en repere absolue et R (O, w, v, z,) en repeére lié au solide (S)

Ry(0,%0,¥0,%0), Ri1(0,u,v,z,), R2(O,u,w,z) et R3(0,x,y,2)

RO(O: Xo:)’o: ZO)
;w/zo Angle de précession

R1(01 u,v, ZO)

R2(0, u,w, 7) 0y Angle de nutation

R3(0,x,y,z) g ¥/, Angle de rotation propre

e 1) Angle de précession
¢ § Angle de nutation
e © Angle de rotation propre

2) C’estle cas des angles d’Euler
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3) Le vecteur de vitesse instantané de rotation

BS/RO = ﬁRg/Ro = §>Rg/Rz + ﬁRz/Rl + ﬁRl/Ro

BS/RO —0Z +0d +¢7Zo
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Qpyry = A Qpryp, = OU Qry/r, =~ P L

— . . .
QS/RO =%0? +0u + W?g

_>
Q s/r, dans Ry (O, zo, yo, 20) et Rs = R(O, xo, Yo, o)

Dans R,
7:coswx_’0>+sin¢%> _ écoszﬁ%—gbsin@simﬂ
Dans R, Z = —sinf7 + cosbz = Qg/r, | Osiny — psinbcosy
7:—sin¢x_0>—}-cos¢%> R\ ¥+ pcost
20 = —sinfw + cos 07 écosgo—l—zbsianingo
Dans Rs = R W = sin 90? + cos 907 = Qgr,y —0Osinp+sinbcosy
U =—singy +cosp@ g\ Ycosh+ ¢

4) En utilisant le mouvement inverse, on donne 1’expression de ﬁ Ro/R dans R et R.
(77070;30) - <_(107 _97 —¢)
sin(—0) = —sin(6) cos(—0) = cos(h)

_ —0cosp — hsinfsin p
Dans Ry: == (pyr 0 sin p — ¥ sin b cos
R\ —9 — Y cosb

- —écos¢—¢sin931nw
Dans R: = Qpyr —0siny + @sinf cos Y
gl =9 —¢cosl
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Correction d’exercice 2 :

Torseur [T
Pil
7] = [4,U]+ B, V] = ‘
m(0)
1) Les éléments de réduction de [T sont :
0 g g
Larésultante:ﬁ:ﬁ-l—?: 0 +13 =13 :67)—1—37%—@?
o 0 «
Le moment au point au O : 711 (0) = m}(0) + m3(O)
T(0) = (A)+ U AAC = OANT
=0
5(0) = mh(B)+V ABO = OB AV
=0
| ! 0 b @ - =
HO)=O0AANT +OBAV = |1 Al0 +|2 A3 =| —a —ai —a] —20k
« Q@ 0 0 —-2p
2) [T] est un glisseur si et seulement si 7. m(0) = 0et 7 # I
B | «
OnaB+#0etl=R-MO)=0=|3 | —a =-aB+8) =0 (a=00uf=—3)
a | =20

(a) La condition nécessaire et suffisante pour que [T'] soit un glisseur est: a = 0 ou $=-3

(b) Le support d"un glisseur est son axe central, c’est 'ensemble des points ot lgmo-
ment est nul. (D) est le support du glisseur si VP(z,y, 2) € (D), ona m(P)= 0

W(P)=(O)+ RAOP —  mMO)=m(/P) - EAOP=0PAR

m(P) — T carPe Ay
16 yo — 3z
Al3]=128—ax]| olu(a=0ouf=23)
Q@ 3r —yp

(3)-(

(c) 1rcas:a =0




Pour chaque valeur de 3, on a un glisseur dont le support (parallele a ﬁ) est I'en-
semble des points : P(z,y,z) telque: z=0et3z —yf =—-25 Vf3

(d) 2iemecas: g = —

! ya — 3z a=yoa— 3z 62 = aly — )
—a|l=|-3z—ar | = a=3z+ar <~ 9 — g4
6 3z + 3y 2=x+y B

Le support de [T] est I'ensemble des droits ayant pour le vecteur R et qui passent
par le point P(z,y, z) telque : 62 = a(y —z) et2 =z + y et Va

(e) Axe central du torseur [T
L'axe centrale (A) du torseur [T] est 'ensemble des points P(z,y, z) tels que le mo-
ment en P est parallele a la résultante

Q@ 1G] x —ya+3z+« AB
m(P) :m(OH—ﬁ/\O?:)\ﬁ(:) (a)—l—(?))/\(y) = (gﬁ—l—aa:a) = (3)\)
—20 « 2z —3x+ypB —20 a\

(A) est défini par les équations :

3z—yata ar—fz—a Py—3r-—208

B B 3 N Q
Correction d’exercice 3 :
Ry(O, 7o, 70, 70) repere fixe.
1(G, T, 71, ) en translation par rapporta By, = ﬁ) Ri/Ry = 6)

= . .
G ?2, 72,72 est tel que 71, ?2 71, 72 = et QRQ/Rl = @71 = 9070

5% _ 514 T - {2+ {— {Z
R, L0 R, R, LU

1) Vitesse 7(6‘) /R, et accélération a(G) /R, du point G;

S O

Par dérivation :

dt/Ro dt/Rl

0
7(G>/Ro = dO? dO? ﬁRl/RO N O? = { y car ﬁRl/RO = ﬁ

0
R
0
V@) AV (Q)m = ) -
7(G)/R0 = dt( ) = d(t )/R + QRl/Ro /\V(G)/RO = { Yy car ﬁPq/Ro = (
/Ro /R 0

Ry
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2) Théoreme de la résultante dynamique appliqué au disque;

La résultante des forces extérieures appliquées au disque est égale a la masse du disque
par 'accélération de son centre d’inertie.

S Fe=m@(@m, =  T+N+P=md(Gm 1)
La projection de cette équation sur les axes du repere 12, donne deux équations scalaires :
N —mgcos(a) =0 (2)

—T + mgsin(a) = mj 3)

3) Théoreme de du moment dynamique appliqué au disque

Le moment résultant des forces extérieures appliquées au disque est égale au moment
dynamique du disque au méme point G .

Z]\_f(?m)/g = ?(G)/RO = CT[>/\?4—CT[)/\N> = ?(G)/RO comme G // N elle devient :

GINT =7 (G)n, (4)

Nous exprimons chacun des termes de cette équation :

—a 0 0
CT}/\?:{O /\{—T:{O — oT7, )
0 0 oT

Ry Ry Ry

Le moment dynamique est égal a la dérivée du moment cinétique, d’ot1 :

Le moment cinétique du disque est donné par :

_>
(G /ro = Lors- PR /Ry

A0 07 /0
7 (G) /gy = 0Ao0]fo
m L0 0 Af\g

do (G do (G 2
HE Gro _ 27 Cyma_ A7 =002 ar Gpgr =0
dt/RO dt/Rl 2
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En égalisant les deux expressions des moments nous obtenons :

ma? . ma

= — - — 6
al 2<p = T 2g0 (6)

4) Equation scalaire liant les paramétres cinématiques 7, § et o qui traduisent la condition
de roulement sans glissement du disque sur le plan incliné :

La condition de roulement sans glissement est vérifiée si la vitesse du point de contact
du disque et du plan incliné est nulle :

VD)=V eS)n~VUEP) =T

Or: 7([ € P)/r, =0 alors: 7([ €S)/r, = 7(6’)/30 + ﬁRz/Ro ANGI=T

0 0 —a 0
{y+{o /\{0 :{O = y—ap =0 (7)

0 % 0 0
R1 R1 Rl Rl

5) Nous expressions de N, T, ij et ¢ en fonction de m, g, v eta:

L'équation (3) donne :

N = mgcosa

L'équation (6) : §j = ap = ¢ = g I'équation (4) devient : — %E + mgsina = mj
a a

On déduit : )

y= 3 gsina
d’ou:

.2

= —gsina

¥ 3a9
L'équation (5) donne :

7="Ygna

3

6) Energie cinétique du disque en fonction de m, a, y et ¥ :
L'énergie cinétique totale est égale a I'énergie cinétique de translation + 1'énergie ciné-
tique de rotation :
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1 1=
Eo = §m(7(G)/Ro)2 T3 le/Ro-IG(S/RZ)ﬁRl/RO
Ec=gmy’+5(0,0,9) | 0 A 0 | | 0] =zmy’+ A"
0 0 A ©

7) Energie cinétique du disque en fonction de m et y en tenant compte de la condition
de roulement sans glissement :

Nous avons dans 1’équation (6) qui exprime le roulement sans glissement :

y=ap
On déduit que :
. _ Y
()0_ =
a

alors I’expression de 1’énergie cinétique devient :

1 . 1ma*y 3 . 3 .
Eo=-mi+ -2 Y 2 Ec = ngf

8) Expression de l’accélération linéaire § en appliquant le théoréme de 1'énergie ciné-
tique au disque:

La variation de I’énergie cinétique est égale au travail des forces extérieures :

dEc  dW
dt — dt
3 dE- 3
E _° .9 e=c _ 2
c=my = i 5 MYy

aw _ W (T) N AW (N) n d”i;tﬁ - ?.d;? - ﬁ.% +m oG mg V(G)n,

dt dt dt Tdt

dd_vllf/ = ?.7([)/]%0 -+ N.V(I)/RO —+ m7.7(G)/R0 = m?'v(G)/Ro car 7(I)/RO = ﬁ

AW —mg cos 0
o= m?.V(G)/RO = mgsina |. |y | =mgysina
Ry 0 Ry 0
L'égalité des deux expressions donne :
3 .. - .2
5Myy = mgysina = §j=3gsina
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