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Feuille d’exercices N°3 I

Exercice 1 Soient H un espace de Hilbert, G un sous-espace fermé de H et Pg la projection
orthogonale de H sur G.

1)
2)

3)

Montrer que pour tout f € G*, il existe un seul prolongement f € H* défini par
f(z) = f(Pg(x)) pour tout x € H.

Soient a € H, a # 0 et b € H. Posons G ={x € H/ < z,a >= 0} et soit f € G* définie

par f(x) =< z,b > pour tout x € G. Montrer que l'unique extension de Hahn-Banach
de f est définie par :

- <a,b>

flz) =<z,b> _W <x,a>, pour tout x € H.
a

Prouver que pour tout espace normé X et pour tout T' € L(G, X) il existe TeL(H X)
tel que T'= Ty et |T|| = ||T|.

Solution 1 1) Existence. Soit f € G*. Comme G est s.e.v fermé de l’espace H, alors

2)

d’aprés Théoréme de projection, H = G ® G+ (© est somme directe topologique).
Maintenant, on définit f : H — C par 7(&7)_: f(Pa(x)) pour tout © = Pg(x)+ Pgi(x) €
H. Alors f est linéaire et f ;o = f, donc || f|| > || f||. D’autre part,

[f(@)] = £ (Pa@)] < IfIIPa(@)] < Il

( On utilise la propriété ||z||> = || Po(x)||* + || Per||* > [|Pe(x)||* ) pour tout x € H. Ceci
implique [[f|| < [[fI, et ainsi [|f][ = || f]].

Unicité. Soit g € H* avec g = f et ||g|| = ||f||. Par Théoréme de représentation
de Riesz, il existe b € H tel que g(x) =< x,b >, pour tout v € H. Comme
b= Pg(b) + Pgui(b), alors pour tout y € G, on a

fly) = gy
= <y, Pg(b) >+ <y,Pgi(b) >
= <y, Pa(b) >,
et Ifll = IPe®)|. On a ||fll = lgll, alors |lg|| = |[Pa(b)||. Ceci implique que

[6l* = [|1Pe(b)|[*. Comme [[b]]* = || Pa (D)1 + | Pz (D)I|*, alors Pg(b) = 0 et donc
g(x) =< 2,b >=< x, Pe(b) >= f(z)

pour tout x € H. Par conséquent, f = g.

On a G = ker(p,) s.ev fermé car ¢, € H* définie par p,(x) =< z,a > . Alors
d’apres question (1) il existe unique extension de Hahn-Banach f de f définie par f(x) =
f(Pg(x)) =< Pg(x),b >=< x, Po(b) > . Notons que a ¢ G (car sinon a=0 ). D’aprés
Théoréme de projection H = G & Ca alors pour tout v € H, v = x — 2% a4 =2%2¢. (e

llall llall
<b,a> <a,b>
llall

a. Par conséquent, f(z) =< z,b > — e <ma>.

qui montre que Pg(b) = b —
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3) On définit Uapplication T : H — X par T(z) = T(Pg(z)). Evidemment, T est linéaire
continue (car est la composée de deuz applications linéaires continues), et que T prolonge
T (car six € G alors Pg(x) = ). D’autre part, on a

IT@) = IT(Pe()]
< [Tl Pe()
< Tl

pour tout x € H. Par suile, 1T < |T||. Puisque T étend T on obtient que ||T| < ||T,
et ainsi ||T|| = ||T||. Ce qui prouve que T est extension de Hahn-Banach.

Exercice 2 Soient E et F' deux espaces normés avec E # {0}.
1) Montrer que pour tout x € E, il existe ¢ € E* tel que ¢(z) = ||x|| et ||¢]] =1
2) Montrer que si L(E, F) est complet alors F est aussi complet.

Solution 2 1) Soit M = Kz = {ax : « € K} et définissons f: M — K;ax —  alz|.
Notons que |f(az)| = |a|||z|| = ||ax||. Ceci implique par Théoréme d’extension de Hahn-
Banach qu’il existe ¢ € E* et ¢ = [ en particulier ¢(x) = ||z||, et [o(y)] < ||y|| pour
tout y € E. Donc ||¢|| <1, et puisque ¢(:%:) =1, d’ou I’égalité.

[l

2) Soit (Yn)n>1 C F une suite de Cauchy et fivons xy € E, ||zo|| = 1. Par question (1), il
existe p € E*, ||¢]| = 1 = ¢(xg). Pourn > 1, on définit T,, € L(E, F) par T, (z) = ¢(x)yn
et notons que T, (o) = Yn.
Alors ||(T,, — Toa)z|| = |o(@)|||yn — Y|l < 12|y — Ym|| pour tout x € X. Ceci implique
T — Tl < ||Yn — Yml|- Ce qui montre que (T,,), est de Cauchy dans L(E,F) qui est
complet. Soit T la limite de (T,)n, alors lim, oy, = lim, oo Tnzo = Txo. Par suite
(Yn)n>1 est convergente. Par conséquent, F est complet.

Exercice 3 Soit X un espace vectoriel sur R et f, fi,..., fn : E — R des formes linéaires.

1) Montrer que si (\i_, ker(f;) C ker(f), alors il existe ay,s,...,a, € R tels que
f= Z?:l a; fi.

2) On suppose que la dimension de X est infinie.
Montrer qu’il existe xg € E, xo # 0, tel que fi(xo) =0, Yi=1,...,n.

3) On suppose que X est normé et que fi,..., fn, f € E*. Soient G = {x € X / fi(x) =0
Vi=1,..,n} et g € G* définie par g(x) = f(x) Vx € G. Montrer que si h € X* est le
prolongement de g alors il existe aq, aa, ..., 0p, € R tels que h = f+ Y"1 a; f;.

Solution 3 1) Premiére méthode est purement algébrique. En utilisant le raison-
nement par récurrence. Pour n = 1 et soit f,g : X — R des formes linéaires telles
que ker(g) C ker(f). Si g = 0 alors ker(g) = X, donc ker(f) = X, et ainsi f =0
équavaut a f = ag pour tout a € R. Supposons maintenant qu’il existe xy tel que

g(zo) # 0. Alors pour tout x € X = — gg((;;)) xo € ker(g) ceci implique par U'hypothése que

xo € ker(f). Ce qui montre que f(x —

f(zo0)
g(zo)

g(z)
g(zo)

ne dépend pas de choix x.

g(z)
g(zo)

pour tout x € X ot o =

T — xo) = 0 et par suite f(z) = ag(zx)




Université Moulay Ismail Année Universitaire : 2019/2020
F.S.T. Errachidia Module : Analyse Fonctionnelle
Département de Mathématiques Filiére : (LST) Math App S6

Supposons que l’assertion est vraie pour n € N et supposons que ﬂ?jll ker(f;) C ker(f).
Alors (i, ker(fi/ker(fnﬂ)) C ker(firer(frir))- En appliquant Uhypothese de récurrence

pour f/ker(fn+1)afl/keT(an)a "'7fn/ker(fn+1)7 On obtient sur ker(fn+1) que [ = > 0 aifi
sur ker(fns1). Dot ker(foe1) C ker(f — Y i aif;). Et par Uhypothése de récurrence
on aboutit que f = Z?jll a; fi. Ce qui montre le résultat désiré.

Deuxiéeme méthode, en utilisant Théoréme de Hahn-Banach géométrique.
On définit F : X — R"™ oz —— (f(x), fi(x),..., fu(x)) qui est linéaire. On a
F(X) est un s. e. v f de R"™™ qui est fermé alors il est convere fermé non vide. Le
vecteur a = (1,0,...,0) € F(X) car sinon (f(z), fi(z), ..., fa(z)) = a et par Uhypothese
N, ker(fi) € ker(f), on a si

fi(x) =0 pour tout i=1,...n = f(x) =0

ce qui prouve la contradictoin. On a {a} est compact non vide alors d’aprés Théoréme de
Hahn-Banach deuziéme forme géométrique on peut séparer {a} et F(X) au sens strict
dans R™™. Donc 3¢ forme linéaire non nulle continue sur R™™* et Iu € R tels que

(%) ¢(a) < p < ¢(F(z)),Vz € E.

Comme R"™ est espace de Hilbert alors d’aprés Théoréme de représentation de Riesz il
existe unique y = (ap, v, ..., ) tel que

o(z) =< z,y >= X j;z; VYo = (20,71, ..., 7,) € R™.
En remplacant dans (%), on obtient alors que
ap < p < apf(x) + 3o, fi(z), Ve e X.
Ceci implique, par linéairité que

ap < p < Magf(z) + X8 i fi(z)), Ve e X YA eR.

On en déduit que aof(z) + X oo fi(x) = 0. Par suite ag < 0, on pose \; = =2 pour
i =1,....,n et on obtient donc que f(x) = X"\ fi(z), Vo € X. Ce qui prouve le résultat
désiré.

2) Supposons par labsurde que (., ker(fi;) = {0}. Alors pour tout f € X' forme
linéaire on a {0} = N ker(f)) C ker(f). En utilisant (1), on obtient alors que
f € wvect(fr, fa, ..., [n). Donc la dimension de dual algébrique X' est finie et par suite la
dimension de X est aussi finie, ce qui est absurde par notre hypothese.

3) Comme h étend g alors h(z) = g(z), Vo € G ou G =, ker(f;) C ker(h — f). Ceci
implique d’aprés (1) qu’il existe aq, ag, ..., € R, tel que h— f = ay fi+ ...+ ap fn. Dot
le résultat.

Exercice 4 Soient X un espace normé et Y un sous-espace vectoriel de X. Pour xy € X \Y
on définit Uapplication f:Y @& Kzg — K par f(y + Axg) = A.

1) Prouver que f est bien définie et linéaire.

2) Montrer que f est continue si et seulement si xg & Y.
8) Montrer que Y = ({ker(z*) /2* € X* et Y C ker(z*)}.
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4) En déduire que Y = X si et seulement si pour tout v* € X*, x* =0 sur'Y implique que
x* =0 sur X.

Solution 4 1) Montrons que siy,y € Y A\, N € K avec y+ Axg =y + Nxg alors N = X et
y=1vy". En effet, si N = X alors zg = ily; €Y carY est s.e.v et ceci est impossible par
notre hypothese. Alors N = X\ et par suite y = y'. On en déduit que f est bien définie.
Par l'unicité de la décomposition des éléments de Y @ Kxy on obtient que [ est linéaire.

2) Supposons que f est continue. On va prouwver xo € Y. Supposons par l'absurde que
xo € Y. Alors il existe (yn)new C Y tel que yp — 2o. On a (yn)n C Y @ Kuag, et
zo € Y & Kuxyg. et par la continuité de f il s’ensuit que f(y,) — f(xo). Puisque f(y,) =0
pour tout n € N, ceci implique que f(y,) — 0, et par lunicité de limité on aboutit
f(xg) =0, ce qui est impossible car f(xg) = 1. D’ou le résultat.

3) Six* € X*etY C ker(x*), et puisque ker(z*) est fermé alors Y C ker(x*), et ainsi

Y C N{ker(z*)/z* € X*,Y C ker(z*)}.
Réciproquement, soit xo € ({ker(xz*)/z* € X*,Y C ker(z*)} et supposons que xo € Y.
En utilisant question (2) alors il existe f : Y & Kzg — K linéaire continue telle
que fry = 0 et f(xg) = 1. Soit x* leatension de f par Théoréme d’extension de
Hahn-Banach. Alors x* = f sur Y @ Kxo. En particulier, ©o & ker(z*) et ainsi
xo & (Wker(z*)/z* € X*Y C ker(x*)} ce qui est contradictoire par I’hypothése. On
en déduit que Y = (\{ker(x*) /a* € E* et Y C ker(z*)}.

4) D’aprés question (3) on aY = ({ker(z*) /2* € E* et Y C ker(z*)}. Alors
[Végalité Y = X | ssi [ ker(xz*) = X pour tout x* € X*, ker(z*) D Y] ssi [pour tout
r* € X* x* =0 surY implique que x* =0 sur X.J
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