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AVANT-PROPOS

L’idée de cet ouvrage s’est peu a peu dégagée a I’occasion de rencontres (colloques,
soutenances de these, GDR, etc.) entre trois amis universitaires travaillant, a des titres
divers, dans le domaine de I’analyse fonctionelle. Cette Analyse dite fonctionnelle in-
teragit avec de nombreux autres domaines des mathématiques, avec un enrichissement
mutuel. C’est ce que nous avons tenté de mettre en évidence tout au long de ces dix
chapitres d’exercices corrigés et commentés, en ayant le souci de nous maintenir a un
niveau moyen qui est celui d’une premiere année de Master, c’est-a-dire celui du M1,
et de rendre I'utilisation de cet ouvrage commode pour un lecteur motivé et ayant un
niveau initial équivalent a celui du L3. Illustrons par quelques exemples les interactions
mentionnées plus haut :

1. Convexité :

Celle-ci apparait notamment avec le théoréme de Hahn-Banach. Ce dernier débouche
sur la construction de moyennes invariantes (« moyennabilité » du groupe des entiers)
aussi appelées moyennes de Banach au chapitre III. Ces moyennes a leur tour sont
utilisées au chapitre V pour démontrer le théoréme de similarité de Nagy. Ce théo-
réme intervient lui-méme au chapitre X pour donner une caractérisation complete des
opérateurs ayant une « grande » algeébre de Deddens associée. Un autre aspect de la
convexité est la notion de point extrémal, présente au chapitre IX (avec le théoreme
de Krein-Milman sous-jacent) et au chapitre VI avec la caractérisation des points
extrémaux de la boule unité des opérateurs sur un Hilbert, qui fait apparaitre des
phénomenes nouveaux intéressants (co-isométries vraies) en dimension infinie.
2. Topologie :

L utilisation de la compacité apparait au chapitre VII avec les opérateurs compacts,
dont on sait que la théorie spectrale est proche de celle faite en dimension finie (théo-
rie de Riesz) et le théoréme d’ Ascoli-Arzela y est souvent utilisé, ainsi que la conver-
gence quand il y a une seule valeur d’adhérence (et quand I’espace ambiant est com-
pact), et les théoremes de Tychonoff, Banach-Alaoglu, pour les topologies affaiblies
du chapitre IX. La connexité joue aussi un certain réle dans cet ouvrage, notam-
ment au chapitre V (spectre d’une isométrie) ou au chapitre X (Théoréme de Runge,
exponentielles dans 1’espace des fonctions continues, frontiere du spectre, compo-
santes connexes du groupe des éléments inversibles dans une algebre de Banach,
etc.). Enfin, la complétude est évidemment centrale tout au long de ces chapitres,
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Avant-propos

avec les théoremes de Baire (chapitre 2, sommes de fonctions partout sans dérivée),
de Banach-Steinhaus, du graphe fermé et de 1’application ouverte (Chapitres I, II, TV,
VI par exemple).

3. Intégration et théorie de la mesure :

Une classe tres intéressante d’opérateurs, les opérateurs intégraux, est étudiée au cha-
pitre VIII, ou la théorie de I’intégration est centrale, avec les théoremes de Fubini et
de convergence dominée (par exemple, dans I’exercice 10, le fait sous-jacent qu’une
suite de fonctions uniformément bornées qui converge simplement vers zéro converge
faiblement au sens des espaces de Banach). Cette théorie de la mesure permet éga-
lement de donner, au chapitre X, des exemples intéressants d’algebres de Banach
dont le groupe des éléments inversibles contient « beaucoup » de non-exponentielles,
et qui sont liées a I’analyse harmonique et et aux séries de Fourier. Elle intervient
aussi au chapitre V pour donner 1’exemple de I’espace de Bergman dont la structure
est riche et instructive (noyau reproduisant, opérateurs de Toeplitz, inversibles sans
racine carrée, etc.).

4. Fonctions holomorphes :

On a déja mentionné le cas de I’espace de Bergman au chapitre V. Mais ces fonctions
sont aussi présentes au chapitre I, par exemple, et encore plus aux chapitres VI et X,
ol leur utilité¢ dans 1’étude des algebres de Banach est illustrée dans de nombreux
exercices, en collaboration avec le théoreme de Hahn-Banach : formule de Cauchy
vectorielle, séries de Laurent et formule du rayon spectral, théoremes de Runge et
Liouville, etc.
5. Propriétés isométriques :

Une propriété frappante de ces isométries est dégagée au chapitre | : la structure
métrique d’un espace vectoriel normé détermine sa structure linéaire (Ex.1.9). Dans
le cas hilbertien, on peut dire beaucoup plus, et le groupe des isométries surjectives
(groupe unitaire) est tres riche : en dimension finie, cette richesse est déja connue, et
ses applications, on en explore d’autres aspects en dimension infinie. Quand la dimen-
sion est infinie apparaissent des phénomenes nouveaux, comme 1’existence d’isomé-
tries non surjectives avec le fameux shift unilatéral S, omni-présent dans cet ouvrage.
L’étude générale des isométries (et des isométries partielles) s’appuie fortement sur
la décomposition polaire et ses variantes (notamment la décomposition polaire maxi-
male), qui est étudiée en détail dans les exercices du chapitre VI, et rend a peu pres
autant de services que la décomposition polaire z = ¢?p des nombres complexes !
C’est ce que nous avons cherché a montrer, en particulier dans la caractérisation com-
plete des points extrémaux de la boule unité des opérateurs sur un Hilbert. D’autres
propriétés des isométries partielles, certaines peu connues, sont également proposées
au chapitre VL.

Comme on le voit, les interactions sont également fortes entre les différents chapitres,
qui s’éclairent mutuellement, nous nous sommes parfois permis d’invoquer au chapitre x
un exercice du chapitre y, avec y > x. Et nous ne saurions trop recommander au lecteur
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Avant-propos

d’avoir une lecture et une utilisation globales de cet ouvrage, au lieu d’en faire un usage
ponctuel sur un exercice spécifique.

Un mot sur le contenu pour compléter ce qui a déja été dit : cet ouvrage contient des ré-
sultats classiques, mais sur lesquels il est utile a I’étudiant de s’entrainer, comme certains
exercices du chapitre I. Il contient des résultats plus récents ou des preuves moins clas-
siques que nous ne saurions citer tous, comme 1’équation de Daugavet au chapitre VIII,
la preuve par série de Neumann du lemme de Wiener ou les caractérisations de 1’algebre
de Deddens au chapitre X, et les propriétés fines des contractions au chapitre VI.

Précisons un point important : on donne d’abord tous les énoncés d’un chapitre, ensuite
tous les corrigés des exercices de ce chapitre, pour favoriser la démarche :

« Lecture de I’énoncé. Recherche patiente d’une solution. Lecture de la solution tout a
fait a la fin ».

Ces corrigés sont complets et raisonnablement détaillés a notre avis, mais nous n’avons
pas cherché a surdétailler, ce qui conduirait inévitablement a un certain alourdissement
et a une certaine obscurité, et nous ne saurions trop répéter que ce livre n’est pas fait
pour étre Iu a la plage ou dans un hamac !

D’autre part, puisqu’il n’y a pas a proprement parler de « cours » dans ce livre, le tra-
ditionnel index a pris la forme d’une trentaine de pages (situées au début de 1’ouvrage),
qui décrivent chapitre par chapitre les notations utilisées et les résultats fondamentaux de
cours (dont certains, peu nombreux, sont redémontrés en exercice). Dans les corrigés, on
fait fort souvent référence a ces trente pages, ce qui devrait rendre ’utilisation du livre
trées commode au lecteur.

Répétons-nous encore une fois : une bibliographie spécifique vient compléter le livre.
Cette bibliographie comporte quelques ouvrages classiques (comme les livres de Rudin),
parfois disponibles seulement en langue étrangere, mais que leur excellence rend hau-
tement recommandables (nous pensons notamment aux livres de P. Halmos et de D.
Werner). Elle comporte également des articles, dont le choix reflete les gofits complé-
mentaires des trois auteurs.

Organisation générale de I'ouvrage

(1) Résumé du cours, ne remplagant pas un manuel de cours mais servant de référence.

Les numéros des définitions et propriétés : I’indication dans une solution de (D 4.7), par
exemple, est celle de la définition utile, chapitre 4, numéro 7.

(2) Dix chapitres d’exercices (numérotés de I a X) se reportant chacun au chapitre du
cours de méme numéro.

Dans chaque chapitre, le lecteur trouvera trois sortes d’exercices :
Exercices brefs destinés a controler la compréhension initiale du chapitre.
Exercices plus longs faisant appel a plus de réflexion.

Exercices d’ouverture vers une meilleure connaissance des notions d’analyse fonction-
nelle et vers quelques résultats importants, parfois assez récents.



Avant-propos

Quelques précisions sur I'ordre

Dans chaque chapitre d’exercices, les textes sont groupés au début.

Les relations munies d’un numéro : les numéros sont dans 1’ordre de premiere appa-
rition de la relation dans le chapitre (par exemple (II.1) désigne la premiere relation du
chapitre II) - cette relation est répétée au besoin a I'intérieur de I’exercice (énoncé ou
solution) pour une meilleure compréhension du lecteur.

Connaissances préalables

(1) La structure générale d’un espace métrique (voire topologique), les notions de suite
convergente ou de Cauchy, celles de sous-espace muni de la structure de 1’espace.

(2) Le langage usuel des opérateurs linéaires entre espaces vectoriels, en particulier es-
paces de dimension finie (noyau, image, valeurs propres, espaces propres, opérateurs
auto-adjoints. ..) éventuellement la forme de Jordan, admise ici, mais utilisée dans
I’exercice V.12.

Ordre des chapitres

Pour les exercices sur les opérateurs, nous avons choisi de parler d’abord des opéra-
teurs linéaires entre espaces normés (ch. IV) et d’aborder ensuite le cas particulier des
opérateurs entre espaces de Hilbert (ch. VI).

Le cas plus général d’éléments dans une algebre de Banach ou une C*-algebre est abordé
au dernier chapitre (ch. X). Cependant les résultats qui y apparaissent sont souvent, dans
un cours assez bref d’analyse fonctionnelle, prouvés dans le cadre des opérateurs entre
espaces de Banach sans attirer I’attention sur leur généralité. Ils peuvent alors apparaitre
deux fois pour le lecteur attentif (par exemple (P 6.6) et (P 10.10)).

Le lecteur?

Celui qui se contente de « lire » I’ouvrage n’aura rien appris.

Un ouvrage d’exercices est fait pour vérifier les connaissances acquises et pour susciter
la réflexion, la recherche personnelle, pour mettre le lecteur dans 1’état d’esprit de celui
qui, ayant acquis un certain bagage, cherche par lui-mé&me a en savoir plus.

Bien sir, un texte d’exercice posé de maniere précise et directive peut enlever le mystere
qu’il y aurait a se poser personnellement une question dont on ignore la réponse.

Nous avons cependant cherché a organiser les textes pour que le « lecteur » puisse par
I’abord préalable de quelques cas particuliers (1’'usage des opérateurs en dimension finie
est parfois fondamental) voir pourquoi la réponse peut calquer celle de la dimension finie
ou au contraire étre différente.

I1 est évident qu’une recherche d’exercice doit étre faite sans avoir pris du tout connais-
sance de la solution. On doit faire un plan de résolution d’une question et non partir
au hasard. L’usage du corrigé ne doit étre fait qu’apres une recherche personnelle non
négligeable, en derniere instance, en quelque sorte.
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avec les théoremes de Baire (chapitre 2, sommes de fonctions partout sans dérivée),
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Une classe tres intéressante d’opérateurs, les opérateurs intégraux, est étudiée au cha-
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d’avoir une lecture et une utilisation globales de cet ouvrage, au lieu d’en faire un usage
ponctuel sur un exercice spécifique.

Un mot sur le contenu pour compléter ce qui a déja été dit : cet ouvrage contient des ré-
sultats classiques, mais sur lesquels il est utile a I’étudiant de s’entrainer, comme certains
exercices du chapitre I. Il contient des résultats plus récents ou des preuves moins clas-
siques que nous ne saurions citer tous, comme 1’équation de Daugavet au chapitre VIII,
la preuve par série de Neumann du lemme de Wiener ou les caractérisations de 1’algebre
de Deddens au chapitre X, et les propriétés fines des contractions au chapitre VI.

Précisons un point important : on donne d’abord tous les énoncés d’un chapitre, ensuite
tous les corrigés des exercices de ce chapitre, pour favoriser la démarche :

« Lecture de I’énoncé. Recherche patiente d’une solution. Lecture de la solution tout a
fait a la fin ».

Ces corrigés sont complets et raisonnablement détaillés a notre avis, mais nous n’avons
pas cherché a surdétailler, ce qui conduirait inévitablement a un certain alourdissement
et a une certaine obscurité, et nous ne saurions trop répéter que ce livre n’est pas fait
pour étre Iu a la plage ou dans un hamac !

D’autre part, puisqu’il n’y a pas a proprement parler de « cours » dans ce livre, le tra-
ditionnel index a pris la forme d’une trentaine de pages (situées au début de 1’ouvrage),
qui décrivent chapitre par chapitre les notations utilisées et les résultats fondamentaux de
cours (dont certains, peu nombreux, sont redémontrés en exercice). Dans les corrigés, on
fait fort souvent référence a ces trente pages, ce qui devrait rendre ’utilisation du livre
trées commode au lecteur.

Répétons-nous encore une fois : une bibliographie spécifique vient compléter le livre.
Cette bibliographie comporte quelques ouvrages classiques (comme les livres de Rudin),
parfois disponibles seulement en langue étrangere, mais que leur excellence rend hau-
tement recommandables (nous pensons notamment aux livres de P. Halmos et de D.
Werner). Elle comporte également des articles, dont le choix reflete les gofits complé-
mentaires des trois auteurs.

Organisation générale de I'ouvrage

(1) Résumé du cours, ne remplagant pas un manuel de cours mais servant de référence.

Les numéros des définitions et propriétés : I’indication dans une solution de (D 4.7), par
exemple, est celle de la définition utile, chapitre 4, numéro 7.

(2) Dix chapitres d’exercices (numérotés de I a X) se reportant chacun au chapitre du
cours de méme numéro.

Dans chaque chapitre, le lecteur trouvera trois sortes d’exercices :
Exercices brefs destinés a controler la compréhension initiale du chapitre.
Exercices plus longs faisant appel a plus de réflexion.

Exercices d’ouverture vers une meilleure connaissance des notions d’analyse fonction-
nelle et vers quelques résultats importants, parfois assez récents.
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Quelques précisions sur I'ordre

Dans chaque chapitre d’exercices, les textes sont groupés au début.

Les relations munies d’un numéro : les numéros sont dans 1’ordre de premiere appa-
rition de la relation dans le chapitre (par exemple (II.1) désigne la premiere relation du
chapitre II) - cette relation est répétée au besoin a I'intérieur de I’exercice (énoncé ou
solution) pour une meilleure compréhension du lecteur.

Connaissances préalables

(1) La structure générale d’un espace métrique (voire topologique), les notions de suite
convergente ou de Cauchy, celles de sous-espace muni de la structure de 1’espace.

(2) Le langage usuel des opérateurs linéaires entre espaces vectoriels, en particulier es-
paces de dimension finie (noyau, image, valeurs propres, espaces propres, opérateurs
auto-adjoints. ..) éventuellement la forme de Jordan, admise ici, mais utilisée dans
I’exercice V.12.

Ordre des chapitres

Pour les exercices sur les opérateurs, nous avons choisi de parler d’abord des opéra-
teurs linéaires entre espaces normés (ch. IV) et d’aborder ensuite le cas particulier des
opérateurs entre espaces de Hilbert (ch. VI).

Le cas plus général d’éléments dans une algebre de Banach ou une C*-algebre est abordé
au dernier chapitre (ch. X). Cependant les résultats qui y apparaissent sont souvent, dans
un cours assez bref d’analyse fonctionnelle, prouvés dans le cadre des opérateurs entre
espaces de Banach sans attirer I’attention sur leur généralité. Ils peuvent alors apparaitre
deux fois pour le lecteur attentif (par exemple (P 6.6) et (P 10.10)).

Le lecteur?

Celui qui se contente de « lire » I’ouvrage n’aura rien appris.

Un ouvrage d’exercices est fait pour vérifier les connaissances acquises et pour susciter
la réflexion, la recherche personnelle, pour mettre le lecteur dans 1’état d’esprit de celui
qui, ayant acquis un certain bagage, cherche par lui-mé&me a en savoir plus.

Bien sir, un texte d’exercice posé de maniere précise et directive peut enlever le mystere
qu’il y aurait a se poser personnellement une question dont on ignore la réponse.

Nous avons cependant cherché a organiser les textes pour que le « lecteur » puisse par
I’abord préalable de quelques cas particuliers (1’'usage des opérateurs en dimension finie
est parfois fondamental) voir pourquoi la réponse peut calquer celle de la dimension finie
ou au contraire étre différente.

I1 est évident qu’une recherche d’exercice doit étre faite sans avoir pris du tout connais-
sance de la solution. On doit faire un plan de résolution d’une question et non partir
au hasard. L’usage du corrigé ne doit étre fait qu’apres une recherche personnelle non
négligeable, en derniere instance, en quelque sorte.

X
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Avant-propos

Toute solution proposée est faite pour réfléchir aux méthodes employées. En ce sens il
peut y en avoir plusieurs, ou des exercices semblables associés a différents chapitres.
Ceci peut mettre en évidence les possibilités de solutions utilisant peu d’informations
sur le cours, et montrer ensuite I’amélioration éventuelle apportée par I'usage des grands
théorémes. L’exemple des deux solutions de I’exercice V.4 nous parait significatif a cet
égard.

Dans le cas d’une solution de question nécessitant plusieurs étapes, non explicitées dans
le texte, des sous-paragraphes pourront apparaitre dans cette solution; 1’attention du
lecteur sera alors attirée, leurs intitulés seront en général soulignés, et la difficulté sera
autant que possible « fractionnée ». Enfin, une bibliographie courte, mais tres ciblée,
vient compléter cet ouvrage, dont nous espérons qu’il pourra rendre des services aux
étudiants de L3 et M1-M2, ainsi qu’aux agrégatifs et a ceux démarrant une these en
analyse fonctionnelle.

Nous espérons que ce nouvel ouvrage pourra rendre des services aux étudiants et col-
legues qui I’utiliseront, et nous acueillerons avec plaisir et intérét toutes les remarques
des lecteurs aux adresses suivantes :

josette.charles @infonie.fr
mbekhta@math.univ-lille1.fr
queff@math.univ-lille1.fr

Xl
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Chapitre 1

1. Espaces normés

ESPACES NORMES

D1. Définitions
N° Notion définie Définition
D 1.1 Semi-norme p Appplication p : E — R*, E espace vectoriel sur K,
vérifiant
(i) Vx,y € E, p(x +y) < px) +ply)
(ii) Vx € E,YA € K, p(Ax) =| 1 | p(x).
D1.2 Norme p ou || || Semi-norme telle que [p(x) = 0] = [x = 0].
D 1.3 | Espace normé (E, p) ou (E, || |I) Couple (E, p) formé de I'espace vectoriel E et de la
norme p sur E.
D14 Boule ouverte de centre xo et | Be(xo, r) = {x € E ;|Ix — Xol|| <r}.
rayon r dans E, Be(xo, r)
D1.5 Boule fermée de centre xo et Be(xo, 1) = (X € E;|Ix = Xoll < 1).
rayon r dans E, Be(xo, r),
D 1.6 | Spheére de centre xo et rayon r | Se(xo, r) = {x € E ;|Ix — Xol| = r}.
dans E, Se(xo, r)
D 1.7 Espace de Banach Espace normé complet pour la distance
d(x, y) = lIx - yll.
D1.8 Suite convergente en norme Xn, X € E, limp_o |IX, — x|l = 0, x est la limite de la
suite.
D 1.9 | Suite de CauchydansE, (Xp)naw | Xn, N € N*, vecteurs de E.
Ye>0,3IN,;n,p>=N, = |x, - xpll < &.
D 1.10 | Série convergente notée E espace normé, u, € E, la suite de terme général
u=3y> U Xp = 22:1 Up est une suite convergente vers
u € E, u est la somme de la série.
D 1.11 | Série absolument convergente | E espace normé, u, € E, la série de terme général
dans un espace normé llun|| est convergente.
D 1.12 | Somme directe ou produit E, F espaces normés, G=ExXFouEaF, G={(xy);
direct E®F, ExF XeEyeF, (xy)+AX,y) =X+, y+y),
166, YII = max(|xll, llyll) (ou norme équivalente).
D 1.13 | Supplémentaires topologiques | E espace de Banach, M, N sous-espaces fermés de
M,NdansE, E=Ma&N EMNN={0L,E=M+N(NxecE JyeM,zeN;
X=y+2).
D 1.14 | Espace-quotient E/M, [x] ou x E espace normé, M sous-espace fermé de E,
vecteur [x] de E/M :
[XI=ix+y;yeM)
[x + Ax'] = [x] + A[x’]
X1 = inf{llx +yIl ; y € M}.
D 1.15 | Espaces (P, Eléments : des suites complexes x = (Xp)nerr-,
1<p<e opération + et Ax usuelles. Eléments et norme :
p<ooiUp=37 4 XnlP < oo, [IXllp = (up)P.
p =0 :|IX|lo = sup(lXn| ; N € N*) < 0.




Cours

N° Notion définie Définition
D 1.16 | Espaces LP(J) J = [a b], intervalle de R,LP(J) = ({f, classes’
de fonctions complexes Lebesgue-mesurables sur
J;IfP soit intégrable}, [Ifll, = ([* | £ IP dt)P.
D 1.17 | Espaces L*(J) J = [a, b], intervalle de R, L*(J) = {f € classes' de

fonctions complexes Lebesgue mesurables
bornées sur J}, ||fll. = sup(f(x)| ; x € J) (au sens des
classes).

P1. Propriétés

N° Désignation Enoncé
P 1.1 | Complétude automatique Tout espace normé E de dimension finie est un
espace de Banach.
P 1.2 | Somme vectorielle de M, N sous-espaces d'un espace de Banach E
sous-espaces fermés [M sous-espace fermé, N de dimension finie]
= [M + N fermé]
SIMNN={0}, M+N=MeaN.
P 1.3 | Norme-quotient E normé, M sous-espace fermé de E, alors E/M est
un espace normé.
Pour [x] € E/M,
lIIx1Il = inf{lix]l ; x € [x]} est une norme telle que
D11 < il
P 1.4 | Inégalité de Minkowski finie Soit 1 < p < oo, (Xp)ner- €t (Vn)nar- deux suites dans
C.NeN = (TN, x, +y,lP)"P
< (X0 XaP) P+ (T4 lynlP) P
P 1.5 | Inégalité de Hélder finie Soit 1 <p, g <coavec L+ ¢ =1, (n)nerr €t (Vn)nerr:
deux suites dans C. N e N* = YV |x,yl <
< (Zgﬂ Ianq)1/‘7(Zﬁ:1 |Yn|p)1/p-
P 1.6 | Inégalités de Minkowski Soit 1 <p<oo, VX, y € (P,
lIx + yllp < lIXllp + 1Yllos
vf, g e LP,
If +gllp < IIfllp + 1191lp-
P 1.7 | Inégalités de Holder Soit 1 <p, g < avec :—7 + % =1,
Vx e P, Vyelq,
et XYL < lIxllp 1yllq
vVfelP,Ygeld
J1F)g()ldx < 1Ifllp llgllg-
P 1.8 | Complétude des espaces de Les espaces (P, LP sont des espaces de Banach.
Lebesgue
P 1.9 | Complétude de la somme [E, F espaces de Banach] = [E (P F espace de

directe de deux espaces de
Banach

Banach].

1. Dans I’écriture d’un élément de LP(J), p fini ou infini, on utilise souvent un représentant de la classe d’un élément

f sans changer de notation. Le choix du représentant n’influe pas sur la norme.

4
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Chapitre 2

D2. Définitions

2. Théorémes fondamentaux

THEOREMES FONDAMENTAUX

N° Notion définie Définition
D 2.1 Ensemble rare, de premiére | S sous-ensemble d'un espace métrique E; S rare :
catégorie (maigre), de se- | son adhérence S est d'intérieur vide;
conde catégorie (non maigre) | S de premiére catégorie : réunion dénombrable
d’ensembles rares;
S de seconde catégorie : il n'est pas de premiére
catégorie.
D22 Ensemble équicontinu J espace compact, C(J) espace de
Banach des fonctions continues sur J a valeurs
dans C muni de || || , et H sous-ensemble de C(J).
H équicontinu: Ye > 0, Vx € J, il existe un voisinage
V de x tel que, Yy € V, Vf € H, |f(x) — f(y)| < &.
D 2.3 | Opérateur T : E — F, ker(T), | T application linéaire définie sur E, a valeurs
Im(T), noyau et image de T dans F
ker(T) = {x € E; Tx = 0}
Im(T) = {Tx ;x € E}.
D24 Opérateur borné T Application linéaire continue T définie sur E, a
valeurs dans F.
D 2.5 Norme de T, ||T||, Pour T selon (D 2.4),
L(E, F), L(E), IT1l = sup{lI TxllF ; lIxlle = 1},
sous-multiplicativité L(E, F) , espace des opérateurs vérifiant (D 2.4)
muni de la norme ci-dessus.
L(E) = L(E, E).
On a [JAC]| < JIAJlIIC]I.
D 2.6 Application ouverte E, F espaces normés, T linéaire de E dans F telle
que : 36 >0 ; Be(0, 5) c T[Bg(O, 1)].
D 2.7 | Application presque E, F espaces normés, T linéaire de E dans F telle
ouverte que : 35 > 0; BF(0, 6) c T[BL(0, 1)].
D238 Graphe de T, g(T) G(T) =1{(x, Tx) ;x e E} C EXF.
D29 | E*, espace dualde E E* est I'espace des formes linéaires continues sur
E**, bidual de E E on note, pour f € E*, f(x) = (x, f), E* = (E*)*.
D 2.10 | Orthogonal ou polaire E espace normé, G C E,
de G, G* Gt ={feE ;¥xeG,{(xy=0)}.

P2. Propriétés

N° | Désignation Enoncé
P 2.1 | Caractérisation des Un espace normé E est de Banach ssi toute série
Banach de E absolument convergente est convergente.
P 2.2 | Théoréme de Riesz (Frédéric) E espace normé, la boule unité fermée de E est
compacte si et seulement si la dimension de E est
finie.
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N° Désignation Enoncé
P 2.3 | Théoréme d'Ascoli J espace compact, C(J) espace de Banach des
(ou Ascoli-Arzela) fonctions continues sur J a valeurs dans C muni de
|| llo- H sous-ensemble de C(J) ; H est relativement
compact si et seulement si H est équicontinu et
borné:
sup{||f|l ; f € H} < .

P 2.4 | Continuité automatique Si E est un espace normé de dimension finie et F
un espace normé, toute application linéaire de E
dans F est continue.

P25 Norme d'une application Soient E, F deux espaces normés et T une

linéaire continue application linéaire de E dans F, [T continue ] &
[3h >0, Vx € E, |ITx|| < hlixll],
[IT|| = inf{h vérifiant I'inégalité}.
P 2.6 | Caractére complet de I'espace | [F espace de Banach] = [L(E, F) espace de
des opérateurs Banach].

P27 Complétude automatique VE espace normé, E* est un espace de Banach.

d’un dual

P 2.8 | Sous-espaces complémentéset | E espace de Banach, M et N sous-espaces fermés

projections de E;
[E=MeN] o [P = P? € L(E) tel que P(M) = M
et ker(P) =N 1.
P29 Espace-quotient [E espace de Banach]= [E/M) espace de Banach].
P 2.10 | Plongement isométrique dans | E est plongé dans son bidual £** selon
le bidual I'identification isométrique J : {(E — E*x  x™},
Yy € BNy, X)) =X y).

P2.11 | Dualde¢* 1<p<eo f+2=1() =9, parl'identification
isométrique
(x, fy =Y, fax, avec f = (f,) € (P.

P 2.12 | Théoréme de Baire Tout espace métrique (E, d) complet est « non
maigre » ou [(E, d) complet, O, n € N, ouverts
denses dans E] = [N(©Q,, n € N) est dense dans
E] ou [(E, d) espace métrique complet non vide,
E = UE,, E, fermés | = [dng tel que I'intérieur de
En, est non vide].

P 2.13 | Théoréme de la borne E espace de Banach, F espace normé,

uniforme de Banach-Steinhaus | (T,).cs € L(E, F), J ensemble d’indices. Alors :
[Vx € E, sup{||Tox|| ;@ € J} < 0] =
[sup{lITall ; @ € J} < 0]

P 2.14 | Application ouverte E, F espaces normés, T linéaire E — F, [T est
ouverte] & [L'image de tout ouvert de E est un
ouvert de F].

P 2.15 | Théoreme de |'application E, F espaces de Banach et T € L(E, F).

ouverte [T surjective] = [T est une application ouverte].
P 2.16 | Théoréme d'isomorphisme de | E, F espaces de Banach, T € L(E, F).
Banach [T bijectivel= [T~ € L(E, F) 1.

P 2.17 | Théoréme du graphe fermé E, F espaces de Banach, T application linéaire de £

dans F. [G(T) fermé dans E x F] & [T € L(E, F)].
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Chapitre 3

3. Théoréme de Hahn-Banach, approches et applications

THEOREME DE HAHN-BANACH,

APPROCHES ET APPLICATIONS

D3. Définitions

N° Notion définie Définition

D 3.1 A ordonné L'ensemble A est muni d’une relation d'ordre
(partiel).

D 3.2 B totalement ordonné B sous-ensemble d’un ensemble A ordonné,
Ya,beB,onaa<boubc<a.

D 3.3 | cmajorantde B B sous-ensemble d’un ensemble A ordonné,
ceA VYbeB b<c.

D 3.4 | Ainductif Tout sous-ensemble totalement ordonné de A
ordonné admet un majorant.

D 3.5 m maximal dans A ordonné Ensemble A ordonné, m € A,
[aecA m<al=[m=al

D 3.6 Ensemble convexe M E espace vectoriel réel, M c E, Vx,y € M,Vt €
[0, 1] tx+ (1 - t)y e M.

D 3.7 | Ensemble équilibré M E espace vectoriel, M Cc E et
YileCtelquell <1, AMc M.

D 3.8 | Hyperplan H E espace vectoriel, H sous-espace vectoriel de
codimension 1 de E .

D 3.9 Hyperplan affine K K est le translaté de H par un vecteur x € E.

D 3.10 | Variété affine V V est la translatée d'un sous-espace vectoriel de £
par un vecteur x € E.

D 3.11 | Forme linéaire f E espace vectoriel sur un corps K, f application
linéaire de E dans K.

P3. Propriétés

NO

Désignation

Enoncé

P3.1

Lemme de Zorn

Tout ensemble ordonné, inductif, non vide, admet
un élément maximal.

P3.2

Théoréeme de prolongement
de Hahn-Banach, forme 1

E espace vectoriel réel, p semi-norme sur E, M
sous-espace vectoriel de E, g forme linéaire sur M
majorée par p (VYy € M, g(y) < p(y)), alors If
linéaire sur E, prolongeant g (fiy = g) et majorée
par p(¥Yx € E, f(x) < p(x)).

P33

Théoréme de prolongement
de Hahn-Banach, forme 2

E espace vectoriel complexe, p semi-norme sur E,
M sous-espace de E, g forme linéaire sur M
majorée en module par p(Vy € M, |g(y)l < p(y)).
alors 3f forme linéaire sur E, prolongeant

9(fm = 9) et majorée en module par

p(vx € E, [f(x)] < p(x)).
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N° Désignation Enoncé
P 3.4 | Théoréme de prolongement | E espace normé, M sous-espace vectoriel de E,
de Hahn-Banach, forme 3 g € E*, alors If € E* telle que g = fin, IIfll = llgll.
P 3.5 | Théoreme de séparation de E espace normé, x, y € E, x # y, alors
points 3f € E* telle que (x, f) # (y, f).
P 3.6 | Séparation de I'origine E espace normé, x € E
[x =0] & [Vf € E*, (x, ) = 0].
P37 Critére pour étre dans E espace normé, M sous-espace vectoriel de E,
I'adhérence xe€E x¢ M, alors
3f € E* telle que
[(x, fy#0,Yy e M, (y, fy =0].
P 3.8 | Caractére normant d’'un dual E espace normé, x € E, x # 0.
Alors 3f € E* avec ||f|| = 1 telle que I'on ait
x ) = lixIl.
P 3.9 | Partie normante A d'un dual E espace normé, A c S (0, 1) telle que :
X € E = |IX|| = supgea KX, .
P 3.10 | Hyperplan E espace normé, [H hyperplan de E] & [3f forme
linéaire non nulle telle que H = kerf] .
P 3.11 | Dichotomie dense-fermé pour | E espace normé, H = kerf = hyperplan de E;
un hyperplan (i) H est fermé ou dense dans E
(ii) [H fermé]s [f(P 3.10) continue].
P 3.12 | Théoréme de Hahn-Banach [E espace normé réel, G c E,G # 0, ouvert
sous forme géométrique convexe] ou [E espace normé complexe, G C E,
G # 0, ouvert convexe et équilibré], V variété
affine, V. n G = 0, alors 3H, hyperplan affine,
Ho>V,HNG=0.
P 3.13 | Séparation au sens large de M | E espace normé réel, M, N convexes non vides de
et N (cas réel) E, Mouvert, MNN =0, alorsIf e E*, Ja € R
tels que
[Vy € M, f(y) <a, ¥z € N, f(2) > a].
P 3.14 | id. (cas complexe) E espace normé réel, M, N comme en (P 3.13),
M équilibré, alors 3f € E*, da € R, tels que
[Vy € M, |f(y)] < a, Yz € N, |f(2)| > al.
P 3.15 | Séparation au sens strict de M | E espace normé réel, M, N convexes non vides de
et N (cas réel) E, M fermé , N compact, M NN = 0, alors
If € E*, da, B R, @ < B, tels que
[Vy e M, f(y) <a,Vze N, f(z) > Bl
P 3.16 | id. (cas complexe) E espace normé complexe, M, N comme en
(P 3.14), M équilibré, alors If € E*, Ja, BE R, a < 3,
tels que
[Vy € M, |f(y)l < a, Yz € N, |f(2)| = Bl
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4. Opérateurs continus entre espaces hormés

(@ ETJI-W) OPERATEURS CONTINUS

ENTRE ESPACES NORMES

D4. Définitions

N° Notion définie Définition
D 4.1 B inverse a gauche de A E, F espaces normés,
A€ L(E F),Be L(FE),
BA =/, l identité de L(E).
D 4.2 Cinverse a droite de A E, F espaces normés,
Ae L(E F), Ce L(FE),
AC = |, | identité de L(F).
D43 A inversible, inverse A~' E, F espaces normés, A € L(E, F),
B =C = A" (notations de (D 4.1) et (D 4.2)).
D4.4 Spectre de A, o(A) E espace normé complexe, A € L(E),
o(A) = {1 €C; (A - al) non inversible}.
D 4.5 | Ensemble résolvant de A, p(A) E espace normé complexe, A € L(E),
p(A) ={1€C;(A- Al inversible}.
D 4.6 | Spectre ponctuel de A o,(A), | E espace normé complexe, A € L(E),
et valeurs propres de A Avaleur propre de A : (A — Al) non injectif;
0p(A) = {4; valeurs propres de A}.
D 4.7 Rayon spectral de A, r(A) E espace normé complexe, A € L(E),
r(A) = sup(1]; 1 € o(A)).
D438 A’ adjoint de A E, F espaces normés, A € L(E, F). A’ € L(F*, E¥)
est tel que Vx € E, Vf € F*, (Ax, ) = (x, A’f).
D 4.9 {AY, commutant de A E espace normé complexe, A € L(E),
{A) = (X € L(E), AX = XA}.
D 4.10 | F sous-espace invariant pour A | E espace de Banach complexe, A € L(E),
F sous-espace (fermé) de E, A(F) C F.
D 4.11 | F sous-espace réduisant E espace de Banach complexe, A € L(E),
pour A F sous-espace invariant pour A, F admet un
supplémentaire topologique invariant pour A.
D412 | A=A PA; estunesomme | E espace de Banach complexe,
directe d'opérateurs A € L(E), E;, E; sous-espaces réduisants pour A,
Ay € L(Ey), Az € L(E2),
pour x = X1 +Xz, X1 € E1, X3 € E;, Ax def Aixq +Axx;.
D 4.13 | Suite des noyaux (N), ascente | E espace vectoriel, A: E — E linéaire,
a(A) (N) = {ker(AP); p € N} et
a(A) = inf{p; ker(AP) = ker(AP+")} si cette quantité
est finie. Sinon, par convention, a(A) = +co.
D 4.14 | Suite des images (/), descente | E espace vectoriel, A: E — E linéaire,
d(A) () = {Im(AP) ; p e N}, et
d(A) = inf{p; Im(AP) = Im(AP*")} si cette quantité
est finie. Sinon, par convention, d(A) = +co.
D 4.15 | Ascente et descente a(A) est la valeur commune de a(A) et d(A) si ces
communes de A deux valeurs sont finies (suites stationnaires).
D 4.16 | Aisométrie E, F espaces normés, A € L(E, F), ¥x € E, ||Ax|| = |I]|.
D 4.17 | A projecteur (ou projection) E espace normé, A € L(E), A% = A.




Cours

P4. Propriétés

N° Désignation Enoncé
P41 Norme du transposé E, F espaces normés, A linéaire de E dans F,
[Ae LE Al & [A € L(F, E%)]
LAl = [IAIl.
P 4.2 | Propriétés du transposé A Be L(EF), Ce L(GE),1eC
(A+B)Y = A" +B'; (1A) = 1A’, (AC)Y = CA".
P 4.3 | Transposition et orthogonalité | E, F espaces de Banach, A € L(E, F),
Im(A’) = (kerA)*.
P 4.4 | Théoréme de I'image fermée E, F espaces de Banach, A € L(E, F),
[ImA fermée] & Im(A’) fermée].
P45 | Série de Neumann E espace de Banach, A € L(E),
[IA]l < 1] = [(I - A) inversible, (I - A)™" = 3> A"].
P4.6 Propriétés du spectre E espace de Banach, A € £L(E),
a(A) c{1eC;| A< Al
o(A) est compact non vide dans C.
P47 Formule du rayon spectral E espace de Banach, A € L(E). Alors :
(cf. D 4.7) r(A) = limp_. A7V,
P 4.8 | Spectre du transposé E espace vectoriel, A application linéaire de E
dans E,
o(A) = o(A).
P4.9 Noyaux itérés E espace vectoriel, A application linéaire de E
(suite (N) et ascente p) dansE, '
images itérés Si ker(4) = ker(4"") alors
(suite (/) et descente q) Vn >0, ker(4/) = ker(4"*"),
(id Im(AX) (D 4.13), D 4.14)
La suite (N) est croissante, la suite (/) est
décroissante.
Si la suite (N) est constante a partir d’un indice fini
p et la suite (/) constante a partir d'un rang fini g,
alorsp =q (D 4.15).
P 4.10 | Ascente et descente E espace vectoriel, A application linéaire de E dans

E d'ascente et de descentes finies valant a. Alors :
E = ker(A?) @ Im(A?), et A est bijectif dans Im(A?).
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Chapitre 5

D5. Définitions

5. Espace de Hilbert

ESPACE DE HILBERT

N° Notion définie Définition
D 5.1 Produit scalaire dans un H espace vectoriel complexe muni du produit
espace préhilbertien scalaire (), application {Hx H — C, (x, y) = (X, )},
vérifiant
(i) VxeH xx)>0
(i) VX, yeH,YAeC, (x+y,2) =X, 2)+ Xy, Z)
(iii) Vx, y € H, (y, x) = (x, y) (complexe conjugué de
X y)
(iv) [¢x, x)=0] & [x =0].

D 5.2 | Norme || || associée au produit | [Ix|| = (x, x)"> pour H selon (D 5.1).
scalaire

D5.3 Espace de Hilbert H Espace préhilbertien H selon (D 5.1), de Banach

(D 1.7) pour la norme associée.

D5.4 | xetyorthogonaux, x Ly H préhilbertien, x, y € H, (x, y) = 0.

D 5.5 | Sous-ensembles M et N H espace préhilbertien, M c H, N c H,
orthogonaux, M L N Vx e M, Vy eN,(xy)=0.

D 5.6 | Morthogonal, M+ H espace préhilbertien, M c H,

M*={yeH;¥xeM,(x y)=0}.

D 5.7 | MetNsupplémentaires H est un espace de Hilbert, M et N sont deux
orthogonauxdans H, H= Me&N | sous-espaces fermés de H orthogonaux entre eux,
ou M &* N somme directe H=M®aN, on note aussi H = M&* N, la norme sur
orthogonale H est équivalente a celle fixée dans (D 1.12).

D 5.8 | Projection orthogonale y de x | H espace préhilbertien, M sous-espace vectoriel
sur M, y = Pyx completde H, xe H

Pour H=M@&* N, selon (D 5.7),
X=y+zyeM,zeN.

D5.9 Ensemble orthogonal J H espace préhilbertien, J C H,
Vx,yeld x#y,ona(xy)=0.

D 5.10 | Ensemble orthonormal J H espace préhilbertien, J C H, J orthogonal et
(ou orthonormé) Vx e, |Ix|| = 1.

D 5.11 | Ensemble total J H espace de Hilbert, J C H,

Vect(J), sous-espace vectoriel fermé engendré par
J, est H entier.

D 5.12 | Base orthonormale B H espace de Hilbert, B ensemble orthonormal et

total.

D 5.13 | Espace de Hilbert séparable H espace de Hilbert,

il existe une base orthonormale B au plus
dénombrable.

11



Cours

P5. Propriétés

N° Désignation Enoncé
P5.1 Le fameux théoréme de H espace préhilbertien, x, y € H,
Pythagore [Kx y) = 0] = [lIx + yII2 = X +1lylI*].
P5.2 Reégle du parallélogramme H espace préhilbertien, x, y € H,
lx + y1I* + lIx = yII2 = 2(IxI? + llyl1?)-
P 5.3 | Regle de polarisation H espace préhilbertien, x, y € H,
Axyy=Yalx+ayl’a=1,-1i-i
P5.4 | Inégalité de Schwarz H espace préhilbertien, Vx, y € H,
ou bien de Cauchy-Schwarz [ w1 < 1Ix1 Iyl
[lKx, )l = IIXIl llyll © x et y sont colinéaires].
P5.5 | Critere d'orthogonalité H espace préhilbertien,
[lix, )l = 0] & [VA € C, |lyll < llax + ylll.
P 5.6 | Continuité du produit scalaire | H espace préhilbertien, I'application
{Hx H— C, (x, ) = (x, y)} est continue.
P 5.7 | Théoréme de Riesz H espace de Hilbert,
le dual H* de H est isométriquement isomorphe a
H par I'identification (antilinéaire)
{x* > x, Yy € H,{y, x*y=(y | x)}.
P 5.8 | Théoréme de la projection H espace de Hilbert, M sous-ensemble de H
convexe et fermé, ¥x € H,3y € M, y unique, tel
que lIx - yll = inf(lIx - zll, z € M).
P5.9 | Orthogonal H espace de Hilbert, M sous-ensemble de H, M+
est un sous-espace fermé de H;
si N = Vect(M) , alors N n M+ = {0}.
P5.10 | Somme directe orthogonale H espace de Hilbert,M sous-espace vectoriel de H,
(MYt =M,H=Mo M-*.
P5.11 | (i) Inégalité de Bessel H Hilbert, J = {en; n € N*} ensemble orthonormal
(i) Cas dégalité dans Bessel de H, M = Vect(J) et x € H et x, = (x, ), n € N*.
(iii) ldentité de Parseval @ X5 ol < lxl®
(i) IxeMl e lIxIP=3r x ]
(iii) [J est une base orthonormale]
[¥x € H, 5% xal? = [IXI2].
P 5.12 | Caractérisation des bases or- | H Hilbert, J = {e,; n € N*} ensemble orthonormal
thonormales de H, [J base orthonormale ] &
[{¥n, (x, en) = 0} = {x = 0}].
P 5.13 | Structure de (? 2, espace des suites de carré sommable.
X = (Xp; n € N*) (D 1.15)
C'est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
X y) =203 Xn¥n
{en;n € N*}, e = (6p,p, p € N*) est une base
orthonormale de ¢2.
P 5.14 | Structure hilbertienne de L%([-x, +x]) (D 1.16) est un espace de Hilbert pour
L([-n, +n]) le produit scalaire (f, g) = [ f(x)g(x)dXx,
{en:neZ, enlx) = ‘/% exp(inx)} est une base
orthonormale.
P 5.15 | Théoreme de Gram-Schmidt H espace de Hilbert, {gh;n € N*}, systeme libre

dans H, alors 3J = {e, ; n € N¥}
sous-ensemble orthonormal dans H tel que
VYN € N*, Vect(ey, ..., en) = Vect(gy, ..., gn).

12
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6. Opérateurs continus entre espaces de Hilbert

(@ ETJI{-W) OPERATEURS CONTINUS

ENTRE ESPACES DE HILBERT

D6. Définitions

N° Notion définie Définition

D 6.1 Adjoint de A, A* H, K espaces de Hilbert, A € £L(H, K)
Vx € H,Vy € K, (Ax, y) = (x, A*y).

D 6.2 | A auto-adjoint, self-adjoint ou | H espace de Hilbert, A € L(H),

hermitien A=A

D 6.3 A normal H espace de Hilbert, A € £L(H),
AA* = A*A.

D 6.4 | A unitaire H espace de Hilbert, A € L(H),
AA* = A*A=1.

D 6.5 | A projecteur orthogonal H espace de Hilbert, A € L(H),
AZ=A A = A.

D6.6 | Apositif, A>0 H espace de Hilbert, A € L(H),
Vx € H, (Ax, x) > 0.

D 6.7 | Racine carrée de A, A'? H espace de Hilbert, A e £(H),A>0
A2 >0, [AT?)? = A

D 6.8 | Modulede A |A| H, K espaces de Hilbert, A € L(H, K)
IA] = (A*A)12,

D 6.9 | Ecriture polaire de A, A = UD H, K espaces de Hilbert, A € £L(H, K)
D > 0, U isométrique (D 4.16) sur Im(A),
U est unique si I'on impose ker(U) = ker(A).

D 6.10 | F orthogonalement réduisant | H espace de Hilbert, A € L(H),

pour A F et F* sont invariants par A.

13



Cours

P6. Propriétés

N° Désignation

Enoncé

P6.1 Transposé et adjoint

Avec l'identification (P 5.7),
M+ (D 2.10) coincide avec M+ (D 5.6)
A’ (D 4.8) coincide avec A* (D 6.1).

P6.2 Propriétés de I'adjoint

H, K, L espaces de Hilbert, A, B € L(H,K), a € C,
Ce L(K L),

(A +aB)" = A" +aB*

(CA) = A°C*, (A*) = A

Si A est inversible, (A*)~' = (A ")*

Si A € L(H), c(A*) = o(A).

P 6.3 | Orthogonalité

H, K espaces de Hilbert, A € £(H, K)
ker(A) = [Im(A*)]*, Im(A) = [ker(A*)]*.

P6.4 Propriété de C*-algebre

H espace de Hilbert, A € L(H)
lA-All = || A

P 6.5 Normalité

H, K espaces de Hilbert, A € £L(H, K)
[A normal] & [Vx € H, ||Ax]| = [|A*X]|].

P 6.6 Propriétés globales des
opérateurs normaux

H espace de Hilbert, A € £(H) normal. Alors :
(i) ker(A) = ker(A*) = ker(A?)

(i) V1eC, (A- Al est normal

(iii) Si A # y, ker(A—Al) L ker(A — ul)

(iv) ¥n e N IA7| = [|AII", r(A) = ||Al.

P6.7 Racine carrée

H espace de Hilbert, Ae £(H),A>0
A2 (D 6.7) existe et est unique; si B commute
avec A, alors B commute avec A2,

P 6.8 Décomposition polaire
maximale

H, K espaces de Hilbert, A € £L(H, K)
On a une variante de (D 6.9) :
D = (A*A)'?, A= UD, Uou U* isométrie.

P 6.9 | Spectre d'un auto-adjoint
(positif)

H espace de Hilbert, A € £L(H)
SiA=A%o(A)CR
SiA>0,0(A) CR*.

P 6.10 | Calcul de la norme

H espace de Hilbert, A € L(H)
II/_‘\II = sup{l{Ax, y)l: x, y € H, Iixll = llyll = 1}
Si A= A", ||All = sup{KAx, x); lix]| = 1}.

nul (cas complexe)

P 6.11 | Caractérisation de I'opérateur

H espace de Hilbert, A € L(H)
[A =0] & [Vx € H, (Ax, x) = 0].

P 6.12 | Caractérisation d'un
auto-adjoint

H espace de Hilbert, A € £L(H)
[A=A*] © [Vx € H, (Ax, x) € R].
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7. Opérateurs compacts

(O ET ]Il OPERATEURS COMPACTS

D7. Définitions

N° Notion définie Définition
D7.1 Opérateur A borné de rang | E, F espaces normés, A € L(E, F) (D 2.5), et Im(A)
fini. est de dimension finie.
Rang de A %" dim Im(A).
D 7.2 | Espace des opérateurs de rang | Ko(E, F) ensemble des opérateurs bornés de rang
fini fini de E dans F
Ko(E) = Ko(E, E).
D 7.3 | etensoriel f* E, F espaces normés, e € E, f* € F*
e ® f* (cas Banach) e tensoriel f* : {F = E, x — (x, ")e}.
D 7.4 | etensoriel f E, F espaces de Hilbert, e e E,f € F
e ®f (cas Hilbert) e tensoriel 7 : {F — E, x — (x, )e}.
D 7.5 | Opérateur compact A E, F espaces normés, A linéaire de E dans F telle
que YM C E, M borné, A(M) est relativement
compact (adhérence compacte) dans F.
D 7.6 | Espace des opérateurs E, F espaces normés, K(E, F) est I'ensemble des
compacts opérateurs compacts de £ dans F, sous-espace de
I'espace normé L(E, F)
K(E) = K(E, E).

P7. Propriétés

NO

Désignation

Enoncé

P71

Forme canonique 1
(cas Banach)

E, F espaces normés, A € Ko(E, F), A de rangj,
Aen, n=1,...,)) libre dans E

Ay, n=1,...,)) libre dans F* tels que
A=Y(e,of,n=1,...,J.

P72

Forme canonique
2 (cas Banach)

E, F espaces de Hilbert, A € Ko(E, F), A de rang j,
A(en, n=1,...,J) orthonormé dans E,

A(f,, n=1,...,j) orthonormé dans F,

A, n=1,...,/),Yn, 2, >0 tels que

A=Y (e, ofy).

Les 4, sont les valeurs propres non nulles de |A|
comptées selon leur multiplicité (dimension de
I'espace propre); f, est vecteur propre relatifa 4, ;
e, = Uf, (D 6.9).

P73

Forme canonique
3 (cas Hilbert)

E espace de Hilbert, A € Ky(E), A auto-adjoint de
rang j,

A(en, n=1,...,J) orthonormé dans E

A(p, n=1,...,)),¥Yn, A, réel non nul, tels que
A=Y(nen®en,n=1,...,J).

P74

Lecture du rang

Tout opérateur ayant la forme décrite en (P 7.1)
ou (P 7.2) ou (P 7.3) est borné de rang j.

P7.5

Transposé d'un produit
tensoriel

E, F espaces normés, e € E, f* € F*
(e ® f) = f* ® e (identification de e € E avec un
élément de E** selon (P 2.10)).
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Cours

N° Désignation Enoncé
P 7.6 | Adjointd'un produit tensoriel | E, F espaces de Hilbert,ec E,f € F
(exf) =f"®e.
P7.7 Rang du transposé E, F espaces normés, A € Ko(E, F),
A et A’ ont méme rang.
P 7.8 | Composition avec un produit | H espace de Hilbert, A, B € £L(H), e, f € H. Alors :
tensoriel A(e® f)B = Ae ® B*f.
P7.9 Ensemble des opérateurs E, F espaces normés,
compacts Ko(E, F) € K(E, F) € L(E, F).
P 7.10 | Stabilité de la notion Toute combinaison linéaire d’opérateurs
d’opérateur compact compacts est un opérateur compact.
A compact, S et T linéaires continus, alors AS
et TA sont compacts (espaces compatibles avec
|"existence du produit).
P 7.11 | Idéal des opérateurs compacts | E espace normé, F espace de Banach, K(E, F) est
fermé dans L(E, F).
Si E = F, espace de Banach, K(E) est un idéal
bilatére de L(E).
P7.12 | Propriété d'approximation H espace de Hilbert, K(H) = Ko(H).
P 7.13 | Transposé d'un compact E, F espaces de Banach, A € L(E, F)
[A compact] & [A” compact].
P 7.14 | Caractere Fredholm des E espace normé, A € K(E). Alors :
perturbations compactes de / (i) ker(l — A) est de dimension finie
(ii) Im(/ - A) est fermé et de codimension finie.
(iii) codim(Im(/ — A)) = dim(ker(/ — A)).
P 7.15 | Spectre de A compact E espace de Banach de dimension infinie,
A € K(E). Alors :
(i) 0ec(A)(D4.4)
(ii) o(A) est fini ou dénombrable, 0 est le seul
point d’accumulation possible
(iii) Si [1 # 0,4 € o(A)], alors A € 0p(A) (D 4.6) et
|'espace propre est de dimension finie.
P 7.16 | Forme canonique, H est un espace de Hilbert, A € K(H).

écriture spectrale

(i) Pour A normal,

A(1,) suite finie ou infinie de complexes non nuls,
de limite 0,

I(en), famille orthonormale d'éléments de H telles
que Vx € E, Ax = 3, 1 An(X, €n)€e, donc
A=3"Anen ®en.

Les (15, ep) sont des couples (valeur propre,
vecteur propre). Les 1, sont les valeurs propres non
nulles de A comptées selon leur multiplicité
(dimension de I'espace propre).

(ii) Pour A quelconque, la forme canonique (P 7.2)
étendue a n € N* est valable.

N.B. La « forme canonique » n’est pas unique : facteurs de norme 1 pour les vecteurs ou
ambiguité due a une valeur propre double par exemple. On parlera cependant usuelle-

ment de « la forme canonique ».
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8. Opérateurs intégraux

(@ EVelI{g- ) OPERATEURS INTEGRAUX

D8. Définitions

N° Notion définie Définition

D 8.1 L2()) J, intervalle [a, b] de R, éléments f, fonctions de
carré sommable, E = L%(J), espace de Hilbert pour
(f19) = [ f(x)gk0dx, norme de f, |ifll,
généralisation pour J, rectangle de R?.

D 8.2 | Opérateur intégral E = [?([a, b]), K € L%([a, b] x [a, b])

A A{E - E f s h, h(x) = [°K(x y)f(y)dy).

D 8.3 | Noyaude A A selon (D 8.2), K est le noyau de A.

D 8.4 | Equation de Fredholm E et K selon (D 8.2), g € E, 1 € C, f cherchée dans
E, équation fab K(x, Y)f(y)dy — af(x) = g(x).

P8. Propriétés

N° Désignation Enoncé
P 8.1 | Norme d'un opérateur A de (D 8.2) est un opérateur compact,
a noyau IAI < TIKl2.
P 8.2 | Noyau de 'adjoint d'un Pour A de (D 7.2), A* est un opérateur de
opérateur intégral Hilbert-Schmidt de noyau K*(x, y) = K(y, x).
P 8.3 | Noyau d'un produit Aq, A, de Hilbert-Schmidt de noyaux respectifs
d'opérateurs K1, K>, alors A = A1 A, est de méme nature, et son
noyau est K(x, y) = fab K1(x, u)Ka(u, y)du.
P 8.4 | Opérateurs auto-adjoints Pour A de Hilbert-Schmidt,
anoyau (i) [A=0]e[K=0]
(ii) [A auto-adjoint] & [Vx, y, K(x, y) = K(y, x)].
P 8.5 | Décomposition A de Hilbert-Schmidt, A normal, (1,, n € N*
Hilbert-Schmidt d’un noyau (ou famille finie)), valeurs propres non nulles
comptées selon leur multiplicité, (e,) systéme
orthonormé de vecteurs propres associés, alors
() KO y) =X, nenx)en(y),
(i) (KNI = X | 40 2.
P 8.6 | Théoréme de Mercer Notations de (P 8.5). Si A > 0 et K continue sur
J2 =[a, b] x [a, b], alors les e, sont continues sur J,
la convergence dans (P 8.5 (i)) est absolue et
uniforme.
P 8.7 | Formule de trace Les hypotheses sont celles de (P 8.6), alors
o b
Ay = fa K(x, x)dx.
P 8.8 | Equation de Fredholm Pour 1 # 0, I’équation de Fredholm (D 8.4) admet
revisitée au plus un ensemble de solutions fy + H, H espace
vectoriel de dimension finie.
Si An'est pas un des 1, de (P 8.5), la solution existe
et est unique.
Si K est le noyau d'un opérateur de Hilbert-
Schmidt normal, la solution est déterminée par
f= Zn(ﬁ en)en, Zn(/1 — T, ende, = 2n{9, en)en.
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Cours

(@ E1o]1ig-W*) CONVERGENCE FAIBLE ET...

D9. Définitions

N° Notion définie Définition

D 9.1 Ensemble convexe M E espace vectoriel, M C E,

Vx,y e E,¥te [0, 1], tx+ (1 - t)y € E.

D9.2 Espace vectoriel topologique | E espace vectoriel, (7), topologie définie par une
(E,7) famille d'ouverts telle que les opérations d'espace

vectoriel soient continues, espace séparé.

D9.3 (E, 7) localement convexe, (E, 7) selon (D 9.2); il existe une base de
EVTLC voisinages ouverts de 0 formée d'ouverts

convexes.
On note EVTLC un tel espace.

D 9.4 | Ensemble Ext(M) des points (E, 7) selon (D 9.3); M convexe fermé dans E.
extrémaux d'un convexe Un point a € M est extréme (ou extrémal) si
fermé M [aelx,ylcM]=[a=xoua=yl

Ext(M) = {a; a point extréme de M}.

D 9.5 Enveloppe convexe fermée de | (E, 7) selon (D 9.3); GCE,

G, co(G) co(@) = N(M 2 G; M convexe fermé).

D 9.6 | Topologie faible ou (E, 7) selon (D 9.3); une sous-base de voisinages
w-topologie ouverts de x est formée des
(E, w), (E, o(E, E*)) Vi) ={y e E;Ky —x Hl <&l

feE, e>0.
7 est notée w ou o (E, E*).

D 9.7 | Topologie dite étoile-faible ou | (E*, 7) selon (D 9.3); une sous-base de voisinages
encore w*-topologie sur E*, ouverts de f est formée des
(E*, w*), ou bien (E*, o(E*, E)) Wy (f)={geE" ;Kx,g—f)<e}, x€E &>0.

7 est notée w* ou o (E*, E).

D 9.8 | x, tend faiblement vers x, Xn € E, la suite (x,) converge vers x dans
X 5 x (E, o(E, E*)) selon (D 9.6).

D 9.9 f, tend *-faiblement vers f, f, € E*, la suite (f,) converge vers f dans
f. 5 vers f (E*, o(E*, E)) selon (D 9.7).

D 9.10 | Topologie uniforme ou de la E, F espaces de Banach selon (D 2.5)
norme sur L(E,F) =G Topologie associée a la norme-opérateur sur G.

D 9.11 | Topologie SOT ou G est muni de la topologie telle qu’une sous-base
forte-opérateur sur L(E, F) = G | de voisinages de A est, pourxc Eete>0

quelconques: Vy .(A) = {Be G;|I(B-A)x| <&}

D 9.12 | Topologie WOT ou G est muni de la topologie telle qu’une sous-base
faible-opérateur sur de voisinagesde Aest (x e E,f € E*, >0
L(EF) =G quelconques) : V, ¢.(A) = {B; (B - A)x, f)| <&},

ouBegG.
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P9. Propriétés

9. Convergence faible et...

N° Désignation Enoncé
P9.1 Désignation Dans un EVTLC (D 9.3), I'ensemble des voisinages
d’un point x est le translaté par x de I'ensemble
des voisinages de 0.
P 9.2 | Théoréme de Krein-Milman Dans un EVTLC, si M est convexe et compact,
M = co(Ext(M)).
P 9.3 | Caractere localement convexe | (E o(E, E*)) et (E*, o(E*, E)), cf. (D 9.6) et (D 9.7),
des topologies faibles sont des EVTLC.
P 9.4 | Convergence faible des suites E espace de Banach, suite (xp)nar dans E, x € E,
(i) [xr = x] o [VF € E*, (X — X, f) — 0]
(ii) Toute suite faiblement convergente est
bornée.
P9.5 Convergence étoile-faible ou E espace de Banach, suite (f,)ney- dans E*, f € E
éfaibl i «
préfaible des suites W) [, fl o Vx € E (Fy— £ x) — 0]
(ii) Toute suite préfaiblement convergente est
bornée.
P 9.6 | Théoreme d'Alaoglu E espace normé,
La boule unité fermée de (E*, w*) est
w*-compacte.
P9.7 Continuité faible et continuité | E, F espaces de Banach, A application linéaire de E
forte dans F, [A € L(E, F)] & [A continue de (E, w) dans
(F, w)l.
P 9.8 | Adhérence faible d'un E espace de Banach, M sous-ensemble convexe de
convexe E, M=M" (adhérence dans (E, w)).
P 9.9 | Compacité par convergence E, F espaces de Banach, A € K(E, F) (D 7.6),
faible, condition nécessaire [X, = x] = [Ax, — Ax au sens de la norme].
P 9.10 | Approximation en E espace de Hilbert,
SOT-topologie Ko(E) (D 7.2) est dense dans L(E) pour la
SOT-topologie.
P9.11 | Compacité testée sur les suites | H espace de Hilbert, A € L(H).
th | .
orthonormates (i) (Xp)nen-orthonormale = (x,) il 0;
(ii) [A € K(H)] & [V(Xn)naw Suite orthonormale,
1My (AXn, Xn) = 0].
(iii) [A € K(H)] < [V(Xp)nen- Suite orthonormale,
lim,_.« [IAX,|| = 0].
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Cours

Chapitre 10

D10. Définitions

ALGEBRES DE BANACH

N° Notion définie Définition
D 10.1 Algébre normée, Un ensemble A est une algebre normée si
Algeébre de Banach (i) il a une structure d’algébre avec unité e
(ii) sa norme satisfait a |le|| = 1 et
Va, b e A, llabll < |lall 1bll.
Si de plus (A, || |) est un espace de Banach, on dit
que A est une algebre de Banach.

D 10.2 | Algébre-quotient A/8 A algébre de Banach, Bidéal bilatere fermé de A,
A/B est un espace de Banach selon (D 1.7), et une
algebre de Banach.

[ab] = [a] [b].
D 10.3 | ainversible, A algébre de Banach (ou algébre normée), et
inverse a~' aeA.
a inversible a gauche : b € A; ba = e,
a inversible a droite : 3c € A;ac = e,
ainversible:db=a' € A;ab = ba = e.
D 10.4 | Spectrede a, A algébre de Banach (ou algébre normée), a € A.
o4(a) ou o(a) o(a) = {1 € C; (a - Ae) est non-inversible }.

D 10.5 Ensemble résolvant de a, A algébre de Banach (ou algébre normée), a € A.

pala) ou p(a) pl@) = C\ ofa).

D 10.6 | Rayon spectral de a, r(a) A algébre de Banach (ou algébre normée), a € A.
r(a) = sup{|}; 1 € o(a)}.

D 10.7 Série de Neumann A algébre de Banach, a € A, || > ||a||.

Sa(d) Sa(d) = (le—a)™" = 3 A an,
D 10.8 | Fonction de a, A algébre de Banach, a € A, Q ouvert de C,
f(a), 2(a) Q2 o(a), I' courbe de Jordan d'intérieur 4,
o@ cd4cacQ, etf: Q- Canalytique. Alors :
f(a) = 5 [ f()(le —a)~'dA (intégrale de Riemann
vectorielle), et Q(a) = {f(a) ; f analytique : Q — C}.
D 10.9 | C*-algebre A, A algébre de Banach munie d'une involution,
adjoint de a, a* opération interne {a - a*} vérifiant
(a +b)" =a* +b*, (1a)* = 1a*,
(ab)' = b'a*, (a")" = a, |la*all = |lalI*.
a* est I'adjoint de a.

D 10.10 | a auto-adjoint A est une C*-algebre, a € A et
a=a".

D 10.11 | a normal A est une C*-algebre, a € A et
a‘a =aa".

D 10.12 | a unitaire A est une C*-algebre, a € A et
a‘a=aa" =e.

D 10.13 | a >0, a positif A est une C*-algebre, a € A et
a*=aeto(a) CR*.
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P10. Propriétés

10. Algébres de Banach

N° Désignation Enoncé
P 10.1 Propriétés de la série de A algébre de Banach, a € A,
Neumann (i) La série de Neumann (D 10.7) converge vers
(a—2e)~" pour |2 > lim,_..(l3""")
(ii) (e —a) est inversible des que |jal| < 1 et
(e—a)' =y 5 a".
P 10.2 Ensemble des inversibles A algébre de Banach,
I’ensemble des éléments inversibles de A est un
ouvert de A.
P 10.3 | Spectre et formule du rayon A algébre de Banach, a € A.
spectral (i) o(a) est compact non vide dans C
(i) r(a) = limy_.(la"N"") < lial.
P 10.4 A/B selon (D 10.2) est une algébre de Banach.
P 10.5 | Calcul fonctionnel A algebre de Banach, a € A,
holomorphe Q(a) est associé a Q selon (D 10.8). L'ensemble
H(Q) des fonctions analytiques sur Q est muni de
sa topologie usuelle.
(i) l'application {H(Q) — A, f — f(a)} est un
homomorphisme d'algébres continu;
(ii) H(Q) est une algebre commutative;
(iii) pour fy(2) = 2P, p e N, fp(a) = aP.
P 10.6 | Théoreme de I'image spectrale | Pour f selon (D 10.8), on a
olf(a)l = flo(a)] = {f(2); 1 € o(a)).
P 10.7 | Spectre relatif a une A algébre de Banach, B sous-algebre fermée de
sous-algebre A, commutative et maximale (il n'existe pas de
sous-algebre fermée commutative plus grande),
a € B, alors og(a) = o 4(a).
P 10.8 | Spectre de I'adjoint dans une | A une C*-algebre, a € A, alors
C*-algebre @) lla’ll = lial
(i) o(@*) = o(a).
P 10.9 | Spectre d'un unitaire dansune | A une C*-algebre, a € A unitaire. Alors
C*-algébre o(@) c{1eC; A =1}
P 10.10 | Norme d'un élément normal A une C*-algébre, a € A normal. Alors r(a) = ||al|.
P 10.11 | Spectre d'un auto-adjoint A une C*-algébre, a € A auto-adjoint. Alors
o(a) CR.
P 10.12 | Algébre des opérateurs Si E est un espace de Banach, £(E) est une algebre
de Banach.
P 10.13 | Partition du spectre et calcul | E espace de Banach, A € £L(E), o(A) = MUN, union
fonctionnel de deux fermés disjoints, alors f donnée au
voisinage de o(A) par
[VzeM,f(z) =0;VzeN, f(z) = 1]
définit un opérateur f(A), projecteur tel que f(A)E
et (I - f(A))E) sont invariants par A.
P 10.14 | Algeébre des opérateurs sur un | Si H est un espace de Hilbert, £(H) est une
Hilbert C*-algeébre.
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Partie 2

Exercices






ESPACES NORMES

BD EnoNCEs

Exercice I.1

Soit @ = (@,)uen+ une suite de nombres strictement positifs, et 1 < p < oco. On note
respectivement

€ = {x = (Xp)nerr, X € C telles que Z Al < ool

n=1

£ = {x = (xp)ner, Xy € C telles que sup(ay|x,|) < oo}
neN*

{8 et £ sont munis des normes respectives

”x”p,a/ = (Z;ozl anlxnlp)l/p et ”x”oo,a/ = SupngN*(la'nxnl)'
(1) Montrer que £ et £ sont des espaces de Banach (cf. D 1.7).

(2) On choisit @ = 1, suite dont tous les éléments sont égaux a 1. Montrer que si
1 < p < g < oo, alors £§ < ¢, avec inclusion stricte et contractante :

WA llg < AU, Y f € eP.

(3) Soit cpe = {x = (Xp)nen+; lim, 0o @ x, = 0}. Montrer que ¢y, muni de la norme
Il llco.o €St un espace de Banach.

Exercice 1.2

Soit E = C'([-1,1]) I’espace des fonctions complexes continiiment dérivables sur
[-1,1].

(1) On munit E de la norme uniforme, ||f|| = sup(lf(x)|; x € [-1, 1]).

Montrer que (E,||.|l) n’est pas un espace de Banach (On pourra utiliser la suite

(fi)nen- définie par f,(x) = m)‘
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(2) On munit E de la norme ||f]| = I|flle + |If’llec. Montrer que E, ||.|| est un espace de
Banach (D 1.7).

Exercice 1.3
Soit w : R* —]0, co[ une fonction continue donnée (un « poids »). Soit

E, ={f : R* - Ctelles que sup(w(x)|f(x)|) < oo}

xeR*

muni de 1a norme || f||co.y = SUP g+ (@W(X)]f(X)]).
(1) Montrer que E,, est un espace de Banach pour cette norme.

(2) Soit F,, le sous-espace de E,, constitué des fonctions continues. Montrer que F,,
est un sous-espace vectoriel fermé de E,,,.

(3) Soit G, le sous-espace de F,, constitué des fonctions ayant une limite a I’infini.
Montrer que G, est un sous-espace vectoriel fermé de F,,.

(4) Soit H, le sous-espace de G, constitué¢ des fonctions de limite nulle a I’infini.
Montrer que H,, est un sous-espace vectoriel fermé de G,.

Exercice 1.4 : Preuve de P 2.1

(1) E est un espace normé, (x,),en- est une suite de Cauchy de E. On suppose
qu’il existe une sous-suite (y,),en- de (x,) convergente dans E vers y, montrer que
y = lim, e X;.

(2) E est un espace normé,(x,),en- est une suite de Cauchy de E. Montrer qu’il existe
une sous-suite (y,)en- de (x,) pour laquelle on a I’inégalité suivante :
lyp+1 — y,pll <277 pour tout p € N*.

(3) Montrer qu’un espace normé est complet si et seulement si toute série absolument
convergente est convergente (Résultat fondamental! cf. P 2.1).

(4) Soit E = C([—1, 1]), espace des fonctions continues sur [—1, 1], muni de la norme
Il l;. Soit
0 sixe[-1,0]
fu(x) =4 nx si xel0,1/n]
1 st xe[l/n, 1]
(i) Montrer que (f;,) e+ est de Cauchy dans E. Est-elle convergente dans E ?
(i1)) On considere la série de terme général g, = f,+1 — f,- Montrer que
2ozt llgnlli < oo, mais que la série ;=" g, ne converge pas dans E.

Exercice 1.5

Soit D = {z € Ctels que |z] < 2} et soit H(D) I’espace des fonctions f : D — C
holomorphes ; on pose N(f) = supms%(lf(z)l).
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1. Enoncés

(1) Montrer que N est une norme sur H(D).

(2) H(D) muni de N est-il un espace de Banach ? (Considérer la série de fonctions de
terme général u,, ou u,(z) = 7", et penser a I’'Ex. [.4.)

Exercice 1.6

Soit @ €]0,1]. On note J = {(x,y) € [0,1] X [0, 1];x # y}. Pour toute fonction f :
[0,1] — C, on pose

If () = f@)l,

Pof) = LFO)] + sup { Wl (g e J} |
lx -yl

Soit Lip,={f : [0, 1] — C telles que p,(f) < oo}.
(1) Montrer que Lip,, < C([0, 1]).

(2) Montrer que p, est une norme sur Lip, vérifiant :
Pour toute f € Lip,, ||fllo < pa(f).

(3) Montrer que Lip, est complet pour cette norme (cf. D 1.7).

Exercice 1.7

Soit Lip, I’espace de Banach défini dans (Ex 1.6), a et § deux nombres tels que
0 < B < a < 1. Soit C([0, 1]) I"espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] et
cl([0,1]) I’espace vectoriel des fonctions continiment différentiables sur [0, 1].

(1) Soient les fonctions f,, fo(x) = x®. Pour quelles valeurs de y €]0, 1] sont-elles
dans Lip,, ?

(2) Soit g la fonction continue définie par g(x) = (ln(g))‘1 si x # 0,¢g(0) = 0. Montrer
qu’elle n’est dans aucun des Lip,,.

(3) Soit ¢ la fonction définie par ¢(x) = xIn(x) pour x # 0, ¢(0) = 0; montrer qu’elle
n’est pas dans Lip,, mais qu’elle est dans Lip, pour a €]0, 1.

d .
(Pour cela, on pourra observer que sup,elo,n(tl“’l Int]) o C, < oo et utiliser la for-

mule fondamentale du calcul intégral
Y
O<x<y<l = oy —ekx) = f ¢’ (dt.)

(4) Etablir les inclusions
C'([0, 1) < Lip,, < Lip, € C([0, 1]).

Montrer que ce sont des inclusions strictes.
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Exercice 1.8

Soit E un espace normé et M un sous-espace fermé de E. Pour x € E/M, on note
N() = d(x, M) = inf ||lx + zl| = inf [|y]l.
ZEM yex
(1) Montrer que N est une norme sur E/M et que, si E est complet, alors £/M muni
de la norme N(.) est complet (on peut utiliser la méthode de I’Ex. 1.4).

(2) Formuler et prouver une réciproque de (1).

Exercice 1.9 : Rigidité des isométries

Soit E un R-espace vectoriel normé et T : E — E une isométrie

WNT(x) =TI = llx —yll Vx,y € E) préservant I’origine (7(0) = 0). On se propose de
voir si T est linéaire. On notera diam(A) = sup{||lx — y||; x, y € A} < o le diametre d’une
partie non-vide A de E.

(1) On fixe a,b € E, et on pose m = %. On veut d’abord donner une construction

métrique de ce milieu m de [a, b]. Pour cela, soit
E; = {x €Eillx—dl=lx-0ll= %Ila - bll},
etsin > 2, soit £, I’ensemble des « centres » de E,_; défini par :
E, = {x € Evorille—yll < Sdiam(E, 1) ¥y € El}
Montrer que

ﬁ E, = {m}.
n=1

(Ind : Montrer par récurrence que x € E, = a+b—-x€ E,.)

(2) On suppose T surjective. En utilisant (1) et 7(0) = 0, montrer que

T(a + b) _ T(a)+ T(b)

7 > Ya,be E,

et conclure que 7 est additive, puis linéaire.

(3) On suppose dim E < co. Montrer que 7' est automatiquement surjective, et donc
linéaire.

(4) Soit E = ¢o I’espace des suites x = (x;),eny de réels de limite nulle avec la norme
usuelle (c¢f: Ex. I1.7) et T : E — E (shift non-linéaire) définie par

T(x) = (sin X0, X0» X15 X2, .« )

Montrer que T est isométrique et fixe 1’origine, mais qu’elle n’est pas linéaire.
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2. Solutions

SOLUTIONS

Exercice I.1

(1) (i) £° espace normé.
Pour x = (Xp)nerrs Y = Wnlnerr € €4, notons X = (Xner, Xu = ay/Px, et de méme
Y = (Y, Yo = /"y
Lapplication de I’inégalit¢ de Minkowski (P 1.6) au couple (X,Y) conduit a
llx + yllp.o < llxllpe + llyllp.o-
Les axiomes d’espace vectoriel et de norme sont alors faciles a vérifier.

(ii) t”a’ espace normé complet.

(a) Soit 1 < p < o0 et (f)men+ une suite de Cauchy de £4. On note f,,(n) le terme
de rang n de f;, € €. Soit £ > 0 donné. 1l existe M(g) € N* tel que

k= M) = |Ifi — fillpa = Z @l fi(n) = fu(m)|” < & (1.1)
n=1

Ceci implique que pour tout n € N*, pour tous j, k > M(g),|fj(n) — fi(n)] < a/;” Pe.

Vu I’arbitraire sur &, ceci montre que, pour tout n € N, la suite (f;,(7))men- est de Cauchy
dans C, donc converge vers une limite notée f(n) quand m — oco. Pour j, k > M(¢e), et
N € N*, onad’apres (I.1) :

N
D alfim = il <IIfy = fillhe < &, (1.2)
n=1

Le passage a la limite dans (/.2), quand j — +oo et k > M(¢g), donne

N
D alfm) - fil” <&, (13)
n=1

Maintenant, en faisant tendre N vers 1’infini dans (/.3), on obtient

k> M@E) = ) alfn) - il <& (1.4)
n=1

Cela montre que f — f; € £%, qui est un espace vectoriel, et donc f € 4. (1.4) s’interprete
alors ainsi :
k> M) = IIf - fill}, <&

Ceci montre que £}, est complet, i.e. est un espace de Banach.

(b) Soit p = oo et (fiy)men+ une suite de Cauchy de £;’. Soit & > 0 donné.
Il existe M(e) € N* tel que

J k= M(e) = Su?(anlfj(n) = fim) = Ifj = fillw.a < &
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Ceci implique que
Pour tout n € N*, | f;(n) — fi(n)| < @, 'e. (1.5)
La suite (f,,(n))men- est alors de Cauchy dans C, donc converge vers une limite notée

f(n) quand m — oo. Et le passage a la limite dans (/.5) quand j — +oco et k > M(g)
donne successivement

alf(n) = il <&, f— fi € g, f € &N = filey < .

Ceci montre que £ est un espace de Banach.

(2) (i) Inclusion.

Soit f = (f(n))yen+ € é”l’. On alim, . f(n) = 0,d’ou f € £7°, ce qui implique f € f‘f car
DI = D P < (fllo)™™ DI < oo
n=1 n=1 n=1

Plus précisément, ’inégalité (I.13) qui suit, avec @ = g < 1, montre que

[Z If(n)l"]l < > @I, soitllflly < Ifll,-
n=1 n=1

(i1) L’inclusion est stricte.

Pour le montrer, choisissons f = (f(n))ucy définie par f(n) = n 7. n > 1. Alors
f e i\ ¢; en particulier, f € £\ £7.

(3) co. est un sous-espace vectoriel normé de £, muni de la norme || ||, Comme
¢ est un espace de Banach, il suffit de montrer que ¢y, est fermé dans ;.

Soit donc f € ¢o, et € > 0. 1l existe g € co, telle que ||f — gllon < € et un entier M(e)
tel que

n> M) = aylgn)| < e.

L’inégalité triangulaire montre alors que
nz M(e) = alf(n)| < anlf(n) — g + anlg(m)] < |If = glley + anlg(n)]
< e+ aylg(n)| < 2e,
si bien que @, f(n) — O et que f € cpo. CQFD
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2. Solutions

Exercice 1.2

(1) On utilise la suite proposée en montrant qu’elle est de Cauchy et non convergente
dans (E, ||.||e)-

De maniere évidente, f, € E pour tout n € N*. Notons f, f(x) = |x|.

X% + n% - X7 nlz 1
Pour tout x € [-1, 11, |[fu(x) = f(O)| = ——— < 7 = —.
JE+ S+ "

Alors lim, e ||/ — fllo = 0. S’il existe g € E telle que ||f,, — gllo — 0, on a en particulier
pour tout x € [—1, 1], f,(x) — g(x) et par suite f = g. Mais f ¢ E ! Donc, la suite (f;)
n’est pas convergente dans E.

(2) Soit une suite (f,) de Cauchy dans (E, ||.|]), alors les deux suites (f;,)nen- €t (f;) )nen-
sont de Cauchy dans (C([—1, 1]), ||.|le)-

Les regles usuelles d’échange limite-dérivation (la convergence uniforme de la suite des
dérivées et la convergence en un point de la suite des fonctions entrainent la « dérivation
terme a terme » de la suite) permettent d’assurer qu’il existe f C! telle que lim, e f;, = f
etlim, o f; = f’,ausens de || |l.Donc f, = f au sens de ||.||, et (E, ||.|]) est complet
(espace de Banach).

Exercice 1.3

Commencons par une remarque d’intérét général (qu’on aurait d’ailleurs pu appliquer a
I’Ex. I.1) sous forme du

Fait. Soit Y un espace de Banach, X un espace normé, et T : X — Y une isométrie
surjective. Alors, X est aussi un espace de Banach.

Preuve. Soit (x,) une suite de Cauchy de X. Alors, (T(x;)) est une suite de Cauchy de
Y puisque [T (x,) — T(xy)ll = llx, — x4ll. Puisque Y est complet, il existe y € Y tel que
T(x,) — y. Et puisque 7!, qui est aussi une isométrie, est continue, on a x,, — T~ ().
CQFD.

Appliquons ceci a X = E,.Y = E; “Yg correspondant au poids constant égal a 1,

et T(f) = wf. 1l est évident (une fois qu’on aura vérifié les axiomes de norme) que
T : E, — E est une isométrie surjective d’inverse 7~! donné par T~!(g) = ig. De plus,
les sous-espaces considérés se correspondent par cette isométrie :

T(E) = E,,,T(F) = F,,,T(G) = G,,, T(H) = H,,.

Si donc on sait faire le travail pour le poids w = 1, on I’aura fait automatiquement pour un
poids quelconque. C’est pourquoi nous supposerons sans perte de généralité que nous
travaillons avec I’espace E et ses sous-espaces F, G, H, méme si I’on rencontre « en
pratique » (espaces de Bergman, de Dirichlet) des cas ot w # 1.

Pour chacun des ensembles E, F, G, H a étudier, la structure d’espace vectoriel complexe
est évidente. Il s’agit ensuite de s’assurer de la validité des axiomes de norme (D 1.1),
(D 1.2), puis du caractere complet.
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(1) Vérification du caractére de norme :
@ Nfllc € R*. f est par définition bornée, donc ||f]l. € R™.
(i) [Iflle = 0] & L[f = 0].

[Iflle = 01 & [sup [f(x)] = 0] & [Vx € R, f(x) = 0] & [f = 0].

xeR*
(iii) YA € C,[Afllo = 12 IAf |-

sup{|Af(x)l; x € R™} = |4 supf| f(x)]; x € RT} = [A] [ /]lo-
V) If + gl < 1S lleo + lgllco-

If + glleo = sup{lf(x) + g(x)l; x € R™}
< supf|f(0)]; x € R} + sup{lg(x)l; x € R™},

d’ou|lf + glleo < Iflleo + llglloo-
(v) E complet. Soit (f,,),cn+ C E une suite de Cauchy, alors

Pour tout & > 0, il existe N(¢) e N*; p,g > N(e) = |If, — fyllo < &. (1.6)
D’oli, pour tous p, g > N(g), pour tout x € R™, |f,(x) — f,(0)| < &. (1.7)

Par conséquent la suite numérique (f,,(x)),er- est de Cauchy dans C, donc convergente
vers une limite f(x). Quand ¢ — co dans (/.7), on obtient

Pour tout p > N(g), pour tout x € R*,|f,(x) — f(x)| < .

Cela montre que f, — f € E et donc que f € E, puisque E est un espace vectoriel.
Maintenant qu’on sait que f € E, ’'inégalité précédente se lit :

Pour tout p > N(e), |If = fllo < &,
ce qui montre que la suite (f;),en+ converge vers f pour la norme || ||o-

(2) F est un sous-espace vectoriel de E complet. Il suffit donc de montrer que F est
fermé dans E. Mais ceci est évident, car on sait qu’une limite uniforme de fonctions
continues est une fonction continue.

(3) Si I'on montre que G C F est fermé dans F, on pourra appliquer la question
précédente.

(ii) G fermé dans F.

Soit f e GNFete > 0.1lexiste g € G telle que ||f — glle < € et, puisque g € G,
A =A(e) > 0 tel que

Pour tous x,y > A, |g(x) —g(y)| < €.
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2. Solutions

L’inégalité triangulaire nous montre alors que

xy>2A=|[f(x)— fI <|f(x) = g0)| + |gx) — gl + lgy) — fW)
<2/lf — glle + lg(x) — gy)| < 2 + € = 3.

Puisque ¢ est arbitraire, on voit que f vérifie le critere de Cauchy a I’infini, et donc y
possede une limite, i.e. f € G. CQFD
(4) H est un sous-espace vectoriel fermé de G.

Ceci est facile : soit f € HNG et e > 0. Il existe g € H telle que ||f — gl < € et, puisque
g € HA = A(e) > 0 tel que pour tout x > A, |g(x)] < e. L’inégalité triangulaire nous
montre alors que

x2 A= |f(l <|f(x) =gl + gl < If = glleo + lg(x)] < 2e.
Exercice 1.4
(1) Avec les notations de 1’énoncé, soit £ > 0.
Il existe N(¢) tel que n,m > N(&) = ||x, — xnll < €. (1.8)

Notons y, = X,(p), ot (n(p))pen+ st une sous-suite croissante de N*. Il existe un entier
P(¢e) tel que
p > P(e) = n(p) > N(g) et |ly, —yll < &.

Utilisons ceci pour comparer y a x, pour n assez grand. Soit donc n > N(g) et p > P(¢).
Nous avons via (1.8) :

ly = xall < lly = ypll + llyp — xall < 2, (1.9)
ce qui montre que lim,_, X, = y.

(2) 1l s’agit de fabriquer une sous-suite de (x,) « rapidement » de Cauchy. Pour ceci
on utilise le caractere de Cauchy de la suite (x,) pour &, = 277, Pour tout p € N*, il
existe N, € N* tel que, pour j,k > N,, [lx; — xl| < 277,

On pose
my = max(Ny,...,Np) + pety, = xp,.

Alors, la suite (m,),en- est strictement croissante et, comme min(m,, m,.1) > N,, on a
lype1 —ypll <277

(3) Deux implications sont a prouver.
(i) Si E est complet, toute série absolument convergente est convergente.

Soit }> | u, une série absolument convergente. Notons S, = >}_, ur et T, = Y37, llull.
La clé est I’inégalité suivante, conséquence évidente de 1’inégalité triangulaire :

gzp= S-Sl <T;—Tp. (1.10)
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Alors, si la série est absolument convergente, T, — T, — 0 quand p,g — oo, et (1.10)
montre que S, — §, — 0 quand p, g — oo, autrement dit S, est de Cauchy, et converge.

(ii) Si toute série de E absolument convergente est convergente, E est complet.
Soit une suite de Cauchy arbitraire (x,),en-, il s’agit de montrer qu’elle est convergente.
Par (2), il existe une sous-suite (y,)pen+ de (x,,) vérifiant ||y, — ypll < 277, et la série de
terme général y,,1 — y, est absolument convergente, donc convergente. Donc, la suite de
terme général y, = y; + 2;’:—11 (yj+1 — y;) est convergente. D’apres (1), la suite (x,,)en-
est convergente.

(4) (i) La réalisation préalable du graphe de f, montre le résultat.

I

-1 0 1/n 1 X

La suite (f;,) est croissante et pour tout x €]0, 1], lim,—, f(x) = 1.

Pour . € N*, ||fe1 = fulli = 5 = 7i7) = 5o (aire du triangle hachuré) ; la suite (f,)

est donc de Cauchy, car la série de terme général égal a ||f,+1 — full1 est convergente.
Soit g € E. On ne peut avoir a la fois g = O sur [-1,0] et g = 1 sur ]0, 1], sinon g serait
discontinue en O (c’est bien la le hic). Donc, on peut par exemple trouver fy €]0, 1] tel
que g(ty) # 1 et par continuité un intervalle J = [a, b] C]0, 1] contenant ¢y, de longueur
[ =b—a>0,etun nombre ¢ > 0 tels que

teJ =g -1 =c.

1 _ N
Pourn> ., ona f, = 1surJ,dou

1
o =gl = fl [fu(0) = g(D)ldt = f,lf"(t) —g(nldz

:fll—g(t)ldtzfcdt:cl>0,
J J

ce qui montre que f; ne peut converger vers g dans E muni de la norme L!. L’espace E
est donc non-complet pour cette norme.
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2. Solutions

@1i) llgalli = m comme on I’a déja vu. Cette derniere fraction est le terme gé-
néral d’une série convergente. La série de terme général g, est donc absolument conver-
. . _ Jj=n—1 .
gente. Elle est non-convergente dans E car sinon la suite f,, = fi + 2/.:1 g, convergerait
dans E.

Remarque I.1 : Lors de I’étude des séries numériques, on apprend que la convergence
absolue entraine la convergence ; ceci ne reste pas vrai dans un espace normé arbitraire
mais la question (1) montre que I’hypothése « espace de Banach » pour E est nécessaire
et suffisante pour que cette implication soit toujours vraie.

Remarque 1.2 : Le langage de la convergence absolue a été utilisé dans cet exercice,
conformément a la définition (D 1.16), pour les séries de fonctions continues sur [—1, 1].
Il convient de faire attention a la terminologie usuelle :

(1) 3., fn absolument convergente dans (C([—1, 1], | ||), au sens du cours (D 1.16).

(2) >, fn absolument convergente dans (C([—1, 1], || || ), on dit souvent qu’elle est nor-
malement convergente.

3) Six e [-1,1], >, 1f:(x)| converge, >, f»(x) est absolument convergente dans 1’es-
pace normé R ou C muni de la norme module | |.

Exercice 1.5
(1) 11 faut vérifier les axiomes de norme (D 1.2) :
(i) Pour toute f € H(D), N(f) € R*.

(i) [N(f) =0] = [f =0]:Si N(f) =0, alors f(z) = 0 pour tout z tel que |z] < %
D’apres le théoreme des zéros isolés, pour tout z € D, f(z) = 0,1.e. f = 0.

(ii1) Les autres axiomes sont faciles a vérifier.

(2) Considérons la série de terme général u,, avec u,(z) = 7" pour n > 0 et
z € D. Montrons que cette série est absolument convergente, mais non-convergente, dans
(H(D), N). Il résultera alors de I’exercice (P 2.1) précédent que (H(D), N) n’est pas com-
plet. On a clairement N(u,) = 27", donc la série est absolument convergente. Supposons

qu’elle converge vers g dans (H(D), N). Cela signifie que f,(z) = X;_, Z* converge vers

. . L , d
g(2) uniformément, en particulier simplement, sur I’ensemble {z; |z] < %} < A. Comme

l_ZrH-l 1

par ailleurs z € A = f,(z) = 7=~ — 1, onvoitquez € A = ¢(z) = l—iz Par unicité

du prolongement analytique, 1’égalité reste vraie si |z| < 1. Mais cela est impossible !

<
Car, quand z — 1, g(z) tend vers g(1), donc reste bornée, alors que IL_Z — +o0. Cette
contradiction montre que g n’existe pas, et acheve la question.

Exercice 1.6
(1) Pour f fixée, on note k = p,(f). La définition de p,(f) entraine I’inégalité

Pour tous x, y,|f(x) — f(y)l < klx —yl|®.

Ceci entraine la continuité de f.

35



Chapitre | < Espaces normés

(2) (1) Valeur de norme.

Il s’agit de vérifier la validité des axiomes de norme (D 1.2) :

(a) Pour toute f € Lip,, po(f) € R*;

pour tout A € C, po(Af) = | palf).
Ceci est facile a vérifier.

®) 7o) = 01 & [ = 0L
1po() = 0= 17O+ supt HE=E: 1 < 1)

& [f(0)=0etV(x,y) € J|f(x) - f(y) = 0]
e [Vy el f(x) = fly) = f(0)=0] & [f =0].

(©) pa(f + 9) < po(f) + pol9).

lf () = f@)l.

Palf +9) < [FO)] + |g(0)] + sup{ g e J}

+ SHP{M; (x,y) € J} = pa(f) + pa(9).
x =y
1) Iflleo < Pa(f)-
Pour tout f € Lip,, pour tout x € [0, 1], [f(x)] < |f(0)] + |f(x) — f(O)]
< 1f O+ (pa(f) = 1£O)DIx]”
< SO + (pa(f) = 1fO)) = pe(f). En passant au sup sur x € [0, 1], on obtient
Iflleo < palf).

(3) Soit (f,)new une suite de Cauchy de Lip,,, et £ > 0.
Il existe N(¢) tel que pour p, g > N(g), po(fp — fy) < &. (1.11)
Comme [|f, = fyllo < po(fp — f3), 1a suite (f,)qan est de Cauchy dans I’espace complet
(C(0, 1D, I llso), et converge donc uniformément vers une fonction f continue.
Il reste 2 montrer que f € Lip, et que lim,—,c po(fy — f) = 0.

Soit p, g entiers > N(g), et (x,y) € J. D’apres (I.11), on a
I(fp(x) = Fp)) — (fg(x) = fo))
lx =yl

Lorsque p > N(e) reste fixé et ¢ — oo, on obtient

I(fp(x) = o) = (f(x) = F(y)
lx =yl

I(fp () = () = (o) — fF(y)) <o
lx =yl T

1/p(0) = 7, (0)] +

< palfy— f) < .

1/p(0) = f(O)] +

= 1/p(0) = f(O)[ +
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2. Solutions

En passant au sup sur (x, y) € J, on voit d’abord que f,, — f € Lip, qui est un espace vec-
toriel, et donc f € Lip,. L’inégalité qu’on vient d’obtenir s’interprete alors en écrivant :
p = N(e) = po(f, — f) < &. Ceci acheve la preuve de la complétude de Lip,,.

Remarque : Les espaces Lip, (0 < @ < 1) sont des espaces de Banach non-séparables,
i.e. ils ne contiennent pas de partie dénombrable dense. Soit en effet, pour 0 < a < 1, f,
définie par
_ 0 six € [0,a]
Ja(x) = {(x —-a)® sixé€la,l].
On a f, € Lip, d’apres (.13) qui suit, et de plus
O<a,b<letatbhb= Hfa _fh”Lipa = pa/(fu _fh) > 1. (1.12)
En effet, supposant par exemple a < b et posant g = f, — fp, nous avons

lg(b) —gl@)| (b—a)* _ !
(b _ a){l - (b _ a)a/ -

puisque (dessiner les graphes de f, et f)
g(a) = fa(a) = fo(a) = 0 et g(b) = fu(b) — f5(D) = fa(b) = (b - @)".

Cela prouve (1.12), qui a son tour implique la non-séparabilité de Lip,,.

Po(g) 2

Exercice 1.7
(1) Soit f,(x) = x“.
() fo € Lip,.
Notons d’abord I’inégalité élémentaire
Pour tous u,v >0, pourtout 0 <a < 1, (u+0v)* <u® + 0" (1.13)

En effet, puisque max(;;-, =

u v u \¢ v\ ut+”
1= + < + = ,
u+v u+v u+v u+v (u +v)®

ce qui prouve (1.13). Ensuite, si x, y € [0, 1] et par exemple y = x + & > x, on voit que

) < 1, on a successivement

|ﬁy(x) _ﬁy(x)l — y{l _ x{l — (x + h)[l/ _ x(l/ S x(l/ + h[l/ _ x(l/ — h{l — |x _ y|{l'
Ceci montre que f, € Lip,,.

)Sia >y, f, € Lipy.
Puisque (x,y) € J = x—y| <1 = |x—yl* <|x—y[’,ona

[fo(y) = fa(X)] - [fo(y) — foa(X)] <1
ly—x —  ly-x*

Pour tout (x,y) € J, )

d’ou f, € Lip,.
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(iii) Si @ < 7, fo ¢ Lip,,.
Onapoury =0etx # 0,p,(fo) > ;_Z =x"7 - coquand x » Ocara—7y < 0. D’ou
py(fo) = +ooet fy ¢ Lipy'
(2) La fonction g définie par [ g(x) = (1n(§))‘1 si x # 0 et g(0) = 0] est continue sur
[0, 1]. D’autre part pour tout x € [0, 1], po(g) > %. Orona:

o) 1
x¥ X« ln(g)

Pour tout @ > 0, — +oo lorsque x — 0%,

D’oll po(g) = +o0,etg ¢ | J(Lip,,0 < a < 1).
3) () ¢ ¢ C([0,1]).

On a I’inclusion C'([0, 1]) € Lip, d’apres le théoréme des accroissements finis. Donc,
cette question résultera de celle d’apres.

(ii) ¢ ¢ Lip;.
On cherche aussi le comportement au voisinage de 0, c’est-a-dire celui de la fonction
le—¢ O | In(x)|. Le second membre tend vers +co lorsque x — 0 ; donc ¢ ¢ Lip,.

Ixl!

(iii) Pour @ €10, 1[, ¢ € Lip,.

(a) Graphe de ¢.

Fonction ¢(x) = xIn x

La fonction ¢ est continue sur [0, 1]. Sa dérivée, pour x # 0, est ¢’(x) = In(x)+ 1. Suivant
I’indication de I’énoncé, onapour 0 < x <y < 1:

Y Y
e -pi =| [ wwal< [ va

Y a—1 CU’ a @ CU’ @
S| A+Cet Ndt=y—x+ —W*" —x)<y—-x+—(@y-x°,
X a a
en utilisant I'inégalité (/.13) qu’on vient de voir. D’ou (en posant K, = 1 + % et en

notant que y — x < |y — x|%) I'inégalité |o(y) — ¢(x)| < K,ly — x|%, qui prouve bien que,
pour0 <@ < 1,onag € Lip,.
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2. Solutions

><Y

yLn(y)
x Ln (x)

Fonction ¢(x) = xIn x

Une étude plus précise, mais plus délicate, montrerait que I’on a

Pal@) < (a1 —a))™". (1.14)

Remarque : La fonction ¢ (qui montre que Lip; & (N, Lip,) offre aussi un exemple
élémentaire intéressant de fonction de la classe de Zygmund A définie comme suit
(C = Cy désignant une constante dépendant de f) :

={feClO,1L|f(x+h)+ f(x—h)-2f(x)| <Ch,VO<h<x<x+h<1}

Autrement dit, on récupere le coté O(h) des qu'on passe aux différences secondes.
En effet, la formule de Taylor avec reste intégrale a I’ordre 2 nous donne ici, pour
0<h<x<x+h<1,etpourlafonction f = ¢ qui vérifie f”(u) = % >0:

1
O+ ) + O —h) = 2f(0] = W f (1= D(f"(x + th) + f" (x — th))d

_ 32 _ 1 2 _ 1

_hf( r)( o )dtshf(l z)(hHh h_th)dt
Yi1—1t

:hfo(m+l)dt:(2ln2)h.

Et on montre facilement que A C (y.4<; Lip,, ce qui redonne les inclusions précédentes.
Voici comment : on pose, pour 0 < h < 1:

wh)y= sup |f(x) = fyl.

x,y€l0,1],|x—yl<h

Puis on part de I’identité

JOx+2h) - f(x0)  fx+2h) =2f(x+h) + f(x)
2 2 ’

Jx+h) = f(x) =

En prenant les modules, puis le sup sur x, on en déduit
1 1 1
w(h) < zw(Zh) + ECh < Ew(Zh) + Ch.
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En itérant cette propriété, on obtient par récurrence :
1 " 1
w(h) < iw@ h) + Cnh < i2l|f|lw + Cnbh.

En choisissant pour 7 le plus grand entier tel que n2" < % (optimisation par rapport au

parametre 1), on obtient I’existence d’une constante K > 0, ne dépendant que de f, telle
que

w(h) < Khln %, pour tout 0 < i < %
Et cela entraine immédiatement que f € (\g<o<| Lip,-
(4) () Lipg < C([0, 1]).
Voir Ex. L.6.
(ii) Lip, € Lipg.
Sif < a, alors |x — y| ™ < |x — y|7@ donc, si p,(f) est fini, pp(f) Iest aussi.

(iii) C'([0,1]) € Lip,.
On utilise le théoréme des accroissements finis et la continuité de f” sur le compact
[0, 1], qui implique sup{|f' (), € [0,1]} =M < co:
Pour tout x, y € [0, 11, |/(x) = f()] < M|x —y| < M|x - y|*,

car|x —y| < 1,donc |x — y| < |x —y|*.

(iv) Inclusions strictes.
Les fonctions étudiées en (1) montrent I'inclusion stricte Lip, C Lipy.

Les fonctions étudiées en (1) ne sont pas différentiables en x = 0, alors elles montrent
Iinclusion stricte C'([0, 1]) C Lip,,.

La fonction étudiée en (2) est continue sur [0, 1], mais n’est dans aucun des Lip,,. Elle
établit donc I’inclusion stricte Lip, € C([0, 1]).

Exercice 1.8

(1) Le seul axiome qui pose probleme ici est N(x) = 0 = x = 0. Et la validité de cet
axiome tient au caractere fermé de M : on voit en effet que

NX)=0=dx,M)=0=xeM=xeM = Xx=0.

Soit maintenant (x,),en+ une série absolument convergente dans E/M. Pour chaque n, on
peut choisir x, € X, tel que |lx,|| < N(x,) + 27", eton adonc } 7, |lx,|| < co. Comme E
est complet, il existe S € E tel que

N
jgggonZ]xn—Sn:o.
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2. Solutions
Si S est la classe d’équivalence de S, I’'inégalité évidente

N[f—ifn]:N

n=1

N

“NJ
s —an] <lIs = > wl
n=1

n=1

montre que la série de terme général X, converge avec pour somme S. Ainsi, toute sé-
rie absolument convergente dans E/M est convergente, et on sait (cf. Ex. 1.4) que cela
équivaut a la complétude de E/M.

(2) L'hypothese « E/M complet » n’est pas suffisante pour montrer que E est com-
plet. Par exemple, si M est de codimension finie dans E, alors E/M est complet car de
dimension finie, méme si £ n’est pas complet. Montrons en revanche que (propriété des
trois espaces) :

M et E/M complets = E complet.

Soit (x,)sen+ une suite de Cauchy de E. Alors (X,),en+ est de Cauchy dans E/M puisque
N(F, = %) = N(xy =%,) < llxp — xql.
Puisque E/M est complet, il existe x € E tel que N(x,, — x) — 0 quand n — oo.

Par définition de la norme-quotient (définition de 1’inf), on peut trouver y, € M tel que
X, — x — y, — 0. La suite x, — y, est donc de Cauchy dans E (elle converge vers x !), et
comme x, est déja de Cauchy, la suite y, est de Cauchy dans M. Elle converge donc vers
y € M. Cela montre que x,, — x + y, et E est complet.

Exercice 1.9
(1) D’abord, E| # 0 car m € E,. Ensuite, on a :

x€E,—a+b—-x€ekE,. (1.15)

Eneffet, x € Ey = |[(a+b—x)—al| = ||lx=b|| = %Ila—bllet de méme ||(a+b—x)—b| =
llx —all = %Ha — b||. Maintenant, si (I.15) est vraie pourn — l etsix € E,,y € E,_j,ona
a+b-yekE,,dou

1
la+b—x)—yll=llx—(a+b—-y) < 3 diam(E,_;), soita+b —-x€ E,,

ce qui prouve (I.15) par récurrence. Montrons aussi que m € E, pour n > 2. Supposons
montré que m € E,_j etsoity € E,_;. Alors,a+b -y € E,_;, dou diam(E,_;) >
[[(a+b—-y)—y|l = 2|lm—yl|, soit encore ||m—y|| < % diam E,_;, ce qui montre que m € E,,.
Et cela donne bien le résultat souhaité : soiten effet E = ()| E,.Ona E; C B(a, ”“;””),
donc diam(E) < |la — b|| < co. Et par construction, diam(E,) < %diam(En_l), donc
diam(E) = 0, ce qui veut dire que E est vide ou réduit a un point. Mais on a montré
plus haut que m € E, ce qui donne le résultat demandé : E = {m}. Il est a noter que la
complétude de E n’est nullement nécessaire ici.
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(2) Les ensembles E,, sont définis a partir des points a et b. Définissons de méme des
ensembles F,, a partir des points 7'(a) et T(D). Le caractere isométrique et surjectif de T
fait que F, = T(E,) comme on le vérifie immédiatement par récurrence. D’ou, T étant
injective car isométrique :

T(Q E] - QF soit T(“ ; b) _ @ ;’ T®) (1.16)

Le reste est facile : prenant a = 2x,b = 0 dans (I.16), on obtient 7(2x) = 27T (x) pour
tout x € E. Puis revenant a (1.16) avec a, b changés en 2a, 2b, on voit que

T(a+b) = w — T(a)+ T(b).¥a.b < E.

Il en résulte que
T(rx)=rT(x)Vx € E,¥reQ,

puis T (rx) = rT(x) Vx € E,Vr € R par densité de Q dans R et continuité de 7. On a bien
montré que 7" est R-linéaire.

(3) Soit, pour r > 0, S, la sphere de centre O et de rayon r. Elle est compacte puisque
E est de dimension finie. Et puisque

IOl = 1T(x) = TO)I = [lx = Ol = [|x[l,

on voit que 7" induit une isométrie de S, dans elle-méme, forcément surjective car toute
isométrie d’un espace métrique compact dans lui-méme est surjective. Il en résulte que
T : E — E est surjective, et on est ramené a la question précédente.

(4) On a par construction 7'(0) = 0, ainsi que, si x = (x,),y = (y,) € E :
T (x) = Tl = max(| sin xo — sinyol, [lx = ylI).

Mais |sinxy — sinyg| < |xo — yo| < ||x — yll, si bien que le sinus n’a aucun effet sur la
norme de 7' (x) — T'(y) et que

I7(x) =TIl = llx = yll.

Par suite, T est une isométrie (non-surjective) préservant 1’origine, mais elle n’est pas
linéaire a cause du terme en sinus qu’on a mis expres pour détruire cette linéarité. Pour-
tant, ici, £ est complet.

Remarque : Sil’isométrie surjective T ne préserve pas 1’origine, elle est affine, comme
on le voit en considérant S (x) = T'(x) — T(0), isométrie surjective préservant 1’origine,
donc linéaire.

42



THEOREMES
FONDAMENTAUX

BD EnoncEs

Exercice Il.1

Soit E un espace métrique complet, donc de Baire (Tout G dense, i.e. toute intersection
dénombrable d’ouverts denses dans E, est dense dans E, cf. P 2.12).

(1) (1) (Question préliminaire). Montrer qu’un ouvert non-vide O de E est encore
un espace de Baire (indication : si (O,) est une suite d’ouverts de O denses
dans O et A un ouvert non-vide de O, considérer les ouverts w, = O, U 0 et
observer que w, NA = 0, N A).

(i) On définit la fonction oscillation w(g,.) d’une fonction g : E — C par la
formule (ou B(xp, r) est la boule fermée de centre x( et de rayon r) :
w(g, x0) = inf w,(g. 0) avec wi(g. x0) = supllg(x) = gy)l: x.y € Blxo. 1)},

Montrer que g est continue au point xp si et seulement si w(g, xo) = 0, et que
de plus la fonction w est sous-additive :

w(g1 + g2, x0) < w(g1, Xo) + w(g2, Xo) pour tous g1, gz, Xo.

(iii)) Montrer que I’ensemble O, = {x; w(g, x) < &} est ouvert pour tout & > 0.

(iv) Si O est un ouvert non-vide de E, g/O = h la restriction de g a O et xy € O,
montrer que

w(g, x0) = w(h, xp).

Soit maintenant (f;,),en une suite de fonctions continues : E — C qui converge simple-
ment vers une fonction f : E — C.

On se propose de montrer que I’ensemble des points de continuité de f est un G
dense dans E.

Pour € > 0 etn € N, on pose
Ang = {x € Etels que Vn, p > N, |f,(x) — f,(x)| < &}.

On note int(Ay,) I'intérieur de Ay .
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(2) (i) Montrer que chaque Ay, est fermé et que E = | J5_; An,e.
(i) Montrer que Ve > 0, AN € N tel que int(Ay) # 0.
(iii)) En déduire que Ye > 0, AN, € N, 4V, C E, V. boule ouverte, tels que

Vx € Ve,¥n 2 Ne, |f(x) — fu(0)] < &, (11.1)
(iv) En déduire que I’ouvert O, = {x; w(f, x) < &} est non-vide pour tout & > 0.

(3) Montrer plus précisément que I’ensemble C(f) des points de continuité de f s’écrit
C(f) = ﬁ;"ZIOL et que c’est un G5 dense de E.

(4) En appliquant (3), montrer que :

(1) la fonction caractéristique de I’ensemble Q des rationnels n’est pas limite
simple d’une suite de fonctions continues sur R.

(i1) si g est une fonction dérivable sur R, alors sa dérivée ¢’ est une fonction dont
I’ensemble des points de continuité est un G5 dense dans R.

Exercice 11.2

Soit E = C([0, 1]) I'espace des fonctions complexes continues sur [0, ] muni de la
norme || [l.. On se propose de montrer que I’ensemble des fonctions continues nulle
part dérivables contient un G5 dense dans E.

Soit
A, ={f € E telles que ds € [0, 1]; ¥t € [0, 1],|f(2) — f(s)| < n|t — sl}.

(1) Montrer que, Vn € N*, A, est fermé dans E. On note B, = A, son complémentaire
dans E.

(2) Mettre en évidence des fonctions réelles affines par morceaux situées dans B,
(on pourra s’aider d’un graphe).

(3) Pour b > 0, soit f;, Yt € [0, 1], f,,(r) = bt.
Onnote Vo(f) = {f € E;llf = follo < €}.

Montrer que pour a > nete < %, ona Vg(fa,) C B,.

(4) Montrer que, Yn € N*, B, est dense dans E.

(5) Déduire de I’étude des A,, que I’ensemble (non-borélien) M des fonctions conti-
nues nulle part dérivables contient B, un G dense dans E, et que toute fonction de E est
somme de deux fonctions de B, a fortiori de deux fonctions de M.

(6) On cherche a construire directement une fonction continue nulle part dérivable.

Soit la fonction définie, pour 0 < a < 1 etbh > 0, par :

(o)

F(i) = ) a" exp(ib's).

k=0
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(i) Montrer que F est continue sur R.
(i1) On suppose de plus que b est un entier pair. On fixe le réel ¢.
Pour n entier > 1, on pose ,, = ntb™" et 9,, = w

Montrer que I’on a
(6”” -D
:__anbn+z lbkt )

(iii) On ajoute aux hypotheses précédentes la condition ab > 1 + 7, et on pose
5=2

v

Montrer que 1’on a
n—1

16,1 > —a n- ) dB > 6a'h (11.2)
k=0
(iv) En déduire que F n’est pas dérivable en ¢ et qu’elle est donc partout non déri-
vable.

Exercice 11.3

(1) Soit E un espace normé et F un sous-espace vectoriel de E. Montrer que si I’inté-
rieur de F est non-vide, alors £ = F.

(2) Montrer qu’un espace de Banach de dimension infinie n’est pas de dimension
algébrique dénombrable (utiliser le théoreme de Baire P 2.12.)

Exercice 1.4
(D) Soit E un espace normé et T € L(E) (¢f. D 1.3 et D 2.5).

(1) Montrer que ker(T") est fermé pour tout n € N.

(2) Supposons que E est complet et que, pour tout x € E, il existe n € N tel que
x € ker(T"). Montrer que T est nilpotent (c’est-a-dire qu’il existe d € N tel que 7% = 0).

(IT) Soit E = C[X] I’espace des polynomes complexes et notons pour P € E,
1P = > 1Pl (I1.3)
n=0

avec ||Plleo = Sup 017 1P(X)| et P"™ la dérivée d’ordre n de P. Vérifier que ||P|| est bien
une norme sur E.

Soit T : E — E défini par T(P) = P’, P € E . Vérifier que T € L(E).
(i) Montrer que pour tout P € E, il existe n € N tel que P € ker(T").

(ii)) Montrer que T n’est pas nilpotent. Expliquer ce résultat (comparer a (I) (2)).
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Exercice 1.5

Soit E = {x = (x;)ien- € €%; x; = 0 sauf pour un nombre fini de i}.
Soit F = ¢%, on note x = (x;);e- un élément arbitraire de F (D 1.15).
Soit, pour n € N*, T,, : E — F définie par

Sii#n

sii=n

0
T,((x)i) = {nx

Onnote A ={T,,n e N*},A, ={T,x, T, € A}
Montrer que pour chaque x € E, A, est borné dans F, mais que A n’est pas borné
dans L(E, F).

Expliquer pourquoi le théoreme de Banach-Steinhaus (P 2.13) ne s applique pas.

Exercice I1.6

Soient E, F, G trois espaces normés et U une application bilinéaire de E X F, espace
normé produit, dans G.

On note

Vxe E,U, : F — G, définie par U,(y) = U(x, y) et

Yy e F,U, : E — G, définie par U,(x) = U(x, y).

(1) On suppose que U est séparément continue, c’est-a-dire que Vx € E, U, est
continue et Yy € F, U, est continue.

Montrer que si E ou F est un espace de Banach, U est continue de E X F dans G.

(2) Soit E = F I’espace vectoriel £! muni de la norme || ||o.
Soit U la forme bilinéaire sur E X F définie par U(x,y) = 3,50XuYn OU
X = (X)ners Y = (Yn)nerr- sont des éléments de ¢!
(i) Montrer que U est bien définie et est séparément continue.
(i) Montrer que U n’est pas continue sur E X F. Expliquer le résultat.
(On peut utiliser les éléments xX* € ¢!,k € N* définis par x® = (V) : x
n < k, 0 sinon.)

O = 1si
Exercice 1.7
On se propose, pour 1 < p < oo, de trouver le dual de £” (c¢f. D 1.15).

Soit x = (x,)en une suite de nombres complexes telle que la série Z;ﬁ% XpYy SOit

convergente pour tout i = (¥, )ueny € €7, (1 < p < 00).

(1) Pour N entier > 0, calculer la norme de la forme linéaire Uy : ¥ — C définie par
UN@) = Xplo Xahns Yy € L7
(Utiliser I’inégalité de Minkowski (P 1.4).)
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(2) En déduire que x € £4, ol % + 5 =1.
(Utiliser le théoréme de Banach-Steinhaus (P 2.13).)

(3) U est définie sur {7 par U(y) = Z;:(’) XnYy,. Trouver la limite de ||U — Uy/|| quand
N tend vers I’infini.

(4) Identifier le dual de ¢”.
(5) Identifier le dual de ¢!.
(6) Identifier le dual de ¢y = {x = (x,)n; x, — 0} avec ||x]| = sup,,cup [Xnl.

Exercice 1.8

Soit E = C'([0, 1]) I’espace des fonctions définies sur [0, 1], & valeurs complexes, conti-
niment dérivables, et F' = C([0, 1]) 'espace des fonctions continues définies sur [0, 1],
a valeurs complexes, tous deux munis de la norme || ||c.

Soit T : E — F définiparVfe E,Tf = f".
Onnote G(T) = {(f,Tf); f € E} le graphede T.

(1) Montrer que G(T) est fermé dans E X F.

(2) Montrer que 7 n’est pas continue

(on pourra utiliser la suite f,, € E, f,(x) = x").
(3) Expliquer le résultat.

Exercice 11.9
Soit E, F deux espaces de Banach, et G = [, (F) I’espace vectoriel des suites bornées
X = (X)nen, X, € F, muni de la norme ||x||oo = sup(||x,||F;n € N).

(1) Montrer que G est un espace de Banach.

(2) Soit (T}),en une suite d’applications linéaires continues de E dans F, telles que
Vx € E, sup(||T,xl|F);n € N) < co.

On note U I'application de E — G, définie par U(x) = y ou y = (T),X),en-

Montrer que le graphe de U est fermé.

(3) En déduire que le théoreme de Banach-Steinhaus (P 2.13), dans le cas ou les deux

espaces E et F sont des espaces de Banach, peut étre établi comme conséquence du
théoreme du graphe fermé (P 2.17).

Exercice 11.10

E est I’espace de Banach des fonctions réelles continues sur [0, 1] = / muni de la norme
uniforme, et ¢ : / — [ est une application continue. On désigne par T € L(E) I’opérateur

défini par T(f) = f o ¢.
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(1) Montrer I’équivalence :

T isométrie < ¢ : I — [ surjective.

(2) Donner un exemple d’isométrie linéaire 7 : E — E non-surjective.

Exercice Il.11
E, F sont deux espaces de Banach, et A € L(E, F).

On note M = ker(A) et H = Im(A). [x] est la classe de x, élément de E/M, [A] est
I’application de E/M — F, définie par [A][x] = Ax.

(1) Montrer que [A] est linéaire continue et que ||[A]]| = [|A]l.

(2) On suppose qu’il existe un sous-espace fermé K C F' tel que
KN H={0}et H+ K est fermé dans F.

(i) Montrer que I’application B : E/MXK — H+K, définie par B(([x],2)) = Ax+z
est linéaire, bijective et continue.

(i1) En déduire que Im(A) est fermé dans F.

(3) On suppose que Im(A) est de codimension finie, montrer que Im(A) est fermé
dans F.

(On montrera que si M est un sous-espace fermé d’un espace normé E tel que la
dimension de E/M est finie, alors M admet un supplémentaire topologique dans E.)
Exercice 11.12
E = (C(]0, 1]) est I’espace des fonctions continues sur [0, 1], a valeurs complexes.

On considere les deux espaces normés X = (E,|| |lo) et ¥ = (E,]| [l1), ou

1
Iflleo = sup(If )]s £ € [0, 1) et Ifll; = [ If(ldz.
On désigne par I I’application identité de X dans Y.

(1) Montrer que I est bijective, continue. Quelle est sa norme ?
(2) Montrer que I~ n’est pas continue (on pourra utiliser la suite f,(f) = ).

(3) En déduire que Y n’est pas complet.

Exercice II.13

Soit £ = C([0, 1]) et |||| une norme sur E, tels que (E,||||) soit un espace de Banach.
Supposons que «si f, f € E, ||f, — fll = 0, alors f,(¥) — f(¢) pour tout 7 € [0, 1] ».

Montrer que les deux normes || || et || || sont équivalentes.
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Exercice Il.14
Soit E un espace de Banach, M un sous-espace fermé de E.
Onnote Vx € E, [x] saclasse dans E/M; [I] est I’opération identité dans E/M (D 1.14).

(1) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(@) M admet un supplémentaire topologique dans E.
(B) Lapplication m : E — E/M définie par m(x) = [x] admet un inverse a droite
continu (c’est-a-dire, il existe S € L(E/M, E) tel que nS = [I]).

(2) Montrer que si E/M est topologiquement isomorphe a ¢!, alors M admet un sup-
plémentaire topologique (on pourra utiliser (1)).
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SOLUTIONS

Exercice Il.1

(1) (1) Soit (O,,) une suite d’ouverts de O denses dans O et A un ouvert non-vide de O.
Les O, et A sont aussi ouverts dans E puisque O est ouvert. On complete O, en posant
1o
w, = 0, U0 .C’est un ouvert dense de E, car

@, 0 0,U0 =0U0 =E.
De plus, A ¢ O = 0, N A = w, N A pour tout n. Puisque E est de Baire, () w, est
dense dans E, donc ((w,) N A # 0, car A est ouvert non-vide de E. Autrement dit,

(N0, NA # 0, ce qui montre que () O, est dense dans O (rappelons qu’une partie est
dense ssi elle coupe tout ouvert non-vide) et que O est un espace de Baire.

(ii) Si g est continue en X, ioit e > 0. Il existe r > O tel que x € B(x, 1) =
lg(x) — g(x0)| < &. Sidonc x ety € B(xy,r),ona

lg(x) — g()| < lg(x) — g(x0)l + lg(x0) — g(y)| < 2&, par suite

wr(g, x9) < 2e et w(yg, x9) < 2e&.

Puisque ¢ est arbitrairement petit, cela montre que w(g, x9) = 0. La réciproque s’établit
de mé&me. Enfin, soit £ > 0. Puisque w, décroit avec r, on peut trouver r > 0 tel que

wr (g1, X0) < w(g1, Xo) + & et w(ga, X0) < w(ga, Xo) + &.
Or, w,(g1 + 92, x0) < w,(g1,X0) + Wr(g2, Xo) par 'inégalité triangulaire, d’ou :
w(g1 + g2, X0) < wr(g1 + g2, Xo) < W (g1, X0) + W (g2, Xo)

< w(gi, xo) + w(g2, Xo) + 2&,
d’ou le résultat demandé puisque ¢ est arbitrairement petit.

(iii) Soit xg € O,. Il existe r > 0 tel que w,(g,xp) < &. Si d(x1,x9) < % et

si x,y € B(xi, 5), onaxy € B(x, r), d’ou lg(x) — g(y)| < wy(g,x0) et par suite
w:(g, x1) < w,(g, Xo), d’ott finalement

w(g, x1) < wz(g, x1) < Wr(g, X9) < &, s0it x| € Op.
Ceci montre que O, est ouvert.

(iv) Posons i = ¢/O. On a toujours, par définition : w(h, x9) < w(g, xo). Soit
maintenant r > 0 tel que B(xg,r) C O. Alors,si0 <p <r,ona

x,y € B(xo,p) = lg(x) — g(y)| = |h(x) — h(y)| < wy(h, o), donc
wp(g, x0) < wp(h, xo) puis w(g, xo) < w(h, xo),

ce qui donne le résultat.
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2. Solutions

(2) (i) Pour N et ¢ fixés, on peut écrire :

Ave = () Fapavee Fop = (551,00 = f(0)| < &),

n,p=N

Chaque F, ), est fermé car la fonction f, — f,, est continue, et Ay, est fermé comme
intersection de fermés. Enfin, si x € E, la suite de complexes f,(x) est de Cauchy car
convergente, et on peut trouver N assez grand pour avoir

|fu(x) = f,(x)| < & pour tous p,q > N,
soit x € Ay, et par suite E = U;\j:l Ane.

(i1) Les Ay, a € fixé, forment une suite de fermés de £ métrique complet, auquel
on peut appliquer le théoréme de Baire (P 2.12). Il existe donc bien un entier N tel que
Ay soit d’intérieur non-vide.

(iii) On choisit donc N, tel que int(Ay, ) O Ve, ou V. est une boule ouverte non-
vide. Tous les points de V, vérifient Vn, p > N, |f,(x) — f,(x)| < &. On fait tendre p vers
+o00 pour obtenir (/1.1).

@iv) Soit xp € Ve et r > 0 tel que B(xg,r) C V.. Posons n = N,. Par la sous-
additivité de la question (1), nous avons

w(f’ .X()) < U)(f - fn’XO) + w(fm-XO) = (U(f - fn’XO)

puisque f, est continue en xo, et que son oscillation en ce point est nulle. D autre part,
I’inégalité (II.1) de I’énoncé montre que

W(f = fusx0) < W (f = fu, X0) < 2e.
Tout ceci nous donne
w(f, xp) < 2& < 3eetdonc xy € O3,.
Ainsi, O3z, # ) et comme & > 0 est arbitraire, on a aussi bien O, # 0.
(3) Montrons d’abord 1’ auto-renforcement
O, est un ouvert dense dans E.

En effet, O, est un ouvert non-vide d’apres II.(1)(iii). Soit alors O un ouvert non-vide de
E, ainsi que h, = f,/O et h = f/O. Les fonctions (/,) sont continues sur O, convergent
simplement sur O vers A, et O est un espace de Baire comme on 1’a vu dans (1)(i),
donc la question précédente s’applique, et montre que, pour tout € > 0, I’ensemble
Q. = {x0 € O;w(h,xp) < &} est non-vide. Mais, puisque O est ouvert, on a d’apres
(D@v) : Q. = O, N O, et ainsi O, N O # O, ce qui montre que O, est un ouvert dense
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dans E. La fin est facile : la relation C(f) = ﬂ‘;’:l O est une conséquence immédiate de
)

la question (1)(ii) et montre bien que C(f), i.e. ’ensemble des points de continuité de
f, estun G, dense d’apres ce qui précede et d’apres le théoreme de Baire appliqué une
nouvelle fois.

(4) () E = R avec sa métrique usuelle est un espace métrique complet. D’apres (3),
seules les fonctions continues sur un ensemble dense dans R peuvent étre limites d’une
suite de fonctions continues sur R. Il suffit donc de montrer que I’ensemble des points
de continuité de f = 1g n’est pas dense dans R.

Soit x € Q, d’intérieur vide dans R, et V un voisinage de x. [l existe y € V, y ¢ Q,
pour lequel on a |f(x) — f(y)| = 1, ce qui montre que x n’est pas un point de continuité
de f. On démontre de méme que f est discontinue en x € Q°. f n’admet aucun point de
continuité, ce qui regle la question.

(i1) Par définition de la dérivée, on a

g+ 1) = g(x) des

- lim A,(x).
n

Vx € R, g/ () = limypen

h,, est une fonction continue sur R. Le résultat de (4) est donc applicable. L’ensemble
des points de discontinuité de g est un G5 dense dans R.

Exercice 11.2

(1) 11 suffit de montrer que si une suite (fi )ren+ d’éléments de A, est convergente dans
E vers une fonction f, alors f € A,,. Pour chaque k, il existe #; € [0, 1] tel que

|fx(®) — fiu(tp)] < n|t — #| pour tout 7 € [0, 1].

Modulo extraction, on peut supposer que #; — s € [0, 1] sans perte de généralité, puisque
la suite bornée (#;) contient une sous-suite convergente. Soit maintenant ¢ € [0, 1] arbi-
traire. Nous avons I'inégalité :

|f(®) = f@l < 1f(O) = filOl + [ /i) = fitol + [ filte) = £l
<|f@® = fi() +nlt — el + I fic = flloo-

Le passage a la limite dans cette inégalité, quand k — oo, donne :
[f(®) — f(s)| < n|t — s| pour tout ¢ € [0, 1],
ce qui montre bien que f € A,, et que A, est fermé.

(2) Une fonction réelle dérivable a gauche ou a droite en tout point avec une valeur de
dérivée (a gauche ou a droite) supérieure a n en valeur absolue est un élément de B,,.

Il y a dans B, la fonction f : {t — at} avec a > n et toute fonction (continue réelle) dont
le graphe est formé d’un nombre fini de segments de pente, en valeur absolue, supérieure
a n comme sur le schéma (i) ci-dessous.
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2. Solutions
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(3) Soit g vérifiant |lg — foulle < € selon le schéma (ii), le graphe de g est dans la
bande oblique pointillée.

Pour ¢ < % et s = 1, la pente la plus faible possible du segment joignant (z, g(¢))
et (1,g(1)) est représentée par le segment [M, P] sur le schéma (ii). Sa pente est

w = 2a — £ > . Un schéma analogue est valable pour 7 > 1 avec s = 0.

Il en résulte que g € B, dés que € <

a

4

(4) Soit f un élément arbitraire de E, on cherche a I’approcher a € pres par un élément
g € B, pour n fixé.

(i) Découpage de [0, 1]. f est uniformément continue sur [0, 1]. Pour & > 0 donné,
il existe alors a tel que

£

x—yl<a=[f0)-fl< 3 (1.4)
On adapte a o un découpage régulier de [0, 1] en p intervalles égaux en choisissant p
entier tel que p~! < a puis x; = % k=0,1,..., p. Dans chaque intervalle J; = [xg, Xx+1],

la variation de f est contrdlée par (/1.4).

(i) Choix de g. Soit my le milieu de J;. On choisit la fonction g affine sur
Ly = [xx, my] et sur My, = [my, xx+1] (donc affine par morceaux), telle que

2
Vk=0,...,p.g(x) = fCa):Vk = 0,...,p—1,gmy) = fmy) + ?‘9 (I1.5)

approchant f a € pres selon le schéma fait en (2). On sera ensuite amené a choisir p assez
grand pour que g € B,,.

(iii) g approche f. Pour x € L, notons x = Omy + (1 — 0)x;, 6 € [0, 1]. Comme ¢
est affine sur Ly, on a d’apres (/1.5) :

g(x) = Og(my) + (1 = 6)g(xz)
donc g(x) = f(x) = Olg(m) — fF(D)] + (1 = Olg(x) — f(0)] =

2
OLf(my) — F(O] + (1= O[F(x0) — F(0)] + af.
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Puis en utilisant (/1.4),
2
900 = F(O <62 +(1-0)F +65 <.

On agirait de méme dans un intervalle M;. La fonction g approche donc f a € pres au
sens de la distance dans E.

(iv) Placer g dans B,,. Le résultat précédent est indépendant du choix de p pourvu
que I'inégalité p > a~! soit respectée. On peut donc augmenter p si nécessaire pour
« faire rentrer » g dans un B,, donné.

1)

On étudie le quotient %. Soit s € Ly, on choisit aussi ¢ # s dans Ly, alors le quotient

est constant sur Ly, et vaut

g(my) = g(xk| _ 'f(mk) - f(xp)

2pe
1/2p 3

+ 23—8 2¢e
> 2p (2 - 1m0 - fawl) > £2
mj — Xi 3
par application de (//.4). On obtiendrait le méme minorant dans M.

Pour n donné, il suffit alors de choisir p tel que % > n pour assurer 1’appartenance de g
a B, et par suite la densité de B, dans E.

(5) Chaque B, est ouvert dense dans E d’apres (4) et (1). E étant complet, le théoreme
de Baire (P 2.13) montre que B = ({B,;n € N*} est un G5 dense dans E.

Pour répondre a la question, il suffit de prouver que chaque élément de B est une fonction
nulle part dérivable. Soit f € E dérivable en un point s € [0, 1]. Alors, la fonction g

définie sur [0, 1] par
SO=f() :
———  SIl#S
gny=4 " .
f'(s) sit=s

est continue sur [0, 1], donc bornée en module par un entier n assez grand. Et, pour
ce n, on a par définition f € A,, i.e. f ¢ B, ce qui montre le résultat souhaité par
contraposition. Soit enfin f € E. Montrer que f € B+B, c’est montrer que BN(f—B) # 0.
Or, on a vu que B était un G dense, il en est donc trivialement de méme pour f — B. Et
puisque E métrique complet est un espace de Baire, I’intersection des deux G5 denses B
et f — B est encore un G dense, et a fortiori est non-vide, CQFD.

On voit ici tout I'intérét de I’information supplémentaire « contient un Gs dense » par
rapport a la simple information « dense », qui est d’ailleurs une conséquence directe du
fait que M # 0 et du théoreme de Weierstrass. En effet, si f € E et h € M, on peut
approcher f par un polyndme P, puis P par P + h, et donc f par P+ gh € M.

Remarque : Une solution alternative pour montrer I’implication f e E = fe M+ M
serait d’utiliser, au lieu d’un argument topologique (théoréme de Baire) un argument de
théorie de la mesure. Posons

(o] (o)

cos 2kt sin 2%t
g(t) = E T et h(t) = E 2 .
k=1 k=1

54



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

2. Solutions

Alors, on peut montrer que, avec les notations précédentes :
Vf e C[0,1] = E, f + ag + bh € B pour presque tout (a, b) € R%.

Soit alors f € E quelconque. En écrivant

f=(f+ag+bh)+(—ag—bh) < ¢ +y,

on obtient la décomposition souhaitée de f comme somme de deux fonctions de B, a
fortiori de deux fonctions de M, pour au moins un couple (a,b) € R2. Une solution
probabiliste pourrait aussi étre donnée, qui utilise la « prévalence » de la propriété :
La trajectoire du mouvement brownien est partout non-dérivable. Nous renvoyons aux
références sur cet exercice.

(6) (1) La condition 0 < a < 1 entraine la convergence normale sur R de la série
donnant . Comme chaque terme de la série est une fonction continue, la somme est
continue.

(i1) On a par définition

(o]

ok
5. = akeibkt(elb I —1)
n = E e

k=0 hn

Mais on observe que, b étant pair, on a

ihk k=1 2k .
k>n= "M =¢™" =1; ethk=n= " =™ = -1
ib"h n
e (€7 = 1) 20"
ezht - _ elb r
h,, bg

D’ou la relation demandée.

(i) On a [ — 1| < bFh,. La question précédente et 1’inégalité triangulaire
. Sk
donnent donc, puisque |¢?| = 1 :

n—1
2 2 atb —1 2 1
8l > Za"b" — kpk = Zg'p" - ——— > | = - "p
6 T kZ:;‘a ' ab -1 (7r ab—l)a

(iv) Le taux d’accroissement ¢,, est non-borné, a fortiori n’a pas de limite, quand
n — oo. La fonction F n’est donc pas dérivable en .

Remarque : Pour les lecteurs trés courageux, voici une preuve par I’absurde du fait
que g(r) = IF() = Y, a* sin(b*t) est également partout non-dérivable, il en serait
de méme pour la fonction RF(t) = Y7, a* cos(b*t). La preuve est basée sur le méme
principe, mais elle est techniquement plus difficile, et il faut envisager deux accroisse-
ments h, = tb™" et H, = 2h,, ; supposons g dérivable en ¢ et considérons les deux taux
d’accroissement :

On

n—1 . k k : k njn
n) — hn _ i
S HE 290 N SO PR ZS0OD 5T Gy
T 2. b, n
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gt +H)—g@) S, jsin®he + b Hy) — sin(b)
_— = a .

etd, = =
! H, pa b*H,
En utilisant I'inégalité élémentaire | S0 _ ¢ v < L on voit qu'on a :
g 7 2 q
n—1 npyn n—1
= Z a*b* cos(b't) - 2 sin(b"t) + e, et 4, = Z ad“v* cos(b*t) + E,,
=0 k=0
avec, en posant r = ﬁ :
n—1 n—1
chn T H,
leal < ) a'b* 2 < Sa"W et E| < ) a0 < ra,
=0 k=0

Ensuite, puisque 0, et 4,, sont bornées, les relations
) by
a'b"cosb't=A,.1 — A, + E, — E,1,d"b" sinb"t = E(A” -0, +e,— E,)
montrent que, apres simplification par a"b" (avec ab > 1), il vient
n 3 1 371- 7
|cosb"t| < (1 + ab)r + g, et|sinb"t| < Zr+ &,

ol g, — Oete, — 0. Utilisant I’identité cos® b" + sin” b"t = 1 qui remplace [¢?"| = 1,
onal < (1+abyr® + %1% < 10(ab)*r* < 1002 = 1% Si donc cette condition
est en défaut (par exemple des que ab > 1 et b > 12), g sera partout non-dérivable. Des

preuves moins directes montrent que g est partout non-dérivable des que ab > 1.

N.B. L’exemple de fonction continue et nulle part dérivable donné en (7) est noté
dans [V], § 77, p. 160.

C’est un exemple donné initialement par WEIERSTRASS (né en 1815).

Exercice Il.3
(1) Soit F un sous-espace vectoriel de E. Supposons int(F) # 0, soity € Fetr >0
tels que B(y,r) ={z € E;|ly —zl| < r} € F (c¢f. D 1.4).

Comme F est un espace vectoriel, [y € F,z € F] = [y —z € F]. La boule ouverte B(0, r)
est donc dans F. Soit x € E, x # 0, alors 5 € B(0,r) € F donc x € F. Ceci signifie
que FF = E.

(2) Supposons que E admet une base algébrique dénombrable {e,,n € N*}.

Notons, pour p € N*, E,, = Vect{e,;n = 1,..., p}. Par hypothese, E = [ J(E,; p € N*).
Comme E, est de dimension finie, donc fermé dans E, par le théoréme de Baire il existe
po tel que int (E,)) # 0. Par (1), E = E,, et donc la dimension de E est finie. Cette
contradiction montre que E ne peut pas étre complet.
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2. Solutions

Exercice 1.4

(D (1) Pour montrer que ker(7") est fermé, il suffit de remarquer que
ker(T™) = (T")~'({0}), que T" est continu et que 1’ensemble {0} est fermé dans E.

(2) (1) Par hypotheése on a E = |J,5¢ ker(T"). D’apres le théoréme de Baire
(P 2.12), il existe un d pour lequel I'intérieur de ker(7¢) est non-vide. D’apres le ré-
sultat de I’Ex. 11.3 (1), il existe donc d tel que ker(T¢) = E, c’est-a-dire T = 0.

(I1) Puisque pour tout P € E, il existe n € N tel que P"™ = 0, la somme Z,50||P"||o est
une somme finie et donc ||P|| € R*. Les autres axiomes de norme se vérifient facilement
du fait que ||P|| est une norme.

Clairement, ||T(P)|| = |P'|| = Zs0llP"* Vlleo = Zus1IP™ ]l < ||P]l. Donc, IT(P)|| < [P,
ce qui montre la continuité de 7'.

(i) Remarquons que si le degré de P est k, alors 0 = P&*D = T*1(P)_Par conséquent

pour tout P € E, il existe n tel que P € ker(T"), ce qui implique E = |J,;5o ker (T").

(i) Soit d € N un entier arbitraire. Soit P un polyndme de degré d, alors
0 # P =T9P), et T? # 0. Ceci montre que T ne peut pas étre nilpotent.

Explication. Le théoréme de Baire (P 2.12) n’est pas applicable, il en résulte que E n’est
pas complet.

Exercice II.5

En utilisant la définition de T, il est facile de voir que 7,x — 0 pour tout x € E. Ceci
montre que I’ensemble A, est borné pour tout x € E.

Montrons que ||T,|| = n. En effet, clairement ||7,|| < n. D’autre part, soit e, le vecteur de
E dont seule la n-iéme composante est non nulle et vaut 1. |le,|| = 1 et ||T,e,|| = n donc
[|IT,]| > net]||T,|| = n. Ceci montre que I’ensemble A n’est pas borné.

Explication. Le théoréme de Banach-Steinhaus (P 2.13) exprime que A est borné si
chaque A, est borné des que E est un espace de Banach. On n’a pas ici les conclusions
de ce théoreme ; il en résulte que E n’est pas un espace de Banach.

Exercice I1.6

(1) Supposons que E est Banach et F est normé et soit (x,, y,) une suite arbitraire de
E X F convergente vers (0, 0).

Considérons la suite U,,, définie par U,(x) = U(x,y,), x € E. Nous avons U, € L(E, G)
car I’application x — U(x, y,) est continue.

Puisque I’application y — U(x, y) est continue, U,(x) — O pour tout x € E.

Or, dans I’espace normé G, toute suite convergente est bornée. Donc pour tout x € E,
sup,, [|U, (%) < oo.

Par le théoréme de Banach-Seinhaus (E étant complet), on a sup,, [|U,|| < oo.
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Donc, il existe C > 0 tel que ||U,,(x)|| < C||x|| pour tout x € E et pour tout n > 0. D’ou
U (xns y)ll = 1Un(x)Il < Clixall — O.

Ceci montre la continuité de U en (0, 0) et comme U est bilinéaire, on a la continuité de
Udans E X F.

Dans le cas ou E est normé et F est Banach, on utilise le méme raisonnement que plus
haut pour conclure.

(2) (i) U séparément continue : /' c £~ car

G €€ = D lnl <o,

n>0
ce qui implique que x, — 0 et que (x,), est bornée.
Soit x = (x,), et y = (y,), dans £'. Alors
IXnynl < lxllcolynl et IXnynl < Nlylloolxal-

D’oli pour tout x,y € £',

UG < D Byl < Ilssllyll et 1UCE] < D Bl < Ilyllolxly-

Tout ceci montre que U est séparément continue de ¢! x ¢! dans C.

(ii) Non-continuité de U : Soit la suite (x, x) = (x®, x®), k € N*, proposée dans
I’énoncé (x® = (xX*) : x% = 1sin < k, 0 sinon.). Alors pour tout k € N* [|(x®|o, = 1
et U(x,x) = Zn(xﬁlk))2 = Zﬁzl 1 = k. U transforme donc des suites bornées en des suites
non bornées, et elle n’est pas continue.

(b) Explication. On ne peut pas appliquer le résultat de (1) car ¢! n’est pas
complet pour la norme || . ||. Autrement dit, £! n’est pas fermé dans £*.

Exercice 1.7

(1) Un(y) = ZnN:1 XnY, est une somme finie a laquelle on peut appliquer I’inégalité
de Holder (P 1.5). g est associé a p par % + é = 1. Alors

N 1/q N I/p N 1/q
def
|UN<y)|s(Z|x_,-|q [Zw] s(Zw] l, = onliylly-
j=1 j=1

j=1
Ceci établit la continuité de Uy et I’inégalité ||Uy|| < pn.

On choisit y = (y,), de sorte que x,y, = |x,|? pourn < N ety, = 0 pour n > N. Alors
U@ = 22, bal? = pfy et

N l/p N 1
Iyl = [Z w] = (Z |xn|"<‘f“>]
n=1 n=1

/p

N I/p
= [Z mw] = (w7
n=1
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2. Solutions

Il en résulte que

4 N _4
o% = 1O < UMYl = 1UNIGew)?, &0l [[UN = (ox)T7 = pi,
ce qui montre que [[Uyl| = py = (I, lx,1)"1.

(2) Comme la suite x = (x,,), vérifie

Yy = Yn)n € 07, Y020 1xnynl = My, < +00, 0n a

Viy € €, YN € N, |Un(y)] < M, et donc sup |Un() < M,.
N

Par le théoréme de Banach-Steinhaus (P 2.13), supy [|[Unll < oo, ce qui implique
(Zpey 1) < o0 et donc x € 4.

(3) Nous avons

+00
U= U@ =] D 5t
n=N+1
0o l/q 00 1/p 00 l/q
s(z w] (Z w] s(z |xn|q] lyll-
n=N+1 n=N+1 n=N+1

D’ou ||U — Unll < (X nei |x,/7)"/4 — 0, comme reste d’une série convergente. De plus,
U1 = 11(x)ally-

(4) Soit f € (£P)" une forme linéaire continue, et (e¢,), la « base canonique » de
¢P. Alors pour x = (x,), € {,onax = ), x,e, et donc f(x) = >, x,f(e,). Posons
fn = f(ey). Lasuite ¢ = (f,), vérifie

V() € 07, > I fil < oo

Dapres (2), ¢ € £7. Et d’apres (3) [If1l = I(fnllg = lleelly-
Soit ¢ : (£P)* — €4 définie par ¢(f) = (fu)n = ¢. L’application ¢ est linéaire et on a

Ie(Ollg = 1(fadnllg = ILF1I-

Il en résulte que ¢ est une isométrie, en particulier qu’elle est continue et injective. Pour
la surjectivité, soit y = (y,), € . On pose

FO) =" Xan, x = (o) € 07,

n

Alors f est bien définie, linéaire, continue eton a f, = f(e,) =y, d’ou ¢(f) = (Yu)n =y

Finalement, (¢7)* est isométriquement isomorphe a ¢4.
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Remarque : Par abus de langage, on note (¢{7)* = ¢9. En permutant p et g (ce qui
préserve la double inégalité 1 < p < o0), on a (£9)" = (P
Dou: 1 < p<oo= (£P)™ = (£1)* = £P. On dit alors que {7 est réflexif.

(5) Soit f € (£Y)* et f, = f(e,) ou (e,), la base canonique de £!. Pour tout entier
n>1,ona:|ful <Iflllleall = II£1I.
D’ou (fn)n € (et ”(fn)n”oo < ||f” Etsix = (Xu)n € ' est arbitraire, f(X) = f(Zn Xn€n) =
2on Xnf(€n) = X Xnfn-
Par suite, | ()] < [|(f)nallollxll et [1F1T < 1(fdnlloo-
Donc, [If1l = [I(fu)allco-
L’application ¢ : (£')* — (> définie par ¢(f) = (f,), est bien définie, linéaire et
oo = II(fidnllo = IIf]l- Donc ¢ est une isométrie, a fortiori elle est continue et
injective. Soit maintenant y = (y,), € {~.

On définit f par f(x) = 3, XaYn, X = (x,), € L.

Alors, f est linéaire et aussi continue, car on a |f(x)| < X, [ynllxa] < Wlleollx]l1-

Ainsi, f € (€')* et ¢(f) = y, ce qui montre que ¢ est surjective. Finalement on a montré
que (£')* est isométriquement isomorphe & £, ce qu’on écrit : (£1)* = £,

(6) Considérons I’espace ¢y = {(x,), € £; x, — 0} muni de la norme || ||, et soit
f € (co)". Posons f, = f(e,) ou (e,), la «base » canonique de cy. On définit I’élé-
ments x?) de ¢ par :

|f(en)l

W _ ey sins< Net fle,) #0
" 0 sinon

Alors

_ flen) S { flen) } ]
Z rent = Zf (en) [|f<en>|] (Zl fleat |

= ) < 1AMl = 111
Dot (fu)a € €' et [[(f)ulls < II1I.
Pour x = (x,), € co, f(X) = f(X, Xnen) = XpXnf(€n) = Xy Xnfn-
Alors |f(0)] < [Ixlleoll(fr)nll €t done [|f1] < I(fu)all1, finalement [|£1] = [I(fu)nll1-
Lapplication ¢ : (co)* — €'.f = o&(f) = (f). est bien définie, linéaire et
o(OIIr = ICf)alll = |If]l- C’est donc une isométrie, a fortiori elle est continue et injec-
tive. Soit maintenant y = (y,,), € '. On définit

filh > Cpar f(0) = Y Xy ¥ = (i) € co.

n

Alors, f est linéaire et continue, car on a |f(x)| < X, Wallxa] < ||xllcollyllr -
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2. Solutions

Ainsi, f € (c)* et ¢(f) = y, ce qui montre que ¢ est surjective.

Finalement on a montré que (co)* est isométriquement isomorphe a £', ce qu’on écrit :
(co)* = L.

Remarques : (a) Ona ¢! Cco C €%, (1) = et (co)* = C'.

(b) £' € (£°)* mais (£*)* # £' (¢f. Ch. III, Ex. II1.2).

(c) co et £' sont séparables (i.e. contiennent une partie dénombrable dense), mais £* ne
I’est pas.

Exercice 1.8

(1) Soit (f,, T fu)new € G(T) une suite convergente vers (f,g) dans E X F. Alors
lim, efy = f et lim,,of, = g. Comme les deux convergences sont uniformes,
g = f"etdonc (f,g) = (f,Tf) € G(T). Ce qui montre que G(T') est fermé.

(2) Pour la suite (f,) proposée, on a || f,ll = 1 et ||f;llc = n. Si T est continue, selon
(P2.6),onalT| > Walle _ 3 Ceci montre que ||T'|| ne peut pas avoir une valeur finie

1/ ]leo
donc que I’application 7" n’est pas continue.

(3) Le graphe de T est fermé et 7' n’est pas continue. Le théoreme du graphe fermé
(P 2.18) est donc en défaut. Puisque on sait que F est complet pour la norme || ||, On
conclut que E n’est pas complet pour cette norme.

Exercice 1.9

(1) Soit (xP)) i une suite de Cauchy de G, avec pour chaque entier p : x” = ("), .
Soit € > 0 et N entier tel que

Vp,q €N, p,g> N = [Ix? — x| = sup |’ — x?|| < &.

neN

Chaque suite (xﬁ,” )) pen de F est alors de Cauchy dans F, puisque ¢ est arbitraire. Comme

F est complet, elle converge dans F vers un élément x,, € F. On note x = (x,),en. Pour
n fixé, le passage 2 la limite dans I'inégalité ||x”’ — x?|| < & quand g — o0, avec p > N
fixé, donne

p2N= X - xl<e (%)

Cela montre que x” —x € G qui est un espace vectoriel, et que donc x € G. L’inégalité (x)
s’interprete alors par
p=N=|x-x?| <¢,

ce qui montre bien que G est complet.

(2) Soit X, = (x, Uxp,) = (xp, (Tn(x,),) une suite de G(U) convergente dans £ X G
vers X = (X, (Yn)n)-

Par définition de la norme dans E X G, selon (D 1.12), on a

1Xp = XII = llxp = xl| + sup [IT(xp) = wall,
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dot x = limpoiex, €t y, = lim,,T,(x,). Puisque 7, est continue,
T,(x) = lim,_+0T,(xp). Par unicité¢ de la limite, on a y, = T,(x). Ceci montre que
X = (x,(yn)n) € G(U) et par suite que le graphe de U est fermé.

(i1) U est linéaire et définie entre espaces de Banach, son graphe est fermé. D’apres
le théoreme du graphe fermé (P 2.17), U est continue.

(3) Puisque U est linéaire continue, on peut affirmer que :
AC > 0;¥x e E, lUW)llg < Clixlle

Autrement dit :
AC > 0;Vx € E, sup[[T,(X)|lr < Cllxllg;

ou encore
AC>0;Vxe E, Yn 2 1, |T,(0)llr < Clixllg.

Donc finalement,
sup||T,ll < C,

et on retrouve la conclusion du théoréme de Banach-Steinhaus (P 2.13).

Exercice Il.10
(1) Soit f € E. Nous avons par définition

ITf1I = Ilf o @ll = sup|f(e(x)| = sup [f(y). ()
xel yep(l)

Si donc ¢(I) = I, le membre de droite de (x) vaut ||f]|| et T est une isométrie. Et si
©(I) = K # I, comme K est compact donc fermé, il existe un intervalle J C I non-réduit
a un point tel que J N K = @. Soit f € E une fonction non-nulle a support dans J, par
exemple une fonction triangle, si bien que f est nulle sur K et que le membre de droite
de (x) est nul. Dans ce cas, T n’est méme pas injective ! A fortiori, ce n’est pas une
isométrie.

(2) Prenons ¢ : I — I définie par ¢(x) = 4x(1 — x). Cette application est surjective,
donc T ci-dessus est une isométrie. Mais les fonctions g € Im(7") doivent vérifier la
condition de symétrie g(x) = g(1 — x) que ne possédent pas toutes les fonctions de E, et
T n’est pas un opérateur surjectif.

Exercice Il.11

A est continue, donc ker A est un sous-espace fermé de E ; ainsi la définition (D 1.14) de
I’espace-quotient est valable.

(1) On sait, par (P 2.9), que si E est un espace de Banach et M un sous-espace fermé
de E, alors E/M muni de la norme ||[x]|| = inf(||y||; ¥ € [x]) est un espace de Banach.
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2. Solutions

[A] est bien définie, en effet si [x] = [y] alors x — y € ker(A) et donc Ax = Ay. La
linéarité de [A] est facile a vérifier. [A] est continue, en effet Vy € [x], [A][x] = Ay et donc

ILAILx]Il = llAyll < lIAllinf(llyll; y € [x]) = I {[[x]]].
ILATIF = [IAll. Par (iii), on sait que [|[[A]]| < [|A]l.

Pour obtenir 1’égalité on utilise la surjection canonique 7 : E — E/M.OnaA = [A]l.r et
le(o)ll = [I[x]Il < lIx]|. Donc [lz]| < 1 et [|A]| = [|[A]x]| < [I[A]ll.

Dot [I[[AT]l = [lAIl.

(2) (1) Il est facile de vérifier que B est linéaire et bijective.

De plus,
lAx + zll < ILAIFIExI + NIzl < [ITATI max [[[x]1], [z]D + max[[x]ll, 1z1D),
d’ou [|B(([x], 2)Il < (1 + [|AIDII([x], 2)I|. Ceci exprime la continuité de B.

(i1) D’apres (i), B est une bijection linéaire continue entre espaces de Banach;
le théoréme d’isomorphisme de Banach (P 2.16) montre que son inverse est continue.
Donc B transforme un ensemble fermé en un ensemble fermé. Or, Im(A) = B(E/M x{0}).
Puisque E/M x {0} est fermé dans E/M X K, Im(A) est fermé dans H + K. Comme H + K
est fermé dans F, Im(A) est fermé dans F.

(3) (i) Montrons d’abord que si M est un sous-espace fermé d’un espace normé E de
codimension finie, alors M admet un supplémentaire topologique dans E.

Soit {[x1], [x2],...,[x,]} une base de E/M. Soit x; € [x;], i = 1,...,n, alors la famille
{x1,x2,...,x,} est libre dans E. En effet si 3}, 4;x; = 0 alors 37, A;[x;] = 0 et donc
A; = 0. Soit N le sous-espace engendré par {x;, x2, ..., x,}. Alors la dimension de N est

égaleanetsix € MNNalors x = 37, Aixget [x] = 27, Ai[xi] = 0. Do 4; = 0 et
donc x = 0.

Montrons que M +N = E. Soit x € E. Alors [x] = )7, Ai[x;] et donc [x— 37| 4;x;] = 0.
Ilenrésulte que z = x— ), Aix; € Metenfinque x =z+ X", Aix; € M+ N.

(i1) Puisque la codimension de Im(A) est finie, il existe un sous-espace K de F,
de dimension finie, donc fermé, tel que Im(A) & K = F. Alors on peut appliquer (2) (ii)
et par suite Im(A) est fermée dans F.

Exercice II.12

(1) Il est clair que I est linéaire et bijective. De plus

1
/1l = fo [f®ldr < sup{|f(D];7 € [0, 1T} = [|flloo-

Donc [ est continue et ||/|| < 1.

Pour f définie par V¢, fy(r) = 1, on a||folli = |l foll = 1. Ceci prouve que ||| = 1.
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(2) La non-continuité de ™' : (E, || |l;) = (E, || lls). Si I™" était continue, il existerait
C > 0 tel que
Vf€ENfllo =7 (Pl < CIIfIr-
Soit alors (f;,) la suite de fonctions de E définie par f,(¢) = ¢". On a

Ifulle = 1etllfulli = ==. Dot 1 < C=L= et donc C > n + 1 pour tout n, ce qui est

impossible. Cette contradiction montre que /~!' n’est pas continue.

(3) On sait que X est un espace complet ; si Y était complet aussi, on pourrait appliquer
le théoréme d’isomorphisme de Banach (P 2.16). Par conséquent, ¥ n’est pas complet.

Exercice 1l.13

Soit/: E; = (E,|||lo) = E> = (E,||]]) I'application identité. Il est clair que I est linéaire
et bijective. Soit maintenant (f;,, I(f,,)) une suite du graphe de / convergente vers (f, g)
dans E; X E,. Alors

fn = flleo = OetlI(fu) = gll = [Ifu = gll = 0.

La premiere convergence implique clairement f,,(f) — f(¢) si t € [0, 1]. La seconde
convergence implique par hypothese f,(tf) — g(t) si t € [0, 1]. L'unicité de la limite
donne f(¢) = g(t) si t € [0, 1], soit encore f = g = I(f), ce qui montre que le graphe
de I est fermé. Puisque E; et E; sont des Banach, le théoreme du graphe fermé (P 2.17)
assure que / est continue. Donc il existe @ > 0 tel que pour tout f € E,

A= HOIl < all flleo-

D’autre part, / est bijective, et par le théoréme d’isomorphisme de Banach, /=! est conti-
nue. Il existe donc 8 > 0 tel que pour toute f € E,

Il =17 (Dlleo < BIS-

Autrement dit, les deux normes sont équivalentes.

Exercice 1l.14

(D) @ (@) = B).
Soit N un supplémentaire topologique de M dans E. Par (P 2.8) il existe P € L(E) tel
que P?> = P, Im(P) = M, ker (P) = N.

Soit Q = I — P. Alors, ker (Q) = M. Soit S : E/M — E définie par S([x]) = Q(x)
ou x € [x]. L’application S est bien définie, car si x,y € [x], ona x —y € M et donc
O(x —y) = 0, ou encore Q(x) = Q(y). S est clairement linéaire.

D’autre part, [[S(xDIl = Q™I < [IQll lxll pour tout x € [x]. D’ou
IS ([xDIl < QI inf{|x]| ; x € [x]} = ||Qll [I[x]]l, ce qui donne la continuité de S.

Puisque P(x) € M, n(P(x)) = 0, et on a donc
(@S)([x]) = 7(Q(x)) = n((I = P)(x)) = n(x) — n(P(x)) = 7(x) = [x],

c’est-a-dire 7S = [1].
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2. Solutions

(i) (B) = ().
Supposons que S = [I], S € L(E/M,E).Posons N = Im(S).
Montrons que N est fermé. Soit x,, € N telle que x,, — x dans E, et [y,] € E/M tel que
Xn = S ([ynD).
Puisque 7 est continue, [y,] = 7S ([y,]) = 7(x,) = w(x) = [x].

Par continuité de S, on a x, = S(y,]) — S([x]), et par unicité de la limite,
x =S8([x]) € N, donc N est fermé.

Montrons que M NN = {0}. En effet, si x € M NN, il existe [y] € E/M tel que x = S ([y])
etm(x) = 0. Alors [y] =S ([y]) = n(x) =0,d’oux=S([y]) =0

Montrons que M @ N = E. En effet, soit x € E. On a
w(x) = [x] = xS ([x]),d’oun(x —S([x])) =0etz=x—S([x]) € M.

Par conséquent, x = z + S([x]) avec z € M et S([x]) € N, ce qui donne E = M & N avec
M et N fermés.
(2) Par hypotheése, il existe ¢ : £! — E/M isomorphisme bi-continu.

Soit (e,), la base canonique de £ I et soit [a,] = ¢(e,) pour tout n. Puisque ¢ est continue,
il existe C > O tel que ||[a, ]|l < C pour tout n. Alors, par définition d’une borne
inférieure, Yn > 1, da,, € [a,] C E tel que ||a,|| < C.

Soit [x] € E/M, alors il existe un unique x = (x,), € £ tel que [x] = ¢(x).

Soit enfin § : E/M — E obtenue en posant S([x]) =  x,a,. S est bien définie, car la
série de terme général x,a, est absolument convergente. De plus :

IS QDI =11 ) %aaall < € Y sl = Cllly < oo.

La linéarité de S étant facile a vérifier, il reste a montrer sa continuité. On a

Xl = llg™ (Dl < Nl LNy -

Et donc
IS (DI < Clig™" 1Ml 7as»
ce qui donne le résultat voulu.

Montrons que 7S = I. En utilisant la continuité de 7 et de ¢, on voit que

7S ([x]) = 7 (i xnan] = i Xn7t(an) = i Xnlan] = i Xnlen)

n=1 n=1 n=1 n=1
(o)

i d(xnen) = [Z xnen] = ¢(x) = [«].

n=1

Maintenant pour conclure, on applique (1).
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Remarque : La propriété sous-jacente de 1’espace /', qu’on redémontre essentiellement
ici, est la propriété dite « de relevement », a savoir : pour tout opérateur linéaire continu
u: 1" — E/M et pour tout & > 0, il existe un opérateur linéaire continu i : I' — E tel
que

L flal] < (1 + &)lfull

2. u = moii ou & est la surjection canonique : £ — E/M. On dit que i est un relevement
continu de u.

Si maintenant on prend pour u un isomorphisme de I' sur E/M, et qu’on pose S = itou™!,

on voit que oS = moitou~' = uou~! = [I]. D’apres ce qui précede, M est complémenté
dans E.
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Exercice Ill.1
Soit E, F deux espaces de Banach, et T : E — F linéaire.

Montrer qu’on a, E* et F* désignant les duaux topologiques de E et F :
[T est continue] & [Vf € F*,foT € E*]
(Pour < on peut utiliser le théoreme du graphe fermé (P 2.17)).

Exercice Ill.2 : Moyennes de Banach

Soit E = £!(Z) I’espace des séries absolument convergentes g = (g(n)),ez de nombres
complexes, muni de la norme ¢' définie par |lg|l; = 3,cz lg(n)l, et soit F = £°(Z) Ies-
pace des suites bornées f = (f(n)),ez de nombres complexes, muni de la norme || [|c
définie par ||fllc = sup,cz |f(n)|. On sait que F s’identifie au dual de E par la formule
(cf. D 1.15):
(fr9)= ) fng(m) ¥f € F,¥g € E,
nez

et on se propose de montrer que E n’est pas réflexif, c’est-a-dire qu’il existe des formes
linéaires continues sur F' qui ne proviennent pas d’un élément de E. Pour des entiers
N € Neta € Z, on définit la forme linéaire My : FF — C de « moyenne d’ordre N » et
I'opérateur 7, : F — F de « translation par a » par les formules :

1

M) = 381
|

> fy et Tf(n) = f(n+a). VfeF.

n|<N

Soit aussi e € F définie par e(n) = 1 Vn € Z et V le sous-espace de F constitué des
sommes finies (dans lesquelles p dépend de f)

P
F=d0e+ Y A4(f; =T fp), avec dy,..., 4y € Car,....ay €Z, fi,.... f € F.
J=1
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(1) Montrer que f € Feta € Z = |My(f = Tof)| < 50t fllo-

(2) Montrer que f € V = limy_0 Mn(f) = 49 ne dépend pas de la décomposition
choisie pour f. On pose L(f) = Ap. Montrer que L est une forme linéaire continue sur V
et que de plus ||L|| = L(e) = 1.

(3) Montrer qu’il existe une forme linéaire continue et positive M sur F (i.e.
f=0= M(f) >0), que I'on appelle une « moyenne de Banach », avec les proprié-
tés suivantes :

M(f) = L(H)VfeViMe) =|IM|| = 1, M(f) = M(Tof)VYa € Z, Vf € F.

(4) Montrer que M ne provient pas d’un élément de E. Ainsi, E n’est pas réflexif.

Exercice Il1.3
Soit E I’espace vectoriel des fonctions complexes continues sur [0, 1].

On note E, I’espace E muni de la norme ||fl| = sup(|f(?)l;¢ € [0, 1]).
On note E| I’espace E muni de la norme ||f]|; = fol |f(@®)\dt.

(1) Soit A I'application {E — C, f + [ tf(1)d1).

Montrer que A est un élément de (E)", dual topologique de E|, et de (E)*, dual
topologique de E, (cf. D 2.9).

Dans chacun des espaces considérés, quelle est la norme de A ? Est-elle atteinte pour
un vecteur normé, i.e. existe-t-il

feEavec|fll =1, et|lAf]l = [IAll?

(2) Soit g € E, on lui associe I’application A, : {E; — C, f — fol g(0) f()dt}.

Montrer que A, est un élément de (E;)". Quelle est sa norme ? Est-elle atteinte ? Méme
question en considérant A, comme élément de (E)".

(3) Soit B I’application donnée par {E — C, f f0+ f (’)dt
Montrer que B est bien définie sur E, mais n’est pas continue.

Exercice 11l.4

E est un espace de Banach, E* désigne son dual (topologique). Si M est un sous-
ensemble de E,M* = {f € E*,Yy € M,{y, f) = 0} est I’orthogonal, ou le polaire,
de M (D 2.10).

(1) Soient F, G deux sous- espaces de Banach de E, tels que £ = F & G (c¢f. D 1.12).
Montrer que E* = F+ & G™.
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(2) Un exemple : E est ’espace des polyndomes a coefficients complexes de degré
inférieur ou égal a 3, et (e, €;(x) = x/,j=0,1,2,3) est sa base usuelle.

La norme sur E est définie par :
I\PIl = max(lal, |Bl, |c|, |d]) si P(x) = a + bx + cx* + dx°. (I11.1)
L’identité de la division euclidienne par D, D(x) = x(x — 1) est écrite
P=DQO+R (111.2)

etonpose: F ={R;PeE},G={DQ;P¢eE}

(1) Montrer que £ = F & G. Quelle est la norme de la projection associée
A:{E — E,P+ R}?(On trouvera ||A|| = 3).

(ii) Quels sont les sous-espaces Fet G+ ?

Exercice Ill.5

Soit K = [~1,1]" le cube unité de R" et § = {0 = (&y,...,8,);&; = £1} 'ensemble
de ses sommets. Montrer que tout point x € K peut s’écrire comme une combinaison
convexe de sommets

X = Z/lgaavec/lg >0et Z/LT =1.
€S oges
Exercice 1.6

Soit E un K-espace vectoriel avec K = Rou Cet f, fi, f>,..., f, des formes linéaires
sur E.

Montrer que les trois conditions suivantes sont équivalentes :
(@) f =2 arfiouay €K,
(b) Il existe @ > 0 tel que, pour tout x € E, |f(x)| < @ maxy |fi(x)],

(©) Mi= ker(fi) € ker(f).
(Pour prouver (c) = (a), on pourra considérer T : E — K" définie par

T(x) = (f1(x),..., fa(x)).)

Exercice lll.7
Soit E et F' deux espaces de Banachet T € L(E, F).

Soit ’application 7 : {E — E/kerT,x + x}etS : {E/kerT — F,x — Tx}, ou
kerT = {x € E;Tx =0} (On observeraque T = S o ).

(1) Montrer que S est bien définie et continue. Quelle est sa norme ?

(2) On suppose T surjective.
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(i) Montrer que S est une bijection.

(i) En déduire une démonstration du « Théoréme de 1’application ouverte »
(P 2.15) en utilisant le « Théoréme d’isomorphisme de Banach » (P 2.16),
et les résultats de I’Ex. II.11.

Exercice 111.8

Soit E un espace normé et M un sous-espace vectoriel de E. M désigne I’adhérence de
M dans E.

(1) Montrer que M = N{ker(f); f € E* et M C ker(f)}.

(2) En déduire que M est dense dans E si et seulement si toute forme linéaire continue
sur £ qui s’annule sur M s’annule sur E. Avec des symboles :

M =E < M* ={0).
Exercice I11.9
Soit E un espace de Banach et (x;),>¢ une suite de E.

(1) Justifier I’'implication :

si x, — x dans E, alors pour toute f € E*, (x,, f) — {(x, f).

(2) Montrer que si E est de dimension finie la réciproque de 1’implication de (1) est
valable, mais que, dans le cas général, elle est fausse (construire un exemple).

(3) Supposons que
Il existe x € E tel que pour toute f € E*, (x,, ) = {x, [).
Montrer que x € Vect(x,,n > 0) (adhérence du sous-espace vectoriel engendré par
{xn,n > 0}).

Exercice Ill.10

Soit E = C([0, 1]) I'espace des fonctions complexes continues sur [0, ] muni de la
norme uniforme : ||f]lc = sup(|f(x)|;x € [0, 1]). Soit M le sous-espace vectoriel de E
formé des polynomes.

(1) Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel N de E tel que M N N = {0} et
E = M + N (utiliser le lemme de Zorn P 3.10).

Dans la suite, un tel N est fixé.
(2) Soit ¢ : E — C définie par

Yiodaj st f=3, ajx) e M
#(f)=40 si feN
¢(k) si f=k+ukeMueN

Montrer que ¢ est une forme linéaire non continue sur E.
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(3)Soitge N,g#0,etT : E — E définipar Tf = f — ¢(f)g. Montrer que T est
linéaire, bijectif, non continu de E dans E.

(4) Pour f € E, on note ||fllr = IT flleo-

(i) Montrer que || ||z est une norme sur E et que £ muni de cette norme est un
espace de Banach.

(i1) Les normes || ||7 et || || sont-elles équivalentes sur E ?

Exercice lll.11

(1) Soit E = C([0, 1]) I’espace de Banach des fonctions complexes continues sur [0, 1]
avec la norme du sup, et D = {z € Ctels que |z| < 1}. Pour z € D ett € [0, 1], on pose :
f(t) = I%H Montrer que f; € E et que f; s’écrit comme un série convergente (dans E) :

f:= Y ¢u. avee g, (1) = 1" pour tout n € N, g, € E.
n=0

(2) Soit L € E*, le dual topologique de E, et F' : D — C définie par F(z) = L(f.).
Montrer que,

pour tout z € D, F(z) = Z L(pn)7".

n=0

(3) Soit (zx)r=1 une suite de points distincts de D, avec sup, |zx| = r < 1, ainsi que
M = Vect(f, ,k > 1). On se propose de montrer que M est dense dans E, en utilisant le
critere de I’Ex. II1.8. Soit donc L € E* nulle sur M, et F(z) = L(f,) la fonction associée.

(i) Montrer que F(z;) = 0 pour tout k € N*.
(i) Montrer que L(¢,) = 0 pour tout n € N.

(iii) Montrer que L = 0 et conclure.
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SOLUTIONS

Exercice lll.1

(i) = : Il s’agit simplement du produit de composition de deux applications continues,
c’est une application continue.

(i1) < : Selon la suggestion de 1’énoncé, comme E et F sont des espaces de Banach,
le théoreme du graphe fermé (P 2.17) exprime que 7 est continue des que son graphe est
fermé dans E X F.

Soit donc ((x,, T x,)).en+ une suite de ce graphe convergeant vers (x, y), ou encore x,, — X
et Tx, — y. Il convient d’établir que y = Tx. Soit f € F*. Puisque f o T est continue,
on a

Tim (f 0 7)) = (f © T)(0).

Soit encore, selon I’écriture usuelle (D 1.24) :
Lm (T x,, f) =(Tx, f).

Comme f est continue, on a aussi : lim,—(Tx,, f) = (y, f), et par identification :
(y, [y =(Tx, f) pour tout f € F*.
Or, on sait que (cf: (P 3.5)) :

y1,y2 € Fet{yy, f) = (ya, f) pour tout f € F* = y, = y».
Il résulte donc de ce qui précede que y = T'x, ce qu’il fallait démontrer.

Exercice Ill.2

(1) Supposons par exemple a > 1. Un calcul immédiat donne, apres simplification :

MM =T == > = > s

—N<n<—N+a N<n<N+a

En prenant les modules et en majorant |f(n)| par ||f]l dans cette somme de 2a termes,
on obtient I’inégalité de I’énoncé.

(2) Soit f = f = dge + 27:1 Aj(fj = Ta,f;) € V. Nous avons donc

14
My(f) = 2+ Y A;My(fj - Ta f7) dol d’apres (1)

J=1

2a,l

N 1 1 Wille:

P
IMn(F) = Aol < D 1441
j=1
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2. Solutions

Ceci montre que limy—_,. My(f) = Ap existe si f € V, on note cette limite L(f), et que
de plus
f eV =L < Iflle puisque [IMy(f)| < | fllo V. € F.
Enfin, I’égalité e = Ape avec Ao = 1 montre que L(e) = g = 1.
(3) Un prolongement de L. La forme linéaire L est continue sur V et de
norme 1; par le théoreme de Hahn-Banach (P 2.3), elle admet un prolongement

M e ()" = F* de méme norme. Ce prolongement a toutes les propriétés requises,
puisque M(e) = ||[M|| = 1 = M > 0 et puisque par définition :

fevV=MNH=LJfeVetacZ= M(f-Tuf)=L(f-Taf) =0,
la derniere égalité venant du fait que f—T,f = Oxe+f—T,f etque donc L(f—T,f) = 0.

(4) Supposons que M est « donnée par un élément de E », c’est-a-dire qu’il existe
g € E telle que M(f) = Y,z f(n)g(n) Vf € F. La relation de la question (3),
M(T\f) = M(f), se traduit par

D fl+ Dy = )" flmgn—1)= )" fmgm ¥Vf € F.
nez nez nez

Par identification, on en déduit

og-n)=g(-n+1)=...=g0)=g(l)=...gn—-1)=9gn) =...

dou gin) = 0Vn € Zetg = 0, puisque ),z |lg(n)] < oco. Mais nous avons alors
M(e) = Y ez e(n)g(n) = 0 alors que M(e) = 1! Cette contradiction montre que M ne
peut pas provenir de E. Le dual de F est donc strictement plus grand que E.

Exercice Il1.3

(1) A est naturellement linéaire.

(i) Asur E,.
On note A = A.
| [ tf @) < |Ifllel [ tdt = Y| flleo, done, d’aprés (P 1.4), A est continue et [|Alw < .

L utilisation de la fonction fy : {r — 1} montre que ||Al|c = % et est atteinte pour le
vecteur normé fj.

(i) A sur E;.
On note A = A;. L’inégalité permettant d’utiliser (P 1.4) est ici

Ifol tfdt < ||Iflly supf{t € [0,1]} = ||fll;. Elle conduit a la continuité de A; et a la
majoration ||A|]; < 1.

Si f normée est telle que |Af| = 1, les inégalités précédentes doivent étre des égalités.
Ceci est évidemment impossible puisque sous le signe f on devrait pouvoir remplacer ¢
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par 1 donc avoir f a support réduit au point # = 1. Cela ne conduit qu’a la fonction nulle,
puisque f est continue.

Par contre on peut approcher 1 en choisissant f a support proche de 1. Par exemple

fg(t):{o sit<l—g

2e7%(t—1+¢) sit>1-¢

(faire le graphe) est telle que [|f:ll; = L et [ tfudi = [ tf.(ddt > 1~ &.
1A fells
Al

v

On obtient : pour tout & > 0, 'li donc ||A||]; = 1, bien que la norme de A ne soit

atteinte sur aucun vecteur.

(2) La question (1) est un cas particulier de (2). On cherche le méme type de majora-
tion.

(i) A, continue.

Puisque ¢g est continue sur [0, 1], intervalle compact de R, elle est bornée. Sa borne
supérieure (en module) est ||g||co.

gDl =1 [ g0 f@di < lglloll -

A, est donc bornée, c’est un élément de (£)" de norme majorée par ||gllco.

(i) 1l Agll-

On cherche a établir I’égalité ||A,|| = [lgll. On peut supposer g non identiquement nulle.
Soit 0 < & < ||g|lw- Puisque la fonction g est continue sur un ensemble compact, elle
atteint sa borne supérieure ||g|| en un point 7y : |g(to)] = |lgllw. Soit J = [t1,12] un
intervalle infini (i.e. #; < f,) contenant fy, assez petit pour que g vérifie t € J = |g(¢)| >
llglle — & > 0. Puis soit u une fonction continue positive, par exemple une fonction
triangle, nulle hors de J et telle que ||u||; = 1; on choisit alors f ainsi (argument de g
«localisé ») :

f@) = éﬁ—ﬁiu(t) siteJ
0 sitg J

On observe que f € E; et que |f(?)| = u(?) pour tout ¢ € [0, 1], par suite |[f]]; = |lull; = 1.
On a donc

1
gl > | f g =| f fgdi] = f lg(Olu(t)ds
0 J J
> (lglleo — &) fu(t)dt =gl — &.
J
En faisant tendre & vers 0, on obtient bien [|A/|| = ||gll.. Mais on remarque que, sauf si
le maximum de |g(7)| est atteint sur un intervalle non réduit a un point, la norme de A,

n’est pas atteinte.
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2. Solutions

Pour la norme de A, comme élément de (E.)*, on procede de fagon analogue : d’abord,

1 N . .
Ag(NI =1 [, fOg@)dil < lIfllliglly, d” ot 4]l < llgll;. Ensuite, pour & > 0, on consi-
dere f = f, € Eo, définie par f(1) = =22, qui vérifie |||l < 1. On a donc

lg(Dl+e&
iz agni= [ IOF 4o [FlOF -2
0o lgl+e& o lgl+e
= fol(lg(t)l —&)dr = |lglh - &,
ce qui implique [|A/|| = [lgll;, en faisant tendre & vers 0.

(3) L’application B n’est pas de la catégorie étudiée en (2) puisque la continuité en 0
de la fonction g n’est pas assurée.

(i) B est bien définie.

Comme f est continue sur [0, 1], elle est bornée. Si ||f|| = a, alors

1 1 , o e e,
pour tout € > 0, fg %dr <a fg %dt < 2a; donc, ¢ étant arbitrairement petit, 1’inté-

grale (généralisée) de %) sur ]0, 1] est absolument convergente, et par suite convergente :

o 1 . 1 .
I’intégrale f0+ f%dt = lim,_,o fg f%dt a bien un sens.

(i1) B n’est pas continue.
Si B était continue, intuitivement elle se prolongerait a I’espace L' ([0, 1]), en particulier
s _1 . . 1 N
on pourrait définir B(f) pour f(f) = ¢ 5, ce qui serait absurde, car fo %dt = oo. Mais, a
cause de la valeur # = 0, f ¢ E;. On a donc envie de tronquer la fonction f précédente et
de considérer, pour tout n € N*, f,, € E| définie ainsi :

Pour tout 7 € [0, 1], £,(¢) = min(n, £2).

1 1
Nous avons, d’une part, ||f,]l; < fo ridt = 2, et d’autre part, Bf, > f% %dt = 2logn,
puisque ¢ > n—lz = f,() = 1. Ceci montre que B, linéaire, n’est pas bornée sur les

parties bornées de E1, et n’est donc pas continue.
Exercice I111.4
(1) La justification de I’écriture de E* sous forme de somme directe topologique
(D 1.17, D 2.10) demande plusieurs contrdles.
(i) M+ sous-espace fermé. (valable pour M = F ou M = G).

On remarque pour cela que, si x € M, alors ’application x** définie par x** {E* — C,
f = (x, f)} est linéaire continue (plongement de E dans £** selon (P 2.10)), et qu’ on a
par définition

M+ = ﬂ ker x**.
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Ceci montre que M* est un sous-espace fermé de E*.

(ii) F+ n G*+ = {0}.
Soit x € E, il existe y € F, z € G uniques tels que x = y+z. Soit maintenant f € F-NG*,
alors (y, f) = Oet(z, f) = 0, donc (x, f) = 0.
Ceci montre que f annule tous les vecteurs de E£. On obtient f = 0.

(iii) F+ + G* remplit E*.
Soit & € E*, on cherche a lui associer des éléments f € F*,g € G* de sorte que h = f+g.

Pour cela, si x = y +z selon la notation de (ii), on utilise la projection P {E — E, x — y}.
C’est un élément de L(E).

L’ application composée hP = h o P appartient a E* et pour tout z € G, on a Pz = 0, donc
h(Pz) = {(z,hP) = 0. g = hP est ainsi un élément de G*.
De méme pour tout y € F, h(I — P)y = 0. Soit f = h(I — P) € F*.
On a obtenu I’écriture & = f + g cherchée. Ceci assure le caractere de sommme directe
algébrique de F* et G*.

(iv) F* + G+ = F- & G* = E*.
La définition de f et g entraine la continuité des applications & — f et h — ¢, donc la
valeur de somme directe topologique permettant d’écrire G* = F* & G*. (On peut aussi
affirmer ce caractere de somme directe topologique en utilisant la proposition (P 2.8) ;

I’espace de Banach est somme directe algébrique de sous-espaces fermés, donc est au-
tomatiquement somme directe topologique.)

(2) (1) On vérifie le caractere de norme de la norme proposée ; il s’agit de la norme
Il llo dans un espace vectoriel de dimension 4 relativement a la base (e;, j = 0, 1,2, 3).

Si ej(x) = x/, (I11.2) conduit 2 la relation
Px)=x(x—1)(c+d+dx)+(@a+ (b+c+dx),
soit encore
R=aeg+(b+c+deetDQ=P—-R=—(c+d)e +cer +des.

On a alors
IRIl = max(lal, |b + ¢ + d[) < max(|al, (|b] + |c| + |d]))
< 3 max(|al, |bl, |cl, |dl) = 3||P]|.

Donc ||A]| < 3. L’égalité est obtenue sia =b =c=d =1, d’ou ||A|| = 3.

(ii) E* sera muni de la base duale (¢/, j = 0,1,2,3),(ex, e/) = 6, ou & est le

symbole de Kronecker. Pour f = Ejzofje-", onallf] = 2;’:0 [ fil.
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2. Solutions

R(x) = a + (b + ¢ + d)x parcourt tous les polyndmes de degré < 1 lorsque P parcourt
I’ensemble des polynémes de degré < 3, donc

F = Vect(eg, e)) et F* = Vect(e?, &°).

(DO, f)=—(c+d)fi +ch+dfs =c(fa— fi) +d(fz - f),
donc G* est constitué des f tels que » — fi = 0 et f3 — fi = 0, soit
G* = Vect(e, ¢! + % + &%).
On vérifie I’égalité E* = F+ & G* par I’égalité
0

Vect(ez,e3,e ,e1 +e+ 63) = Vect(eo,el,ez,eS).

Exercice Ill.5

Il s’agit d’une application possible du théoréme de Hahn-Banach géométrique. Rap-
pelons un énoncé de ce théoréme : « Soit L un convexe compact d’un espace vecto-
riel normé E et x un point de E. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes »
(cf P3.13):

1. xelL
2. Pour toute forme linéaire continue f € E*, on a I’'inégalité
def .
f() < sup f(D) = M. *)
leL

Soitici L = co(S) I’enveloppe convexe des 2" sommets
o =(&1,...,&n)

de K. C’est un ensemble compact comme image continue de l’espace compact
J={u=(g)oes ; fo = 0,3 e o = 1} C RS par I'application F définie ainsi

Fu) = ) poo sip = (o) € J,
oes

et la question posée revient a montrer que x € K = x € L. Soit maintenant f une forme
linéaire (automatiquement continue) sur R”. On sait qu’il existe fi,..., f;, € R tels que
f) = X5 fivjs Yy = W1,...,ys) € R". Pour tester (*) et conclure que x € L, on
majore le premier membre et on minore le second membre du mieux qu’on peut.

(1) (i) Majoration du premier membre. Nous avons évidemment

Fy =" fx < I < I
J=1 J=1 J=1

(ii) Minoration du second membre. Soit &£; = +1 des signes tels que g;f; = |fjl
etsoit 7 =(&1,...,&,) € S. Alors, on a

n n

M>f(r)= ) &ifj= ) Ifil = f(x), CQFD.

Jj=1 J=1
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Exercice I1l.6
(i) (a) = (b).

Si f = Xy axfi ou oy € K, alors pour tout x € E, f(x) = }7_; axfi(x), donc
TN AITAC (Z |ak|]m,gx(|fk<x)|) < @ max( /().
k=1 k=1

(i) (&) = (o).
Supposons que pour tout x € E, |f(x)| < @ max(| fi(x)]). Alors, pour x € N_, ker(f;), on
a max(|fx(x)]) = 0, et donc [f(x)] <ax0=0,1i.e. x € ker f.

(i) (¢) = (a).
Soit T : E — K" définie par T(x) = (fi(x),..., fu(x)), et soit G un supplémentaire du
sous-espace vectoriel 7 (E). Définissons une forme linéaire / sur 7'(E) par la formule

I(T(x)) = f(x) pour tout x € E.

On notera que / est définie sans ambiguité : en effet, on a par hypothese

Tx)=T(y) = x—-ye ﬂkersznc—yekerfzf(x):f(y).
k=1

Il en résulte aussi que [ est linéaire sur 7'(E) : en effet,

u=Tx),v=TWyY eT(E)=u+v=T(x+y),
ce qui nous permet d’écrire (1 +v) = f(x + y), soit (u +v) = f(x) + f(y) = l(u) + L(v) et
[ est additive. On montre de méme qu’elle est homogene. On la prolonge en une forme
linéaire, toujours notée /, sur K" tout entier par la formule

I(T(x) +¢g) = f(x), pourtoutx € E, pourtoutg € G.

Soit (ej,...,e,;) la base canonique de K" et ay = I(e;), on a alors la relation
l(uy, ..., u,) = Yi_; arutg pour tous uy, ..., u, € Keten particulier

(T(x) = f() = ) axficx) pour tout x € E, soit f = > axf.
k=1 k=1

(En d’autres termes, f € Im(7T*), ou T™ est le transposé de T'. En effet, on vérifie facile-
ment que 'on a

T*(@1, @) = ) anfi)
k=1
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2. Solutions

Exercice 1ll.7

On note N la norme dans E/ker T et || || 1a norme dans E ou F.
(1) L’exercice II.11 montre que I’application 7 est bien définie et linéaire continue.

(i) S bien définie.

S est bien définie car Sx est indépendant du choix de I’élément x € x. En effet :

uekerT =>T(x+u)=Tx = Sx =T(x+u.

(i1) S continue.
Selon (D 1.21), N(x) = inf(||x + u||; u € ker T).
Sx=T(x+u),donc || SX|| < ||T| Ilx + ul.
En prenant I'inf du membre de droite relativement aux u € ker7, on obtient
[ISH| < |ITIN(x). Comme S est linéaire, ceci établit la continuité de S d’apres (P 1.4) et
Iinégalité ||S|| < [IT]].

(iii) Norme de S.

On a par définition 7 = S ox. D’ou en prenant les normes opérateur des deux membres :
I < STl < 1S,
puisqu’on a trivialement ||| < 1. Dot ||S|| = ||T]].
(2) (1) On doit établir que S est injective et surjective.

(a) S surjective. Par la définition de S, S et T ont les mémes images ; alors S
est surjective.

(b) S injective. [Sx=0] © [Tx=0] © [xekerT] & [x =0].

(i1) Par (P 2.15), on doit prouver que si E et F' sont deux espaces de Banach et
T € L(E, F) est surjective, alors T est une application ouverte (D 1.11).

Le théoreme d’isomorphisme de Banach (P 2.16) dit ceci : si G et F sont deux espaces
de Banach et S une bijection continue de G dans F, alors S est un isomorphisme (elle a
un inverse continu).

T vérifie les hypotheses de (2). S est alors une bijection continue entre G = E/ker T et
F. Or, E est un espace de Banach et G = E/ker T aussi (c¢f. Ex. II.11). On peut appliquer
le théoreme d’isomorphisme de Banach (P 2.16), et S admet un inverse continu ; si 2 est
un ouvert de G, (S~1)1(Q) = S(Q) est donc un ouvert de F ; ceci montre que S est une
application ouverte.

On revient ensuite a 7 en écrivant T = S o 7.

7 est une application ouverte surjective ((P 2.15) et (Ex. II.11)), ainsi que S . Par compo-
sition, 7 est aussi ouverte.
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Exercice II1.8
(1) On note I ’ensemble des f € E* telles que ker f O M, et G = Ny ker f.

()M CG.

Jf est une application continue, donc ker(f) est un sous-espace fermé de E; I’inclusion
M C ker(f) implique M C ker(f). Ainsi I’inclusion M C G est vraie.

(i) G € M.
Soit y ¢ M, dans H, = Vect(y, M) on définit ¢ linéaire telle que (y,g) = 1 et pour tout
ze M,z gy = 0. g est continue (P 3.7) et, par le théoreme de Hahn-Banach (P 3.4), g est

prolongeable en un élément f € E*. ker(f) contient M et ne contient pas y, donc y ¢ G.
On a I’inclusion cherchée.

(2) On a donc montré en (1) que

ﬂkerf:ﬁ.

Légalité M = E équivaut donc a Iégalité ker f = E pour tout f € I, donc a I’égalité
f =0 pourtout f € I, ce qui prouve I’équivalence demandée.

Exercice I11.9
(1) On applique la définition de la norme de f :

[ =2, OO < (I = xI.
Ceci entraine I’'implication demandée.

(2) (i) Espace de dimension finie.

Soit (ey,...,es) une base de E, et (¢1,...,pq) la base duale, composée de formes li-
néaires continues, puisque E est de dimension finie. Si une suite (x,) de E vérifie
(Xn, f) = (x.f) pourtout f € E*,ona

d d
X, = ;(xn,tpm - ;(x, Yrex = X,

ce qui établit I’équivalence demandée.

(i1) Cas de contradiction.
Il convient de chercher un exemple d’espace de dimension infinie. Soit par exemple £>
muni de sa base (hilbertienne) canonique (e,,n € N*) ol e, = (e,())) jers- avec e,(n) = 1
et e,(j) = 0si j # n. On sait que le dual de £* s’identifie 2 £2 (P 2.11); un élément
f € (£*)* est donné par la suite de nombres complexes f; = (e, f) telle que 1’on ait
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2. Solutions

2;‘;1 | f_,-l2 < oo. Considérons alors la suite des e, : nous avons {e,, f) = f, — 0, cepen-
dant la suite des e, n’est pas convergente puisqu’elle n’est pas de Cauchy : on a en effet
lle, — epll = V2 pour n # p.

(3) Soit F = Vect(x,,n > 0), et soit y un vecteur de E extérieur a F : il existe alors
feE telque(y, f)=1et, pourtoutx e F,{x, f)=0(P3.7).
Pour cet f, on a (x, f) = lim,(x,, f) = lim,0 = 0, donc x est distinct de y. Ceci est
réalisé pour tout y non dans F' et montre donc que x € F.
Exercice III.10

(1) 11 s’agit d’un résultat de cours : d’apres le lemme de Zorn (cf. P 3.1), tout sous-
espace M d’un espace vectoriel E possede un supplémentaire N.

(2) (i) ¢ linéaire.
SurE=M+ N,onnote f =k+u,ke M,ueN.
L application projection {E — M, f +— k} est linéaire.
Soit k(x) = Xj_ga;x/ et k' (x) = X'} ax’. Il est clair que

n

2eC= gk +2k) = ) j(a;+1za)) = p(k) + z0(K).
Jj=0

L application {M — C, k — ¢(k)} est donc linéaire, et ¢ : {E — C} aussi.

(ii) ¢ non continue.
Par (P 2.5), il suffit de montrer que ¢ n’est pas bornée sur la boule unité B de E. Or,
soit f,,, fu(x) = x",n € N*. On a ||f;]lo« = 1, donc f, € B, mais ¢(f,) = n peut étre
arbitrairement grand, donc ¢ n’est pas continue.

(3) (i) T linéaire.

Lapplication {E — E, f — ¢(f)g} est linéaire comme ¢, donc T est linéaire.

(i1) T bijective.
Comme g € N,¢(g) = 0donc Tg = g. Onaalors I’égalit€ T(f+¢(f)g) = Tf+d(f)g = f
pour tout f € E, et T est surjective. On a d’autre part :

Tf=0= f=¢(f)g = ¢(f) = d(/Hplg) = p(/)x0=0= f=0.

On a obtenu ker(7") = {0}, c’est-a-dire que 7T est injective.

(iii) T non continue.

(T = Df = ¢(f)g, donc [T = DfIl = (Nl llgll-

Si T est continue, T — I I’est aussi et il existe une constante ¢ > 0 telle que
(T = DfIl < cllfll pour tout f € E, autrement dit |¢(f)| < ”anllfll, et donc ¢ est continue,
ce qui est contradictoire. ‘
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(4) () (a) Caractere de norme.
IIT fllo > 0 donc ||f]l7 > 0.

T est linéaire, || || est une norme, et

Wf+ Nl =1ITf +Tf oo < Wfllr + 11717

et enfin, pour z € C, ||zfl7 = |zl | fIl7-
Comme T est injective, ||fllr =0 & f =0, et|| ||z est bien une norme.

(b) Caractere complet. Par définition, T est une isométrie linéaire de (E, || ||7)
sur le Banach (E, || || ). Et comme on I’a déja vu dans I’Ex. 1.3, un espace normé linéai-
rement isométrique a un espace de Banach est lui-méme de Banach.

(ii) Normes non équivalentes.

Si les normes sont équivalentes, 1’application identité de (E, || ||») dans (E,|| ||7) est
continue, et il existe une constante 4 telle que I’on ait

Pour tout f € E, ||fllr = IT flleo < Al fllco-

Cette inégalité entrainerait la continuité de 7', qui n’a pas lieu. Les normes ne sont donc
pas équivalentes. On a méme un exemple intéressant de deux normes a la fois bana-
chiques et non-comparables sur E. Car si elles étaient comparables, elles seraient équi-
valentes contrairement a ce qui précéde, par exemple d’apres le théoreme de I”application
ouverte. Un tel exemple parait difficile a trouver sans I’emploi du lemme de Zorn (P 3.1).
Exercice IlI.11

(I)Pourze Detre[0,1],ona:

F0= 20 = e,
n=0 n=0

la série du membre de droite convergeant normalement (puisque nous avons
17" @ulleo = |2I"), donc uniformément, sur [0, 1]. On a donc, au sens de la norme de E,
I’égalité demandée f. = Y7 2" ¢y

(2) Soit z € D fixé. La série )7, z"¢, converge dans E et L est linéaire, continue sur
E, donc on peut intervertir les signes L et ) ;" etona

F(z) = L(f,) = L(i Z”son] = iz"L(tpn) = i L(pn)Z".
n=0 n=0 n=0

(3) On a successivement :
(i) Par hypothese F(zx) = L(f,) = 0.
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(ii)

(iii)

2. Solutions

Soit K = {z;|z] < r}, compact de D puisque r < 1. La fonction F' s’annule
sur la suite infinie (z;) de points de K qui a (Bolzano-Weierstrass) un point
d’accumulation dans K. D’apres 1’analyticité de F, somme de série entiere
convergente dans D (principe de ['unicité du prolongement analytique), F est
nulle sur D, donc tous les coefficients L(g,) de cette série entiere sont nuls.

Soit V = Vect (¢,, n € N). D’apres le théoréeme d’approximation polynomiale
de Weierstrass, V est dense dans E. D’apres la partie facile de I’Ex. I11.§, L = 0
puisque L est nulle sur V. On a ainsi montré que

M+ = {0}, ouencore : pourtout L € E*,L=0sur M = L = 0.

D’apres la partie difficile de ce méme exercice, on conclut que M = E, ce
qu’il fallait démontrer. Notons que les fonctions (f;)|;<<1 forment un exemple
intéressant de systeme hypertotal de E, en ce sens que foute partie infinie de
ces fonctions est totale dans E, comme on vient de le voir.
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OPERATEURS
CONTINUS ENTRE
ESPACES NORMES

BD EnoncEs

Exercice IV.1
Soient E et F' deux espaces normés avec E # {0}.

Montrer que [F' complet] © [L(E, F) complet].

Exercice IV.2

Soit E = ¢ (D 1.15), (1,),>1 une suite bornée dans C et M = sup,, [4,]. Soit T : A2
définie par : Tx = y, avec y = (A, X,)uz1 81 X = (X,)p>1 € E.

(1) Montrer que T est linéaire, continue, et calculer sa norme (cf. P 2.5).

(2) Montrer que si I’ensemble {|4,/,n > 1} est minoré par un nombre strictement
positif, alors T est bijective.

Préciser dans ce cas T~! et déterminer sa norme.

(3) On suppose que ’'un des 4, est nul. Montrer que 7 n’est ni injective ni surjective
etque Im(T) # E.

(4) On suppose que Vn > 1, 4, # 0 et inf(|4,],n > 1) = 0. Montrer que T est injective
mais non surjective et que Im(7") = E.

(5) Quel est le spectre de T ?

Exercice IV.3

Soit, pour 1 < p < oo, 'espace £ = (P(N*) (¢f. D 1.15)et T : £ — (P le « backward »
shift défini par : T'(xy, x2, X3, ...) = (X2, X3, ...).

(1) Montrer que T € L({?) et calculer la norme de T'.

(2) Déterminer o (T), et préciser les sous-espaces propres (D 10.4).
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Exercice IV.4 : Propriétés du shift unilatéral

Soit H = (%, et (e ;) la base hilbertienne canonique de H, i.e. e; est la suite dont tous les
éléments sont nuls sauf celui de rang j qui vaut 1. On note Hy = Vect{e,;n € N*}.

So : Hy — Hjy est 'application linéaire définie par Yn € N*,Spe, = en+1, puis
prolongée a Hy par linéarité.

(1) Montrer que S peut étre prolongée de maniere unique sur H entier comme ap-
plication linéaire continue S de H dans H. Montrer que S (le shift unilatéral) est isomé-
trique. Quelle est sa norme ?

(2) Montrer qu’il existe un élément 7" de L(H) tel que 7S = I, mais que S n’est pas
inversible dans £(H).

(3) Montrer que, pour u € C, I’équation en x, S x = px n’admet que la solution x = 0.
(4) Soit 4 € C, p € N*. Résoudre I’équation Sx — Ax = ¢,,.

(5) Soit A € C avec || # 1. Montrer que r = inf{||(S — A)x||; ||x]| = 1} est strictement
positif. En déduire que Im(S — Al) est un sous-espace fermé de H.

(6) Soit A € C avec |4] = 1.

Etudier la suite ((S — AI) [)nens pour f,, = # ZZ:I A Pe,.

En déduire que G = Im(S — A7) n’est pas fermé dans H.

(7) Montrer que le spectre o7(S) de S est le disque unité fermé. On étendra ce résultat
a une isométrie non-surjective quelconque dans I’Ex. V.6.

Exercice IV.5

Soit E = C[X] I’espace des polyndomes complexes et notons pour P € E,

1Pl =" 1Pl
n=0

avec [|Plleo = Sup,jo.17 1P(X)] et P™ la dérivée d’ordre n de P. Alors ||P|| est une norme sur
E et ’application T : E — E définie par T(P) = P’, est linéaire continue (voir Ex. I1.4).
Montrer que o/(T) = {0} et o5y (T) = 0, ot 05 (T) = {1 € C; Im(T — AI) # E} estle
spectre surjectif de T. Ceci est en violent contraste avec le cas des espaces de Banach,
comme on le verra dans 'Ex. IV.12.

Exercice IV.6
Soit E un espace de Banach et 7', S € L(E).

(1) i) Montrer quesi T'S = ST, alors T'S est inversible si et seulement si 7" et S sont
inversibles.
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(ii)) Montrer par un exemple que si 7S # ST, (i) peut étre faux.

(2) Montrer que si P est un polyndme complexe, alors
def
o(P(T)) = P(o(T)) = {w=P); z€o(T)}

Exercice IV.7
Soit E = C([0, 1] muni de la norme || || et pour f € E, on définit

Tf(x) = fo(x, N f(t)dt
0

ou K(, )€ C([0,1] X [0, 1]). Soit M = supy., <1 IK(x, D)I.
(1) Montrer que T € L(E).

(2) Montrer que pour toutn > 1, on a |[T" f(x)| < %x"llfllw.
En déduire que, pour toutn > 1, ||T"|| < %
(3) Déterminer le spectre de T'.

Exercice IV.8 : Opérateur de Volterra
Soit E = C([0, 1] muni de la norme || ||« et pour f € E, on définit

Tf(x) = fo f(0dt.

(X—t)”_l

(1) i) Montrer que, pourn > l,ona 7" f(x) = fox K,(x,t)f(t)dt ou K,,(x, 1) = e

(i1) En déduire la valeur de la norme ||T"||, n > 1.

(2) Calculer la somme - T".
(3) Résoudre I’équation (/ = T)f =g, oug € E.

Exercice IV.9

Pour X, Y espaces de Banach, on note L(X,Y) I’ensemble des applications linéaires
continues de X dans Y, puis /(X,Y) le sous-ensemble de celles qui sont injectives
d’image fermée, et S (X, Y) le sous-ensemble de celles qui sont surjectives. E, F' sont
deux espaces de Banach, E*, F* leurs duaux topologiques. Lorsque 7" € L(E, F), on
note 7" € L(F*, E*) son transposé.

(1) Soit T € L(E, F). Etablir I’équivalence

[T € (E,F)] < [Jda > 0tel que Vx € E, ||Tx|| > «|x][].
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1. Enoncés

(2) Montrer que I(E, F) est un ouvert de L(E, F).
(3) Montrer les équivalences suivantes :

T € S(E,F) & T* € I(F*, E"). (Iv.1)
T € I(E,F) & T* € S(F*,E"). (Iv2)

(4) Montrer que S (E, F) est aussi un ouvert de L(E, F).

Exercice IV.10

Soit E, F des espaces de Banach. On conserve les notations de I'Ex. IV.9. On note By la
boule unité fermée de I’espace normé X.

(1) Soit T € L(E, F). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Im (T) est un sous-espace vectoriel fermé de I’espace d’arrivée

(b) AC > O tel que Yy € By, dx € E avec y = Tx et ||x]| < Cllyl|

(¢)AC > 0 tel que Yy € Im(T), dx € E avec y = Tx et ||x]| < Cllyl|.

(2) Montrer (autre approche que celle de I’Ex. IV.9) que I’ensemble S (E, F) forme un
ouvert (éventuellement vide) de L(E, F).

(3) Donner des exemples de Banach séparables de dimension infinie E, F tels que
I(E,F)=0ou(et) S(E,F) =0.

Exercice IV.11
(1) Soit E un espace normé et GL(E) = {T € L(E);T~' € L(E)}.

Montrer que si E est complet alors GL(E) est ouvert dans L(E) et que I’application
T +— T~ de GL(E) dans GL(E) est continue.

(2) Soit E = {x = (X;)nerv; Xn € C, x,, = 0 sauf pour un nombre fini de n} muni de la
norme || ||,, p > 1 etsoit T : E — E (shift unilatéral) défini par

T(x1,x2,...) = (0,x1,x2,...).

(i) Montrer que T € L(E).
(i) Montrer que Ye > 0,1 — €T n’est pas surjective.

(ii1) En déduire que GL(E) n’est pas ouvert dans L(E).
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Exercice IV.12

Soit E un espace de Banach et T € L(E, E) = L(E). On rappelle que, avec les notations
des exercices 9 et 10, en posant S(X) = S (X, X) ainsi que I(X) = I(X,X), on a les
équivalences

TeS(E)— T e€IE")
TellE) = T"eS(E").

(1) En déduire que 03p(T) = o5 (T7),
ou 0,,(T) ={A; T — Al n’est pas injectif a image fermée} est le « spectre approxima-
tif»de T.

(2) Le but de la question est de montrer que o (T') C 0, (T) et aussi que ogy(T) # 0.
(a) Soitd € do(T) et A, ¢ o(T) tel que 4, — A. Montrer que

(T = ,)""|| > oo quand n — o.
(b) Montrer que A € oop(T).
(c) En déduire que 00 (T') C 04p(T).
(d) Montrer qu’on a 0, (T) # 0, comme annoncé.

Exercice IV.13

Soit E un espace de Banach et T € L(E). On dira que T vérifie I’équation de Daugavet
si|ll +T||=1+]|T|| (cf aussi Ex. VIIL.10).

Montrer que si ||T|| € o(T) (¢f: D 10.13), alors T vérifie I’équation de Daugavet.
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2. Solutions

SOLUTIONS

Exercice IV.1
1 =>:
Soit (A;)qen une suite de Cauchy dans L(E, F) et soit € > 0.
AN(e) tel que p > 0,n > N(¢g) entraine [|A,+, — A,ll < &,

et donc [|[(A,4p — ADXIl < lAnsp — Apll lIxll < &llx]| pour tout x € E, ce qui montre
que la suite (A, x),an+ est de Cauchy dans F complet, et converge donc vers une limite
A(x) = Ax, qui dépend linéairement de x puisque c’est le cas de chaque A,,.

Lorsque p tend vers I’infini a n fixé dans I’'inégalité ci-dessus, on obtient
(A = Ap)xll < ellxll 5

il en résulte que A — A, € L(E, F), donc que A € L(E, F). Il en résulte aussi que, dans
les mémes conditions sur n, ||A — A,|| < &. Ceci exprime que A est la limite de la suite
(Apnen- dans L(E, F).

(i) < :
Supposons L(E, F) complet. Soit (y,),en+ une suite de Cauchy dans F, et soit
X0 € E, ||xol] = 1. Par le théoreme de Hahn-Banach, il existe f € E* telle que

Ilfl = f(x0) = llxol| = 1. Soit maintenant, 1’application A, = y, ® f : E — F, définie
par A, x = f(x)y,. Alors A, € L(E, F). De plus,
An—Ap =Y —yp) ® fetllAn = Apll = llyn — ypll 1Al = llyn — yyll.

Ceci montre que la suite (4,) est de Cauchy. Par hypothese elle converge dans £L(E, F)
vers une limite A.
Par ailleurs A, xy = f(x0)y, = y, et donc lim, y, = lim, A,xy) = Axy. On a ainsi établi
que la suite (y,), est convergente, et que F est complet.
Exercice IV.2

(1) () La linéarité de T est évidente. Soit M = sup,,.. |4,|.

Si x = (x,), € €2, alors
IT2B = > 1l < M2 Y P = M1,

nx1 nx1

D’ouTx € E et ||Tx|l, < M||x||,, ce qui montre que T est continue et que ||T’|| < M. Soit
(en), la base hilbertienne canonique de E. Alors pour tout n, |[Te,ll, = |4, < ||T]|. D’ou
M <|IT||, puis [IT]l = M.

(2) Soit a = inf,;5| |4,]. On suppose a > 0. Alors
ITxI? = 3527 [ xal* = a?|Ix]1*.

Donc Tx = 0 implique x = 0; T est injective.
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Chapitre IV ¢ Opérateurs continus entre espaces normés

Remarquons d’abord que pour tout n, 4, # 0. Soity = (y,), € Eetx = (Z—:)n. Alors
pour tout n, on a |4+[> < %|y,[*, d’ot x € E et Tx = y. Ceci montre que T est surjective
et donc inversible et T~'y = x avec y = (y,), € Eet x = (%)n eE.

(3) Supposons 4, = 0 pour un entier p. On note e, la suite dont le seul élément non
nul est de rang p et vaut 1. Alors T'e, = 0 et T n’est pas injective. Elle n’est pas non plus
surjective, car il facile de voir que si (x,), € Im(T') alors x, = 0, si bien que e, ¢ Im(T').

On aIm(T) C {(xn), € E; x, = 0} = F, # E. Pour montrer que Im(7’) n’est pas dense
dans E, il suffit de montrer que F,, est fermé dans E. Soit pour cela f : E — C la forme
linéaire définie par f((x,),) = x,. Elle est continue, car | f((x,)n)| = |x,| < [I(X,)nll2. Donc

F, = ker(f) est fermé dans E.

(4) (i) Si tous les 4, sont non nuls, I’étude précédente montre que si y = Tx, alors
X, = (4,)" 'y, ; T est donc injective. Elle montre aussi que chaque e,, image de (1,)"'e,,
est dans Im(7"), qui est donc dense dans E.

T n’est pas surjective car sinon, par le théoréme d’isomorphisme de Banach, T~! serait
continue. Or, d’apres (1), on aurait

1 1

|4l inf, |4,

177"l = sup
n

S)VAeC,Vx =(x,), € E,(T — A)x = z, avec z, = (4, — D)x,.

Notons S =T — Al, u, = A, — A. La suite (u,)qen- est bornée. Les résultats des questions
précédentes sont donc applicables.

SiA = A, pour un p, alors A est une valeur propre de T (puisque S n’est pas injective,
d’apres (3)).

Soit A = {4,,n € N*}; YA € A on est soit dans le cas précédent, soit dans celui de (4)
pour la famille {w,; n € N*}. S est donc non surjective, ce qui montre que A € o(7T).

Sidé¢ A, d(A,A) =a>0;S satisfait donc aux hypotheses de (2), et elle est inversible.
On a montré que o(T) = Aetop(T) = {A,;n € N*}.

Exercice IV.3
Rappelons que

neN*

o0 1/p
lxll, = (Z Ixnl”] si p < oo et |l = sup(l,) si p = oo.

n=1

On note ¢,,n € N*, la suite dont tous les termes sont nuls sauf celui de rang n qui vaut 1.
Pour p < o0, les ¢, forment une « base » de £, ¢’est-a-dire :

N
x = lim (Z xnen].
N—+o00

n=1
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2. Solutions

On remarque que Te; =0etquen >2 = Te, = ¢,-1.

(1) Pour p < coetx =(x,), € {’,ona

p— nl = nl = pe
ITxlp = ) xal” < > |xl? =[xl

n=2 n>1

La linéarité étant évidente, on a montré que 7x € £, T est continue et ||T|| < 1.
De plus, ||IT]| = |ITexll, = lleall, = 1, d’ou [|T]| = 1.

2)Onac(T)c{1eC A <|TIh ={21€C; |4 < 1}.
Si|A] < 1 alors la suite x; = (1,4, 4%,...) estdans ¢” et 'on a
(T—ADxy = (4,2, )= AL ALA2%..)=0.
Donc

AeC U<l Co,(T)Co(T)c{aeC;|A <1}

Et comme le spectre est fermé, o(T) = {1 € C; || < 1}.
D’autre part, si A € o,(T) alors (T — A)x = 0 avec 0 # x = (x1,x2,...) € £¥. On voit
facilement que x,, = A"~ 'x;. Cela implique |A| < 1 et x = x| x,.
Par conséquent, o,(T) = {1 € C; || < 1} et pour A € o ,(T), le sous-espace propre
associé a A est engendré par le vecteur x,. Il est de dimension un.

Pour p = oo, le méme raisonnement que plus haut montre que o(T') = 0,(T) = {1 € C;

1l < 1}. En effet, pour |4 = 1, x, < (1,4, 22,.. ) € £~

Exercice IV.4
(1) () Poury = 37, ype, € Vect{e,;n € N}, Soy = 3P, ypens et

P
ISyl = > lyal?® = Iyl (1v.3)
n=1

S est donc une isométrie (D 4.16) et elle est continue.

Puisque Vect{e,;n € N*} est dense dans £, S se prolonge de maniére unique en une
application . Six = )7 | x,e, € 2 et si pour N € N*, on note xpy) = ZnNzl X,€,, ON a
limy ||x — )C(N)” =0et

[

Sx = lim Soxy) = D xalnin. (IV4).

n=1

Les égalités (1V.3) et (IV.4) entrainent que S est aussi une isométrie. Sa norme est égale
al.

(2) (1) Soit Ty I’application définie sur Vect{e,;n € N*} par Toe; = 0 et Toe, = €,-1
pour n > 2.
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Pour x = Z,,Nzl Xp€n,

12

N N
Tox = ) xuesn et |Tox < (Z |xn|2] < i

n=2 n=2

L application T, est donc continue, et se prolonge en une application T : £ — (2.
D’autre part, pour toutn > 1, TSe, = e,. Donc TS = [ et d’ailleurs T = S* comme
c’est le cas pour toute isométrie S .

Si § était inversible, T le serait aussi et T~! = S. Mais T n’est pas injective, puisque
T€1 =0!

(3) Soit x = Y77, x,e, tel que Sx — ux = 0. Cela entraine :

0=Sx—pux= Z(xnem — pXpen) = Z(xn—l — PXp)en — pxier. (IV5).

n=1 n=2

Si g = 0, il faut annuler chaque x,, et la seule solution est x = 0.
Si u # 0, on doit avoir x; = 0 puis tous les autres x, nuls. La seule solution est encore
x = 0. S n’admet donc aucune valeur propre.

(4) Pour 4 € C,p € N, considérons I’équation S x — Ax = e,. Puisque par (IV.5),
S — Al est injectif, elle a au plus une solution.

(i) A =0.Sip=1,iln’y apas de solution. Si p > 0, la solution est donnée par
X =€p-1.

(i) A #0.

e, =Sx—Ax= Z(xnenH — Axpe,) = Z(x”" — Axp)e, — Axie;. (1V.6)

n=1 n=2

Si p =1 alors les x,, vérifient

x1=-A"Y Va>1l,x,=A"x = -1". IV.7)

La série de terme général |x,|* est convergente si et seulement si |4| > 1. Dans ce cas, la
solution est donnée par x = — Y, | 17"e,,.

Si p > 2, les x,, vérifient

Xp—1 — Ax, =0, donc x,, =0 sin<p
Xp-1 —Ax, =1, donc x, = —A7! sin=p
Xy = A x,y = —A"PHD sin>p
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2. Solutions

Comme dans le cas précédent, il existe une solution seulement si et seulement si [4] > 1,
et cette solution est donnée par

x=- Z e
n=p

(5) On a ||S x|| = ||x|| pour tout x € H. On utilise I’inégalité du triangle pour écrire
VxeH, IS —ADx|l = Il = 1] lIxll (V)
On voit alors que
r=mf{[|(S — ADxI; llxl| = 1} > [|4] = 1] > 0.

Cela implique que Im(S — AI) est fermée selon un raisonnement qui sera détaillé dans
I’Ex. IV.9.

(6) Soit A € C tel que |A| = 1. Pour f,, = ‘/iﬁ 2;’,:1 APe,, ona

1 [+ - 1
S —ADf,=—| > APepi— » AP Ve, = —("ep1 - e).
v P S

Donc, [|f,ll = 1 et||(S —ADfll = V2 Cela implique que Im(S — A7) n’est pas fermée. La

n
aussi, nous renvoyons a I’Ex. IV.9.

5

(7)Par (1), ||S]|=1.Donc o(S) C{1€C; |4 < 1}
D’apres (4), e; ¢ Im(S — Al) si|4] < 1. Donc § — Al n’est pas surjective si [4] < 1, d ol
la double inclusion
{1eC; A <1} Co(S)C{A1eC; | <1},
Et comme o(§) est fermé, o(S) = {1€ C; |4 < 1}.

Exercice IV.5

ker(T — AI) = {0} pour tout 4 € C*. En effet, si 4 # 0 alors (T — AI)P = 0 implique
P’ = AP. Ceci implique que le degré de P’ est égal a celui de P et donc P = 0.
Sid=0,alors TP =P =0 < P estconstant et donc ker(7T") # {0}.

D’autre part, si Q € E alors I’équation (T — AI)P = Q admet une solution polynéme,
pour tout 4 € C. En effet, si 4 = 0, il n’y a qu’a prendre pour P un polyndme primitif
de Q. Et si 4 # 0, on a pour unique solution la série de Neumann P 10.1 (convergente
car T est localement nilpotent)
(o] TVLQ
pP=- Z /ln+1 :

n=0
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On constate en effet que

(o]

T(P)- AP = —Z TAQ +i TAQ = Q.
n=1 n=0

Finalement, o5, (T) = 0 et o(T) = {0}. Comparer a I’'Ex. IV.12.

Exercice IV.6

(1) (1) Supposons T et S inversibles, alors le produit 7S est inversible et I’on a
(TS) ' =s-171.
Maintenant si 7S = ST est inversible, alors il existe A tel que A(TS) = (TS)A = I.
D’ou (AT)S = S(TA) =1, (AS)T = T(SA) = I et par suite T et S sont inversibles,
ayant un inverse a droite et un inverse a gauche.

(i1) Dans I’exercice IV.4 précédent,on a T'S = I donc le produit 7'S est inversible,
mais ni S ni 7 ne le sont.

(2) Soit z1, 22, . . ., 7, les racines du polyndme P(z) — w. Alors nous avons
P)—w=c(z—21)(z—22)...(z— z,) et par suite
P(T)—wl =c(T —z11)T — z2I) .. .(T — z,D).
En effet, siles o = 1< <iy<. <i<n Zi) - - - Zip» pOUr 1 < k < n, désignent les fonctions

symétriques élémentaires des racines de

n

d

0(2) = P(z)—w = Z @ =c@ -+ L),

k=0
nous avons (par définition pour les deux premieres égalités)
n
o(T) = Zaka =c(T" - T + T2+ .. )=c(T -z D). (T = z,D),

k=0
la derniere égalité s’obtenant de droite & gauche par un développement du produit
(T —z1D)...(T —z,0).
Comme les T —zI, k = 1,...,n commutent, il résulte de (1) que P(T)—wl est inversible
si et seulement si 7 — z;/ est inversible pour k = 1,...,n.
Donc si w € o(P(T)), P(T)—wl n’est pas inversible, et il existe z tel que T — z;/ ne soit
pas inversible (i.e. zz € o(T)). Puisque z; est racine de P(z) — w, on a P(zx) = w. Ceci
montre que o(P(T)) € P(o(T)).
Pour I’autre inclusion, soit w = P(z) € P(o(T)) avec 7’ € o(T). Alors P(z') —w = 0
et donc 7 = 7, une des racines du polyndme P(z) — w. Il en résulte que P(T) —w =
c(T—-zu)(T—-2I)...(T-Z'1)...(T—z,1). Comme T—z'I n’est pas inversible, d’apres (1)
P(T) — wl ne I’est pas non plus, et ainsi w € o (P(T)).
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2. Solutions

Ceci montre que P(o(T)) € o(P(T)) et finalement
a(P(T)) = P(o(T)).

Exercice IV.7

(1) La linéarité de T est évidente. Pour x, xo € [0, 1], on a
ITf(x) =T f(xo0)l = | fo [K(x, 1) — K(xo, D] f(D)dr + f K(x,0)f()dt

X0
Sllflloof IK(x, 1) = K(x0, Dld + M| flloo]x = xol.
0

D’ou |Tf(x) — T f(xp)] » O quand x — xp etdonc T f € E.

D’autre part, on a
ITfOl < MX|| flleo- (1v.9)

D ot [T fIl < M| flleo, et T € L(E) avec |[T|| < M.

(2) Montrons par récurrence que pour tout 7 > 1, on a [T" f(x)| < %x" I1£1lco-

C’est vrai pour n = 1, par (IV.9). Supposons la formule vraie pour n. On a :

X X Mn+1 X
IT"”f(x)|=|f0 K(x,t)T"f(t)a’tlst0 IT" f(n)ldt < Py Ilflloof0 t'dt

n+l _n+l Mn+1

X
n! n+1”f”°°_ (n+1)!

soit [T £(x)| < | flleo-

Donc pour tout 7 > 1, on a [T" f(x)| < 22| fllox", et ainsi ||T7|| < 2=

(3) D’apres (2), on a |[T"|'" S (nl,‘)ll,n. Montrons alors que nous avons

u, = (n)" = +oo0. En effet, ¢" = Z,‘:’:O * doun! > L etu, > 2.

Vl"
Par conséquent, le rayon spectral (7)) de T, dont la valeur est donnée par
lim, o IT")|"" < M 1im,,_e u;,", est nul et o<(T) = {0} (cf. P 10.3).

Exercice IV.8

(1) (i) Démontrons le résultat par récurrence. Pour n = 1, on a bien K; (x H=1.
(x=0""

Supposons le résultat vrai pour un n > 1, ¢’est-a-dire que K, (x, 1) = = 1)' et donc
(X _ )n 1
" = 1)dt
f) o

X _ -1
et T f(x) = f (T")(t)dt = f [ f « ”)1)' (u)du}dl
0
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En échangeant I’ordre d’intégration, on obtient

X _ o\ l — 1\
i = [ fao| [ R — . fudu
) -’

(i)) Ona |7 f()] < [ S fOldr < I o [ S22 < L1l
Dot IT7]| <
Maintenant, pour fy(f) = 1 pour tout ¢ € [0, 1], on obtient

N

T" fo(x) = =D v

et finalement ||7”]| = .

n!

d’ou IT" folleo =

n"

2)On a1 IIT" = X1 % = ¢ — 1. Comme E est complet, la série ), T" est
convergente et on a pour tout p entier :

)4 n—1
" _ (x—1)

; T"f(x) = f ( i ] (t)dt.

Soit § : E — E définie par, S f(x) = fox e ' f(¢)dt. Clairement, S € L(E) et de plus
p . X - p ()C _ t)n—l
(S - Z} T ]f(x) < fo e — Z IO
o ()C _ t)n 1
<Wil [l Z s

d’ou, en faisant le changement de variable u = x — ¢, I'inégalité

» ) x . )4 un—l
|(S_ZT ]f(x)lSHflloofO le ‘;mldu

n=1

< flleo sup le* = I
00051451 o (n—1!

-1
Donc, [IS = XF_ T"|| < supge,< le* = X7 &

n=0 n! |
L. n . L . .
Comme la série }},5( 47 converge uniformément vers e" sur tout compact de R, il vient
S = 3,51 T" en faisant tendre p vers I'infini.
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2. Solutions

(3) En passant a la limite dans

(I—T)(Zp: T”] = (ZP:T"](I— T)=1-TP",

n=0 n=0
on obtient (I = 7)™ = T"=1+S§S.
n>0
Soit maintenant g € E, alorsona f = (I —=T) 'g = (I + S)g.
Soit encore f(x) = g(x) + ¢* [ e”g(D)d.

Exercice IV.9
(1) (i) Implication =.

Supposons 7" injectif d’image fermée, et soit G = Im(7’). G est un sous-espace vectoriel
fermé de F' complet, donc un espace de Banach. L’application T : E — G, définie par
x +— Tx est une application linéaire continue bijective entre espaces de Banach. Par le
théoréme d’isomorphisme de Banach (P 2.16), elle admet un inverse continu, donc il
existe donc une constante C > 0 telle que

def 1
Vx € E, ||x|| < C|ITx| = EIITXII-
(i1) Implication <.

Supposons maintenant que
Vx € E,||Tx|| > al|x||.

SiTx =0onax =0,etT estinjective. Soit (Tx,),en- une suite de Cauchy de Im(7').
Alors
Vp,q e N*,|ITx, — Txyll > ellx, — x|,

donc (x,),en+ est une suite de Cauchy dans £. Comme E est complet, elle converge vers
une limite x € E. Puisque 7 est continue, on voit que

lim Tx, = Tx € Im(T).

n—+oo

L’image de T est donc complete, a fortiori fermée dans F.

(2) Soit T € I(E,F). Par (1), il existe @« > O tel que Vx € E,||Tx|| > «aflx||. Soit
Ue LE,F)tel que ||T - U|| < 5 etx € E. Alors on a

WU = IC(U = T)x + Txll = ITx|l = |I(T — U)xll
a [07
> allxl| - IIT - U z( - —) = 2.
a|lxl| = 1| [HIxll = | @ > 1| 2II)CII

Ainsi Vx € E, ||Ux|| > 5|lx|l. On déduit de (1) que U € I(E, F). Ceci montre que la
boule ouverte de centre 7" et de rayon 4 est dans I’ensemble /(E, F), qui est donc ouvert
dans L(E, F).
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(3) Supposonsd’abord T € S (E, F). Par le théoreme de 1’application ouverte (P 2.15),
il existe C > 0 tel que Br C T(CBg). Si maintenant y* € F*, on obtient successivement

1Tyl = sup [T"y" () = sup ly"(Tx)| = sup |y*(2)|

XEBE XE€BE z€T Bg

* 1 *
> sup |y'(y)l = Elly Il.

yeLBr
D’apres la question (1), cela implique 7" € I(F*, E*).
Supposons maintenant 7 € I(F*, E*). D apres (1), il existe @ > 0 tel que
1Tyl = elly’ll, Yy* € F~. (1v10)
Posons C = % et fixons r €]0, 1[. Nous allons d’abord montrer 1’inclusion
Bp c CT(Bg) + rBr. 1V.11)
En réalité, nous allons montrer 1’inclusion plus forte
Br c CT(Bg) (IV.12)

mais I’inclusion plus faible (/V.11) nous suffira a conclure que
C
Br C 1—T(BE) (1V.13)
—-r

et en particulier que 7 € S(E, F), ce qui établira I’équivalence (/V.1). D’apres Hahn-
Banach (cf. P 3.14), (I1V.12) revient a montrer que siy € Br, on a

ly" I < sup |yl (1V.14)
zeCT(Bg)

Or, le membre de droite de (/V.14) vaut, via (/V.10) :
Csup ly*(Tx)l = Csup [T*y* (0] = CIIT Y|l > [ly”ll

XeBg XeBE
tandis que, puisque y € Bp, le membre de gauche de (/V.14) est majoré par |ly*||, ce qui
prouve (IV.14) et (I1V.12), a fortiori (/V.11). Pour passer de (/V.11) a (IV.13), on emploie
un argument de série qui sera détaillé dans I’ exercice suivant, et qu’on se contente donc
d’esquisser ici : soit y € Bp; on construit par récurrence une suite (x,) de points de
norme < C telle que, pour tout entier n > 1 :

n

lly = > r Tl < . (IV.15)
j=1

Ensuite, la série 1% r/~1x; est absolument convergente dans E complet, donc converge
vers x € E tel que

[ - C
Il <y et = —,
j=1
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2. Solutions

si bien que y = Tx avec ||x]| < &, ce qui prouve (IV.13) sachant (/V.11). Tournons-

nous maintenant vers 1’équivalence (/V.2). Nous ne pouvons pas raisonner par dualité,
car les espaces E, F n’ont aucune raison d’étre réflexifs, c’est-a-dire de coincider avec
leurs biduaux.

(a) Supposons que T € I(E,F)etsoitTo = T : E — Im(T). Alors Ty est bijectif
entre espaces de Banach, et donc inversible.

Soit maintenant x* € E*. La forme linéaire y — (x*, T ly) est continue sur Im(7),
et par le théoreme de Hahn-Banach P 3.4, elle se prolonge en y* € F* telle que
(', y) = (x*,T;'y)Vy € Im(T). En particulier, avec y = Tx :

xe E=<(T"y", x) =(y", Tx) = (x", To_lTx) =({x*, x).

L’élément x € E étant arbitraire, on en déduit x* = T*y", et comme x* € E* est quel-
conque, on a bien montré que 7™ est surjectif : T € S(F*, E”).

(b) Supposons ensuite que 7° € S(F*, E*). Par le théoreme 1’application ouverte, il
existe C > 0 tel que Bg- € CT*(Bp+). On pose a = %
Soit x € E, alors en utilisant deux fois le théoreme de Hahn-Banach P 3.4, dans E et
dans F, nous avons :

ITxll = sup Ky",Tx)| = sup KT"y",x)| = sup Kz, x)|
y*eBpx y*eBpx z*€T*Bp»
1 *
> — sup [x, x)| = allxl.

C x*€Bgx

D’ou [|Tx|| > allx]|, et T € I(E, F) par la question (1). L’équivalence (/V.2) est établie.

(4) Cette question sera également traitée dans I’Ex. IV.10, voici une solution alterna-
tive : soit

&: LE,F)—> LFE),(T)=T".
L application @ est continue, car c’est une isométrie. D’autre part, les équivalences de la
question (3) permettent d’écrire :
S(E,F)= & '(I(F*, E")). (IV.16)

Mais I(F*, E*) est ouvert d’apres la question (2), donc (/V.16) montre que S (E, F) est
ouvert, comme image inverse d’un ouvert par une application continue.
Exercice IV.10

(1) @) = (b).

Supposons que G = Im(7") est fermé. Puisque F est un espace de Banach, G en est aussi
un. Soit 7' : E — G définie par x — Tx. Alors T est surjective entre espaces de Banach,
et nous pouvons invoquer le théoreme de 1’application ouverte P 2.15, qui nous fournit
un ¢ > 0 tel que 6By € T(Bg), ce qui implique By C %T(BE). On prend C = %.
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(b) = ().
Soit maintenant, 0 # y € Im(T) , alors ﬁ € Bima) S CT(Bg). Donc il existe X' €
E tel que ||x]| < C et ﬁ = T(x’). D’ou, avec x = |[ly||lx’, les relations y = T(x) et
lIxll =yl X'l < Cliyl|-

(©) < (a).

Cette question a déja été traitée en détail dans (1) de 'Ex. IV.9.
(2) Supposons T surjective. D’apres (1), on a

AC > 0 tel que Br € CT(Bg).

Sans perte de généralité, quitte a remplacer T par %, on peut supposer C = 1. Soit

O<r<letsoitUe L(E,F)tel que||T — U|l < r. Montrons que U est surjective.
Soity = y; € Br. Alors 4 x; € Bg tel que Tx; = y; (on a supposé C = 1).
Soit y, = (T — U)x;. On voit que

llyall = T = x| < T = Sl Hlxll < 7.

Donc, A x;, € E; Txy =y, et ||xf| < 7.

Par récurrence, on construit une suite (x,),>] telle que
Txy =Yn €t Ype1 = (T = U)xys ynarll < 775 x|l < 77
On a alors pour chaque entier n > 1 la relation
y=y1=Ux1+Uxp +...+ Ux, + yp41-

Mais puisque ||x,+1|| < ", la série )}, x, est convergente car absolument convergente
dans E complet, soit x = ), x, sa somme. On a clairement Ux = y. Ceci montre que U
est surjective. Et par conséquent I’ensemble S (E, F) des surjections linéaires continues
forme un ouvert de L(E, F), résultat qu’on a vu dans I’Ex. IV.9 par une autre méthode.

(3) Cette question est posée a titre culturel, pour attirer 1’attention du lecteur sur le
fait que les ouverts I(E, F) et S (E, F) peuvent étre tous deux vides, méme dans des cas
« plausibles ». Soit par exemple £ = (4, F = {’ avec ]| < p < g < oo, des Banach
séparables de dimension infinie. D’apres un théoreme de Pitt, tout opérateur T : E — F
est compact, donc ne saurait étre injectif d’image fermée : I(E, F) = 0. Il n’est pas
non plus surjectif, car son image ne contient aucun sous-espace fermé G de dimension
infinie (c¢f. Ex. VIL.17). Voici une preuve directe de cette assertion : soit G C ImT puis
Ey = T'Y(G)et T : Ey — G, une surjection, donc. Par le théoréme de 1’application
ouverte (D 2.6 et P 2.14), applicable puisque Ey et G sont des Banach, il existe une
constante C > 0 telle que B € CT(Bg,), ou Bg et B, désignent les boules unité
fermées des espaces considérés.
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2. Solutions

Soit alors (y,) une suite de Bg. Soit x,, € Ej telle que 1’on ait ||x,]| < C et T(x,) = y,.
Puisque 7' est compacte, il existe une suite extraite (x,,) > telle que (T'(xy,)) j>1 = (Yn;) j>1
converge. Ainsi, toute suite de B admet une sous-suite convergente, ce qui montre que
B¢ est compacte et que donc (F. Riesz !) dim G < oo.

Exercice IV.11

(1) Soit T € GL(E). Pour S € L(E), S =T +(S —T) = T[I + T"\(S - T)]. Par
(P 4.5) S est inversible dés que ||T~'(S — T)|| < 1, a fortiori dés que ||S — T|| < ||T7!)7".
Ceci définit une boule ouverte, voisinage de T dont tout élément est inversible, ce qui
montre que GL(E) est ouvert dans L(E).

D’autre part, si T € GL(E) est fixé et ||S — T|| < ||T~!||7!, alors
W =T7'SI=IT""T - <ITNIT-SI<1,

ce qui montre que 7~'S est inversible avec de plus :

1 1
< .
L= =TS = 1=|IT-Y T - S|

IT=1s)™ <

Puisque S = T(T~'S) avec T, T~'S inversibles, S est inversible aussi et

st=(r's)y-'r .

D’ou
s < sy s — W
L=NT=HNT - Sl
OnaS'—-Tl'=g-1'$)s =17 (T-5)s".
D’ou
I = 77 < T - sis < — gy,
L =TT =Sl
Ceci montre la continuité de I’application 7+ T~
(2)T € L(E)et||T]|, <1 de fagon évidente.
(1) (U—€eT)x=(x1,X2 —EX1,..., X — EXp_1y...) = T.x.

11 suffit de montrer qu’il existe un élément y € E qui n’est pas un T.x, x € E.
Soity = (1,0...,0,...).Siy =Tyx,alorsx; = l,xo=¢,...,x, =&, ...xa
donc tous ses termes d’indice > 2 non nuls. Ce n’est pas un élément de E.

(i1) I estinversible. Dans tout voisinage de /, il y aun I/ — €T ; donc I n’admet pas
de voisinage ouvert inclus dans GL(E), et GL(E) n’est pas un ouvert de L(E).

On n’a plus ici I’hypothese « E est complet », qui nous avait permis d’appliquer
(P4.5).
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Exercice IV.12
(1) D’apres les rappels, on a A ¢ 03p(T) & A ¢ 0gu(T7).
Donc, 03p(T) = 04 (T*) et de méme o (T™) = (7).
(2) (a) Supposons au contraire (quitte a prendre une sous-suite) qu’il existe C > 0 tel

que pour tout n, ||(T — 2,1)7!|| < C, et soit n assez grand pour que |1, — | < é Alors

1
WT = AD = (T = A1l = 12 = 4| < /7
(T = D71

Mais alors T — Al est inversible. Cette contradiction montre qu’on a bien

lim (7 = 4,0)™"|| = eo.

(b) Soit ||x,|l = 1 tel que e, = (T = A1)~ xll > (T = A,D)7'| - L.
On a @, — oo, et si on pose y, = al,(T — A,1)" ' x,, on voit que ||ly,|l = 1 et que

1
(T - Al)yn = (T - /lnl)yn - (/l - /ln)yn = Q/_Xn - (/l - /ln)yn'

n

D’ou (T — Ay, < ai + |4 — A,|. On a donc construit une suite normée (y,,), ||ly,|l = 1
telle que [|(T — ADy,|| — 0. Ceci montre que (T' — Al) ¢ I(E), et ainsi A € oy, (T).

(c) est une conséquence immédiate de (a) et (b).

(d) Par connexité, un compact non-vide du plan complexe a au moins un
point-frontiere, donc en appliquant la question (¢) a 7", on obtient I’existence d’un
A€ 00(T") C oup(T™). Etd’apres (a), on a aussi A € o, (T), ce qui répond a la question.
On comparera avec profit ce résultat a celui de I'Ex. IV.5.

Exercice IV.13

Suppose que ||T|| € o(T'). Puisque o(T') C B, ITID), IT]I = M appartient a la frontiere
du spectre de T'. Par ’Ex. IV.12, ||T'|| € o,,(T), le spectre approximatif de 7'. Il existe
donc, par définition, une suite (x,), avec

[lx,]] = 1 et lim ||Tx, — Mx,|| = 0.
On a alors

1+ T > (7 + Txull = NCxn + Mxy) + (Tx, — Mxy,)|
= ”(1 + M)xn” - ”Txn - Mxn” =1+M- ”Txn - Mxn”

Par passage a la limite quand n — +oo, on obtient ||/ + T|| > 1 + M = 1 + ||T||. L’ autre
inégalité étant évidente,on a || + T|| = 1 + ||T].
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ESPACE DE HILBERT

BD EnoncEs

Exercice V.1
Soit E I’espace préhilbertien des fonctions complexes continues sur [0, 1], muni du pro-

. . 1, — .
duit scalaire (f, g) = fo f(H)g(t)dt et de la norme || ||, associée, et Ey le sous-espace de
E constitué des fonctions d’intégrale nulle sur [0, 1]. On considere maintenant le couple
d’espaces préhilbertiens suivant :

H={feE;f(1)=0}

Hy=EgNH=(f€E;f(1)= [} f(di = 0).

(1) Montrer que Hy est un sous-espace vectoriel fermé propre de H.
(2) Soit f; € E définie ainsi : pour tout ¢ € [0, 1], fi(t) =t — %

(i) Montrer que E = Vect(H, f1), et Ey = Vect(Hy, f1).
(i) Montrer que f; € H, (adhérence dans E).

3) Hé désigne I’orthogonal de Hj dans H (c¢f: D 5.6).
Montrer que Hy = {0}.
(4) Expliquer le résultat de (3).

Exercice V.2

Soit E = C([a,b]),a < b,a,b € R, espace vectoriel des fonctions a valeurs complexes
continues sur [a,b], muni du produit scalaire induit par L*([a, b]). Soit ¢ €]a,b[ et
Fe =1{f € E; filac) = O} (ff (4] désigne la restriction a I'intervalle [a, c] de la fonc-

tion f).
(1) Montrer que F, est un sous-espace fermé de E et déterminer F-.
(2) Montrerque F. @ F- # E .

(3) Expliquer.
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Exercice V.3

(1) Soit H un espace de Hilbert et 7 : H — H une application linéaire. Montrer
que si pour tous x,y € H,(Tx,y) = (x, Ty), alors T est continue (utiliser le théoreme du
graphe fermé P 2.17).

(2) Soit K = {P, polynéme sur C} muni du produit scalaire

1
(P, Q)=f0 P()Q()dt. (V.1

et H = {P € K tels que P(0) = P(1) = 0}, sous-espace préhilbertien de K.
Soit T : H — K D’application linéaire définie par T'(P) = iP’.

Montrer que T vérifie (T(P), Q) = (P, T(Q)) pour tous P, Q € H, mais que T n’est
pas continue. Commenter la différence avec la question (1).

Exercice V.4

(1) Soient M et N deux sous-espaces orthogonaux d’un espace de Hilbert H. Montrer
que M @ N est fermé si et seulement si M et N sont fermés.

(2) Soit H = * (cf. D 1.15), ainsi que
E T’adhérence dans H du sous-espace engendré par (ep,, n > 1), et
F I’adhérence dans H du sous-espace engendré par (ez, + ﬁegnﬂ, n>1)
ou (e,,n > 1) est la base canonique de H.
(i) Montrer que E N F = {0}.
(i) Montrer que E + F n’est pas fermé dans H.

Exercice V.5 : Théoreme de Grothendieck

C([0, 1]) désigne I’espace vectoriel des fonctions a valeurs complexes continues sur
[0, 1], muni de la norme || f]|c = sup{|f(#)| ;¢ € [0, 1]}. C’est aussi un sous-espace préhil-
bertien du Hilbert L*([0, 1]) (avec I’abus de langage habituel), dont la norme sera notée
|| |l et le produit scalaire (f, g). Le but de I’exercice est de montrer, sous une forme
quantitative, qu’un sous-espace vectoriel F C C([0, 1]) qui est fermé dans L([0,1]) = E
est nécessairement de dimension finie.

(1) Montrer que F est fermé dans C([0, 1]) muni de la norme || ||.. En utilisant le
théoréme d’isomorphisme de Banach (P 2.16)), en déduire qu’il existe @ > 0 tel que

Pour tout f € F,||fll2 < [Ifllo < allf]l2. (V2)
(2) Soit n un entier, et {fi, ..., f,} une suite orthonormale de F.
(i) Montrer que pour tous Ay,...,4, € C,
IALfi + -+ Dfall3 = L+ + (V3)
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En utilisant (V.2), montrer que
Pour tout 7 € [0, 1], |41 fi(£) + ... + L fu(D] < () + ...+ LD (V)
(i1)) En choisissant convenablement {11, ..., 4,}, en déduire que
te 0,11 = 1AOF + ...+ 0OF < alA@OF + ... + L))" (V.5)
(iii) Conclure que n < a? et que dim F < o?.

Exercice V.6 : Spectre d’une isométrie

Soit H un Hilbert complexe, L(H) I’algebre des opérateurs sur H, G le groupe des élé-
ments inversibles de L(H), etenfin D = {z € C;|z] < 1}.

(1) Soit A, B € G. Montrer la formule de réduction non-commutative au méme déno-
minateur :

A -B'=A""(B-A)B.

(2) Soit (A,) une suite de G et A € L(H) tels que
A, — All = Oet||A; '] < C.
Montrer que A € G. Dans la suite, on suppose dimH = co.

(3) Soit T € L(H) une isométrie non-surjective, E = o(T) N D, F = D\ E. Montrer
que F est fermé dans D, puis que finalement

E=Deto(T)=D.
(4) Soit T comme dans (3) (cf. D 4.16) et A € C. Montrer que I'on a ||T — Al|| = 1 +|4]

et plus généralement ||T — AU|| = 1 + |4 si U est un opérateur unitaire (une isométrie
surjective) sur H.

Exercice V.7

(1) Soit H un espace de Hilbert, et xy,...,xy € H. Montrer I’identité du parallélo-
gramme généralisée :

N
1
s D llerm + ot evanll = )P (V:6)
n=1

oll la somme porte sur les 2V choix possibles de signes &, = +1.

(2) Soit (x,),en+ une suite de vecteurs de H bornée au sens des familles sommables,
c’est-a-dire :

Il existe C tel que || Z Xyl £ C  pourtout A C N* de cardinal fini.

neA

Montrer qu’on a Y2, |[x,[* < co.

105



Chapitre V « Espace de Hilbert

Exercice V.8 : Espace de Bergman
Soit 2 un ouvert du plan complexe C, et Hg 1’espace de Bergman de 2, i.e.

Hg, = AX(Q) = {f € LX(Q) telles que f est holomorphe dans Q).
Pour z € Q, on note ¢, ’application {Ho — C, f - 6,(f) = f(2)}.

(1) Montrer que si B(z,r) = {w € Ctels que |lw — z| < r} C Q, alors

1
Pour toute f € Hp, f(z) = — fwydA(w),
e JBn

oll dA est la mesure de Lebesgue dans C = R?.

(2) En déduire que, d(z, £°) désignant la distance de z au complémentaire de 2, on a :

: 1
Pour toute f € Hg, pour tout z € Q, d(z, Q) > r = |f(2)| < 7||f||2.
r\m

(3) Montrer que Hp muni du produit scalaire de £2(£2) est un espace de Hilbert.

(4) Montrer que, pour tout z € Q, J, est une forme linéaire continue sur Hgp. En
déduire qu’il existe K, € Hy, telle que :

Pour toute f € Hg, f(2) = ff(w)Kz(w)d/l(w).
Q

(5) On note, pour tout (z, w) € (2 X Q), Ko(w, z7) = K,(w).
(i) Montrer que Ko(z, w) = Ko(w, 7).
(i1) Soit (e,, n € N) une base orthonormale de Ho,
montrer que K. = >,*%) e,(z)e, dans Ho.
(6) On choisit 2 =D ={ze€C;lz] < 1}.
(i) Montrer que (e,, €,(2) = 4/ %z”, n € N) est une base orthonormale de Hp.

(i) Calculer explicitement K.

Exercice V.9
H est ’espace de Hilbert L*([a, b)), (en, n € N*) est un systeme orthonormal de H. Mon-
trer que (e,, n € N¥) est une base orthonormale si et seulement si,

Pour tout x € [a, b], i ‘ fx en(t)dt|2 =x-a.
n=1 a
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Exercice V.10 : Décomposition associée a une contraction
Soit H un espace de Hilbert complexe, et T € L(H) tel que ||T]| < 1.

(1) Montrer que si Tx = x, alors T%x = x.
(2) Montrer que ker(I — T) = ker(I — T™).
(3) Montrer que H = ker(I — T) " Im(I — T).
Exercice V.11 : Théoréeme de similarité de Nagy
Soit H un espace de Hilbert de produit scalaire (, ) et T € L(H) un opérateur inversible.

(1) On suppose que T est semblable a un opérateur unitaire, c’est-a-dire qu’il existe
un opérateur inversible P € L(H) tel qu’on ait T = PUP~', ot U € L(H) est unitaire.

Montrer I’inégalité

I < ¢ PP, Vn e Z.

(2) On se propose de montrer la réciproque de (1). Soit donc T € L(H) un opérateur
inversible tel que sup,.; ||T"]| = C < co. On va voir que T est semblable a un opérateur
unitaire.

(i) Soit M une moyenne de Banach sur F = {*(Z), comme dans I’Ex. II1.2. Pour
X,y € H, soit g, € F définie par

Gry(m) = (T"x, T"yy et soit [x] = (M(gy.))*.

Justifier le fait que g,, € F et montrer que [ ] est une norme hilbertienne sur
H. On note K I’espace H muni de cette nouvelle norme hilbertienne [ ].

(i) Montrer que [Tx] = [x] Vx € H.
(iii)) Montrer qu’il existe un isomorphisme isométrique P : H — K, i.e.

[Px] =||xl]| Vxe€H.

(iv) On considere I’opérateur U = P~'TP. Montrer que U € £(H) est unitaire et
que T = PUP!, ce qui est la conclusion souhaitée.

Exercice V.12 : Racine carrée d’un opérateur sur un Hilbert

On sait que tout nombre complexe a une racine carrée et qu’il y a une analogie profonde
entre les nombres complexes et la C*-algebre L(H) des opérateurs bornés sur un Hilbert
H. On va étudier les limites de cette analogie.

(1) Soit H = C? avec d > 2 et N € L(H) défini sur la base canonique de C¢ par
N(ej) = ejy1sij<detN(eg) =0.
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Montrer, en pensant au théoreme de Cayley-Hamilton, que N n’admet pas de racine
carrée.

(2) Soit toujours H = C¢ avec d > 2, et T € L(H), inversible. En utilisant une
décomposition de Dunford

T = D + N avec D diagonalisable, N nilpotent et DN = ND,

montrer que cette fois T peut s’écrire T = Q% avec Q € L(H). Ainsi, en dimension finie,
un opérateur inversible a une racine carrée. On va voir que ce résultat ne passe pas a la
dimension infinie.

3)Soit0 <a<b<owetQ ={ze€C;a< |z <b}, une couronne ouverte du plan
complexe. On consideére I’espace de Bergman H = A*(Q) (un espace de Hilbert, donc)
associé, comme dans I’Ex. V.8. On définit 7 € L(H) par la relation

Tf(z)=2zf(2),Yf e HVze Q.

(i) Soit u € A*(Q) définie par u(z) = z, puis pour n € Z, u, = u" ete, = ”Z—”
Montrer que (e, ),z est une base orthonormée de H.

(i) Montrer que T est un élément inversible de £(H) et qu’on a plus précisément

_ 1
ITIN<bet Tl < e

(iii) On suppose que T = Q?, ot Q € L(H). Montrer que Q commute avec T et
que, si I’on pose ¢ = Q(up) € H,on a

Oun) = pu, ¥n € Z, puis O(f) = ¢f Vf € H.

En conclure que ¢*(z) = z ¥z € Q et aboutir 4 une contradiction. Ainsi, 1’opé-
rateur de Toeplitz inversible 7' n’a pas de racine carrée dans £L(H).

Exercice V.13 : Théoreme ergodique sans moyenne
Soit H un espace de Hilbert, A = L(H),A € A une contraction :||A]| < 1.

(1) On suppose de plus A positive : (Ax, x) > 0 Vx. Montrer ’inégalité

llx — Ax|* < |IxI* - |[Ax|*> VxeH.
(2) Soit T = A;...A, un produit de r contractions positives de A = L(H),

N = ker(I — T) et P la projection orthogonale sur N. On se propose de montrer que
T" — P en topologie forte d’opérateur, i.e.

lim ||[7"x - Px||=0 VxeH. V1)
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1. Enoncés

(i) Montrer I’'inégalité
lx — Txl* < r(Ixl* = ITxI*) Vx € H,

et en déduire que, pour (x,) une suite bornée de vecteurs de H, on a I’'implica-
tion :
[1xXall = 17 %0]] = 0 == |Ix — Txll — 0. (V.8)
(i1)) Montrer que (V.7) alieu si x € N.
(iii) Montrer que (V.7) alieu si x € Im(I — T), puis si x € Im(I — 7).
(iv) Montrer que (V.7) a lieu en utilisant ’Ex. V.10, et que de plus

N = ()ker(4; - D).
J=1

(3) Soit Py, ..., P, des projections orthogonales (cf. D 5.8) sur des sous-espaces fer-
més Ey,...,E,de H,etsoit T = P;...P,. Montrer que 7" converge en topologie forte
d’opérateur (cf. D 9.11) vers une projection orthogonale que I’on déterminera.
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SOLUTIONS

Exercice V.1

(1) L’espace Hj est le noyau de la forme linéaire A définie par la relation Af = (f, fo),
en notant fy la fonction définie par fy(¢) = 1 pour tout # € [0, 1]. L’inégalité de Cauchy-
Schwarz (P 5.4) entraine

IAf] = Kfs fol < lfoll2 11f1l2 = [1A1l2-

Ceci, d’apres (P 1.4), montre que A est continue sur H (de norme || fy|l; = 1). Son noyau
Hj est alors un sous-espace fermé propre de H, puisque [|A|| = 1.

(2) () fi(1) = L donc f; ¢ H.
Pour toute f € E, f =2f(1)f; + h,ou h(1) =0,donc h € H.

Ceci exprime 1’égalité
E = Vect(H, f1).

Si de plus f € Ej, comme f; € Ej, la décomposition ci-dessus montre que
he HNEy = Hy, c’est-a-dire qu’on a

Ey = Vect(Hy, f1).

(1) Sur le graphe de f; nous ajoutons le graphe d’une fonction u,, qui montre le
résultat.

0,51

-0,5

flaun

u, coincide avec f; dans l'intervalle [1/n, 1 — 1/n], est représentée par les pointillés en

dehors. On a u, () — fi(t) = % si0<r< %, d’ou I’on tire :

IIf1 — unll2 = \/L—n < % Comme u, est dans Hy, fi € Ho,.
(3) Rappelons que, selon (D 5.6),
1
Hy = {g € H tels que pour toute f € Ho,fo‘ f(g(tde = 0},
et Hy est un sous-espace de H. Fixons g € Hy, et montrons que g = 0.
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2. Solutions

Les u, de (2) sont dans H, donc fol un(t)%dt =0,et

1 1
| fo fioyg@dr] = | fo (A0) = w0l < 11fi = ol lgll,

par I’inégalité de Cauchy-Schwarz (P 5.4). Ainsi

1 1
‘ f fl(t)%dt| < L||g||2 pour tout n € N*, et f fl(t)%dt =0.
0 \Vn 0

D’apres (2), I’égalité précédente prouve que I’'on a g € Ej (ol I’orthogonalité est ici
relative au produit scalaire de E).

. 1 .
Notons maintenant m = fo g(t)dt. Nous avons g — m € Ey, et puisque g € Ej :

1 1 1
(g—m.g)= fo (g0t — i = fo lg(Pdr — | fo g’ = 0.

Nous sommes donc dans les cas d’égalité de 1’inégalité de Cauchy-Schwarz, et il en
résulte que g est colinéaire a fy, ou fy = 1 est la fonction de (1) :

g = cfy avec ¢ constante.
Testant maintenant cette égalité au point 1, nous obtenons

0=g()=cfy(l)=c, doig=0.

(4) Le résultat montre la différence de comportement avec le cas d’un espace de
Hilbert. H est préhilbertien mais non de Hilbert, et on ne peut pas le reconstruire sous
la forme Hy ® Hy. On a Hy = {0}, mais Hy = Hy # H. La fonction f(t) = 1 - t, par
exemple, est dans H \ Hy.

Exercice V.2

On remarque dés maintenant que £ n’est pas complet pour la norme associée au produit
scalaire choisi. On sait qu’il est dense dans L*([a, b]).

Il est utile de représenter les fonctions sur un graphe, en les supposant réelles ; ceci guide
la démarche pour les différentes questions.

(1) (i) F. sous-espace fermé.

F. est de maniere évidente un sous-espace vectoriel. Montrons que F. est fermé en
montrant que F, = F, ou encore que

feF.= f¢F..

Sifé¢F,, ilexistet € [a,c] tel que f(t) # 0. On note 2r = |f(?)|.
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Comme f est continue, il existe J = [aj,b;] C [a, c], intervalle fermé non réduit a un
point, tel que t € J et pour tout s € J,|f(s)| > r. Alors, on a pour toute g € F, en notant
S=rby—a)*>0:

by 12 by 12
If =gl = (f If(S)—g(S)IzdS) = (f |f(s)|2ds) >6>0.
aj ay
Donc, f ¢ F., ce qui prouve ’implication ci-dessus.
(i) F;.
F* = {h € E telles que pour tout f € F,, [ f()h(D)dr = 0},

Soit G, = {h € E telles que & = O sur [c, b]}. On montre que G, = F selon les deux
étapes suivantes :

(a) SiheGe.et feF,onafh=0sur[a,b],dou(f h) = fuh(fﬁ)(t)dt =0.11
en résulte que G, C F;-.

(b) Supposons que i € F}, et définissons f € E par la formule

0 sia<t<c

f(t)={ (t—oh®)sic<t<b

On a clairement f € F,, notons qu'on a d@ ajouter le facteur ¢t — ¢ pour
garantir la continuité de f en c. Par suite :

b b b
(fih) = f FOh(dr = f FWh(ydt = f (t = Olh(r)Pdr = 0.
Mais la fonction qu’on integre est continue, positive, d’ou
(r— c)Ih(zf)I2 = 0 pour tout 7 € [c, b].

Par suite, A(¢) = 0 sur ]c, b] et par continuité h(¢f) = O sur [c, b], autrement
dit h € G,. On voit finalement que F- C G, et que FX = G..

(2) F. + F ne peut contenir que des fonctions nulles en c. Il est strictement inclus
dans E.

(3) Le « défaut » provient du caractere de E, espace non complet, qui a été remarqué
au début. F,. + F- est identique au sous-ensemble de E formé des fonctions nulles en c,
et en notant e la fonction {¢ — 1}, on a la décomposition en somme directe algébrique

E = F.® F+ + Vect(e).
En effet, f € E arbitraire peut se décomposer en

f=1f - f(o)el + [f(c)el,avec f — f(c)e € F. + F7.
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2. Solutions

Mais cette décomposition n’est pas une somme directe topologique; on sait en effet
que I’application linéaire 7 : E — E définie par T(f) = f(c)e n’est pas continue,
la preuve étant fournie par la famille de fonctions f; vérifiant f.(c) = 1, fo(t) = O si
t ¢ [c — &, c+¢€], f affine sur chacun des intervalles [c — &, c] et [c, ¢ + £] (faire le graphe).

Exercice V.3

(1) Soit f € H*. On sait (théoreme de représentation de Riesz P 5.7) qu’il existe
y € H tel que f(x) = (x,y), pour tout x € H. D’apres I’hypothese, on a (f o T)(x) =
(Tx,y) ={x,Ty),donc foT € H*; d’apres ’Ex. II.1, T est continue.

(2) (i) Egalité (T(P), Q) = (P, T(Q)).
C’est la formule d’intégration par parties pour des fonctions de classe C! :

1 1
(T(P),Q) = fo iP’ (1) O(t)dt = [iP(1)O(1)]} — fo iP(t)Q (Hdt

1
= f P@®)iQ'(ndt = (P, T(Q)),
0
en tenant compte des conditions P(0) = P(1) = 0.

(i1) T non continu.
11 suffit de mettre en évidence une suite (P,),cn+ telle que la suite a, = ||P;||(||Pn||)‘1 ne
soit pas bornée. Pour que P, soitnulen t = O et f = 1, on choisit P,(t) = *(1 —¢). On a
alors :

1
| 2 1
Pl*= | M -2t+ 1)dt = - +
1P fo ( M= 53 e T
2 1
= ~ TR td PVl ~ .
Gnr Den+2)@ns3) ~ an ctdoneliball ~ =

D’autre part, notant e,,(t) = ", ona P, = nP,_; — e,, d’ ol

1 1 1\ 1
Pl ~ (— - —)—.
Van+ 1 "2 2 e

On a donc a,, > cn, ou ¢ est une constante > 0, et (a,) n’est pas bornée. T : H — K est
formellement auto-adjoint, mais n’est pas continu, comme en (1). Cela tient au caractere
non-complet des espaces H, K en jeu, méme si la situation n’est pas tout a fait la méme,
car il y a deux espaces ici, H et K. Mais par exemple en prenant pour H 1’espace préhil-
bertien des fonctions C* sur [0, 1] et nulles au voisinage de 0 et 1 avec le méme produit
scalaire

P11 > llenll = nll Pyl =

1
fog) = fo Fog@dr

etT : H— H défini par T(f) = if’, on aurait un opérateur auto-adjoint non-continu de
H dans lui-méme.
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Exercice V.4
(1) (1) M et N fermés =.

Comme M @ N est inclus dans un espace de Hilbert, montrer qu’il est fermé équivaut a
montrer qu’il est complet.

Soit donc (x,, = y, + Zu> Yn € M, 2, € N)pen- une suite de Cauchy de M @ N.
M et N sont orthogonaux, donc d’apres (P 5.1), on a

2 2 2
Pour tous p,n € N*, [|x, — x, I = lly, = ypllI” + llza — 2,lI" V9)
Il'en résulte que pour tous p,n € N*, ||y, —y,|l < |lx,— x| ainsi que ||z, —z,|l < [lx,—x,l .

Ceci entraine que les deux suites (y,)qen €t (Z,)nen+ sont de Cauchy dans M et N, donc
elles sont convergentes respectivement vers y € M et z € N.

Soit x = y + z, c’est un élément de M @ N et, en faisant tendre p vers I’infini dans (V.9),
on obtient ||x — x,|*> = |ly — y,lI> + ||z = z4l*, donc x = lim, . X,. M & N est complet dans
H donc fermé.

(i) M & N fermé =.

On considere une suite de Cauchy arbitraire (y,),cn+ dans M ; on cherche a montrer
qu’elle est convergente dans M.

La suite (x, = y, + 0 = y,)ue+ st convergente dans M @ N donc convergente vers un
élément x = y + z. Par orthogonalité, on a :

lIx = xul? = lly = yall® + lIz]1> et lim, e ||x — X,|| = 0. Il en résulte que
z=0 et }Lrgolly —yall = 0.
Ceci montre que M est complet, et donc fermé. De méme, N est fermé.
(2) Les sous-espaces E et F donnés dans H ne sont plus orthogonaux I’un a 1’autre ;

on ne peut donc pas appliquer (1).
Ecriture de E et F. Le systeme (ep,, n > 1) est orthonormé donc un élément y arbitraire

de E s’écrit
2
y= Z Yn€an, Yn € C, Z [Ynl™ < oo.
n=1 n=1

Le systeme (e, + %eznﬂ, n > 1) est orthogonal et ||ey, + %eznﬂ =1+ n—lz est majoré par
2 et minoré par 1, donc un élément z arbitraire de F' s’écrit

(o]

1 (o]
7= Zzn (ezn + ~emn ) 2 €C, Z |z, < oo.

n=1 n=1

(1) Soit x € EN F, c’est un y et un z selon I’écriture précédente ; comme le
systeme (e,,n > 1) est une base orthonormée de H, on identifie y et z par I’égalité de
leurs composantes : pour tout nn, y,, = z, et 0 = =

Ceci montre que x = 0. On a £ N F = {0}.
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2. Solutions

(i1) ezpe1 = nley, + %€2n+]) — ney,, donc pour tout n, e, € E + F; le sous-espace
vectoriel E + F de H est donc dense dans H. Pour montrer qu’il est non fermé, il suffit
alors de prouver I’existence d’un vecteur x ¢ E + F. Soit pour cela x = )7, %eznﬂ.
L’écriture de x sous la forme x = y + z € E + F imposerait

1 1
Pour tout n, y, = —z, et — = —z,, donc pour tout n, z, = 1.
n o n

e8]

Ceci contredit la propriété ;> |z,|> < co, etdonc x ¢ E + F.

Voici une solution alternative : si £ + F est fermé, le théoreme d’isomorphisme de
Banach (P 2.16), appliqué a I'opérateur somme 7" : E X F — E + F défini par
T(e, f) = e + f montre I’existence d’une constante ¢ > 0 telle que

lle + fIl = ¢ max(|lell, || f]), pourtouse € E, f € F.

En testant cette inégalité sur les vecteurs e = ey, f = —ea, — $€2n+1, on obtient % >c
pour tout n € N*, ce qui est absurde.

Exercice V.5

On note G = C([0, 1]), muni de || ||. On note F, pour F' vu comme sous-espace normé
de G et F, pour F' vu comme sous-espace normé de E.

(1) (i) F fermé dans E.

Soit I’application A : {G — E, f — f}. A est linéaire et continue puisque

1
IR = fo FORdE < IR

L’espace vectoriel A(F) coincide avec I’espace vectoriel F donc I’hypotheése exprime
que A(F) est fermé dans E. Alors F est fermé dans G, comme préimage d’un fermé par
une application continue.

(ii) Inégalités de normes.

Soit Blarestrictionde A a F, B : {F«,— A(F«), f — f}, B est une application linéaire
continue. (1) montre sa continuité et la validité de

lf1l2 < lIfllo pour f € F.

Le théoreme d’isomorphisme de Banach (P 2.16) fournit I’autre inégalité, en effet, F,
et F, sont des espaces de Banach ; B est une application linéaire continue entre ces deux
espaces, son inverse est alors continue.

La continuité de I’inverse B~! se traduit par I’existence d’une constante a telle que :

Pour tout f € F,[|fl| < a|IBf|l, ¢’est-a-dire || fllw < allfll2. (V.10
(2) La donnée est valable si la dimension de F' est supérieure ou égale a n.
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(i) (a) Egalité.
L’égalité (V.3) est I’identité de Parseval pour le vecteur 4, f; + ... + A, f, en utilisant la

base orthonormée (fi, ..., f,) de Vect(fi, ..., f,); le carré de la norme est la somme des
carrés des composantes (P 5.11).

(b) Inégalité.
Pour f = A, f1 + ...+ A,.f,, on écrit la derniere inégalité de (V.2).

[[fllee = sup(] Z;?:l Aifil st € [0,1]), et ||fl2 est fourni par (V.3). L’inégalité (V.4) est
donc vraie.

(i1) Pour utiliser I’inégalité précédente de facon optimale, on choisit, pour tout
Jj=1,...,n,4; = fj(t). On obtient (V.5).

(iii) (a), (b) Inégalité et F de dimension finie.

(V.5) peut étre récrite sous la forme
AP + ... +1fu(0F <a?, Yre[0,1]. (V.11)

Alors, en intégrant les deux membres de (V.11) sur [0, 1] et en tenant compte du fait que
chaque f; est normé dans E, on obtient

n < a?, puis dimF < o> (V.12)

Exercice V.6

(1) Le second membre de I'identité demandée vaut

A'BB ' —AT'AB = A7 - B,

(2)Soit T, = A;l. La suite (7,) est de Cauchy dans £(H) car on a d’apres la question
précédente :

1T, = Tyll = ITp(Ag = AT Il < IT,IHIA, = Al IT,ll < CPlIA, = Al

Donc, T,, —» T,avec T € L(H), etle passage a la limite dans la relation A, T, = T,A, =1
donne AT = TA = I, montrant que A € Getque A~ =T.

(3) Soit (4,,) une suite de points de F convergeant vers A € D. Il existe r > 0 tel que
inf,>1(1 —[4,]) > r. Soitalors A, = T — 4,/ ; je dis que

1
14 l<C=-.
-

En effet, si x € H, le caractere isométrique de 7 donne :

ARXI = 1Tx = Apxll 2 1T x| = || llxll = (1 = [2Dlxll = rllxll,
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2. Solutions

d’oti I’inégalité annoncée, en changeant x en A,'x. D’aprés la question (2), on a
T—-Al €@, soit A € F. La fin est facile par un argument de connexité : 1’ensemble
E c D estnon-vide car 0 € E, T étant non-surjective. Il est fermé dans D puisque c’est
la trace sur D du fermé o (7). 1l est ouvert dans D puisqu’on vient de voir que son com-
plémentaire F est fermé dans D. Et puisque D est connexe, on a bien £ = D, puis par
densité o(T) D D, et finalement o-(T') = D, I’inclusion inverse étant évidente.

(4) 11 suffit de remarquer que, r désignant le rayon spectral :
o(T = Al) = o(T) — A = D(~=4, 1) ¥ K, puis que

L+ =TI+ A > 1T = Al > (T = Al) =supul=1+]41].
HEK

Plus généralement, si U est unitaire, on a
IT - AU = |U'T = Al = 1 + 4],
puisque U~!T est une isométrie non-surjective.

Exercice V.7

(1) On procede par récurrence sur N. Le cas N = 1 est évident. Pour passer de N
a N + 1, on écrit, avec une signification évidente des ), et en utilisant I’identité du
parallélogramme et I’hypothese de récurrence :

1
2
AT Z llewxr + ...+ enrrxnll

_ L (Bllerx + .+ eyay + vl + Sllerx + .+ enxy = xvaill?
2N 2
N+1

N
1
2 2 2 2 2
= 3w 2 (lerm + .+ el + o )=(Z||xn|| ]+||xN+1|| = > P,
n=1 n=1

(2) 11 résulte de I’hypothese que

N
Il Z x|l < 2C, pour tous g, = =1, pour tout N. (V.13)

n=1
En effet, posant pour A partie finie de N*, § 4 = }),c4 X, €t notant
I'=(n<N;g, =1}, I ={n<N;g =-1},
ona

N
IIanxnll =S =S < IS+ 1S -1l < 2C.

n=1
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En élevant au carré ’inégalité (V.13) et en faisant la moyenne sur les 2V choix de signes
possibles, on obtient d’apres I'identité du parallélogramme généralisée :

N
DIl < 4c?,
n=1

ce qui termine la démonstration, puisque N est arbitraire.

Exercice V.8
(1) Comme B(z,7) = {w € C;|lw—z < r} C Q, f(w) peut étre écrite sous forme de

. . _— (n)
série entiere en w—z dans B(z,r) : f(w) = Y15 %

(w—2)". La série est uniformément
convergente sur B(z, r).
Dans I’écriture de I'intégrale fm f(w)dA(w), on peut alors utiliser cette expression de

f(w) et échanger les signes ), et f . Ainsi

+00 1
| fwdiw) = Y — ") f (w = 2" dA(w).
n=0 "

B(z,r) B(z,r)

L’intégrale se calcule en coordonnées polaires :

27 r
f (w - 2)"dA(w) = f f p" exp(ind)pdpdd
B(z,r) 0 0

2 r
= f exp(ind)do f " dp.
0 0

L’intégrale en @ est nulle sauf pour n = 0, donc il reste le terme en f(z) qui est 271% f@.
On obtient I’égalité proposée.

(2) Soit z € Q avec d(z,©Q°) > r. Alors, B(z,r) C £ et on peut appliquer
(1). Mais fm fdA peut étre interprétée comme produit scalaire, dans £%(Q), des

fonctions f, restriction de f a B(z,r) et ey, fonction caractéristique de B(z,r). Ainsi
| ey £ <1171 lleolls < 117IGrr2)"” par Cauchy-Schwarz, done

1
Pour toute f € Ho,d(z, 2°) > r = |f ()| £ —=IIfll.
rm

\/—

(3) Hp muni du produit scalaire de £*() est un espace préhilbertien. Il reste a
montrer qu’il est complet.

Soit donc (f;,),en+ une suite de Cauchy de Hy. Il résulte de (2) que

. 1
Pour tous p,g e N etz e Q, d(z, Q) >r = |fp(z) - fq(Z)l < —”fp - fq”2-
rNm

\/_
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2. Solutions

Soit alors K un compact de Q. Il existe r > 0 tel que K C {z ;d(z, ©2°) > r} et I'inégalité
précédente montre que (f;,)qen+ Vérifie le critere de Cauchy de convergence uniforme
sur K, donc converge uniformément sur K. D’apres le théoreme de Weierstrass, il existe
f € H(Q) telle que f, — f uniformément sur tout compact de €, a fortiori simplement
sur ©. Reste a montrer deux choses :

1. f € Hyp.
Pour chaque € > 0, il existe un entier N(¢) tel que

g > N&) = fQ o) — Fy(@)PdAw) < &

Laissons p > N(e) fixe dans cette inégalité, faisons tendre g vers +oo et utilisons
ce qui précede et le lemme de Fatou pour obtenir :

| th = ki <tim,_.. [ 17,0 - fiwfdiw < e

Cela montre que f, — f € Ho, qui est un espace vectoriel, et donc que f € Ho.
2. fu — fdans Hg.
Maintenant qu’on sait que f € Hg, I’inégalité précédente se lit :
pzNe =Ilf,-fl<e
Ceci acheve la démonstration.

(4) (i) 6, linéaire et continue.

0, est évidemment linéaire. Si r > 0 est tel que B(z,r) C Q, alors d’apres (2),
[0.(N =1fI < ﬁ“f“z, donc ¢, est continue et sa norme est majorée par ﬁ

(ii) Existence de K.

Le théoreme de Riesz (P 5.7) identifie toute forme linéaire continue sur un espace de
Hilbert a un produit scalaire. Il existe donc K, € H (unique) telle que

Pour toute f € Ho, f(z) = (f, K.) = f fK.dA. (V.14)
Q

(5) (1) Il s’agit de comparer K,(w) et K,(z) en utilisant 1’équation (V.14). Or, sous-
entendant I’indice ©, nous avons la symétrie hermitienne :

K(w,z) = Kz(w) = <Kza K,) = (Ky, Kz> = K,(2) = K(z, w).

(i) identifions, pour z € Q fixé, K, par son écriture comme élément de Hgp sur
la base orthonormée (e,). Nous savons que K, = Z;’:E)(KZ, enyen, et il n’y a plus qu’a
remarquer que

<KZ’ en) = {en, Kz) = e,(2).
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(6) (i) Pour tous n, p € N, en notant a,, = ,/"”Ll, ona

T

soit (en,ep>:Osin;tp;<en,en>:a2 =1.

"n+1

Le systeme (e,, n € N) est donc orthonormal dans Hp. Pour montrer que c’est une base
orthonormale, désignons par V I’espace vectoriel fermé qu’il engendre, et rappelons le
fait tres utile (cf. P 5.11) suivant, pour f € Hp FIXEE :

fFeVeIfiP =) K el (V.15)
n=0

(Autrement dit, f est dans V si et seulement si on a égalité pour f dans I’inégalité de
Bessel générale Y2 (g, ex)* < llgl®).

Soit ici f(z) = X~ fu<" € Hp. Calculons la norme de f en coordonnées polaires en
utilisant la relation de Parseval (P 5.11) sur le cercle, et Beppo Levi :

1 27 1 2
IfI1* = f f |f(re")*rdrdt = f r( f If(re”)lzdt)dr
0 0 0 0
1 o0 o0 1
:fo r(2n;)|fn|2r2"]dr:2ﬂ;)fo‘ P ar
- Z Il (V.16)

Par polarisation, on voit que si f,g € Hp :

f@) = anz 9(@) = Zgnz = ({fig) = Z%fy@.

n=0
En particulier (et cela redonne au passage le début de la question 6)), puisque

en(2) = ,/ﬂz" ona

(fren) =

1 Vs
= Nt

+1

En élevant au carré, ajoutant et utilisant (V.16), on obtient (V.15), et donc f € V. Comme
[ est arbitraire dans Hp, on a Hp = V, et (e,) est bien une base orthonormée de Hp.

(i) Kp(w,2) = 355 en@enw) = 1% =L zw)".
On pose u = zZw, g(u) Kp(w,z); (n+ l)u = 4ym+1 donc
Kpw,2) = gu) = 14 Loy utl = ,,du(l —-1)= %(1 —u)? = %(1 —zZw)2
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2. Solutions

Exercice V.9

Dans I’égalité a étudier, I’intégrale s’interpréte comme un produit scalaire.

Notons f, la fonction caractéristique de [a, x], et V 1’espace vectoriel fermé engendré
X P .z 7 9 2 .
par les (e,,n € N*). Alors fa e (Ndt = {e,, fy), et I’égalité proposée s’écrit :

+00
Pour tout x € [a, b, ), [ens £ = AP

n=1

Ceci exprime (comme on vient de le voir dans (V.15) de I’exercice précédent!)
que pour tout x € [a, b], f, € V. Alors, par différence, I’ensemble M des fonctions carac-
téristiques d’intervalles est dans V. On sait que I’adhérence de M dans H est identique
a H. Ainsi V = H. Et la réciproque (Parseval toujours vrai sur une base orthonormée)
est triviale.

Exercice V.10
(1) Supposons que Tx = x. Si x = 0, alors T*x = x; si x # 0,
(T*x,x) = x, Tx)y = <x, x) < [T x| Ixl] < llx]| {xl] = <x, x) 5

on est dans les cas d’égalité de I’inégalité de Cauchy-Schwarz, et par (P 5.4), T*x = cx
est colinéaire a x; en reportant dans 1’égalité précédente (T x, x) = (x, x), on obtient
cllxl?> = ||x||?, ot ¢ = 1 et T*x = x. Une variante consiste a développer ||T*x — x|[%, ce
qui donne le calcul suivant :

T x — 2 = 1T X + [1xl? = 2R(Tx, x) = [IT*x|* + [Ixl[* — 2R(x, Tx)

= IT* 5P + 11X = 211x* = 1T« = [Ixdll* < 0,
en utilisant le fait que |77 = ||T|| < 1.D’ou T"x — x = 0.
(2) Comme ||T*|| = ||IT|| < 1 et T* = T, en appliquant (1) & T*, on obtient
T'x=x=T"x=x=Tx = x,
ce qui joint a (1) donne le résultat.

(3) On a bien sir ker(/ — T*) = ker(/ — T)*, d’ou ker(/ — T)) = ker(/ — T)*. Alors, on
ad’apres (P 4.3) :

H=ker(I - T) & Im{I - T) = ker( = T) & Im(I — T).

Remarque : La décomposition de cet exercice donne une preuve du théoreme ergo-
dique en norme de von Neumann pour une contraction sur un espace de Hilbert, a sa-
VOIr :

«Soit T € L(H) une contraction (||T|| < 1), M,, = %(l+ T+...+T""), et Plaprojection
orthogonale sur ker(/—T). Alors, My — P en SOT-topologie ». (Cf. D9.11 et cf. Ex. V.13
pour une autre application).

121



Chapitre V « Espace de Hilbert

Exercice V.11
(1) SiT = PUP~',ona T" = PU"P~! pour tout n € Z, d’ou

IT"L< IPI U HIE~ M = 1IPIIP = C.

(2) () pour x,y € H et n € Z, posons g, ,(n) = (T"x, T"y). Nous avons
|9y (| < IT" X IT"yll < C?|lxll llyll, donc g,y € F = £2(Z).
Posons alors
x|y = M(gx,y)'

II est clair que (| ) est un produit scalaire sur H, car g,, dépend linéairement de x,
antilinéairement de y, M est linéaire et de plus, via la positivité de M :

gux(n) = IT"xI* > C2||x|%, d’oltt M(g,) > C2|Ix|I* et [x] = C ||

ainsi que, de la méme fagon, [x] < C||x]|.

Lanorme [ ] sur H est préhilbertienne et équivalente a la norme hilbertienne || ||. Cette
nouvelle norme est donc elle-mé&me hilbertienne sur H.

(i1) Par définition, nous avons, avec les notations de I’Ex. II1.2 :
[Tx1 = M(garn) = M(T1(9:.2)) = M(gs) = [,
ol nous avons utilisé de fagon cruciale I’invariance de M par la translation 7.

(iii) Les espaces de Hilbert H et K sont isomorphes. Par suite, ils ont la méme
dimension hilbertienne, ce qui veut dire qu’on peut trouver un ensemble d’indices 7 et
des bases hilbertiennes (e;);es, (fi)ie; de H et K respectivement, indexées par ce méme
ensemble d’indices /. Il n’y a plus qu’a définir

p(z ] =Y s 3l < oo
i€l i€l i€l
pour obtenir I’isométrie surjective cherchée P : H — K.

(iv) On remarque d’abord que U est une bijection linéaire de H sur lui-méme,
comme composée de trois bijections linéaires. Ensuite, on a d’apres les questions précé-
dentes :

|Ux|| = [|[P~'TPxl| = [TPx] = [Px] = |Ill,

ce qui montre que U : H — H est une isométrie. Comme on sait déja que U est surjec-
tive, U : H — H est unitaire et T = PUP~!, CQFD. o
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2. Solutions

Exercice V.12

(1) N, prototype de bloc de Jordan, vérifie de facon évidente (regarder I'image des
vecteurs de base)
N1 #0et N =0.

Supposons N = Q?, alors Q a toutes ses valeurs propres nulles, donc il vérifie 9¢ = 0
par le théoréme de Cayley-Hamilton. Distinguons deux cas :
1. d = 2p est pair. Alors, N” = Q* = Q¢ = 0, ce qui contredit N~ # 0.

2.d = 2p + 1 est impair. Alors, N**!' = Q%2 = Q%! = 0, alors que
p+1<2p+1=dcard>2.Onade nouveau une contradiction.

) Ecrivons T = D + N. Si T est inversible, D aussi, car il a les mémes valeurs
propres que 7', et I’on peut écrire

T =D+ M)avecM =D 'N nilpotentet MD = DM.

Soit maintenant (u;) une base de diagonalisation de D : D(u;) = Aju;. Soit u; des
complexes tels que A; = e et 4 € L(C?) défini par A(u;) = pu; pour 1 < j < n.
A = P{(D) est un polyndéme en D et ¢/ = D. Si maintenant

N EDE ey
log(1 +x) = > 2 D V.17)
k=1 k=1

est le développement en série du logarithme népérien au voisinage de 1, on pose
R=>" M. (V.18)
k=1

Cette formule a un sens, car vu la nilpotence de M la série dans (V.18) est un polynérr}e
en M : R = Py(M). De plus, ona ef = I+ M d’aprés (V.17). Posons L = A+Ret Q = e?,
nous avons en utilisant la commutation de D et M :

RA = Py(M)P(D) = P{(D)P,(M) = 4R.
Il en résulte que e’ = ¢?eR = D(I + M) = T. Et a fortiori Q> = ¢- = T.

(3) (i) On raisonne comme dans I’Ex. V.8 : si f € H, f aun développement de Laurent
f(2) = X,ez cnZ" dans la couronne Q. Quand on calcule

AP = f fQ |f@PdAz)

en coordonnées polaires en utilisant la relation de Parseval du cercle, on obtient

AP = D leaPllwall? = > KF el

nez nez
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on est dans les cas d’égalité de la relation de Parseval et donc f est dans 1’adhérence
de Vect(e,), ces derniers formant clairement une suite orthonormée. D’ou le résultat
demandé.

(i1) C’est évident sur I’expression de la norme, puisque z € Q = a < |z] < b ce

qui donne
f fg lzf ()PP dA(z) < b f fg If@IPdAz) = b fIP

a®|IfII>. Tl est également évident que T est inversible et que

I7 17

et de méme ||Tf|

T-'f(2) = 1 f(2).

[\

(iii) On a QT = TQ = Q3. On procéde ensuite par récurrence sur n. La relation
Q(u,) = ¢u, est vraie par définition de ¢ pour n = 0. Si elle est vraie pour 7, utilisant le
fait que T'(u,) = u,+1 par définition de 7' (qui n’est rien d’autre qu’un shift pondéré), et
la commutation, nous obtenons

Qups1) = QT () = T(Qup)) = T(putp) = upity = Qi1

d’ou la relation demandée pour les indices positifs, et on fait de méme un récurrence
descendante pour les entiers négatifs, en utilisant la commutation de Q avec T~!. Par
linéarité, on a Q(f) = ¢f lorsque f € V, I’espace vectoriel engendré par les u,. Soit
ensuite / € H quelconque, et f; = X,<;{/f>en)en € V. On sait que, quand j — oo, f;
converge vers [ dans H, et aussi uniformément sur tout compact de Q (en abrégé dans
H(Q)), et’on a O(f;) = ¢f;. Le premier membre converge vers Q(f) dans H puisque
Q € L(H). A fortiori, il converge vers Q(f) dans H(Q) et de méme, le second membre
converge vers ¢ f dans H(€2). Par unicité de la limite dans H(£2), on obtient

O(f) = ¢f Vf € Hpuis Q*(f) = *f = Tf = uf, Vf € H.

Prenant f = 1 dans cette identité, nous obtenons ¢® = u. Mais si une telle racine carrée
holomorphe ¢ de u existait sur £, en dérivant nous aurions

11,16
itz 2im ¢(z)

Vz e Q

et en intégrant les deux membres de cette relation sur le cercle {|z| = 7} aveca < r < b,
nous obtiendrions
1 ¢'(z
122 f Lé@, 5
|zl=r 2in ‘10(2)

avec p entier, d’apres les propriétés de I’indice. Ce qui est évidemment absurde ! Nous
renvoyons au dernier chapitre (chapitre 10) pour une étude approfondie des éléments
inversibles d’une algébre de Banach, en particulier de la C*-algébre L(H).
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2. Solutions

Exercice V.13

(1) Par développement des deux membres, 1’inégalité a démontrer équivaut a
| Ax|* < (Ax, x) Vx € H.

Or, puisque A est une contraction positive (0 < A < ), cette inégalité n’est autre que
I’inégalité (VI.2) de I'Ex. VL.6.

(2) (1) On écrity = x — A ...A,x comme somme télescopique :

r—1
y=x—-Ax)+ ) (Args1-- - Ax—Ar...Arx)
k=1

d’ou par I'inégalité triangulaire, 1’inégalité de Cauchy-Schwarz, la question (1) pour les
contractions positives A,_; et un nouveau télescopage :

r—1
P < (e = Arxll + ) 111 - Arx = A A’
k=1

r—1
< Pl = AP + ) 1Akt - Arx = Arg . Anx]?)
k=1

r—1
< PP = AP + ) A1 - AP = 1A, Anxl)
k=1
= r(xl = A1 ... AxdlP) = r(IXP = 11T 1P).
Ensuite, si ||x,]| < C et si ||x,|| = ||T x,|| = 0, on a d’apres (V.7) :

12, = Toxall® < r(lxall> = 1T xll?) = #(lxall = 1T XDl + 1T 201
< 2rC(l|xall = 1T xal1),
ce qui donne (V.8).
(i1) C’est évident : si x € N, on a T"x = x = Px pour tout entier n > 0.
(i) Six = a— Ta € Im(I - T), on a T"x = T"a — T"*'a < x, — Tx,. Mais,

puisque T est une contraction comme produit de contractions, la suite (||x,||) = (||7"all)
est décroissante, donc converge vers une limite /, si bien que

llxall = 1T Xl = Xl = X1 ]l = £ = 1= 0.

La relation (V.8) implique alors que 7"x = x,, — Tx, — 0 = Px, comme on I’a vu dans
I’Ex. V.10. Comme il est clair que {x ; T"x — 0} est fermé si ||T'|| < 1, cette relation vaut
encore pour x dans 1’adhérence de Im(/ — 7).
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(iv) D’apres la décomposition orthogonale obtenue dans I’Ex. V.10 pour une
contraction, on a le premier résultat. Ensuite, on procede par récurrence sur r a partir
de (1). Par exemple, si r = 2, on a puisque A; et A, sont des contractions :

Tx =x= ||A1Ax]| = |lxl| = ||A2x]| = [|x]| = Asx = x
= ||A1x]| = [lx]| = A1x = x,

ce qui donne 1’égalité voulue N = ﬂ;zl ker(A; — 1.

(4) Les P; sont des contractions positives, on peut donc leur appliquer ce qui précede.
Etker(P; — I) = Ej, donc ici N = (1_; E;. On voit donc que 7" converge en topologie
forte vers Py, la projection orthogonale sur I'intersection des £;. Un dessin dans le plan,
quand r = 2, Ey, E; sont deux droites sécantes en 0, et N = {0}, donne une idée claire de
la situation.
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OPERATEURS
CONTINUS ENTRE
ESPACES DE HILBERT

BD EnoncEs
Exercice VI.1

Soit H un espace de Hilbert complexe et A € L(H).

(1) Montrer que Yx,y € H, on a la « formule de polarisation » (¢f. P 5.3) :
(Ax,y) =
%[(A(x +y),x+y) —(Alx - y), x — y) + KA(x + iy), x + iy) — {A(x — iy), x — iy)].
(2) En déduire que si Vx € H,(Ax, x) = 0, alors A = 0.
(3) Montrer que (Ax, x) € R Vx € H si et seulement si A = A™.
(4) Soit A € L(H) tel que A = A*, montrer que 0(A)) C R (¢f. P 6.9).
(5) Montrer que si Yx € H,{(Ax, x) > 0, alors 0(A)) C R* (cf. P 6.10).

Exercice VI.2
Soit H un espace de Hilbert complexe et A € L(H).

(1) Montrer que A = T + iS avec T, S auto-adjoints si et seulement si 7 = %(A + A")
etS = 1(A-A")(D6.2).

(2) Montrer que A est normal si et seulement si 7S = ST (D 6.3).

(3) Supposons A normal. Montrer que A est inversible si et seulement si 72 + S? est
inversible. On justifiera 1’égalité A~! = A*(T? + S%)7L.

Exercice VI.3
Soit H un espace de Hilbert complexe et T € L(H).
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(1) Montrer que si x # 0, alors x est un vecteur propre de T si et seulement si
KT 2x, ) = {[Tx]] lxll.

(2) En déduire que T admet une valeur propre u avec |u| = ||| si et seulement si
dx e Htel que x| = 1 et KTx,x)| = ||T]|.

(3) Soit (@ )pen+ une suite numérique. Montrer que

si[Va > 1,a, > 0, et 3,5 ozﬁ = 1] alors on a },5; @,@p1 < 1. (On pourra par
exemple utiliser (2) avec H = 2 et T donnée par T(x|, X2,...) = (X2, X3,...).)

Exercice V1.4
Soit H = L*[0,1] et T : H — H définie par
Tf(x) = fo (x - )0y,

(1) Montrer que ||T|| < 1 et que pour n > 1,

X _ 2n-1
e = [ S o

(2) Résoudre I’équation intégrale, avec g € H donnée et f € H I’inconnue :

£ = g0 + fo (= Df (0t

Exercice VL.5 : Rayon numérique
Soit H un espace de Hilbert complexe et T € L(H). Soit

T
W(T) = {'< SOl < 1,0 # iyl < 1}.
el

(1) Montrer que
Tl = sup W(T).

(2) Pour T € L(H), notons (rayon numérique de 7T') :
w(T) = sup{KT'x, x)| ; [lx|l = 1}.

(a) Montrer que 3||T|| < w(T) < [T
(b) Montrer que w(T?) < w(T)?.
(c) Supposons que T est normal. Montrer que ||T|| = w(T).

Exercice VI.6

Soit H un espace de Hilbert complexe.

(1) Soit B € L(H) un élément positif (¢f. D 6.6).
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1. Enoncés

(i) Montrer que

Vx,y € H,|(Bx,y)I* < (Bx, x) (By,y). (VL.1)

(i1)) En déduire que
Vx € H,||Bx||> < (Bx, x) ||B||. (V1.2)

(ii1) Soit C = ||B||l — B. Montrer qu’il existe une suite normée (y,).en- telle que
lim,, o [|Cy,|l = O et que 0 € oo(C) (D 10.4).

(2) Soit A € L(H) auto-adjoint. On note
a = inf{{Ax, x) ; ||x]| = 1} et b = sup{(Ax, x) ; ||x]] = 1}.

(i) Montrer que a et b sont dans le spectre de A.
(ii) Etablir I'inclusion
o(A) C [a,b].
(3) Soit A, B € L(H) deux opérateurs positifs (D 6.6).

Soit la suite d’opérateurs définie par
Al = ”A”_]A’ AVl+1 = AVl _Aﬁ’ n= 1’2’ e

(a) Montrer par récurrence que 0 < A, < I.
(b) Montrer que si AB = BA, alors AB est positif.

Exercice VI.7 : Suites croissantes majorées

Soit H un espace de Hilbert complexe et A, B € L(H) auto-adjoints. On dira que A < B
siB-A>0.

Soit (A,)y>1 € L(H) une suite d’opérateurs auto-adjoints et B € L(H) auto-adjoint.
Supposonsque 0 < A; <A, <...<B.

(1) Montrer que pour tout x € H etn,m € N*, on a :

Vx € H, ||Ax — Apxl? < [(Aux, X) — (Ayx, )| |BIl.

(2) En déduire qu’il existe un opérateur auto-adjoint A € L(H) tel que A < B et pour
tout x € H, lim,, A, x = Ax.

(3) Montrer par un exemple que la convergence dans (2) peut ne pas étre uniforme.

Exercice VI.8

Soit H un espace de Hilbert complexe et T € L(H) positif. Le but de I’exercice est de
démontrer que T admet une racine carrée positive unique (c’est-a-dire, B> = T et
B > 0).
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Sans perte de généralité, on peut supposer que de plus 7 est une contraction, c’est-a-
dire ||T]] < 1, ouencore 0 < T < I. On pose aussi S = I — T. Soit (A,).0 € L(H) la
suite définie par

1
Ay =0, Ay = 5(S +AY), n=0,1,...

(1) i) Montrerque 0 < § < 1.
(i) Montrer que S” > 0O pour tout entier n > 0.

(2) Montrer que les A, ainsi que les A, —A, -1, sont des polyndmes en S a coeflicients
positifs.

(3) Montrer que pour tout n > 0, A, est positif et commute avec 7.

(4) Montrer que pour tout n, A, < 1.

(5) Montrer que pour tout nn, A, < A,41.

(6) En déduire qu’il existe A € L(H),0 < A < I, vérifiantsionpose B=1-A>0:

Vx e H, A,x — Ax, etdeplus 24 =S + A%, TA=AT et B> =T, BT = TB.

(7) Montrer que B est unique.

Exercice VI.9
Soit H un espace de Hilbert complexe et T € L£(H) un opérateur normal. On définit

F={xeH; ||A%]| <|x||, ¥n > 0}.

(1) Montrer que I’on a aussi

F={xeH; (|A"x|]),=0 est bornée}.

(2) En déduire que F est un sous-espace vectoriel qui vérifie (¢f. D 4.9) :
VS €{A}, S(F)CF.
Exercice VI.10 : Sous-espaces réduisants
H est un espace de Hilbert complexe, et T € L(H) un opérateur normal.

(1) Montrer que tout espace propre de 7 est orthogonalement réduisant pour T
(cf. D 6.10).

(2) On suppose que H est de dimension finie.

(1) Soient {(4;, H;,i = 1,..., p)} les couples (valeur propre, espace propre) de 7.
Montrer que H = &@*(H;,i=1,...,p).
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(i) Soit x = (x1,...,Xp),avec x; € H;, un vecteur arbitraire de H. Montrer que
chaque vecteur (0,0, ...,x;,0,...,0),j = 1,..., p, est dans tout sous-espace
invariant par 7 contenant x.

(iii)) En déduire que tout sous-espace invariant par 7" est orthogonalement réduisant
pour T (ou encore est aussi invariant par T*).

(3) Montrer a I’aide d’un exemple que, si H n’est pas de dimension finie, il peut exister
des sous-espaces invariants non orthogonalement réduisants. On pourra utiliser I’espace
£%(Z) formé des suites u = (..., Up,...,up,...) ;n € Z, muni de la base orthonormée
(ep)pez, dont seul le terme de rang p est non nul et vaut 1, et I’opérateur (shift bilatéral)
S qui transforme e, en €.

Exercice VI.11 : Isométries partielles
Soit H un espace de Hilbert complexe et T € L(H). On dira que T est une isométrie
partielle si, Yx € Ker(T)*, ||Tx|| = ||x|l.

(1) Montrer que si 7' est une isométrie partielle, alors I’'image de T est fermée.

(2) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes (cf. D 6.5) :
(a) T estune isométrie partielle ;
(b) TT*T =T
(c) TT* est une projection orthogonale ;

(d) T*T est une projection orthogonale.

Exercice VI.12

Soit H un espace de Hilbert complexe et T € L(H). On dira que T admet un inverse
généralisé s’il existe S € L(H) tel que TST =T et STS =S.

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) T estune isométrie partielle ;

(b) T est une contraction et admet un inverse généralisé qui est une contraction.

Exercice VI.13 : Décomposition polaire

Soit H un espace de Hilbert complexe et T € L(H). On désignera par |T| = (T*T)"? la
racine carrée positive de I’opérateur positif 7T (c¢f. D 6.8).

(1) (a) Montrer que pour tout x € H,

T x|l = {1 1T]x|. (V1.3)

(b) En déduire que (¢f: D 5.6) :

ker(T)* = ker(|T)* = Im(|T)).
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(2) Soit Vy : Im(|T'|) — Im(T") définie par
Vo(IT|x) = Tx pour tout x € H.
Montrer que Vj est bien définie et qu’on peut I’étendre en une isométrie
V : ker(T)* — Im(T).

(3) « Décomposition polaire ». Montrer que 7 = W|T|, avec W une isométrie par-
tielle.

(4) « Unicité de la décomposition polaire ». Montrer que si T = UP avec P > 0 et
U isométrie partielle avec ker(U) = ker(P), alors P = |T|etU = W.

(5) « Décomposition polaire maximale ». Montrer que 7 = W|T|, avec W une iso-
métrie ou co-isométrie (W est dite co-isométrie si W* est une isométrie).

Exercice VI.14 : Densité des semi-inversibles
Soit H un espace de Hilbert séparable, complexe et T € L(H).

(1) (a) Montrer que T est injectif a image fermée si et seulement si il existe S € L(H)
telque ST = 1.

(b) Montrer que T est surjectif si et seulement si il existe S € L(H)telque TS = I.

(2) Montrer que I’ensemble des opérateurs inversibles a droite ou a gauche est dense
dans L(H).

(On pourra utiliser la décomposition polaire maximale).

(3) Montrer que I’ensemble des opérateurs inversibles est dense dans L(H) si et seule-
ment si dim H est finie.
Exercice VI.15 : Points extrémaux
Soit H un espace de Hilbert complexe, B = {x ;||x]| < 1} sa boule unité fermée, qui est
convexe, S = {x ;||x]| = 1} C B sa sphere unité.

(1) Montrerquesix € S etx =ty + (1 —t)zavect €]0, 1[ et x,y € B, alors x = y = z.

(Dans ce cas, on dit que la boule unité de H est strictement convexe, ce qui revient
a dire que I’ensemble des points extrémaux, ou extrémes, de B est égal a S. Cf. aussi
Ex. IX.1 du Chap. IX et D 9.4).

On se propose maintenant de trouver les points extrémaux de la boule unité B de

L(H).

(2) Soit A € L(H), auto-adjoint. Montrer que si ||A|| < 1, alors il existe un opérateur
U unitaire (cf. D 6.4) tel que

1
A=-(U+U.
5 )

(On pourra considérer I’opérateur U = A + i VI — A2))
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1. Enoncés

(3) Soit V un point de la boule unité B de L(H). Montrer que les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. V estun point extrémal de B.

2. V est une isométrie ou une co-isométrie.

(4) On suppose dim H = co. Soit T € B une isométrie non-surjective, Uy, ..., U,
unitaires, Aj, . .., 4, positifs de somme 1. En utilisant ’Ex. V.6, montrer I'inégalité

I = > U0l >
J=1

S|

Commenter.

Exercice VI.16 : Sommes d’opérateurs unitaires
Soit H un espace de Hilbert complexe.

(1) Soit T € L(H) une contraction (c’est-a-dire ||T]| < 1), et soit T = T + iT, avec
Ty =Ty et T> = T; sa décomposition cartésienne (cf. Ex. V1.2).

(i) Montrer que 71, T» sont des contractions.
(i1)) Montrer que A = %(Tl - 1= T22) est une contraction.

(2) Montrer que T est somme de trois opérateurs unitaires.

(On pourra montrer que I’opérateur U = A+i VI — A? est unitaire et trouver W unitaire
telque T = U + U" + W).

Exercice VI.17 : Demi-sommes d’opérateurs unitaires

Soit H un espace de Hilbert complexe.

(1) Soit T, S € L(H) avec S inversible.
Montrer que I’on a dim ker(7") = dim ker(7'S').

(2) Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. T estla moyenne arithmétique de deux opérateurs unitaires, c’est-a-dire :

1
T = E(V + W) avec V, W unitaires ;

2. T estune contraction et dim ker(7) = dim ker(7").

(3) Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. T est la moyenne arithmétique de deux opérateurs unitaires qui commutent
(c’est-a-dire : T = %(V + W) avec V, W unitaires et VW = WV);

2. T est une contraction normale.
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SOLUTIONS

Exercice VI.1
(1) Pour x et y fixés dans H et @ € C, notons f(a) = (A(x + ay), x + ay). On a, en
utilisant la définition du produit scalaire,
f(@) = (Ax, x) + a(Ay, x) + @A, y) + | (Ay, v).
On en déduit que 4{Ax, y) = Y {af(@) ;a = =1, £i}, ce qui est I’égalité cherchée.

(2) Par hypothese, avec les notations de (1), chaque (A(x+ay), x+ay) avec @ = 1, +i,
estnul, donc Vx,y € H,(Ax,y) = 0. Prenant y = Ax, nous obtenons : Yx € H, ||Ax|* = 0,
puisAx=0etA = 0.

(3) (1) Supposons que A = A*. Alors, Vx,y € H,(Ax,y) = {(x,Ay), et en particulier
Vx € H,(Ax, x) = (x,Ax) = (Ax, x), d’apres la définition du produit scalaire (c¢f. D 5.1).
Ainsi, (Ax, x) € R.

(i1) Supposons que Yx € H,(Ax, x) € R. On note B = A — A*, et on observe que,
pour tout x € H,on a:

(Bx, x) = (Ax, x) — (x,Ax) = {Ax, x) — (Ax, x) = 0.
D’apres (2), cela implique B = 0, ou encore A = A*, et A est auto-adjoint.

(4) Soit A = a+ib € C, avec a,b € R. Montrons que b # 0 = A ¢ 0(A). Comme
(Ax, x) = (x,Ax) € R, on peut écrire

lAx = (a + ib)x|]> = ||Ax — ax|* + b2||x|* = b?|Ix|°.

Puisque b # 0, on peut appliquer le résultat de I'Ex. IV. 9 : A — Al est injectif et 2 image
fermée. Idem pour A — Al.

D’autre part, on sait (P 6.3) que Im(A — AI) = Im(A — AI) = (ker(A — AI))* = H. A — Al
est donc surjectif, et A ¢ 0(A). Ceci montre bien que 0(A) C R.

(5) Par (3), A vérifie A = A™; par (4), 0(A) € R. Montrons que si a < 0, alors
a ¢ o(A). On a, puisque (Ax,x) > 0:

(A = a)xl* = JAxI* = 2a(Ax, x) + @ ||xI* > AxI* + &®||x]* > a®||x]>.
Exactement comme en (3), on déduit que A—al est inversible : on a donc bien o-(A) C R*.

Exercice VI.2

(1) Si T et S sont auto-adjoints et A = T +iS, alors A* =T —iS ; donc A + A* = 2T
etA— A" =2iS.
Réciproquement, pour A € L(H), %(A + A% et %(A — A”) sont auto-adjoints, et I’on a
A=T+iS.
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2. Solutions

(2) Pour A € L(H), on peut écrire
A*A—AA* = (T —iSYT +iS)— (T +iS)T —iS)=-2iST -TS)
donc [A*A = AA*] © [TS =ST].

(3) Si A est normal, alors

AA* = A"A = (T +iS)T -iS)=T*+S>. (V1.4)

(1) Si A est inversible, A* I’est aussi, et il en est de méme du produit A*A. T2+ 52
est donc inversible.

(ii) Si T? + §? est inversible, en multipliant (V1.4) 4 gauche et a droite par
(T? + S%)7!, on obtient
(T?+S*)7'A")A = T et A(A*(T?+S52)"!) = I. Ceci montre que A est inversible, d’inverse
donné par A*(T? + S%)~!.
Exercice VI.3
(I) (1) Si Tx = Ax, on a

(Tx, x) = APl et KTx, 1 = 14| ]| = [14x]] [l

(i1) Si, pour x # 0,[KTx,x)| = ||Tx|| ||x||, on utilise (P 5.4) qui exprime qu’on
a égalité dans Cauchy-Schwarz si et seulement si les deux vecteurs sont colinéaires. Il
existe donc A € C tel que Tx = Ax.

(2) (i) Si p est une valeur propre telle que |u| = ||T||, soit x un vecteur propre normé ;
Tx = px, |lxl| = 1. Alors [(Tx, x)| = |ul IX|I* = |ul = |IT].

(i1) Si, pour x € H avec ||x|]| = 1, on a (T x, x)| = ||T||, I’égalité étudiée en (1) est
vérifiée et x est vecteur propre de 7. L’équation Tx = Ax montre que |A| = ||T]|.

(3) Les hypotheses faites sur (a,)nen- nous permettent de considérer la suite
@ = (ay,...,a, ...) comme un vecteur normé de H = (.
T e L(H) avec ||IT|]] = 1 (voir 'Ex. IV.3) et on a (Ta,@) = 2,51 @uQps1 avec
lel? = Y102 =1 et|[Tal? = ¥, a2 < 1.D’ou

D @ = (Ta,0) < ITall ol < 1.

n>1

Reste a montrer l'inégalité stricte. Mais si jamais (Ta,@) = 1, nous avons
1 =(Ta,a) <||Tal| < 1,et||Ta|l = 1. On peut donc appliquer (2) ; @ est vecteur propre
de T pour une valeur propre p et u = ||T|| = 1.

Par suite, a,+; = a, pour tout entier n > 1. Ceci est incompatible avec 1’appartenance
de @ a £2. On ne peut donc pas obtenir ¥,5; @,y = 1 .
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Exercice V1.4
(1) (1) Nous avons via Cauchy-Schwarz (P 5.4) :

1 1 X
T fIP = fo T f(o)Rdx = fo | fo (= 0 f()diPdx

1 X X 1 3 X
< f [ f |x — #*dt f |f(t)|2dt]dx: f [x— f |f(0)*dt
o [Jo 0 o 13 Jo

Dot ITfIl < 5z llfll et IT1l < 517 < 1.

(i1) Par récurrence. Pour n = 1, c’est évident. Supposons la formule vraie jusqu’au
rang n. Nous avons alors

1
dx < =||fIP.
x_3|If||

(T ))(x) = T(T" f)(x) = f (x = (T" /)yt

2n—1 2n—1
f(x—t)[ S)l),f(s)ds]dt—f f(s)[f (x—t) S)l)'dt ds

IO -1 T f(s) (X—S)zrm
o Qn-1)! U(x_’)(t ) dl}ds . Gn—Di e+ D

Soit encore (T"! f)(x) = [[* S0 f(o)dr.
(2) L’équation f(x) = g(x) + fox(x — N f(tdt s’écrit f(x) = g(x) + T f(x) ou encore
(I =T1))x) = g(x).
Puisque ||T|| < 1, (I — T) est inversibleetona (I - T)~' = Do I
D’ou la relation

fE) = =T)"g)®) = ) (T"9)®) = g(0) + ) (T"9)(x)
n=0 n=1
)Zn 1

—g(x)+z f ((2 Do

xt)

Comme la série 2,.>1 5,7 1),

ment

converge uniformément sur le segment [0, x], on a finale-

x 2 _ £)2n—1 X
F@) = g0+ fo ;%g(rw:g(w fo sh(x = Dg(0)dr.

Une solution alternative consisterait a remarquer que T est le carré de ’opérateur de
Volterra étudié dans I’Ex. IV.S.
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2. Solutions

Exercice VI.5
Pour tous x,y € H \ {0}, on a

KTx, )l _ 1Tyl

< <|[ITll.
(1| Tyl [l Myl
D’ou sup W(T) < ||T]|.
D’autre part, en faisant y = T'x, x # 0, on voit que
KTx Tl _ TP _ I
Wl N7l Ml 17l [l

Cela donne ||T|| < sup W(T), et finalement ||T'|| = sup W(T).

(2) (a) Nous avons évidemment w(7T) < W(T') = ||T||. Montrons 1’autre inégalité. Soit
X,y € H de norme un. Alors :
2Tx ) + Ty, )] =T (x+y), x+y) —{T(x—y), x—y);
2KTx, y) + Ty, )| < wD)(lx + ylI* + llx = ylI*) = 2w(T)(Ix* + lIyll*) = 4w(T).

Tx

En prenant y = Tl

et en remplacant 7" par AT avec |4| = 1, on obtient
Tl + 1T~ AT 2, x)| < 2u(T).
Si (T%x, xy = KT?x, x)| exp(if), on choisit alors A = exp(—i%), ce qui donne aprés multi-
plication par ||T x|| :
Il = 1 = |ITx|? + KT?%x, x)| < 2w(T)||Tx|l. (VL5)

Ceci implique en particulier que |[x|| = 1 = ||[Tx|| < 2w(T). D’ou I'inégalité
IIT]| < 2w(T), comme demandé.

(b) Les inégalités (VL.5) et 2ab < a® + b si a, b > 0 nous donnent, si [|x|| = 1 :
KT2x, )| < 2w(DIITxll - ITx* < w(T)?,

d’oti en passant au sup sur les x de norme 1 : w(T?) < w(T)?.

(On peut montrer (Halmos) que 1’on a en fait w(7") < w(T)" pour n entier > 1, mais
la preuve est plus difficile, et le résultat ne nous servira pas ici. Il est aussi a noter que
I'inégalité w(AB) < w(A)w(B) est fausse en général, méme si A et B commutent, cf.
Halmos.)

(c) Puisque A est normal, on a pour n > 1, en itérant (b) :
AP = (JA*AIP)Y? = 1A A (|72 = [I(A" A7 ||7> = 1A%
< 2w(A?) < 2w(A)*".
Dol |A]] < 27 w(A).

En faisant tendre n vers 1’infini, on obtient ||A|| < w(A).
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Exercice VI.6

(1) (1) 11 s’agit simplement de I’inégalité de Cauchy-Schwarz P 5.4 pour la forme
sesquilinéaire ¢ définie par ¢(x, y) = (Bx, y), dont la forme hermitienne associée

D(x) = p(x, x) = (Bx, x)
est positive par hypothese.
(i1) Choisissons y = Bx dans (V1.1) ; on obtient
IBx|[* < (Bx, x)(B’x, Bx) < (Bx, x)I|B*x|| || Bx|| < (Bx, x)||BI| || Bx||*.
Ceci fournit la relation (V1.2).
(iii) Posons C = ||B||I — B. Nous voyons que ||x|| = 1 entraine
(Cx, x) = ((IBIIl = B)x, x) = |BIl IIxI* = (Bx, x) = Bl = (Bx, x) > 0.

C est donc positif.

Puisque ||B|| = sup{(Bx,x) ; |[x|| = 1} (¢f Ex. VL5 (2)), il existe une suite normée
Yn)nen telle que ||Bl| = lim,—e{BYy, yn), soit lim,_,{(Cy,,y,) = 0. En appliquant
(V1.2), on obtient

r}i_{{}ollcynll =0. (V1.6)

Il reste a montrer que 0 € o(C). Or, C inversible entrainerait
1= llyall = lIC™ (Cyll < IC7" I IICyall
ce qui contredit (V1.6) ; on a bien 0 € o(C).
(2) (i) Les définitions de a et b entrainent b — A > 0 et A —a > 0. On a aussi

b = All = sup{[{(b = A)x, )| ; ||x]| = 1}
et |A — all = sup{[{(A — a)x, )| ; lIxll = 1} =

b-a. (VIL.T)
b-a (VL8)

Avec les notations de (VI.1),si B=b—-A,C =a— A, alors 0 € o(a — A).
Deméme,siB=A—a,C=b—A,alors 0 € 0(A — D).
Par application de I’Ex. IV.6, on obtient a € o(A) et b € o(A).

(i) b — A > 0, donc o(b—A) CR* (¢f Ex. VI.1), et en appliquant (5),

o(b—A) C[0,b - a]; on obtient bien

o(A) C [a, b].

(3)A>0, B>0etAB = BA. Si A =0, le résultat est évident. Supposons que A # 0.
Considérons la suite d’opérateurs définie par

Al = ”A”_]A7 AVl+1 :AVl _Ai’ n= 1’2" ..
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2. Solutions

(a) Montrons par récurrence que 0 < A, < I. Puisque A >0, A} > 0.EtA; <1
car ||A{|| = 1. Supposons que 0 < Ay < I. Alors 0 < I - Ay < I.Onapour x € H et
y=Arx:

(AR = Ap)x, x) = (I — ADArx, Ayx) = (I — Ay, y) > 0, donc AZ(I — Ay) > 0.

On a de méme A;(I-A;)?> > 0. Puisque la somme de deux opérateurs positifs est positive,
cela nous donne

Ars1 = Ap— A2 = A2(1 - Ay) + A — Ap)? = 0.
D’autre part, comme A> > Oet [ —A; >0,

[—Ap = A7 +1— A >0, ce qui implique Az < I.

(b) Montrons que (ABx, x) > 0, Yx € H. Nous avons
A=A+ A=A+ A2+ A= = A+ A+ A2+ AL

Comme, A, >0, A2+ A2 +...+A2=A; — Ay <Aj.Dob,
D AP = > (Arx Awx) = ) (Afx, x) < (Ayx, x).
k=1 k=1 k=1

Donc, la série Y, ||Azx]|> est convergente. En particulier, ||JA,x|> — 0 et donc A,x — 0.
1 s’ensuit que (3;_; A7)x = (A — Ayp1)x — Ajx.

Maintenant pour x € H et y; = Axx, nous avons
n n
(ABx, x) = |AI(BA1x,x) = [|A]l lim >"(BAZx, x) = l|All lim " (Byx, i) = 0.
k=1 k=1

Donc AB > 0.

Remarque : Une présentation alternative possible, si ['on s’autorise a utiliser
I’Ex. VIL.8 a venir, est la suivante : on peut écrire

A=C*avecC>0etCB = BC.

En effet, I’exercice mentionné montre que C, la racine carrée positive de A, s’obtient
comme limite de polyndomes en A qui commutent avec B, comme le fait A. Ensuite, si
x € H, nous voyons que

(ABx, x) = (C*Bx, x) = (CBx, Cx) = (BCx, Cx) > 0,

la derniere inégalité venant du fait que B > 0.
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Exercice VI.7

(1) Notons, pour n > m, A, = A, — An. Alors, les hypotheéses nous donnent
0 < A,y < A, < B. On peut appliquer les résultats des Ex. VI.5 (2) et Ex. VL.6 (1),
etl’ona:

1A X < (A, Al = (A, D0 A ) < (A, XYw(A,)
< (A X, YY)w(B) = (Apmx, X)||Bl|.
Nous obtenons donc I’inégalité demandée :
Vx € H, [Agx = Al < KAux, 2) = (A, DIIBI. (V1.9)

Pour x € H, la suite de réels ({(A,x, x))nZl est croissante, majorée. En effet,
m < n = (Ayx,x) < (A,x, x) < (Bx, x). Cette suite est donc convergente. Par (VL.9),
la suite (A,x), est alors de Cauchy dans H, et par suite converge vers une limite Ax.
Puisque la limite est une opération linéaire, A est linéaire. D’ autre part,

(Ax,y) =(lim A,x,y) = lim (A,x,y)
n—+oo n—+oo
= lim (x,A,y) = (x, lim A,y) = (x, Ay).
n—+oo n—+00

Donc A est auto-adjoint > 0. De plus, (A,x, x) < (Bx, x) implique A < B.

(3) Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie et (e,),>; une base
orthonormée. Pour tout x € H, on peut écrire x = ), (X, e,)e,.

Soit A,x = )7L {x, e;)e;. Nous voyons que
(Anx.xy = K e) < P = (Ix. ),
i=1

D'ou A} < Ay < ... < Tetlim0A,x = x = Ix. Par contre A, ne converge pas
vers I dans L(H), sinon [ serait compact comme limite d’opérateurs de rang fini, et la
dimension de H serait finie. Ou bien on voit directement que

I = Anll = llen+1 = Alens Il = llensill = 1.

Exercice VI.8
(1) (i) C’est évident.

(i1) Soit x € H et n € N. Nous devons montrer la positivité de (S"x, x). Or
nous avons
n=2p=(S"x,x) = (S"x,87x) = [ISPx|* > 0

n=2p+1=>(S"x,x) = (SS"x,5”x) < (Sy,.y,) > 0.
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2. Solutions

(2) Pour A,, c’est évident par récurrence, puisque Ay = 0 et puisque A, est un
polyndme en S et A, a coeflicients positifs. C’est vrai pour A} — Ag = %S. Si c’est vrai
pour A, — A,_1, on voit que

1 1
App1 — A, = E(Aﬁ _Az_]) = E(An _An—l)(An +An—l)a

et sous cette forme il est clair que le résultat est encore vrai pour A, —A, car un produit
de deux polyndmes a coefficients positifs est encore un polyndme a coeflicients positifs.

(3) D’apres les questions précédentes, A, = 3 -0 ck.S¥, oll la somme est finie et ol
les ¢, sont positifs. Par (1)(ii), A, > 0 et A, commute indifféremment avec S et 7.

(4) Par récurrence, Ay = 0 < 1. Supposons que A, < I. Alors A2 < I, par exemple
parce que ||A,|| = w(A,) puisque A,, > 0, (cf. Ex. VL5). Ensuite :

1 1
Ap1 = =(I+AH < =U+D =1
+1 2( ) 2( )

(5) C’est une conséquence immédiate des questions (1) et (2).

(6) Par I’Ex. VL.7, pour tout x € H, A,x — Ax avec A € L(H) auto-adjoint. D autre
part, notant que IIAﬁx — A%x|| < 2||A,x — Ax],ona:

1
Apsrx = 5(Sx+ A%x) implique 2Ax = Sx + A%x, etdonc 24 = § + A%

Ensuite,
B =(I-A?=1-2A+A>=1-2A+2A-5S=1-5 =T.

Le passage a la limite dans O < I — A,, < I au sens de la topologie forte des opérateurs
donne 0 < B <1 (cf DO9.11).

Par (1), A, commute avec S ou 7. Par passage a la limite, B commute avec 7, soit :
BelT}.

(7) Supposons qu’il existe C € L(H) positif tel que C> = T = B> Alors
CT =CC?=C*C=TCetC e{T}).Par(3),CB = BC.

Soit x € Hety = (B — C)x. Alors

(By,y) +(Cy,y)y = (B+ Oy, y) = (B> = C*)x,y) = 0.
Or, (By,y) > 0 et (Cy,y) > 0. Donc (By, y) = (Cy,y) = 0.
D’autre part, B étant positif, (VI.1) montre que

Yu € H,(Bu,u) =0 — Bu = 0.
On a donc ici By = 0 et de méme Cy = 0. D’ou (B — C)y = 0 et par suite
Vx € H, ||Bx - Cxl> = ((B- C)’x,x) = (B-C)y,x) =0,

ce qui implique Bx — Cx = 0 et finalement B = C.
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Exercice VI.9

(1) estclairque F € {x € H; (]|A"x|), est bornée}.
Montrons I’autre inclusion. Soit x ¢ F : alors il existe a > 1 et m € N* tels que
[|A"x|| > al|x||. Par suite,

2 2 2 2
a”|lxl™ < [IA™xI[ < ICA™)"A™ x| {Ixll = 1A= x| [|x]].

D’otl, par récurrence, 1’inégalité : pour tout n > 1, [|A%""x|| > a*'||x]|.

Ceci montre que que la suite (J|A"x||), n’est pas bornée, et établit I’égalité demandée.

(2) D’apres (1), il est facile de voir que F' est un sous-espace vectoriel et S(F) C F
pour tout § € {A}.
Exercice V.10

(1) Nous avons TT* = T*T. Cela entraine ||T*x|| = ||Tx|| Yx € H. En effet,

IT*x|* = (T*x,T*x) = (TT"x,x) = (T"Tx,x) = (Tx, Tx) = ||Tx|.
Puisque T — AI est normal et que (T — AI)* = T* — AI, on en déduit aussitot
H, ™ Yer(T = Al) = ker(T* = D).
Sidonc x € Hy ety € H, nous avons

(Ty,x) =y, T*x) = (y, Ax) = Ay, x) = 0,

autrement dit 7y € Hy et Hy est stable par 7. Selon (D 6.10), H, est orthogonalement
réduisant pour 7.

(2) (i) H somme directe d’espaces propres.

Dans un espace de dimension finie, la propriété essentielle d’un opérateur est d’admettre
une valeur propre.

Selon les résultats de (1), utilisons toutes les valeurs propres de 7. Soient {(A;, H;)
i=1,...,p}les couples (valeur propre, espace propre).

D’apres (1), ils sont orthogonaux deux a deux. Soit G la somme directe orthogonale
G=&H;,i=1,...,p); dapres (1), G* est invariant par T ainsi que par 7*. On peut
alors affirmer que la restriction de T a G* est un opérateur normal, donc admet une

valeur propre qui serait aussi valeur propre de 7. Ceci est contraire a la donnée des A;.
Onadonc G = H.

(i1) Etude d’un sous-espace invariant « minimum ».

En adoptant I’écriture H = @&*(H;,i = 1,...,p) (on peut se reporter aux notations
de (2) (i)) et en notant x = (x1,...,X,),Xx; € H; un vecteur arbitraire de H, on a
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2. Solutions

Tx = (Aix1,...,4,x,). Un des A; peut étre nul, mais ils sont tous distincts. Soit F,
le sous-espace invariant par T engendré par x, espace vectoriel formé par les polyndmes
en T agissant sur x. C’est le plus petit sous-espace de H invariant par 7" et contenant x.

Pour chaque j € {1,..., p}, on voit que
[ ] -ax=00...] [j-)x;0....,0)
i#] i#]
admet une seule composante non nulle dans I’écriture adoptée et x; € F,.
II en résulte que F, = Vect((0,0,...,x;,0,...,0),j = 1,..., p). C’est un sous-espace
orthogonalement réduisant pour 7.
(iii) Etude d’un sous-espace invariant arbitraire.

Tout sous-espace invariant F peut étre obtenu comme somme directe orthogonale de
sous-espaces F . En effet, soit x un premier vecteur utilisé ; si F'y ne remplit pas F, on
utilise un y non nul de F orthogonal a F. Ce procédé peut s’itérer ; F est somme directe
orthogonale d’un ou plusieurs F,. Il est donc toujours orthogonalement réduisant pour 7.

(3) H et S sont choisis : H espace de Hilbert de dimension infinie, muni d’une base
orthonormale (e,,),cz, €t S (un shift bilatéral sur H) est donné par :

VpeZ,Se,=ep1.
On remarque que S est unitaire, car il transforme la base orthonormale (e,) en la base

orthonormale (e)+1) = (e,,). A fortiori, il est normal.

On cherche maintenant un sous-espace invariant par S qui ne soit pas orthogonalement
réduisant.

Par ce qui précede, ce sous-espace ne peut pas étre de dimension finie. Par contre, on a
en évidence des sous-espaces invariants de dimension infinie, a savoir les sous-espaces
fermés H,,n € Z engendrés par les e, tels que p > n. Soit

G, = (H,)* = Vect(e; ; j < n).

H, est, de maniere évidente, invariant par S. Mais S (e,-1) = e, ¢ G,, donc G, n’est pas
invariant par S .

Exercice VI.11
(1) Soit Ty : ker(T)*+ — H défini par Tox = Tx si x € ker(T)*.

Puisque ||Tox|| = ||x]|, Ty est injectif & image fermée (cf. Ex. IV.9). Or, Im(T") = Im(7)),
I’image de T est donc fermée.

(2) (@) & (d). Soit P la projection orthogonale sur ker(7)* suivant la décomposi-
tion H = ker(T)* @ ker(T). Si x € ker(T)*, alors Px = xeton a

(T*Tx,x) =(Tx,Tx) = ||Tx|]* = ||x|]* = (x, x) = (Px, x).
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Chapitre VI « Opérateurs continus entre espaces de Hilbert

Si x € ker(T), alors Px =0etona
(T*Tx,x) =0 = (Px, x).

Donc pour tout x € H, (T*Tx, x) = (Px, x), soit encore
{(T*T — P)x,x) = 0, ce qui entraine que T*T = P et que T*T est une projection.

Pour la réciproque, on remarque d’abord que
ker(A*A) = ker(A) pour tout A € L(H).
Supposons que T*T est une projection orthogonale. Alors Im(7*T) est fermée et de plus
Im(T*T) = ker(T*T)* = ker(T)™ .
Si donc x € ker(T)* = Im(T*T), on a T*Tx = x, et {T*Tx,x) = {x,x) ou encore
[|ITx|| = ||x]|, ce qui montre que T est une isométrie partielle.

() < (d).SiTT*T = T, en multipliant par 7" a gauche, on obtient (d).
Réciproquement, supposons que (7*T)?> = T*T et montrons alors que S = TT*T—T = 0.
En effet, on vérifie facilement que $*S = 0 et donc ||S||> = [|S*S|| = 0. Ceci implique
S=0etTT*T =T.

(c) & (b).Sionremplace T par T", dans « (b) <= (d)», on obtient que
(TIT*Y =TT* & TTT*=T" < TT*T=T.

Exercice VI.12

Si T =0,il n’y arien a démontrer. Supposons que 7 # 0 et donc S # 0.

Pour I’implication (a) = (b), il suffit de prendre S = 7.

Il reste a montrer que (b) = (a). Remarquons d’abord que ||T'|| = ||S|| = 1. En effet

IS =NSTSI < TSI < ISIITIl,

d’ou 1 < ||T|| et comme T est une contraction, ||T|| = 1. Par le méme argument, vu la
symétrie des rdles de T et S, on obtient que ||S|| = 1.

Maintenant, pour x € H, nous avons ||Sx|| = |ISTS x|| < ||T'S x|| < ||S x]|. Donc
VxeH, ITSx| =|Sx.
Il en résulte que
Vx e H, (I-T"T)Sx,Sx) = ISx|* = ITSx|* = 0.

Puisque T est une contraction I’opérateur I — T*T est positif. Soit (I — T*T)? sa racine
carrée positive (cf. Ex. IV.8). Alors pour tout x € H,

(I = T*T)2Sx|* = (I = T*T)S x,S x) = 0.

Par conséquent, (I — T*T)%S = 0etdonc I —T*T)S = 0, ou encore § = T*TS.
Finalement,ona 7 = TST = TT*TST = TT*T, et 'Ex. IV.11 permet de conclure que
T est une isométrie partielle.
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2. Solutions

Exercice VI.13

(1) (a) Pour tout x € H, nous avons
ITxI* = (Tx, Txy =(T"Tx,x) = (ITPx, xy = (Tlx, |T|x) = || IT|xI".
D’ou (V1.3), a savoir |Tx|| = || |T|x]| Vx € H.

(b) D’apres (a), ker(T) = ker(]T']). On obtient alors
ker(T)* = ker(IT))* = Im(|T)).

(2) Soit Vy : Im(|T'|) — Im(T") définie par Vo(|T|x) = Tx, Vxe€ H.

Par (1) (b), V est bien définie et d’apres (VI.1), c’est une isométrie. Elle est donc conti-
nue, et on peut I’étendre en une isométrie

V : Im(T)) = ker(T)* — Im(T).
Cette isométrie vérifie : pourtout x € H, V(|T|x) =Tx,ie. T = V|T|.
(3) Soit W définie par

Wx = Vx six € ker(T)* et Wx = 0si x € ker(T).

Alors W € L(H) est une une isométrie partielle et 7 = W|T|.

(4) « Unicité ».

Notons que 7T = PU*UP. D’autre part, puisque U est une isométrie partielle, d’apres
I’Ex. VI.11, U*U est la projection orthogonale sur

ker(U)* = ker(P)* = Im(P).
Il en résulte que T*T = PU*UP = P?. Par I'unicité de la racine carrée positive, P = |T|.

Puisque 7' = UP = U|T|, on a aussi
UIT|x=Tx=W|T|x, Vx € H.

Ceci implique que U = W sur

Im(|T|) = ker(P)* = ker(U)* = ker(|T|)* = ker(W)".
Finalement, U = W.

(5) Dans (2), V : ker(T)*+ — Im(T) est par construction une isométrie surjective.
Dans (3), le choix de Wx = 0 si x € ker(T') était fait de fagon a avoir ker(W) = ker(7).

D’autres choix pour prolonger V et définir W sont possibles, avec

W H=ker(T)* @ker(T) - H = Im(T) ® ker(T").
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(1) Si dim ker(7T)) < dim ker(T*), nous pouvons construire une isométrie V; :
ker(T) — ker(T™). Dans ce cas, W = V @ V| est une isométrie et 'ona T = W|T|.

(i) Si dim ker(7*) < dim ker(7'), nous pouvons construire une isométrie Vi :
ker(T*) — ker(T'). Dans ce cas, W* = V* @ V| est une isométrie, W est une co-isométrie
etl’'onaT = W|T|.

(iii) Si dim ker(7*) = dim ker(7'), alors par (i) et (ii) on peut prendre W unitaire.

Exercice VI.14

(1) (a) Puisque Im(T') est fermée, I’opérateur Ty = T : H — Im(T) est inversible
et il existe une projection P sur Im(T). Soit S = (Ty)~'P. Alors S € L(H) et on vérifie
facilement que ST = I.

(b) se déduit de (a) par passage a 1’adjoint (cf. aussi Ex. IV.9 qui traite le cas
banachique, avec des conclusions moins fortes en général).

(2) I résulte de ’Ex. VI.13 (5) que 'on a :
VT € L(H), AW € L(H) telque T = W|T|,

avec W une isométrie ou une co-isométrie. D apres (1), W est inversible a droite ou a
gauche.

. d . . . . .
Soit, pourn > 1, T, = W(|T| + %I) <f WR, . Puisque R, est inversible, T}, est inversible
a droite ou a gauche, selon que W est inversible a droite ou a gauche. En effet, si W a un
inverse a gauche V, on voit que

R'VT,=R'VWR,=R,'R, =1,

et on traite de méme le cas ou W a un inverse a droite. De plus, 7,, — T. D’ou la densité
de I’ensemble des opérateurs inversibles a droite ou a gauche dans L(H).

(3) Supposons que dim H est finie et soit 7 € L(H). Si T n’est pas inversible,
0 € o(T) est isolé puisque le spectre de T est fini. Soit donc (4,),en+ une suite de points
de I’ensemble résolvant de T convergeant vers 0. Alors T — 4,/ est inversible et converge
vers T. Ceci montre que ’ensemble des opérateurs inversibles est dense dans L(H) .

Réciproquement, supposons que la dimension de H est infinie et soit (e,),»; une base
orthonormée de H. Soit S : H — H ’opérateur défini sur les éléments de la base par
Se, = ey41. Alors S* vérifie S*e; = 0 et S*e, = e,—; pour n > 2. § est une isométrie et
donc ||S*|| = |IS|| = 1. D autre part, on a S*S = I (S est une fois de plus le fameux shift
unilatéral !).

Montrons que S n’est pas dans I’adhérence de I’ensemble G des inversibles, et qu’il est
méme a distance d = 1 de G. Supposons qu’il existe 7 € L(H) inversible tel que 1’on ait
IS =Tl =a < 1. Alors :

=S T =SS =DI<ISNNS =Tl =a < 1.
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2. Solutions

Par conséquent, S*T est inversible (¢f P 10.1). Comme T I’est déja, S* I’est aussi. D’ou
une contradiction, car S* n’est pas injectif. Donc d > 1 et d’autre part

d<|IS-¢ll|<l+e Ve>0=d<1=d=1.

Exercice VL.15
(1)On a
1= 111 = Allyl? + (1 = 0l + 26(1 = HR{y, 2)
<P +(0-0+2t(1-1) =1,
d’ou |lyll = llzll = Ry, z) = 1 puisque 0 < ¢ < 1. Le cas d’égalité dans Cauchy-Schwarz
(P 5.4) implique alors que y = @z avec « scalaire.

Comme 1 = R{(y,z) = allzl> = @, onaa = 1etdonc z = y, puis finalement
x=0+1-y=y=z

(2) On vérifie facilement, puisque U* = A — i VI — A2, que UU* = U*U = I et que
A= %(U + U*) (Un dessin dans le disque unité aide a visualiser les choses).
3)1=2

Soit V € B une isométrie. Supposons que
V=tT+({-0RavectelO,1[, [|T||<1et|R]] < 1.
Sixe S,onaVxeS§, puisque V est une isométrie et
Vx=tTx+ (1 —f)Rxavect €]0,1[, Tx € B,Rx € B.

D’apres (1), Vx € S est extrémal dans B, donc Vx = Tx = Rx. [l s’ensuitque V=T =R
et donc V est un point extrémal de la boule unité B de L(H). Si V est une co-isométrie
etV=tT+(-1RavecR, T €¢ B,onaV* =T*"+ (1 —t)R* avec R*,T* € Bet V*
une isométrie. D’apres ce qui précede, on obtient V* = R* = T*,puis V = R = T en
reprenant les adjoints. Et V est encore un point extrémal de 5.

2=1

Soit V € B un point extrémal de B et V = WP avec P > 0 et W une isométrie ou une
co-isométrie, la décomposition polaire maximale de V (voir 'Ex. VI.14 (5)). Puisque
P > 0et|P|| <1, dapres la question (2), il existe U unitaire tel que P = %(U + U").
Alors

1
V=WP= E(WU + WU"), avec |[WU|| = |[WU"|| = 1.

Puisque V est point extrémal de B, on en déduit V = WU = WU™. Il en résulte que V est
une isométrie ou une co-isométrie, comme produit d’une isométrie ou une co-isométrie
par un opérateur unitaire.
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(4) Un des 4, par exemple A, est > % Nous avons donc en utilisant I’Ex. V.6 :

IT = > LU= I = LU= ) AU =1+ A - (Z Aj]

J=1 Jj=2 Jj=2

2
=(1+A) = (1= A1) =24 > =
n

Ceci montre, d’une fagon quantitative, que I'isométrie T n’est pas dans 1’enveloppe
convexe des opérateurs unitaires (ce qu’on sait déja puisqu’elle est extrémale !), méme
si (théoréme de Russo-Dye) B est I’enveloppe convexe fermée (en norme-opérateur) de
ces opérateurs unitaires.

Exercice VI.16

(1) (i) Puisque T} = %(T +TetT, = %(T — T7), on voit facilement que 7T} et T,
sont des contractions.

(i1) Il est commode d’utiliser la relation d’ordre entre opérateurs auto-adjoints
de I'Ex. VL7. On a clairement, puisque 7, est une contraction auto-adjointe :
<T22x, x) = ||Tox]* < ||x]|?, soit (fait utilisé implicitement dans I’'Ex. VI.15) :

0<TI<I dol0<I-T;<let \I-T}<I.

L’ opérateur /I — T22 est ainsi une contraction. Maintenant, A est aussi une contraction,
comme demi-somme de deux contractions.

(2) Clairement, A = A* et par (1) (ii), c’est une contraction. Et on a déja vu dans
I’Ex. VI.15 (2) que U = A + i VI — A? est unitaire.

Si maintenant 7 = U + U* + W (on n’a pas le choix pour W'!), alors

W=T—(U+U*)=T1+iT2—2A=T1+iT2—(T1— ,/1—T§):i(T2—i,/1—T22)

et la aussi on a vu dans I’Ex. VI.15 que ce W est unitaire, ce qui acheve 1’exercice.

Exercice VI.17

(1) 1 suffit de remarquer que x € ker(T) si et seulement si S~'x € ker(TS),
et que S7' : ker(T) — ker(TS) est une bijection. Par conséquent, on a bien
dim ker(7") = dim ker(7'S').

(2) 1 = 2. Supposons que T = %(V + W), avec V, W unitaires. Il est clair que 7" est
une contraction et on a

1 1
T = §(V+ W) = EV(V* + WHW = VT*W.
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2. Solutions

Dou T = VT*W et ker(T) = ker(T*W). Par (1), dim ker(T") = dim ker(7T™). (Rappe-
lons que la dimension d’un espace de Hilbert est la cardinalité commune de ses bases
orthonormées.)

2 = 1. Puisque dim ker(7) = dim ker(7™*), la décomposition polaire maximale
est donnée par T = UP, avec U unitaire et P = VT*T positif (voir ’Ex. VL. 13 (5)). Le
fait que T est une contraction implique que P en est aussi une. Donc I — P? est positif.

Posons W, = P+iVI— P2et W, = P—iVI — P2. Alors, W, et W, sont unitaires et on a
P = %(Wl + W>). On obtient finalement que UW; et UW, sont unitaires et que

1
T = 5(UW1 + UWQ).

(3) 1 = 2. Facile a vérifier.

2 = 1. Si T estnormal, on a ||Tx|| = ||T*x|| pour tout x € H. D’ou

ker(T) = ker(T"), et dimker(7T) = dim ker(7*). La décomposition polaire maxi-
male est alors donnée par T = UP, avec U unitaire et P = \NT*T positif (cf.
Ex. VL13 (5)). En écrivant que 7T* = T*T, on obtient UP*U* = P? et donc
UP? = P2U. Puisque P = VP2, la racine carrée positive de P2, est une limite de po-
lynomes en P? (cf. Ex. VI.8), U commute avec P. Puisque T est une contraction et que
dim ker(7") = dim ker(7™), par (2) on a

1
T:§(UW1+UW2)aveCW1 =P+iVI-P2etW,=P—iVI—- P2

Comme on vient de voir que U commute avec P, U commute avec W, et W, et 1. est
démontré.
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VI OPERATEURS
COMPACTS

BD EnoncEs

Exercice VII.1

E est’espace de Banach C([0, 1]) des fonctions continues a valeurs complexes sur [0, 1]
muni de la norme uniforme ||f]| = sup{|f(x)| ; x € [0, 1]}. On note E* son dual, et A :
E — E I’application définie par

1
A = fo (2x + 69)f(y)dy

1 1
Onnote Jo : {E = C, f > [ f(y)dy}et Ji :{E = C, [ [ yf(y)dy).
(1) Montrer que Jy, J, € E*.

(2) Montrer que A € L(E). Trouver une écriture canonique de A a I'aide de
Jo, J1,ep,e1,0ue,(x) =x",e, € EetpeN(cf. D7.3).

(3) Quels sont les espaces ker(A) et Im(A) ? Que vaut la norme de A ? Montrer que
E =ker(A) & Im(A).

(4) En utilisant une décomposition de E déduite de (3), expliciter les solutions de
Af - f =g, 0l g(x) = 2x°.
Exercice VII.2
H est I’espace de Hilbert complexe L*([-1, 1], dx).

Pour r € R fixé, on note

+1

A {H->H, f—g,9x) = f (x2 + %xu + ruz) f(u)du}

-1

(1) Montrer que A, € Ko(H) (cf. D 7.2).
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1. Enoncés

(2) Expliciter I’adjoint de A,. Pour quelles valeurs de r a-t-on A, auto-adjoint ?
(3) Donner une écriture canonique de A; et Ag comme dans I’Ex. VIL1.

(4) En se ramenant a une étude dans un espace de dimension 3, déterminer tous les
polyndmes P tels que P(Ag) = 0.
Exercice VII.3

Dans (1), on se propose d’établir directement la propritété (P 7.14) dans le cas proposé
ici.

E est un espace de Banach complexe.

(1) Soit P € Ky(E) (¢f- D 7.2) de rang n.
(i) Montrer que ker(/ — P) est de dimension finie.
(i1)) Montrer que ker P admet un supplémentaire topologique de dimension .

(iii) Montrer, en utilisant par exemple une décomposition de E en somme directe
topologique a I’aide de ker P, que Im(/ — P) est fermé et de codimension finie.

(2) Soit A € L(E). On suppose qu’il existe P,Q € Ko(E) et B,C € L(E) tels que
AB =1—-Pet CA = I - Q. Montrer que ker A est de dimension finie et que ImA est
fermé et de codimension finie.

(3) Soit A € L(E) vérifiant les conclusions de (2). Montrer, en utilisant des décompo-
sitions adaptées de E, qu’il existe deux opérateurs idempotents Py, Q1 € Ko(E), et deux
éléments By, C, € L(E)telsque AB; = - PyetCiA =1- Q.

(4) On suppose que E est un espace de Banach de dimension 3 muni d’une base
(e1, ez, e3). On donne un élément A € L(F) par sa matrice relativement a cette base

010
(A):[OOO].
000

Déterminer des éléments Py, O, By, Cy associés selon (3).

Exercice VII.4 : Constante de Kottman

H est un espace de Hilbert complexe de dimension infinie, et B est sa boule unité fermée.
(1) Montrer qu’il existe une suite infinie (x;),en- de B telle que
P#*q=|lxp —x4ll > V2.

On se propose de montrer qu’on ne peut pas faire mieux (on dit que la constante de
Kottman de H vaut V2).
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(2) Soit (x,)uen+ une suite de B et > 0 tels que p # ¢ = [lx, — x4l > . On rappelle
. . def . .
que (x,) contient une sous-suite (x,;)jen- = (y;) qui converge faiblement vers y € H
(cf. D 9.8).
(i) Montrer que j < k => a® <2 - 2Ry, Y-
(i1) Conclure que 'ona a < V2.
Exercice VIL5

E est un espace de Hilbert complexe, [ est I'identité de L(E), Ko(E) désigne I’ensemble
des opérateurs bornés de rang fini. Pour A € £(F), on note la distance de A aux opéra-
teurs de rang fini par d(A, Ko(E)).

(1) Montrer que d(I, Ky(E)) est égale a 0 ou 1.
(2) Si E est de dimension finie et si A est un élément inversible de £(E), montrer que
A7 < d(A, Ko(E)) < Al ()

En utilisant par exemple A = I + ¢ ® e ou e est un vecteur normé de E, montrer que 1’in-
égalité de gauche ou celle de droite peut étre une égalité méme si les membres extrémes
ne sont pas égaux.

(3) E est un espace de Hilbert séparable muni d’une base orthonormée {e,,n € N*}.
S est 'opérateur « défini » par Se, = e, pourtout n € N*; que vaut la distance
d(S,Ko(E))?

(4) E est comme en (3). T est I’opérateur « défini » par
1
Te, = —e, pour tout n € N*,
n
Montrer, en approchant 7', que d(T, Ko(E)) = 0.

Exercice VII.6

H est un espace de Hilbert complexe séparable, de dimension infinie, muni d’une base
orthonormale {e,,n € N*}.

(an)nen+ est une suite bornée de nombres complexes.
(1) Montrer qu’il existe un unique opérateur linéaire A continu sur H tel que
Ae, = aye, pour tout n € N*,

Montrer qu’alors d(A, K(H)) = H,Hm|a,,|. A quelle condition doivent satisfaire les a,
pour que A soit un opérateur compact ?

(2) A quelle condition supplémentaire doivent satisfaire les a, pour qu’il existe B
opérateur linéaire continu (resp. compact) sur H tel que

Be,, = a,e; pour tout n € N*?
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(3) A quelle condition supplémentaire doivent satisfaire les a, pour qu’il existe C
opérateur linéaire continu (resp. compact) sur H tel que

Ce, = aye,y1 pour tout n € N*?

Exercice VIIL.7
Soit E un espace de Banach et xyg € E, f € E* avec f(xg) = (xp, f) # 0.
Soit T € L(E) défini par Tx = f(x)xo pour tout x € E.

(1) Montrer que T est une projection si et seulement si f(xy) = 1 (P 2.8).
(2) Déterminer o (T) et expliciter I’opérateur résolvant de 7 (D 10.4, D 10.5).

Exercice VII.8 : Norme d’un opérateur intégral

Soit E = C([0, 1]), espace de Banach des fonctions a valeurs complexes, continues sur
[0, 1], muni de la norme uniforme, ||f|| = sup{|f(x)| ; x € [0, 1]}. Soit K : [0, 1? - C
une fonction continue et 7 : E — E, défini par

1
(THx) = f K(x, 1) f(t)dt.
0
(1) Montrer que 7' € K(E) et montrer que sa norme vaut exactement

1
17l = sup f K (e, lde.
0

0<x<1
(2) Déterminer ||T|| et o(T) lorsque K(x, 1) = **'.

Exercice VII.9

H est un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie, muni d’une base
orthonormée (e, n € N¥).

S est I'opérateur linéaire « défini » par Se, = e, pourtout n € N* utilisé dans
I’Ex. IIL.5.

Montrer que S n’est pas un opérateur compact (!) et surtout ne commute avec aucun
opérateur compact non nul (on pourra pour cela étudier la suite (Be,),en+ pour B compact
commutant avec § ).

Exercice VIL.10 : Matrice d’un opérateur compact sur ¢'
E est I’espace de Banach ¢! (D 1.15) muni de sa « base » canonique (e,, n € N*).

A est une application linéaire « définie » sur ¢! (ou une partie de ¢') par la donnée des
Ae, : Ae, € t' pour tout n € N*,

(1) Comment doivent étre les Ae, pour que A soit un élément de L(E)?
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(2) Etablir I’équivalence

[A € K(E)] & [{Ae,, n € N*} est relativement compact ] (on cherchera a approcher A
par des opérateurs bornés de rang fini en pensant au théoréme de Dini).

(3) F est’espace cg des suites complexes convergentes vers 0 muni de la norme uni-
forme (voir ’Ex. I.1). Quel est le dual de F 7 Comment peut-on caractériser les éléments
de K(F)? (on pourra interpréter le résultat par le comportement de la « matrice » de
A € K(F)).

Exercice VII.11 : Opérateurs de composition

E est I’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] a valeurs complexes, muni de la
norme uniforme. Soit 4 : [0, 1] — [0, 1] une fonction continue.

A est défini sur E par Af(x) = f[h(x)] pour toute f € E.
(1) Vérifier que A € L(E) et déterminer sa norme.

(2) Comment doit étre la fonction /& pour que A soit un opérateur compact (distin-
guer le cas d’une fonction constante et d’une fonction non constante, dans ce second
cas on cherchera a construire une suite normée dont I’image n’admet pas de sous-suite
convergente) ?

Exercice VII.12

E est I’espace de Banach des fonctions continues sur [0, 1] a valeurs complexes, muni
de la norme uniforme.

Montrer que K(E) = Ko(E) (on utilisera le théoréme d’ Ascoli-Arzela puis une par-
tition de ’unité pour approcher un opérateur compact par un opérateur borné de rang
fini).

Exercice VII.13 : Injections compactes

Les deux questions sont indépendantes. Pour les deux on pourra utiliser le théoreme
d’ Ascoli-Arzela.

F = C([0, 1]), espace des fonctions continues sur [0, 1], a valeurs complexes, muni de
la norme uniforme || f1|co-

E =C'([0,1]), espace des fonctions a valeurs complexes, continiment dérivables sur
[0, 1], muni de la norme || f|| = || flle + Ilf"ll (¢f Ex. 1.2).

Lip, est défini dans I’Ex. 1.6.
(1) Montrer que I’injection canonique 7 : {E — F, f — f} est un opérateur compact.

(2) Montrer que I'injection canonique 7' : {Lip, — F,f +— f} est un opérateur
compact.
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Exercice VIIl.14

(1) E est un espace de Hilbert de dimension infinie, et / 1’opérateur identité sur E.
Rappeler pourquoi / n’est pas un opérateur compact (utiliser par exemple un systeme
orthonormé).

(2) E et F sont des espaces de Hilbert de dimension infinie, et A € K(E, F).

Utiliser la restriction B de A a (ker(A))* puis la restriction de B a la préimage par
A d’un sous-espace fermé de F pour montrer que Im(A) ne contient aucun sous-espace
fermé de dimension infinie.

Exercice VII.15
H est un espace de Hilbert séparable de dimension infinie, et A € L(H).

(1) Montrer que o-(A?) = {12 ; 1 € 0(A))}.

(2) On suppose que A? est compact et auto-adjoint.
(i) Montrer que A admet au moins une valeur propre.

(ii) Montrer que si A admet deux valeurs propres A et u telles que A% # 2, alors
les espaces propres correspondants sont orthogonaux.

(ii1) A est-il nécessairement compact ?
(3) On suppose que A est auto-adjoint et A% est compact.
(i) SiA? =0, que peut-on dire de A ?
(ii) SiA? =TI et H est de dimension finie (hypothése provisoire), que peut-on dire
de A?
(iii)) Dans le cas général proposé au début de la question, montrer que A est com-
pact.

Exercice VII.16
E, F sont deux espaces de Banach.
(1)A e K(E,F).

Montrer que I'application quotient B : {E/kerA — F,[x] — Ax} est un opérateur
compact (P 7.8).

(2)A e L(EF).

On suppose que ’application quotient associée {E/kerA — F,[x] — Ax} est un
opérateur compact. A est-il compact ?

(3) B € L(E),C € L(F), soit A = B® C agissant dans E & F (D 1.12). Etablir
I’équivalence [B et C compacts] < [A compact ].

(4) A € K(E), G est un sous-espace (fermé) invariant par A. On note D la restriction
de A aG,{G — G,y — Ay}. Montrer que D est un opérateur compact.
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Exercice VII.17

E et F sont deux espaces de Banach de dimension infinie, et A € K(E, F).
(1) Montrer I’existence d’un systeme normé (e,, n € N*) dans E tel que :
pour tous entiers p,q, p # q = |le, — ¢4l > 1 (VIL.1)

(agir par récurrence en associant a un sous-espace de dimension finie un vecteur normé
«orthogonal » en un sens a préciser).

(2) Montrer que I’opérateur identité dans E n’est pas un opérateur compact.

(3) Adapter au cas d’un espace de Banach la démarche de I’Ex. VII.14 ou ’Ex. VII.16
pour montrer que Im(A) (cf. D 2.3) ne contient aucun sous-espace fermé de dimension
infinie (¢f. aussi Ex. IV.10 (3)).

Exercice VII.18
Soit E un espace de Banach, T € L(E), et K € K(E) un opérateur compact.
Soit Ay € o(T) \ (T + K), notons S = (T + K — A,])~".

(1) Montrer que
ker(T — Apl) = ker({ — S K). (VI1.2)

(2) En déduire que Ay est une valeur propre de 7'.
(3) Montrer que
(1) = [T +K) ;K e KE)| |_Jop(D) (VIL3)
ou 0 ,(T) est I’ensemble des valeurs propres de 7', spectre ponctuel de 7.

Exercice VII.19 : Opérateurs Hilbert-Schmidt

H est un espace de Hilbert complexe séparable, (g,,) e+ (resp.(e,)nen+) une suite infinie
orthonormale (resp. une base orthonormale) de H et T € L(H).

(1) Montrer que T € K(H) = lim, s Tg, = 0 (cf- P 9.11).

(2) Montrer que Z;fl ITe,ll> < 0o = T € K(H) (on dit alors que T est Hilbert-
Schmidt).

(3) On garde I’hypothese de (2). Soit (f,, n € N*) une autre base orthonormée de H.
En calculant de deux facons différentes la somme de la série double de nombres positifs
de terme général u,,,, = (Te,, fn)l?, montrer ’identité

DlTel? = > ITAIP
n=1 n=1
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La racine carrée de cette quantité s’appelle la « norme Hilbert-Schmidt » de T et se note
Tl

Exercice VII.20
Soit H un espace de Hilbert complexe et T € L(H).

(1) Montrer que si T est normal (D 6.3), alors

T x| < |IT%x]| ||x]| pour tout x € H.

(2) Montrer que si T est normal, alors 7% compact (P 7.8) implique T compact. Idem
si d est entier > 2 et T¢ est compact .

Exercice VII.21

Soit H un espace de Hilbert complexe.

(1) Soit T € L(H), normal et compact, tel que o(T) € R. Montrer que T est auto-
adjoint.

(2) Soit T € L(H), normal et compact, tel que o7(T) C R*. Montrer que T est positif.

Exercice VII.22

E est un espace de Banach.
(1) Soient A, B € L(E) tels que AB = I. Montrer que 1’on n’a pas toujours BA = I.
(2) Soit A € L(E) tel que I — A est un opérateur compact. Montrer que
[AB € L(E)telque AB =] © [AC € L(E) tel que CA = 1]

Exercice VII.23 : Version lipschtizienne du Théoréme de Cayley

On considere ’espace E = C([0, 1]), avec sa norme usuelle

lflle = sup(lf () ; x € [0, 1),

qui en fait un espace de Banach. Soit aussi « €]0, 1], et M un sous-espace fermé de E,
constitué de fonctions de Lip,, (cf. Ex. 1.6). Le but est de montrer que M est de dimension
finie.

(1) Onnote I = [0,1] et J = {(x,y) € I? ;x # y}, et pour (x,y) € J, on considere la
forme linéaire continue L, , sur £ définie par

L = 20,
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Montrer que

feM= sup |L,,(f)] < oo.
(xy)et

(2) Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que :

Pour toute f € M, pour tous x,y € I,|f(x) — f(y)| < Clx = y|*||fllco-

(3) (i) Montrer que la boule unité fermée B de M est compacte.
(i1) En déduire que la dimension de M est finie.
(4) On se propose de donner une preuve directe du résultat, a partir de la question (2).

_C_

e . d
(1) Soit N un entier assez grand pour que o < N

< 1. Prouver I'inégalité :

1 k
Pour toute £ € M, ||flle < —( sup | (—) |).
f f -6 OSkSN]ieN / N

(i1) Montrer que I’application f — (f(0), f(%) .. .,f(%), ..., f(1)) est une injec-
tion linéaire de M dans CN*!, et conclure.
Exercice VII.24 : Non-séparabilité de 'algébre de Calkin

Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie, (e,),>; une base orthonor-
male de H, L(H) I’algébre des opérateurs bornés sur H, et K(H) la sous-algebre des
opérateurs compacts, qui est comme on le sait un idéal bilatere fermé de L(H), et a
fortiori une sous-algebre.

L’algebre de Calkin C(H) est le quotient (selon D 10.2) de la premiere algebre par la
seconde, munie de la norme-quotient. On se propose de montrer que K (H) est séparable
(i.e. contient une suite dense, cf. Ex. 1.6), mais pas les deux autres.

(1) En utilisant la séparabilité de H, montrer que 1’espace Ky(H) des opérateurs de
rang fini est séparable.

(2) En utilisant la densité de Ko(H) dans K'(H) (résultat de cours), montrer que K(H)
est également séparable.

(3) Soit (A,),>1 une suite quelconque de L(H).

(i) Montrer qu’on peut construire par récurrence une suite orthonormée (v,),>; de
vecteurs de H telle que :

Pour tout n > 1,{v,, A,e,) = (vy,v;) =0pour 1 < j<n-—1. (VIL4)

(i1) Montrer qu’il existe T € L(H) tel que Te, = v, pour tout entier n > 1, et que
cet opérateur vérifie ||T — A,|| > 1 pour tout n > 1. Ainsi, £(H) n’est pas séparable.
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(4) Soit (A,),>1 une suite quelconque de L(H), et (K,;);>1 une suite dense de K(H).
(i) Montrer qu’il existe 7' € L(H) tel que I’on ait

1T — A, — K|l > 1 pour tous m,n > 1.

(i1) Montrer que ce T vérifie :
IT — A, — K|| = 1 pour tout n > 1 et pour tout K € K(H).

Si m est la surjection canonique de L(H) sur le quotient C(H) = L(H)/K(H), cela
revient exactement a dire que ||7(T)—m(A,)|| > 1 pour tout n, et donne la non-séparabilité
de C(H).

Exercice VII.25 : Opérateurs a noyau

Soit H = L*([0, 1]) et T € L(H) défini, pour f € H et x € [0, 1], par

1
(TfHx) = fo K(x,nf()dt
avec

K(o1) = tx+1) si0O<x<t<1
x4+ 1) si0<t<x<l1

(1) Montrer que T est un opérateur compact auto-adjoint et que les vecteurs propres
associés a des valeurs propres non nulles sont des fonctions continues.

(2) Déterminer tous les couples (valeur propre non nulle, espace propre) de 7. En
déduire qu’un opérateur intégral a noyau K > 0 n’est pas nécessairement un opérateur
positif (cf. D 8.2).

(3) Calculer 3% &.

Exercice VII.26 : Bases perturbées

H est un espace de Hilbert séparable et (e,,n € N*) est une base orthonormale de H.
On cherche a reconnaitre quand un autre systeme orthonormal (f,, n € N¥) est une base
orthonormale (bon) de H, et on se propose de montrer le résultat de perturbation suivant

llen — full* < 00 = (f,,,n € N*) est une bon de H. (%)

n=1

Pour (f,,n € N*) , systtme orthonormal donné vérifiant I’hypothese de (x), on note F
I’espace vectoriel fermé engendré par les f,, et G son orthogonal.

(1) Montrer qu’il existe U € L(H) tel que

Ue, = f, pour tout n € N*,
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Montrer alors que (D 6.1)

U'f,=e, pourtoutn e N" et U'x =0si x € G.

(2) Avec les notations de I’Ex. VII.19, montrer que T = U —1 est un opérateur Hilbert-
Schmidt, de norme Hilbert-Schmidt |73 = X0, lle, — ful1*-

(3) En utilisant les résultats de I’Ex. VII.19, montrer qu’en réalit¢ G = {0} et que
(fu, n € N¥) est une base orthonormale de H.

Exercice VII.27 : Théoréme de Feintuch

Soit H un Hilbert complexe, séparable, de dimension infinie muni d’une base orthonor-
mée (e,),>0 et de I’opérateur shift unilatéral associé :

S(en) = ens1, Yn €N,
dont I’adjoint S * vérifie :
S*(ey) =e,_1sin>1etS"(ey) =0.

Un opérateur T € L(H) est appelé opérateur de Toeplitz (en abrégé est Toeplitz) si sa
matrice sur la base (e,), t;; = (Tej, ¢;), vérifie la condition

Livkjok = tij  Yi, j,k €N,

(1) Montrer I’équivalence : (a) T est Toeplitz ; (b) S*TS =T.
(2) Soit K € K(H). Montrer que
lim [|S™ K] = lim ||S™KS"|| = 0.
(3) On dira que T € L(H) est asymptotiquement Toeplitz s’il existe un opérateur

A € L(H) tel que
lim |S*™TS" — A|]| = 0.

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
1. T est asymptotiquement Toeplitz ;

2. T = A + K avec A Toeplitz et K compact.

160



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

2. Solutions

SOLUTIONS

Exercice VII.1

() @) Jo- | fol f@)dy |< |If]l- Il y a égalité si f est la fonction constante ¢ : x — 1.
Donc Jy € E* et ||Jy|| = 1, la norme est atteinte pour e.

. 1 1 e .
(i) J1. | f) uf@dy}l < IfNl [, ydy = 5IIf1l. I y a égalité pour la fonction e
utilisée précédemment. Donc J; € E* et ||J4|| = %, la norme est atteinte pour e.

(2) On peut écrire, avec les notations de 1’énoncé,

Af = Ji(f)(6eo) + Jo(f)(2e1). (VIL5)
Ceci permet une écriture canonique de A selon (P 7.1),
A = (6eg) ®J; + (2e1) ® Jy.
L’écriture de Af permet la majoration

A1l < Glleoll + 2lleIDILAN = SIIAI-

Pour f = ey, vecteur normé de E, on a

1
(Aeg)(x) = f 2x + 6y)dy = 2x + 3 = 3ep(x) + 2e1(x) ; (Aey)(1) = 5.
0

On a donc ||A|| = 5; 1a norme est atteinte pour ey.

(3) () ker A.

D’apres (VII.S),kerA = {f € E ;Jo(f) = Ji(f) = 0}. Jy et J; sont deux éléments
indépendants de E*. ker A est donc de codimension 2. Il n’a pas d’écriture plus précise
que celle donnée ici.

(ii) ImA.
D’apres (VI1.5), ImA C Vect(eg, e}).
On anoté en (2) que Aeg = 3eg + 2¢;. De plus
(Aey)(x) = j(;l(2x + 6y)ydy = x + 2, soit Ae; = 2¢g + e;.
(Aeg, Aey) est donc libre dans Vect(ey, e;), ce qui établit que ImA = Vect(ey, e).

A est un opérateur borné de rang 2 selon (D 6.1).

(iii) Relation entre ker A et ImA.

Il résulte de (ii) que G = Vect(ep, ¢;) est invariant par A et que la restriction Bde A a G
est bijective. Alors aucun vecteur non nul de ker A n’est dans G.
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Vect(ep, e1) est donc un supplémentaire topologique de ker A dans E (supplémentaire
algébrique de dimension finie, donc supplémentaire topologique d’apres (P 1.1) et (P 1.2)
par exemple).

(4) On exposera d’abord le raisonnement pour g arbitraire, puis dans le cas particulier
proposé.

(i) g arbitraire.
D’apres (3) (iii) on a E = ker A @ ImA.
On note alors, pour f € E arbitraire, f = f; + f,0u f] € ker A, f» € ImA.
Af — f=(-f1) +(Afy — f>) ou le second membre est décomposé aussi sur ker A @ ImA.

On peut ainsi résoudre Af — 2f = g en décomposant de méme g sur ker A et ImA selon
g = g1 + g». Ceci conduit a

fi==-91, Ah-f=9
La seconde équation est une équation linéaire dans G. Avec la notation B introduite
dans (3) (iii), elle s’écrit Bf; — f> = g».
Beg = 3eg+2e;, Be; = 2ep + ey, donc (B — 1)60 =2ep+2e1,(B— 1)61 = 2ey. 11 en résulte
que B — I est bijective ; alors pour chaque g», f> existe et est unique.
(ii) g choisie.
Il reste a déterminer g, et g, puis fi et f.

gr = aep + bey, ou a, b sont choisis tels que

L, 2 b
Jo(g)=f 2y°dy = 5 = Jo(g2) =a+ 3
0 3 2

+

w| S

1
1
I = f 2'dy = 5 = Ji(92) =
0

[NSRIEN

Ceci fournit g, = —3eq + 2e;.
J> est alors cherchée sous la forme f> = ceq + de; par 1’équation

Bfs — f> = —1eq + 2ey, soit encore

c(B=Deg+d(B—-De; =cRey+2e) +dR2ey) = 2c + 2d)eg + (2c)e; = —%eo +2ey

doncc=1,d = —% et,comme f| = —g; = g2 — ¢,

7
f=€0—661+

1 2 5
261 - 560 - 262} = 560 + 661 — 2e5.
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2. Solutions

Exercice VII.2

On a intérét a détailler ’intégrale pour expliciter la forme de g.

f_Jrll(x2 + %xu + ru®) f(u)du = x* f_ﬁl fwdu + %x f_+ll uf(u)du + rf_+ll u? f(u)du.

Ceci fournit I’expression

+1 +1 +1
Af = (r f ) f(u)du) e + % ( f uf(u)du)e1 + ( f f(u)du) e, (VIL6)
-1 -1 -1

(1) A, f estun élément de Vect(ey, ey, €3).

A, est trivialement linéaire. L’inégalité de Schwarz (P 5.4) appliquée a chaque intégrale
montre que

2\!2 3
A fIl < (Irl (5) lleoll + EHEIH + 2||€2||] A1 (VIL.T)

L application A, est donc continue et le facteur de || f|| dans (V/1.7) fournit un majorant
de la norme de A,. On a ainsi contr6lé que A, € Ko(H).

(2) L’adjoint Ay de A, est déterminé par la formule de définition (D 6.1)

Pour tous f,h € H,(A,f,h) = (f,A*h), (VIL8)

+1 +1
soit (f, Arh) = f (f (x> + %xu + ruz)f(u)du) h(x)dx. (VIL.9)
-1 \J=1

La convergence absolue des intégrales permet d’échanger (théoreme de Fubini) les
signes d’intégration pour faire apparaitre I’écriture de A;. On obtient

+1 +1
(f,Arh)y = f (f (x2 + %xu + ruz)h(x)dx)f(u)du. (VII.10)
-1 \J=

(VII.10) montre que

+1

ATh = k avec k(x) = f

3
(u2 + Eux + rxz) h(u)du. (VII.11)
-1

L’ application adjointe est obtenue en permutant le réle des variables dans 1’application

initiale. A, est auto-adjoint si et seulement si on a :

+1
3 3
Pour toute f € H,f [(x2 + Exu + ruz) - (u2 + Eux + rxz)} f(uw)du = 0.
-1

Le facteur de f dans I’intégrale est (1 — r)(x> — u?). Faisant x = 1 et choisissant pour f
la fonction définie par f(x) = 1, on obtient la relation : j;)l(l —r)(1 —u?)du = 0, donc
r = 1. A est ainsi I’'unique opérateur auto-adjoint.

163



Chapitre VII < Opérateurs compacts

Remarque importante : Soit plus généralement A : H — H 1’opérateur « associé au
noyau K » défini par la formule

1
Af(x) = f K(x, 1) f(ndt,

1

ou K : [-1,1]> — C est mesurable, bornée. Alors, A € L(H) comme on le vérifie
facilement, et un calcul rigoureusement identique a celui fait dans le cas particulier de
I’exercice montre que I’adjoint A* de A est représenté par le noyau L adjoint de K, c’est-
a-dire qu’on a pour toute f € H ettout x € [-1,1] :

1
A" f(x) = fl L(x, 1) f(t)dt avec L(x,t) = K(t, x).

B@r=1.
D’apres (VI1.6),A; est un opérateur de rang au plus 3. On verra qu’il est de rang 3.
D’apres (VII.11),A; est auto-adjoint. Son écriture canonique est alors de la forme
Al = Z;=1 A;fj ® fj. Les (4;, f;) sont des couples (valeur propre non nulle, vecteur
propre normé) ou les f; forment un systéme orthonormé et les A; sont les valeurs propres
non nulles comptées avec leur multiplicité.

On cherche donc les valeurs propres non nulles et les espaces propres associés.
SiAif =Af,2+#0,alors f € ImA;. Un calcul direct montre que

2 2 2
Areg = 530 +2e, Atey = ey, Ajer = geo + 562. (VII.12)
e est donc vecteur propre ; on note f; = e (|| e; )7 = \/gel, et on voit que le couple

3
/l] = l,fl = \/;el (V1113)

est un couple (valeur propre non nulle, vecteur propre normeé).

Les autres vecteurs f; sont a chercher dans le supplémentaire orthogonal de Vect(f),
donc dans Vect(eg, e;) pour j =2, 3.
Cherchons des vecteurs propres sous la forme (e + ae). Ceci fournit les égalités

2 2
(Al - g1) (eg + aey) = 2e5 + 5@ = Aleo + aer)

Aa =2
S5A-2a=0

donc
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2. Solutions

On en déduit deux couples (valeur A non nulle, vecteur propre normé), qui sont

(@:%ﬁ:qm+@@y@:m%ﬁzg@_@@)

ol 1, t3 > 0 sont ajustées pour que les vecteurs soient normés, soit par un calcul simple :

=y ((-V5+3) " 5= (3(5+3)"

Ainsi, selon (P 6.2),

A =fi®h +(:/—2§+ %)fz®fz+(%+§)f3®f3-

i) r=0.
D’apres (VI1.6), Ay est un opérateur de rang au plus 2. L'écriture des Aper, k = 0,1,2
confirmera qu’il est de rang 2. Il n’est pas auto-adjoint ; la détermination d’une écriture
canonique demande alors 1’étude préalable de |Ag| = (ASAO)I/ 2 pour obtenir 1’écriture
polaire selon (D 6.9) et se ramener a la méthode employée dans le cas précédent.

D’apres (VII1.11), Im(A;) € Vect(eg, e1). Comme ker(AjAp) = [Im(AE“)AO)]l (P 6.3),1il
suffit de déterminer les images de ¢ et e;.
* 2 *
Aoeg = 2ey 5 Ager = e 5 Ager = 560" Ager = e
donc (AjAo)ey = 2eg = (%)260 5 (AgAoler = ey,
D’oll |Ag| = g1 ® g1 + g2 ® g2 Ol g1 = ~5ep et g = \@61.

Il reste a passer de |Ag| a I'opérateur Ay, donc a tenir compte de 1’écriture polaire
Ay = Ul|Ap| (D 6.9).

2 5
A()e() = 262 = U(|A0|e0) = U(—EO), donc er = \/gez’ Ugl = \/j€2.
\5 2

Ager = e; = U(|Agle;) = Uey donc Ugs = g2

et une écriture canonique de Ag est :

5
AO:—(\/;ez]®gl+gz®gzz V2e;,® g1 + 92 ® 9. (VII.14)
Alors (4), (VII.14) et les résultats précédents montrent que
2
Aoeo = 262 5 Aoel =e], A0€2 = 362. ker(Ao) = (Vect(eo,el))l. (VII.lS)
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La recherche d’un polyndme annulant Ay va se ramener a une étude en dimension finie
en écrivant, conformément a (D 4.12) :

H = H, ® H,, Hy = Vect(e, ey, e2), Hy = (H))", Ao = By & Co.
Co = 0, By agit dans un espace de dimension 3 et admet un polyndme minimal Py de
degré au plus 3; les P cherchés sont les multiples de Py.
Boey = 2e5 ; Bpey = ey ; Bpes = %62 ; Bo(%eo —e3) = 0, By admet donc 3 valeurs propres
distinctes : 0, % 1. Son polyndme minimal est alors son polyndome caractéristique :

Po(X) = X(X — 1)(}( - %)

Les polyndmes P sont les multiples de Py.

Remarque : On peut noter des maintenant la différence de traitement entre des opé-
rateurs bornés de rang fini dans la structure espace de Banach (c¢f. Ex. VIL.1) et dans
la structure espace de Hilbert ici rencontrée. La forme canonique est ici plus précise et
demande une étude détaillée de I’opérateur et de son adjoint.

Exercice VII.3
(1) (@) ker(I — P) = {x € E tels que Px = x}. On a donc Iinclusion
ker(I — P) € ImP. Alors dim(ker(/ — P)) < dim(ImP) < oo.

(ii) ker P est un sous-espace fermé de E.

Soit H un sous-espace de E, & intersection avec ker P réduite a {0} ; notons P I’élément
de L(H, E) coincidant avec P sur H. Il est injectif et son image P(H) est incluse dans
celle de P; elle est donc de dimension n au plus. Elle a méme dimension que H, qui est
donc de dimension finie.

Il en résulte que ker P admet un supplémentaire algébrique G de dimension finie ; il est
alors un supplémentaire topologique d’apres (P 1.2). Pour I’écriture x = y + z, y € ker P,
z€ G,onaPx = PzetImP = P(G). On a donc

dim G = dimImP = n.

(iii) Six=y+zyekerPze G, onax—Px=x—-Pz=y+ (z— P2).
Lorsque x varie, y décrit ker P,z — Pz décrit un espace vectoriel de dimension au plus
égale a celle de G, donc finie, image de G par [ — P.
Im(/ — P) = Vect(ker P, (I — P)(G)). Soit X = ker PN (I — P)(G) et Y un supplémentaire
de X dans (I — P)(G); nous avons Im(/ — P) = ker P @ Y d’apres (P 1.8). Im(I — P)
est donc un sous-espace fermé de E, de dimension au plus celle d’un supplémentaire de
ker P, donc finie.

2) (1) kerA.SiCA=1-0,[Ax =0] = [(I - Q)x = 0] = [x € ImQ]. On a donc
kerA € ImQ. Comme Q est de rang fini, ker A est de dimension finie au plus égale au
rang de Q.
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2. Solutions

(i) ImA. Si AB = [ — P, ImA 2 ImAB = Im(I — P). D’apres (1), Im(/ — P)
est fermé et de codimension finie. Alors ImA est déduit de Im(/ — P) en « ajoutant » un
sous-espace de dimension finie.

En effet si y; € ImA \ Im(/ — P), F; = Vect(y;)®Im(/ — P) C ImA. Comme Im(/ — P) est
de codimension finie, on ne peut prolonger ImP qu’avec un nombre fini de vecteurs y;.

On obtient ImA = Im(/ — P) @ Vect(yy, ..., y,). C'est donc, par (P 1.2), un sous-espace
fermé de £ comme somme directe d’un sous-espace fermé et d’un espace de dimension
finie.

Codim(ImA) = Codim(Im(/ — P)) — r est finie.

(3) Utilisons les conclusions de (2).

Si ker A est de dimension finie, il admet dans E un supplémentaire topologique G (on
appelle en général un tel sous-espace un espace initial de A).

Si ImA est fermé de codimension finie, il admet un supplémentaire topologique H de
dimension finie.

On peut alors utiliser les deux décompositions en somme directe de E faites avec ces
sous-espaces. (E = H® ImA,w = u +v); notons P, : {E — E,w — u}.

P, est un opérateur borné de rang fini (dimension de ker A).

A : {ImA — G,Vx € E, Ax — x} est une bijection entre espaces de Banach (I’hypothese
que ImA est fermée est utilisée). Par le théoreme d’isomorphisme de Banach (P 2.16),
son inverse B; est donc continue.

Définissons B; par By : {E — E,w = u+v +— Bjv}. Nous avons ABjw = A B;(I — Py)w.
Ceci exprime que AB; = I — P,. De plus :

v=Ax = Al(l— Q[)x, donc B[A)C = BIAI(I— Q])X = (I— Q[)x,
soit BjA = I — Q;. Le choix C| = B; répond a la question.

(4) ker A = Vect(ey, e3) ; avec les notations de (3) on peut donc choisir G = Vect(e) ;
Py est le projecteur sur Vect(ey, e3) de noyau Vect(e,) défini par

P(xie; + xpe0 + X3€3) = Xje] + x3es.

ImA = Vect(e;). On choisit H = Vect(ey, e3), alors Q) est le projecteur sur Vect(e;, €3)
de noyau Vect(ey).

By est définie par B;(H) = {0}, Bi(e1) = e,. Les matrices de ces éléments, dans la base

(e1, e, e3) sont
100 000 000
Py) = 000];(Q1): 010 ;(31)2(100 .
001 001 000
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Exercice VIl.4

(1) 11 suffit de prendre pour (x,) une suite orthonormée. Car alors, le théoreme de
Pythagore (P 5.1) donne

2 2 2
P #q = llxp = xgllI” = lIxplI” + 13,17 = 2.

(2) (i). Il suffit d’élever au carré I'inégalité a < |ly;— yl| et de développer. Cela donne,
pour j < k:
@ <yl + lyel® = 2Ry ) < 2 = 2Ry, i) (%)

(i1). On fait tendre k vers I’infini dans (*), a j fixé. Il vient
a* <2 - 2Ry, y) puis & <2 - 2|lyll* < 2,
en faisant tendre j vers+oco.

Exercice VII.5

(1) Si E est de dimension finie, nous avons Ky(E) = L(E), donc I € Ky(E), et
d(l, Ko(E)) = 0.

Si E est de dimension infinie, soit B € Ky(E) ; la dimension de ImB est finie, donc B
n’est pas injectif. Soit x € ker B, || x ||= 1. On a

[|(I = B)x|| =1, donc ||l - B|| = 1 et d(I, Ko(E)) > 1.
D’autre part, d(I, Ko(E)) < |[[I = 0] = 1, d’ou d(I, Ko(E)) = 1.
(2) On est dans le cas ou d(I, Ko(E)) = 1.

(i) Encadrement. L’ inégalité de droite est triviale.

Si A est inversible, notons C = A7!, et remarquons que I’application
My {Ko(E) = Ko(E), B+— AB} est une bijection (car InAB € ImB). Ensuite, on a
pour tout B € Ky(E) :

Il - Bl| = ICA — CAB|| < ||C]| [|A — AB]|.

En passant a I’inf sur B des deux cdtés, on obtient donc via (1) et la remarque :
1 < d(C, Ko(E)) < |ICI| d(A, Ko(E)) donc d(A, Ko(E)) > [[A]",

AN < d1, Ko(E)) < |IAll. (VIL16)

(i) Encadrement optimal.

L’encadrement utilisé en (1) est tel que [|I!|| = ||[I]] = 1. Les deux membres extrémes
de (x) sont donc égaux. Donnons un exemple ou ces deux membres sont distincts.

PourA=1+e®e,soit E=G® H,G = Vect(e), H = G*.
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2. Solutions

Six =y+z,Ax = 2y + 7 ; A est donc inversible et ||A|| = 2. Pour la méme écriture de
E,A'(y+2) =4 +zdonc|lA7"| = 1.

Si B e Ko(E),A— B =1-(—e®e+ B). La translation par —e ® e dans Ky(E) est une
bijection ; il en résulte d(A, Ko(E)) = d(I, Ko(E)) = 1 = ||A7}|[71.
(3) S est une isométrie (cf. Ex. II1.5) donc ||S|| = 1.
Soit B € Ky(E) et x € ker B, ||x]| = 1. On a
IS = B|| = |ISx—=Bx|| =||Sx|| = |lx]l = 1 donc 1 < d(S,Ko(E)) < 1etd(S,Ky(E)) = 1.

(4) On approche T par Ty{n < N, Tye, = E”T“, n> N, Tye, = 0}. On obtient :

(o] (o) 1
pour tout x = Z Xpen, (T —Ty)x = Z —Xp€u+1, donc
n=1 n=N+ln
T = TP = ) —| Xl < .
n=N+1 (N 1)

Or, Ty est dans Ky(E), donc d(T, Ko(E)) < et enfin d(T, Ko(E)) =0

Remarque : Dans le chapitre sont définis les opérateurs compacts 7', ceux pour lesquels
d(T, Ko(E)) = 0 d’apres (P 7.12). T en fait donc partie.

N+1’

Exercice VII.6

(1) (1) A existe. Soit x € H. On sait (P 5.6) que x s’écrit comme une série convergente

X =27 Xpe, avec
(o)
2 2
Dl = P < oo,
n=1

éciproquement, Si ite (x, i eri ® x> < oo, la série de terme
R £, si une suite de scalaires vérifie )" |

général x,e, converge dans H car ses sommes partielles forment une suite de Cauchy.
Ceci nous incite a procéder ainsi : si A existe, on a nécessairement

)

A(x) = Z x,Ale,) = i XAy

n=1 n=1

Mais d’apres ce qui précede, nous pouvons prendre cette formule comme définition de

A(x) puisque
o (o)
2 2 2 2
D kallan < llall2, Y el < oo.
n=1 n=1

Et nous avons alors par Parseval appliqué deux fois :

(o) (o)

2 2 2 2 2 2 2
AP = > Fallan < llall, Y bl = llallZ P,

n=1 n=1
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ce qui montre de plus que A est continu avec une norme < ||al|«. Il est facile de vérifier
qu’en fait [|A]| = [|al|e-

Posons maintenant A = lim,_,«|a,| et d = d(A, K(H)). Soit K € K(H). Nous avons pour
toutn :

lA = K|l = |Aen) = K(en)ll 2 [[Alen)ll = [IK(en)ll = lanl = IK(en)ll;

soit encore |a,| < ||K(e,)|| + ||A — K||. Passons a la limite sup dans cette inégalité en nous
rappelant que K(e,) — 0 puisque K est compact et (e,) orthonormée (cf. P 9.11). Il vient
A < ||A = K]|, puis A < d, en passant a la borne inférieure sur K. Inversement, pour tout
entier N > 1, soit Ky I’opérateur défini, comme 1’était A, par

a,e, sin<N

Kn(e,) =
w(en) {0 sin>N

L’ opérateur Ky est compact car de rang fini, et on a

0 sin <N
a,e, sin>N

(A= Ky)(en) = {

Il résulte de ce qui précede, puisque A — Ky est de méme nature que A,
que d <||A — Kyl =sup,.yla, puis que, par définition méme d’une lim sup :
d < infy(sup,. vy la,]) = A. On a bien obtenu

d=A. (VII.17)

(i) A compact ? On déduit immédiatement de ce qui précede que :
Acompact &= d =0 1=0a, — 0. (VII.18)
La condition (V/11.18) est donc le critere de compacité de A.

(2) Comme en (1), nous sommes « obligés » de définir B par la formule

o[5S

n=1 n=1

|> < c0. Nous devons donc

. z . (o)
pour toute suite (x,) de carré sommable, i.e. telle que 3 ” | |x,
avoir

(o) (o]
Z |x,)> < 00 = Z apx,converge.
n=1 n=1
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi est que

(o)

Z la,? < co. (VIL.19)

n=1
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2. Solutions

En effet, si (VI1.19) a lieu, la série )., | a,x, est absolument convergente par I’inégalité
de Cauchy-Schwarz, et de plus

1 1
e o] 3 o] 3
umwﬂz%m%Zmﬂ(Zmﬂ:mwm
n=1 n=1 n=1

en notant a = (ap)nen- et llall, = (3, Ianlz)%. Si bien que ||B|| < ||all,. Et puisque B est
derang 1, on a B € Ky(H), a fortiori B € K(H).

Réciproquement, si B continu existe, soit xy = ZnNzl a,e,. Alors,on a :
N
1Bxyll =1 antas] < [1Blllxll (VI1.20)
n=1

autrement dit 3., |a, > < [IBI(ZY, la,/*)'?, d’ ot

1/2

(nZ: |an|2] <IBl|.

En faisant tendre N vers I’infini, on voit que (VI1.19) a bien lieu.

(3) On peut adapter la démarche de (1) ou noter que C est déduit de A par multipli-
cation par S € L(H) «défini » par Se, = e, pour tout n € N*. On a alors C = S A.

S est continue (Ex. IV.5); donc si A est continue (resp.compacte), C est aussi conti-
nue(resp.compacte).

S est inversible a gauche (Ex. IV.5); donc si C est continue (resp.compacte), A est aussi
continue (resp.compacte).

La continuité (resp. compacité) de C a donc lieu dans les mémes conditions que celle
de A.

Exercice VII.7
On note, selon (D 2.9) et (D 7.3), f(x) =(x, fYetT = xoQ f. D’apres (P 7.4) T € L(E),
et IT1] = Il lxoll-

(1) Calculons T2 ; nous avons T # 0 car Txg # 0, et
T%x = (x, YT xo = {x, f){x0, [Yx0 = {x0, )T x, soit

T? = (xo, /)T. (VII.21)

T est donc une projection si et seulement si (xg, f) = 1.
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(2) @) o (D).

T est un opérateur linéaire continu de rang 1, son spectre est donc constitué de {0} et de

I’ensemble des valeurs propres non nulles (P 7.15).

Une valeur propre non nulle posséde un espace propre inclus dans I’'image, donc la seule

possibilité ici est Vect(xg). Txo = (X0, f)xo.

(X0, f) est donc la seule valeur propre non-nulle, et
o (T) = {0, {xo, /H}-

(ii) Opérateur résolvant de 7.

(VI1.22)

(a) Premiere méthode. On peut chercher, pour A ¢ {0, (xo, f)}, a résoudre en

x I’équation y = Tx — Ax ou y est arbitrairement donné dans E.

y= ()C,f>)C0 - Ax.

En faisant agir f sur les deux membres, on a

W, £ = (x, ) xo, ) = D), soit (x, f) = (x(fyf%
Reportant cette valeur de (x, f) dans (V11.23), on obtient
S I
x=4 [(m,f)—/lxo y]’

donc x = Ay ou
A==+ [Ax0, /)= DI "% @ f.
(b) Deuxieme méthode. (VII.21) nous fournit 1’égalité
(T — AL+ AD?* = (xo, [T — AL + Al).
On déduit, en mettant (7" — Al) en facteurs,
(T = AT + (A= (xo, fNI) = Ax0, f) — DI, donc
(T =AD" = [Axo0, ) = DI (T + (A= (xo, /), et
(T - A" = =7+ [A(xo, f) = D]T'T.
(VI1.27) coincide avec (V11.25). Heureusement !
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2. Solutions

Exercice VI8
La compacité de T résulte de la continuité uniforme de K et du théoréme d’Ascoli (cf.

Ex. VIIL.2). Pour le calcul de ||T||, posons L(x) = fol |K(x,t)|dt. D’apres les propriétés
élémentaires des intégrales dépendant d’un parametre, la fonction L est continue sur
[0, 1], soit M = [|L]|e.

(1) On écrit,pour0 < x < 1:

1 1
ITf(xl Sfo IK(Cx, Il f()ldr < IIflloofo IK(x, Dldr = L(X)]| flleo.

d’ol en passant au sup sur x : [T flle < M||f|l. Cela montre que T € L(E) et que
IT|| < M. Pour montrer que cette inégalité est une égalité, on utilise les notations et
résultats de I’Ex. I11.3. Soit x( € [0, 1] tel que L(xp) = M, et g(t) = K(xo,1),g € E.On a

1
1 flleo 2 1T flleo = 1T f(x0)| = ‘fo g(t)f(t)dt‘ =440,

d’oti bien sir ||T|| > ||Ayll. Et 'on a [|Ay]l = llglli = L(xo) = M d’apres 'Ex. IIL3 (2), ce
qui montre bien que ||T|| = M.

(2) D’apres le cas général précédent, on a ||T|| = fol e'tdt = e(e - 1).

On écrit (T f)(x) = e* fol ¢' f(t)dt, ce qui montre que T est un opérateur borné de rang 1.
Si on note A 1’élément du dual de E défini par f — fol ' f(t)dt et g la fonction g(x) = e*,
on a plus précisément

Tf=(f,A)g,soitT =¢g® A, avec les notations de (D 7.3).

T est un opérateur borné de rang un, donc compact. Alors, 0 € o(T) et o(T) \ {0} est
I’ensemble des valeurs propres non nulles de 7 (P 7.15).

L’espace propre correspondant a une valeur propre non nulle est inclus dans Im(7), c’est
donc Vect(g). Il y a alors une seule valeur propre non nulle et I’égalité Tg = (g,A)g

_ -1
montre que cette valeur propre est (g, A) = .

2 _
O'(T)={O,e > 1}.

Notons que I’égalité ||T|| = e(e — 1) se lit aussi ||T|| = ||gllIAll-

Exercice VII.9

S a été plusieurs fois considéré, on sait (cf. Ex. IV.5) que S € L(H) et est isométrique
(D 4.16).

(1) {S}’', commutant de S. Soit B € L(H) compact tel que S B = BS. Ceci entraine,
S étant une isométrie :

Pour tout n € N*, S Be,, = BSe, = Be,.1, et||Be,|| = ||Be,+1ll. (VI1.28)
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On constate sur (VI1.28) que
Pour tout n € N*, ||Be,|| = ||Bei]|. (VI1.29)

Mais B est compact, donc le membre de gauche de (V11.29) tend vers zéro quand n — oo
(cf- P 9.11), et par suite on a

Bey =Be;=...=Be,=...=0.
Les e, formant une base orthonormale de H, il en résulte que B = 0, CQFD.

(i1) S non compact. Ceci est par exemple une conséquence de (i) puisque S commute
avec S et est non nul !

Exercice VII.10

(1) On va montrer que

A € L(E) & sup ||Ae,]|| < co.
neN*

(i) Condition nécessaire. C’est évident :
Comme, pour tout n, |le,|| = 1, on doit avoir, pour tout n, ||Ae,|| < [|A]l.

(ii) Condition suffisante. Soit 7 = sup,,o- ||Ae,|| < oo, et soit x € E. Par défini-
tion, x peut s’écrire comme une série absolument convergente dans E : x = )7 | X,€,,

avec x, € Cet 7, |x,| < co. On peut alors poser Ax = ), | x,Ae,, car la série consi-
dérée est absolument convergente dans E : ||x,Ae,|| < |x,|h. De plus, on voit que

llAX] < (Sup IIAenII) Z Xal = Allx]|.
n n=1

A est donc continue, et sa norme vaut 4.

(2) (i) Limplication = C’est I'application directe de la définition (D 7.5);
M = {e,,n € N*} est borné, donc son image A(M) doit étre relativement compacte.

(i) ’implication < Posons N = A(M). C’est par hypothése un compact. Soit
(fp) la suite de fonctions définies sur N par

£(0 = D" Il pour x = (x))jar- € N.
>p

La suite (f,) est une suite décroissante de fonctions continues sur le compact N (puisque
[f,(x) = fr)| < llx = yll), de limite nulle. D’apres le théoreme de Dini, elle converge
uniformément vers O sur N, autrement dit :

Pour tout £ > 0, il existe P = P(g) tel que Z |x;] < esix€N.
j>P
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2. Solutions

Ecrivons chaque Ae, sous la forme « matricielle » suggérée par 1’énoncé :

e8]

Ae, = Za"'jej €N.
J=1

P étant comme ci-dessus, posons u, = Zle ay,jej, puis définissons un opérateur de rang
fini A, proche de A par la formule :

(o]
Agx = Z Xplty, avec ||Ae, — u,l|| = Z la,, | < e.

n=1 j>P
L’ opérateur A, est bien de rang fini car ImA, C Vect(ey,...,ep). Etenfin ||A — A.|| < &,
car

IAx = Acxll < ) Ixallde, — uall < ' Ixile = ellxil
n=1 n=1

Ceci acheve la question, puisque A est limite en norme d’opérateurs de rang fini.
Notons qu’on a approché A par un opérateur de rang fini en substituant a la famille des
Ae,, une famille u, de rang fini « voisine ».
On peut aussi remarquer que I’on a la conclusion de la propriété (P 7.12), c’est-a-dire
K(E) = Ko(E), bien que I’espace E n’ait pas une structure d’espace de Hilbert. Re-
marquons enfin, en termes de matrice, que la compacité de A équivaut a la condition
d’équisommabilité suivante :

Pour tout £ > 0, il existe P entier tel que sup (Z |an,_,-|] <e.

neN* =P

(3) (i) Le dual de ¢y = F. Comme on I’a vu dans I’Ex. II.7, question (6), ce dual
s’identifie isométriquement 2 ¢! = E. Notons que la « base » canonique (5,) de F,
0n(j) = 0, a pour base duale dans £ = F* la « base » canonique (e,) de E, a savoir
(en, Om) = Omn (D 1.15).

(i) K(F). Ecrivons matriciellement A, = 2521 an 0. Alors, I’opérateur trans-
posé A’ : F — F est défini par la matrice transposée sur la « base » duale (P 4.2) :

Ale, = Z ajne;.
j=1
De plus, on sait que [A € K(F)] © [A” € K(F*)] (P 6.13).

On peut donc utiliser la caractérisation trouvée en (2), et on obtient pour la compacité de
A : F — F la condition nécessaire et suffisante suivante :

Pour tout € > 0, il existe P entier tel que sup (Z |a_,-,n|] <e.
neN*

j>P
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Chapitre VII < Opérateurs compacts

Il nous faut ici I’équisommabilité des colonnes de la matrice, alors que dans le cas de
E = (' il fallait I'équisommabilité des lignes.
Exercice VIL11

(1) h est continue sur ’ensemble compact, connexe I = [0, 1]; I’ensemble de ses
valeurs est donc un intervalle fermé J = h(Il) = [a, b] C [0, 1].

A est évidemment linéaire. Chaque Af = f o h est le produit de composition de deux
fonctions continues, donc est une fonction continue : Af € E.

De plus,
feE=|Afll. = suP |f(h(x)| = Su? LSl < 1S
X€ ye

donc ||Afll. < |If]l.- A est continue et de norme majorée par 1.
Si pour tout x, fo(x) = 1, alors Afy = fo (fp est vecteur propre de A pour la valeur
propre 1), d’ou ||A]| = 1.

(2) (i) Si h est constante.
Utilisons la fonction f; de la question (1).
On écrit h = cfy, c € [0, 1]. Alors pour tout x, f[h(x)] = f(c) etdonc Af = f(c)fy, ce qui
montre que A est compact, car de rang 1.

(ii) Si & n’est pas constante.

On a alors a < b, avec les notations de (1). On utilise la propriété (P 7.8) de maniere
a montrer le caractere non compact de A. Il suffit de mettre en évidence une suite (f;,)
de fonctions de la boule unité fermée de E, telle que (Af,) n’admette pas de sous-suite
convergente. On considere pour cela la suite de fonctions définies par

fu(x) = 2™ x € 1, telle que ||full, = 1 pour tout n € N*,

Lorsque p,g € N*et p < g,ona
IAf; = Afylle = SUp |fy(y) = fo(»)] = sup ¥ — e2Pi|
yeJ yeJ

= sup X797 — HmPe| = sup|l — =7 = o
zel zel

comme on le voit en donnant a z la valeur z = 2(q1_p) € 1. (Noter que z = Z:Z parcourt

I quand y parcourt J.) La suite des images par A de la suite (f,) considérée n’admet
aucune sous-suite convergente, et A n’est pas compact.

Exercice VII.12

Soit A un opérateur compact sur £, M la boule unité fermée de E, puis N = A(M),
relativement compact (cf. D 7.5), et € > 0. D apres le théoreme d’ Ascoli-Arzela ((P 2.3),
partie facile), N est équicontinu. Il existe donc ¢ > 0 tel que

pour tout g € N, pour tous x,y € [0, 1],|x —y| < 6§ = |g(x) — g(y)| < &.
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2. Solutions

Par compacité, on peut recouvrir [0, 1] par un nombre fini de boules ouvertes (dans
[0,1]) B(xj,0)1<j<s. On sait aussi qu’on peut trouver une partition continue de I’unité
subordonnée a ce recouvrement ouvert, i.e. une suite finie (¢, ..., @) de E telle que

J
;=05 > ¢;(x) =1 pourtout x € [0, 1]; et x ¢ B(x;,8) = ;(x) = 0.
=1

Notons A, I’opérateur de rang fini < J de L(E) défini ainsi :

J
Pourtout f € E, A f = Z(Af)(xj)%'
=1

Montrons que cet opérateur approche bien A, ce qui reglera la question. Soit f € M,
g =A(f) € N, x € [0, 1]. Nous avons
J J
(Af = AN = > (ANE) = AN = Y () = g0, (0.

=1 =1

Notons I’inégalité

lg(x) — g(x)lp(x) < ep;(x) pour tous j, x.

En effet, cette inégalité a lieu par équicontinuité de N > g si [x—x;| < 6. Etsi|x—x;| > 0,
@j(x) = 0 et les deux membres de I’inégalité sont nuls. Reportant cette inégalité dans
I’égalité ci-dessus, on obtient donc via I’inégalité triangulaire :
J J
Af = AP < D 1900 = g(xlei(0) < ) 8,(0) = &.
j=1 =1

J

Passant au sup sur x, on obtient : ||Af — A.f|l < & pour tout f € M. Enfin, passant au
sup sur f € M, on obtient ||A — A.|| < &. Ceci acheve la preuve.

Exercice VII.13
On utilise la définition (D 7.5).
Il s’agit de reconnaitre un ensemble relativement compact dans C([0, 1]) = F.

Le théoreme d’ Ascoli-Arzela, avec les notations de (P 2.3), utilisées ici avec 1’espace
métrique compact G = [0, 1] et I’espace de Banach H = C, nous dit qu’une partie N de
C([0, 1]) est relativement compacte si et seulement si

1. N est bornée dans E.
2. N est équicontinue.

Rappelons qu’une partie N de F est équicontinue si

Ye> 0,30 >0telque Vx,y € [0, 1,YfeN,|x—yl<d=|f(y) — f(x)| < e.
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Chapitre VII < Opérateurs compacts

(1) On note I = [0, 1]. On choisit pour N 'image par 7 de la boule unité fermée M
de E,iciN = M.

(i) N borné, équicontinu.

Soit f € N. On a en particulier ||f|lo < 1, et N est borné dans E. On a aussi ||f’]|c < 1.
On applique alors I'inégalité de la moyenne :

If(y) = fO] < ly — x| sup;(|f"(2)]) < |y — x|. Ceci établit le caractere équicontinu de N,
et donc sa relative compacité. T est ainsi un opérateur compact.

(2) (i) (Rappel de I’Ex. L.6).
Rappelons que, pour f : I — C, onnote J = {(x,y) € I’ ; x # y}, et

Pa(f) = 1fO)] + sup, e, W On définit alors

Lip, = {f : I = Ctelles que p,(f) < oo},

etona f € Lip, = [|fll < Pa(f)-

(i1) T compact.
Comme dans le cas précédent, N est I'image par T de la boule unité fermée de Lip,,. Si

feN,ona|fllo < pe(f) < 1,donc N est borné dans F. Le caractére équicontinu de N
résulte du choix de la norme :

If ) = f@I < pa(Hlx —yl* < lx -yl

donc a € donné peut étre associé o par 0 = . De nouveau, N est relativement compact,
et T est un opérateur compact.

Exercice VII.14

(1) Si H est de dimension infinie, il existe dans H une suite orthonormée infinie
S ={e,,n € N*}. § estun ensemble borné, [j # k] = [ |le; — el = V2], donc on ne peut
extraire de S aucune sous-suite convergente, et S = /(S') n’est pas relativement compact.

(2) (i) « Remplacer » A par un opérateur injectif.

A est continu, donc ker A est un sous-espace fermé de E, et admet dans E un supplémen-
taire orthogonal G vérifiant (P 5.10).

Soit B la restriction de A a G. On a kerA N G = {0}, donc B est un opérateur (continu)
injectif. La boule unité de G est une partie de celle de E; son image M par B est une
partie de I'image N par A de la boule unité de E. N est compacte (P 7.8), donc M
est relativement compacte, et B est un opérateur compact. De plus, dans I’écriture de
E,E=kerA®G,x =y+z,0naAx = Az = Bz, donc Im(A) = Im(B). On peut donc sans
perte de généralité supposer A injectif.
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2. Solutions

(ii) « Remplacer » A par un opérateur bijectif.

Soit F; un sous-espace fermé de dimension infinie inclus dans Im(A), E; = A'(F)),
sous -espace fermé de dimension infinie de E, B la restriction de A a E|. B est cette
fois un opérateur bijectif et compact de E; sur F. Sans perte de généralité, et quitte a
remplacer respectivement E et F par E| et |, on peut donc supposer A bijectif.

(ii) « Se ramener » a I’identité de E.

D’apres le théoréme d’isomorphisme de Banach (P 2.16), I'inverse A~! est continu. Soit
I I’opérateur identité sur E. On a A™'A = I ; d’apres (P 7.10), le produit d’un opéra-
teur continu par un opérateur compact est un opérateur compact. /g est donc un opéra-
teur compact, ce qui contredit (1). Im(A) ne contient donc aucun sous-espace fermé de
dimension infinie.

Exercice VII.15

(1) C’est le théoreme de I’image spectrale, dont on donne une preuve dans un cas
plus général, dans I’Ex. IV.6, auquel nous renvoyons.

(2) (1) Si A = 0, la propriété est vraie, O est valeur propre de A.

SiA?=0etA # 0, alors {0} # Im(A) C ker(A), donc 0 est valeur propre de A, I’espace
propre contenant Im(A).

Si A% # 0, comme il est auto-adjoint, son rayon spectral (A?) est égal 2 sa norme (P 6.6),
ie.:
4% = sup V.
vea(A?)
Il existe donc vy € o(A?) compact tel que v # 0, et méme tel que |vp| = IAZ]].

Par (P 7.15), vy est une valeur propre de A% et I’espace propre associé Ej est de dimension
finie. Il est invariant par A puisque, si A%x = vox, on a A(A%x) = A%(Ax) = vo(Ax). Dans
Ey de dimension finie, A admet au moins une valeur propre 4. CQFD.

(ii) Si A admet deux valeurs propres distinctes et non opposées A, u, soient Fy, F,
les espaces propres associés. On a [Au = Au] = [A?u = A%u], donc A%, u? sont valeurs
propres pour A2, et par suite des nombres réels puisque A> est auto-adjoint et I’on a,
si E), E, désignent les espaces propres associés, F; € E,, F, € E,. Comme A? est
auto-adjoint, £, et £, sont orthogonaux ; il en est de méme, par inclusion, de F; et F,.

(iii) La réponse est NON. Il est facile de trouver un opérateur non compact de
carré nul. Soit par exemple (e,, n € N*) une base orthonormée de H et

A € L(H) tel que : pourtout n € N*, Aey,_| = ep, €t Aep, = 0.

Il est de carré nul et non compact; en effet la famille {e,,-;,n € N*} est un ensemble
borné, son image est un ensemble borné non relativement compact, la distance de deux
points quelconques de cette image est V2.
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Chapitre VII < Opérateurs compacts

(3) (i) Si A% = 0, par (1), o(A) = {0}, et 7(A) = 0.
Or A est auto-adjoint donc r(A) = ||A|| par (P 6.6).

Alors [r(A) = 0] = [A = 0]. On peut aussi utiliser 'Ex. VII. 20 qui suit. Le méme
résultat (A2 = 0 => A = 0) vaut pour les opérateurs normaux.

(i1) Si H est de dimension finie, A auto-adjoint admet une base orthonormée de
vecteurs propres. Les valeurs propres sont gérées par la question (1) donc sont prises
dans {—-1,+1}si A2 =1.0On peut alors écrire H = F & G,G = F*, A est I’identité dans F
et (- identité) dans G.

(iii) A? est compact et auto-adjoint ; il admet 1’écriture notée en (P 7.16)

A? = Z e, ® ey, A, # 0 et valeur propre de A2 (VI1.30)

n=1

Cette écriture met en évidence les espaces propres de dimension finie relatifs a une valeur
propre non nulle (regroupement des A, égaux) ; si I’on note par (u,, H,,, p > 1) les (valeur
propre, espace propre) ainsi obtenus, les H, forment une famille orthogonale de sous-
espaces de dimension finie tels que

Si Hy = kerA,H = Hy ®" (Vect(H,, p > 1).

Hy et les H, sont invariants par A d’apres I’étude de (2) (ii).

Dans Hp, A se comporte selon (i) ; il est nul.

Dans H,,,A,u;l se comporte comme en (ii), H, = F, @ G,, F), et G, sont les espaces
propres (I'un d’eux peut étre réduit a {0}) relatifs aux valeurs propres /4, et — /4.
On peut alors définir une base orthonormale de H constituée de la réunion de bases
orthonormales de F'p,, G, et Hy.

Pour cette base, A admet la forme décrite en (P 7.16), une valeur propre v, de A est racine
carrée d’un A;, donc I’espace propre est de dimension finie, au plus celle de I’espace
propre relatif a 4;. Les v,, comptées selon leur multiplicité, forment comme les 4, une
suite finie (réelle) ou une suite de limite 0. On a reconstitué 1’écriture canonique d’un
opérateur auto-adjoint compact.

On peut aussi remarquer le fait suivant : si E,, = ®Z=1H » et K, = E;-, soit A, I’opérateur
coincidant avec A sur E, et nul sur K,. Alors, cet opérateur est borné de rang fini et
A =1lim, A,.

Exercice VII.16

(1) On a prouvé (cf. Ex. I1.11) que, si A est continu, E| = E/ker A est un espace de
Banach et que B est continu.

Soit N un ensemble borné de E. Pour chaque [x] € N, soit y € [x] tel que [|ly]| < 2||[x]]|.
On choisit un tel y et on le note y([x]). Soit alors M = {y([x]); [x] € N}. On a
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2. Solutions

A(M) = B(N) et M est borné. Son image A(M) est donc relativement compacte et B
est compact.

(2) On reconstruit A a partir de B (notation de (1)) en utilisant I’application canonique
m avec les propriétés (P 2.9). 7 : {E — E|, x — [x]} est continue.

A = Br. Comme A est le produit d’un opérateur compact par un opérateur continu, par
(P 7.10), A est compact.

(3)NotonsG=E® Fetx=y+zyec E,ze F,un vecteur de G.

(i) B, C compacts =.

Par la définition de la somme directe topologique (D 1.12)six =y +z,y € E,z € F,
les applications Py : {G — E,x — y}et P, : {G — F,x — z}, sont continues. De la
méme fagon, les applications Q1 : {F —» E,y = y+0}, Q> : {G — E,z+ z+ 0} sont
continues. On peut écrire

Ax =By+ Cz=BPix+ CPyx = (BP1x+0)+ (0 + CPyx)
= (Q1BP1x) + (Q2CPsx), soit A = Q1BP; + Q,CP,.

Par application de (P 7.10), A est alors compact puisqu’il est construit par un produit
d’un opérateur compact par un opérateur borné, puis une somme d’opérateurs compacts.

Remarquons qu’on peut aussi raisonner en appliquant la définition ; un ensemble borné
M de E est inclus dans un ensemble borné M| & M, de E® F avec My C E,M, C F.

AM®M;) = B(M)®C(M;) est une somme directe d’ensembles relativement compacts
donc est relativement compact, si bien que A(M) est relativement compact.

(i) A compact =.
Tout ensemble borné M C E @& F est transformé par A en un ensemble relativement
compact. Et si M C F, son image A(M) sera une partie relativement compacte de £ @ F,
donc une partie relativement compacte de F (une boule ouverte de F est la trace de la
boule ouverte de E @ F de méme centre et de méme rayon). Comme A(M) = C(N),C
est aussi un opérateur compact. Il en est de méme de B.

(4) Un ensemble borné de G est aussi un ensemble borné de E.

Un ensemble N relativement compact de G est trivialement un ensemble relativement
compact de E.

Soit alors M € G, M borné. N = A(M) = D(M) est relativement compact dans G, et par
suite D est compact.

Remarque VII.1: La question (1) utilise un espace-quotient; ce n’est pas un sous-
espace de E, seule une identification peut étre faite si un supplémentaire topologique de
ker A existe. Sinon, le schéma suivant montre la factorisation de A par 7 utilisée.
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] v

E/er

Remarque VIL.2 : On est attentif a 'usage de la somme directe topologique dans (2).
Méme si on fait souvent des abus de langage en considérant £ comme sous-espace de
E @ F, c’est I’espace noté ci-dessous E + 0 qui est dans E & F'. E et F sont deux espaces
distincts et plongés dans E @ F par les applications Q; et O». E, F ne sont vraiment des
sous-espaces de E @ F que dans le cadre de la définition (D 1.13) ol la donnée initiale
est celle de G écrit ensuite sous la forme E @ F. Dans ce cas la norme de G est aussi une
donnée, elle est une « norme équivalente » selon (D 1.12).

Exercice VII.17

(1) On cherche a former un systeme libre « remplagant » le systeme orthonormal
de I’espace de Hilbert, en adaptant la technique de construction d’un systeéme ortho-
normé. Le systeme cherché pourra étre construit pas récurrence si nous savons gérer la
distance d’un vecteur normé a 1’espace engendré par les vecteurs connus, c’est-a-dire
Vect(eq,...,e,).

(i) Vecteur normé « presque » orthogonal a un sous-espace F de E.

Soit F un sous-espace de E de dimension finie, et y € E, y ¢ F. Notons
dy,F)=1inf(|x —yl|; x € F) = a > 0, et montrons d’abord que cette distance est
« atteinte ». En effet, soit (x,,) une suite de F telle que ||x, —yl| = a. |[x,]| < |lx, =yl + Iyl
donc (x,) est bornée, et comme dim F < oo, il existe x € F et une suite extraite (x;,)
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2. Solutions

convergeant vers x. Le passage a la limite dans ||x,, — yl[ — a donne [[x — y|| = a. Le
vecteur x joue le réle de « projection orthogonale » de y sur F.

(ii) Le systeme cherché.

On va former le systeme souhaité par récurrence a 1I’aide de (i). Soit ¢; un vecteur normé
quelconque de E. Supposons ensuite construits des vecteurs normés ey, .. ., e, tels que

I<ijj<neti#j=lle;—ejll > 1.

Posons F = Vect(ey,...,e,;). Ona F # E puisque dim F' < oo et dim E = oo. Soit donc
ye E\F,eta =d(y,F) > 0. D’apres (i), il existe x € F tel que ||y — x|| = a. Posons
alors e, = % Ce vecteur est normé, et de plus

) y— (x+aej) 1 a
1<j<n= lless1 —¢jll = IIf’II = —ly—(x+aepllz = =1,

en utilisant le fait que x + ae; € F. On voit donc qu’on peut construire par récurrence
une suite infinie (e,) ayant la propriété requise.

(2) A T'aide de (1), on peut agir comme dans 1’espace de Hilbert. La suite (e,) est
bornée, et ne contient aucune sous-suite convergente d’apres (VII1.1). L'identité n’est
donc pas compacte. Le résultat n’est d’ailleurs rien d’autre que le célebre Théoreme de
Riesz (P 2.2).

(3) La démarche adapte celle de I’Ex. VIL.16 (cf. aussi Ex. IV.10(3)).

(i) Remplacer A par un opérateur injectif.

On ne peut pas utiliser un supplémentaire de ker A, il peut ne pas en exister. On peut alors
faire intervenir I’espace-quotient E/ker A. Soit B défini par {E/kerA — F,[x] — Ax}
(cf. Ex. VIL.16). L’ opérateur B est compact et injectif, avec méme image que A. On peut
donc supposer A injectif.

(i) Remplacer A par un opérateur bijectif.

Soit G un sous-espace fermé de dimension infinie de Im(A), et H = B~'(G). Alors, H est
un sous-espace fermé de E, et la restriction de A a H est une bijection linéaire continue
et compacte de H sur G. On peut donc supposer A bijectif de E sur F.

D’apres le théoréme d’isomorphisme de Banach (P 2.16), I’application A~' : F — E est
continue.

Agissons alors comme dans I’Ex. VIL.16. Soit /g I’opérateur identité sur E. Nous avons
Ir = A7'A, donc I est compact d’aprés (P 7.10) (le produit d’un opérateur continu par
un opérateur compact est un opérateur compact).

Par (1), ceci ne peut étre vrai si dim £ = co. Im(A) ne contient donc aucun sous-espace
fermé de dimension infinie.
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Exercice VII.18
(1)Si Ay ¢ o(T + K), on a

S(T =) =S(T+K-2I-K)=1-SK. (VIL31)
Donc [(T - AoD)x = 0] & [(I - SK)x = 0]. (VI1.32)

(2)SiAg ¢ op(T), I-S K estinjectif d’apres (VI1.32), donc inversible d’apres (P 7.11)
car S K, produit de K compactetde S continu, est compact. Mais alors, d’apres (VIL.31),
T — Aol = S~'(I — SK) est inversible, comme produit d’opérateurs inversibles. Et cette
contradiction montre qu’on a bien Ay € o ,(T).

(3) C’est un raisonnement sur les sous-ensembles de C.
Soit M = (Nkexgy o(T + K); ona M C o(T) (usage de K = 0).
Soit A € o(T) \ M, alors il existe K € K(E) tel que A ¢ o(T + K).
D’apres (2), on doit alors avoir A € o,(T). L’égalité (V11.3) est donc valable.

Exercice VII.19

(1) Rappelons qu’une suite orthonormale (g,,) est faiblement convergente vers 0. En
effet,

ye H= > Ky, g <yl

n=1

par 'inégalité de Bessel, et (y, g,) — 0 car le terme général d’une série convergente tend
vers z€ro !

Montrons alors que la suite T'g,, admet 0 pour unique valeur d’adhérence. Comme cette
suite est a valeurs dans un compact (la fermeture de ’image par 7 de la boule unité
fermée de H), il en résultera que Tg, — 0 (c¢f. P 9.11). Soit donc y une telle valeur
d’adhérence. II existe une suite croissante d’entiers (n);» telle que Tg,, — y. On a
alors,size H :

(Tgn;»2) =Agn;» T*2) = 0et(Tgn;, 2) = (Y, 2),

d’oli {y, z) = 0 et ensuite y = 0 en faisant z = y. D’oll le résultat demandé.

(2) Dans le cas d’un espace de Hilbert, on sait que I’ensemble des opérateurs com-
pacts n’est autre que 1’adhérence de 1’ensemble des opérateurs bornés de rang fini
(P 7.12). On note i = (3% [ITe,|I*)?. La condition imposée a la famille des Te, sug-
gere 1'usage (procédé classique) de la suite d’opérateurs Ty définis par, si x = 3,77 | x,e,
avec 300 |x,* < o0 :

N

Tyx = Z x,Te, = i(x, e)Te,.
n=1

n=1
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2. Solutions

Montrons qu’elle nous permet de conclure :
(i) Ty borné de rang fini. Ty est de rang fini puisque
Im(Ty) C Vect(Tej, j=1,...,N).
Il est trivialement borné vu son écriture.

(i) T = limy Ty. Soit x = };° | x,e, € H. Puisque la série précédente converge

dans H et puisque 7 est continu, on peut écrire Tx = ), | x,Te, et par différence, on a
Tx—Tynx =3, N XnTe, d ol

+00 +00
T =Tl =1 Y xTell < ) bl Tl

n=N+1 n=N+1
+00 1/ +oo 12 oo 1/2df
2 2 2 €.
s( > |xn|] (Z ||TeN||] snxn( > ||TeN||] = rylal.
n=N+1 n=N+1 n=N+1

D’ou ||T —Ty|| < ry (on autilisé I’inégalité de Cauchy-Schwarz (P 5.4) et celle de Bessel
(P5.11)).

Mais r3, est le reste a I'ordre N d’une série numérique convergente, donc ry tend vers
0 lorsque N — +o0, ce qui montre que limy(7T —Ty) = 0, et que T € Ko(H) = K(H)
(P7.12).

(3) On utilise le fabuleux théoreme de Fubini-Tonelli qui nous dit que, puisque
Umn = (Tep, fm)l2 est positive, on peut écrire sans aucune précaution

i (i ”m,n] = i (i um,n] : (VI1.33)

n=1 \m=1 m=1 \n=1

Le membre de gauche de (VI1.33) vaut ) >, ITe,|?, par Parseval (P 5.11(iii)) pour la
base orthonormée (f;,). D’autre part, puisque 7 est continu, il possede un adjoint, et I’on
a aussi Uy, = ey, T™ fu)I?. Dés lors, par Parseval pour la base orthonormée (e,), on a

Dt = D KT fos e = IT" full,
n=1

n=1

et le membre de droite de (V11.33) vaut ), IT* fulI>. (VI1.33) implique donc, pour
tout couple de bases orthonormées (e,), (f,,) de H ettout T € L(H) :

DTl = > T ful. (VIL34)
n=1 m=1

En faisant (e,) = (f,,), on trouve en particulier ¥°° T f,|1> = X5, IT* f.|I*. En repor-
tant dans (V11.34), on obtient la relation souhaitée

DlTe? = > ITAIR
n=1 n=1
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Remarque VIL.3 : La condition imposée en (2) est plus restreinte que celle de (1) :
2;3 ITe,ll> < o0 = lim, ||Te,|| = 0. Les opérateurs de Hilbert-Schmidt rencontrés en
(2) forment donc une partie seulement des opérateurs compacts sur H.

Remarque VII.4 : On notera la différence des conditions imposées en (1) et (2) ou
(3). En (1) Ia condition trouvée est valable pour toute suite orthonormale, en (2) et (3)
la condition intervient a priori sur une base orthonormale choisie, mais on démontre a
posteriori qu’elle vaut sur toute base orthonormale. En ce qui concerne (2), on pourra
voir aussi le chapitre suivant.
Exercice VII.20

(1) Un opérateur normal (D 6.3) T vérifie ||T*u|| = ||Tu|| pour tout u € H. On écrit
donc ici, avec u = T'x et en utilisant Cauchy-Schwarz :

T = (Tx, Tox) = (T*Tx, x) < IT* Tl I1xl] = 17 ]| |1x]l.

(2) (i) T? compact et T normal = T compact.

Soit (x,,) une suite de la boule unité M de H. Utilisons (1) pour montrer que
(T?x,) de Cauchy = (T'x,,) de Cauchy.
En effet, il résulte de (1) que
ITx, — Txgll* < IT%x, — T?x,ll lIx, — x 1l < 21IT%x, — T2x, I,

ce qui donne le résultat. Soit alors (y,) une suite quelconque de M. Puisque T2 est com-
pact, elle contient une sous-suite (x,) telle que la suite (72x,) soit convergente, donc de
Cauchy. Alors, la suite (7'x;) est de Cauchy, donc convergente, ce qui montre que 7 est
compact.

(ii) T¢ compact et T normal = T compact.

Changeons x en T92x dans (1). I vient [T7"'x|*> < T |79 *x|l, d’ou il résulte
comme en (2) que 79! est compact. De proche en proche, T¢72,...,T?, T sont com-
pacts.

Remarque : Pour la preuve , on a seulement utilisé le caractere hyponormal de T, i.e.
le fait qu’il vérifie I'inégalité

IT*ul| < ||Tul| pour tout u € H,

de facon équivalente 7°7T — TT* > 0. La preuve et la conclusion de I’exercice valent
donc également pour un opérateur hyponormal. En dimension finie, les deux notions
(normal-hyponormal) coincident, via le fait que

T"T-TT " >20etTr (T"'T -TT)=0=T'T -TT* = 0.

Elles coincident aussi (cf. Halmos) si 7' est compact.
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2. Solutions

Exercice VII.21

On va donner une présentation globale de (1) et (2). L’opérateur T est normal compact,
donc « diagonalisable en base orthonormale », c’est-a-dire que (P 7.16) :

Si (4,)n>1 est la suite des valeurs propres distinctes non-nulles de 7', si Eg = ker T et si
E, = ker(T — A4,1), alors H = Eo & (&, E,,) est somme directe orthogonale de Ey et des
E,,i.e. tout vecteur x € H s’écrit comme une série convergente de vecteurs orthogonaux

x:xo+2xn, avec x, € E, sine€Net(x,,x,) =0sip #q.

n=1

De plus :
xeEy—=>Tx=0;x€E,etn>1 = Tx=A,xet dimE, < oco.
D’autre part (puisque ker(7" — Al) = ker(T™ — Al pour un opérateur normal) :
x€Ey=T'x=0;x€E,etn>1= T"x = A,x.

Une fois qu’on a cette décomposition orthogonale « réduisante » (i.e. les E,, sont stables
alafois par T et T*, cf. D 4.11, D 6.10), on lit facilement I’action de T et T, ainsi que
leur positivité. On a en effet :

(o] (o] (o]
X = Xp +Zx,, = Tx= Z/l,,xn etT"x = Z/lnxn,
n=1 n=1 n=1

ainsi que (T'x, x) = Z a1l

n=1

Donc, n € N* et x € H étant arbitraires, on voit que

oM cR= 1, =1, =Tx=Tx=T"=T.

o(T)CRY = 1, >0 = (Tx,x) = Zannxnnz >0= T >0.

n=1

Exercice VII.22

(1) Un exemple est fourni par I'Ex. IV.5 (2). Soit E = ¢* et si n € N*, e, la suite dont
le terme de rang n vaut 1 et les autres sont nuls. L’ opérateur S est donné par : Se, = e€,+1
pour tout n € N*. Soit T « défini » comme suit : e, = e, pour tout n € N*, Te; = 0.
OnaTS =1etST(ey) =0donc ST # I (enréalité, T = S¥).

On sait que dans le cas particulier ou E = F est de dimension finie, les deux égalités
ST = I1etTS = I sont équivalentes. Ceci est un conséquence de 1I’équivalence des
caracteres surjectif et injectif pour un élément de L(E).
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Chapitre VII < Opérateurs compacts

(2) (i) SiAB = 1.

Notons / — A = K. Im(A) 2 Im(AB) = E donc I — K est surjectif. Alors, par (P 7.14),
A = I — K est injectif donc inversible. Son inverse a droite B est aussi son inverse a
gauche et BA = 1.

(i) SiCA = I.
A = I — K est injectif donc surjectif, par (P 6.14). Il est inversible et AC = I.

Exercice VII.23

(1) C’est une conséquence évidente de la définition de Lip, : on a
feMet(x,y) € J = |Ley(f)| < po(f) < co.

(2) Puisque M est fermé dans E, c’est un espace de Banach, et on peut appliquer le
théoréme de la borne uniforme de Banach-Steinhaus (P 2.13) a la famille (L) es de
formes linéaires continues sur M. D’apres (1), on a donc

d.
sup ( sup |Lx,,,(f)|] “ € < .
(el \feM,|fllo<1

En décodant tranquillement ces symboles, cela veut simplement dire que

FeM, |Iflle <let(xy) e = 1f(x) - flyl < Clx—yl".

Notons que cette inégalité a trivialement lieu si x = y. On en déduit I'inégalité de
I’énoncé par homogénéité de la norme.

(3) (1) On sait reconnaitre un ensemble relativement compact dans E par I'usage du
théoreme d’Ascoli (P 2.3). Montrons donc que pour B les hypotheses de ce théoreme
sont satisfaites. D’abord, B est équicontinue, car d’apres (2) :

Pour toute f € B, pour tous x,y € [-1,1],] f(x) = f(y) |< Clx — y|°.
Ensuite, par définition
feB= pourtoutx € [—-1,1],[f(x)] < 1.

La seconde condition du théoréeme d’ Ascoli est donc vérifiée, et B est relativement com-
pacte dans E. Comme elle est fermée, elle est compacte.

(i1) La boule unité de M est compacte. D’apres (P 7.15) (théoreme de F. Riesz),
M doit étre de dimension finie.

(4) (i) Soit f € M. Posons a = |||l €t b = SUpy <y xen |f(§)|. Soit x € I. Il est clair
qu’il existe un entier 0 < k < N tel que I’on ait |x — %I < ﬁ (Un dessin peut aider). On
voit alors que

k k k 1\
|f(x)|Slf(X)—f(N)|+|f(N)|SaClx—Nl"+b§aC(ﬁ) +b=ad+b,
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2. Solutions

d’ou en passant au sup sur x € [ :a < ad + b, soita < &,

I’inégalité souhaitée.

ce qui est exactement

(i) Soit T : M — CN*! I’application linéaire définie par

-2
0<k<N

L’inégalité qu’on vient d’établir montre que
k 1
T(f):0:>f(ﬁ):0$i OSkSN:>||f||ooSm><O:O:>f:O.

Ceci montre que 7 est injective. Il en résulte I’inégalité entre dimensions
dim M < dimCM*! = N + 1. Cela achéve la démonstration.

Exercice VII.24

(1) On va utiliser la notation du cours (c¢f. D 7.4) (a ® b)(x) = {(x, b)a pour désigner
I’opérateur de rang un associé a a,b € H. Soit D une partie dénombrable dense de H.
Soit ensuite 4 la partie de Ko (H) constituée des sommes finies

n
Zaj®bj, avec Clj,bj eD.
J=1

On voit que 4 est dénombrable. De plus, elle est dense dans Ky(H). En effet, tout élément
T € Ko(H) s’écrit T = 3\, x; ® y; avec x;,y; € H et en approchant les x;, y; par des
éléments a;, b; € D, on approche T par

n

S =) ajebjed.
j=1

(2) C’est évident. 4 est dense dans Ky(H), lui-méme dense dans K'(H) comme on le
sait (P 7.12), donc 4 est dense dans K (H).

(3) (i). On procede par récurrence. On part d’un vecteur normé v

perpendiculaire a Aje;. Supposons construits vy,...,v, vérifiant (VII[.4). Soit
Vi = Vect(vy, ..., Uy, Apsi€n+1). On a 'V, # H car dimH = oco. On peut donc trouver
un vecteur normé v,,1 € V;- et les vecteurs vy, . .., v, Vérifient (VI1.4) a1’étape n + 1.

(ii) l existe T € L(H), isométrique, tel que
Te, = v, pourtoutn > 1.
1l suffit en effet de définir 7" par la relation
Tx = anvn Six= anen € H.
n=1 n=1
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Cela a un sens, car la série )’ x,v, est convergente dans H, ses sommes partielles formant
une suite de Cauchy grace a I’orthonormalité des v, :

q q
1D %ol = D I — 0 quand p,q - eo.

n=p+1 n=p+1

De plus, ||Tx|| = ||x|| pour tout x, d’apres la relation de Parseval pour les e, et pour les v,,.
Et I'opérateur T répond a la question, puisqu’en utilisant I’orthogonalité de v, et A,e,,
ona:

1
||T - An” > ||Ten _AnenH = ”Un _AnenH = (an”2 + ||Anen||2)2
= (1+[Asenl)? > 1.

On notera le caractere « théorie des jeux » de cette construction : la suite (A,) étant
donnée, on répond en fabriquant un opérateur 7" qui est loin de tous les A, a la fois.

(4) (i). Les sommes A, + K,, forment un ensemble dénombrable qu’on peut organi-
ser en une seule suite (B;). Par exemple, si & : N* — N* X N* est une bijection et si
h(j) = (nj,m;), on peut prendre B; = A, + K. D’apres la question (3) appliquée a la
suite (B;), on peut trouver T’ € L(H) tel que IT - B ill > 1 pour tout j > 1. L’opérateur T
répond a la question.

(>i1). Soit K € K(H) et n un entier > 1. Il existe une suite d’entiers (u;) de limite
infinie telle que K, tende vers K quand / — co. Mais on a d’apres (4)(i) :

IT - A, - K,ll > 1.
Le passage a la limite dans cette inégalité, quand [ — oo, donne
IT - A, - K|l = 1.

Notons que la non-séparabilité de I’algebre de Calkin C(H) reste valable si H n’est plus
séparable, en utilisant ce qui précede pour un sous-espace séparable Hy de H de dimen-
sion infinie, et la projection orthogonale de H sur Hj.

Exercice VII.25
(1) Par (P 7.1) et (P 7.4), T est un opérateur compact auto-adjoint.
SiTf = Af pourun A # 0, alors f € Im(T).

X 1
Pour tous f € H, x € [0, 11, (T f)(x) = xf (t+ DF@O)dt + (x + 1)f tf(Hdt,
0 x

donc T f est une fonction continue. Comme tout vecteur propre f relatif a une valeur
propre non nulle A vérifie f = A7!T £, ¢’est une fonction continue.

190



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

2. Solutions

(2) Comme T est auto-adjoint, toute valeur propre est réelle. L’équation aux (valeurs
propres, vecteurs propres), (4, f), est

X 1
Af(x) = xf (t+ ) f(ndt + (x + l)f tf(t)dt. (VI1.35)
0 X

On va en déduire, par dérivations successives, une équation différentielle en f associée
a des conditions aux limites, comme on I’a déja fait dans d’autres exercices. On obtient
apres simplification :

Af(x) = [+ Df@yde+ | 't f(dr
Af"(x) = f(x)

Af©) = [ 1f@dt = 1f'(0)

Af(1) :fo'(t+1)f(t)dt:ﬂf’(1)

Le systeme suivant est alors équivalent & (V/11.35).

{ Af"(x) = f(x)

f(0) 1)
J =7

Deux cas sont a étudier.
() A=pu2, u>0.Alors
Jf(x) = Aexp(ux) + B exp(—ux)
u—DA-u+1)B=0
(1= 1) exp(A — (u + 1) exp(—)B = 0

Un couple (A, B) # (0,0) est solution si et seulement si x> = 1 donc u = 1. Alors
B =0, f(x) = Aexp(x). (1, Vect(fp)), ou fo(x) = exp x est le seul couple solution.

(i) A = —u~2, ;> 0. Alors

f(x) = Acos(ux) + B sin(ux)
uB—-A=0
B(1 + p?)sinu =0
Un couple (A, B) # (0, 0) est solution si et seulement si sin(i) = 0 donc u = kmr, k € N*.
Alors
{(—(km)~2, Vect( fi)s fx(x) = km cos(knx) + sin(kmx), k € N*}
sont les solutions.

On a trouvé des valeurs propres négatives; 7' n’est donc pas un opérateur positif, bien
que son noyau K soit une fonction positive.
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(3) X5 % est, a un facteur scalaire pres, la somme des carrés des valeurs propres
de T'. On peut donc I’expliciter en appliquant (P 8.5), ||K| |I§ est la somme des carrés des
valeurs propres de T ; donc

+°°1 1 t 1 X
1+ —=f tz(f + 1)%d )dt+f 2(f t+12dt)d
r ;k“ ; 0(x )dx Ox 0( ) X

2 (L., 91
= - (" + 3t + 30)dt = —.
3[0 ( ) 90

Remarque : On peut comparer ce dernier résultat a celui de I’Ex. VIII.2 obtenu a partir
d’un autre opérateur intégral.

Exercice VIIL.26
(1) () Posons A = (2%, lle, — ful>)2. Soit x = Y= xe, € H, avec

n=1
Dt |x,%> = ||x]]> < c0. Alors, la série Yy Xnfn converge dans H, comme somme de
la série convergente )’ x,e, et de la série absolument convergente )’ x,(f, —e,). On a en
effet par Cauchy-Schwarz (P 5.4)

) 00 % o %
Z|xn|||fn—en||s(z |x,,|2] [Znen—fnnz] = Hllxll.
n=1 n=1 n=1

On peut alors poser Ux = ), | X, f, , et ce qui précéde nous donne
U] < |lxl + Allx]l = (1 + h)|x]l, et Ue, = f, pour tout n € N*,
Ceci montre que U € L(H) et ||U|| < 1 + h. L’opérateur U répond a la question.

(ii) Soitn € N" ety = 72, yje; € H. On voit que
(U fur ) = fo Up) = <fn, >, y,-f,-> = > Ui 1) = U = Cen ),
j=1 j=1

d’ou U*f, = e, par identification. Et si x € G = F*, on a cette fois, en notant que
U(H) C F par construction :

(U'x,y)y = (x,Uy) = 0=(0,yp),
d’ou U*x = 0 par identification.

(2) On a par construction Te, = f,, — e,, donc le fait que T est Hilbert-Schmidt n’est
rien d’autre que 1’hypothese sur les f,,. Eton a ||T||, = A.
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2. Solutions

(3) Supposons G # {0}. Soit alors x un vecteur normé de G. Le systeme constitué par
x et les f,, est orthonormé, on peut donc le compléter en une base orthonormée (g,) de
H. Et d’apres les propriétés de la norme Hilbert-Schmidt établies dans I’Ex. VII.19, on
apuisque 7" =U"—-1:

W =TI = Y T gl = > IT" £l + 17"
n=1 n=1

DU = HIPH MU = P = ) llew = fll® + 1P = 72 + 1,
n=1

n=1

autrement dit A2 > K% + 1, ce qui est absurde. Par conséquent, G = {0}, ce qui veut
exactement dire que (f;,) est une base orthonormée de H.

Exercice VII.27
(1) On observe que
(S*TSej ey =(TSe;,Se;y =(Tej1,e€ir1) = tis1 j+1
et que, si A, B € L(H), alors
A =B & (Aej,e;) =(Bej,e;) Vi, ]
L’équivalence demandée découle immédiatement de ces deux observations.

(2) On sait que, si x = 32 xje; € H,ona

o (o)
2 2 2
17212 = 1) xjejoall? = D I = 0.
j:n j=Vl

Autrement dit, la suite de fonctions (S ") converge simplement vers zéro. Comme d’autre
part [|S™|| = 1, cette suite de fonctions (S™) est équicontinue, donc uniformément
convergente vers zéro sur tout compact de H, d’apres le théoreme d’Ascoli (P 2.3). Si
maintenant K € L(H) est compact, et si B est la boule unité fermée de H, X = K(B)
(=K(B)) est compact dans H, et donc

(IS K]|| = sup|S™(x)| — 0.
xeX

Comme d’autre part
IS™KS™II < IS KINIS™ I = IS ™ KIl,

on a les résultats demandés.

B)2=>1:
SiT=A+K,ona

STTS" =S™AS" + S"KS"=A+S"KS" - A+0=A

en norme-opérateur, d’apres la question précédente.
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1=2:

Soit A = lim,_,, S TS™. Alors, S*AS = lim,_. S+ TS"*! = A, et I'opérateur A est

. N de, . L.
Toeplitz. Reste a montrer que 7 — A K est compact. Soit pour cela Q, la projection

orthogonale sur I’espace vectoriel fermé engendré par les ¢;, j > n. On observe que
Q,=8"S". (VIL.36)

En effet, on voit que
1. j2n= §"S"(ej) = S™(€j-n) = €jopsn = €}
2. j<n=8"S"(ej) =S5"(0)=0.

Il s’ensuit que
lim [|Q,KQ,|l = 0. (VI1.37)

En effet, on peut écrire via (VI1.36) :
0. KQ,ll = IS"S™KS"S™|| = IS'KS"S ™|l < [IS™KS"||

=[|S™TS" - S™AS" =||S"'TS" — Al| - 0.

Notant P, = [ — @, la projection complémentaire de Q,, qui est d’image
Vect(ey,...,e,—1) etderang n — 1, on a donc d’apres (VI1.37) :

def
I = PK( = Pl = IK = (P,K + KP, = P,KP,)|| = [[K = Ryl| 0,

ce qui montre que K est limite en norme-opérateur de la suite d’opérateurs de rang fini
R,, et par suite est compact (P 7.12), comme annoncé.
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INTEGRAUX

VI

BD EnoncEs

Exercice VIII.1

Le but de I’exercice est entre autres de retrouver les deux propriétés (P 8.1) et (P 8.2);
on ne suppose donc pas connus les résultats du chapitre 8.

Soit H = L*([0, 1], dx) et K € L*([0, 1] X [0, 1], dxdt). Soit T I’opérateur « défini » par
1
(TfH)x) = f K(x,t)f(t)dt. (VIII.1)
0
(1) Montrer que T est un élément de L(H).
(2) On suppose que K est de la forme

N
K(x,1) = )" a;(0b;(1) (VIIL2)
j=1

ouaj;,b; € HetN € N. Montrer que T est un opérateur borné de rang fini.

(3) On note, pour n, p, g € Z, e,(t) = exp(2innt) et e, ,(x,1) = ep(x)e,(?). Utiliser par
exemple ces fonctions pour établir que 7 est un opérateur compact.

(4) Quel est I’adjoint 7* de T ?
Exercice VIII.2
Soit H = L*([0, 1],dx) et T € L(H) défini, pour f € H et x € [0, 1], par
1
(Tf)x) = f K(x,0)f(n)dt,
0
ot le noyau K (covariance du pont brownien) est défini par :

x(1-1 si0<x<t<1
t(l—-x) si0<r<x<1

K(x,1) :{
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(1) Montrer que I'image de 7, Im (7), est incluse dans I’ensemble des fonctions conti-
nues sur [0, 1].

(2) Déterminer le spectre de T et les fonctions propres de 7.

(3) En déduire la norme de T'.

(4) Etablir, pour 0 < x,¢ < 1, la formule
2 < sin(nrx) sin(nnt)

n? n?
n=1

= K(x, ) = min(x, 1) — xt.

(5) Calculer 3,51 - et Y, =5 (cf- P 8.6 et P 8.7).

Exercice VIII.3
H est ’espace de Hilbert complexe L?([—, +7], dx). Un opérateur A est défini sur H par

T

VfeHAf =gavecg(x) = f sin(xy) f(y)dy.

e/
(1) Montrer que A est un opérateur compact auto-adjoint.

(2) Exprimer A comme limite d’une suite d’opérateurs de Hilbert-Schmidt auto-
adjoints de rang fini (P 8.3).

Exercice VIII.4

Soit H = L2([0, ], dx) et G le sous-espace préhilbertien de H formé des fonctions indé-
finiment dérivables sur [0, 7] telles que £ (0) = f*(x) = 0 si n est pair.

(1) Montrer que {f, ;fu(x) = \/g sin(nx),n € N*} est une base orthonor-

male de H. (Indication : Prolonger une fonction de H en une fonction impaire de
F = L*([-n, +n], dx)).

(2) On considere I’application B : {G — G, f — g,9(x) = f”(x)}. Quels sont les
couples (valeur propre, espace propre) de B ?

(3) Montrer que B est une application linéaire inversible de G dans Im(B). Soit Ay
son inverse ; montrer que Ao est prolongeable en un élément A de K'(H), et donner une
expression de A comme opérateur intégral.

Exercice VIII.5

Soit H = L*([0, 1], dx) muni de la norme hilbertienne notée || ||, et du produit scalaire
associé.
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1. Enoncés

Soit K € C([0, 11x[0, 1]) « hermitien », i.e. K(x, y) = K(y, x) Yx,y € [0, 1], et vérifiant
de plus la condition de Bochner

D K, x)2 2 01, x5, € (0,10, Va2, € C.

I<i,j<n

Soit T : H — H I’opérateur de noyau K défini par

vfeRanm= [ Ko s
On sait déja d’apres le cours que 7 est auto-adjoint (cf. (P 8.1) et (P 8.2)).
(1) Montrer plus précisément que T € L(H) est un opérateur positif, c’est-a-dire :
(Tf.f)=0VfeH.

(On pourra écrire (T f, f) comme une intégrale double, qu’on approchera ensuite par des
sommes de Riemann).

(2) Montrer que K(x, y) = e " ¥ satisfait les conditions de la question (1).
Exercice VIII.6
Soit H = L*([0,1],dx) et T : H — H I’opérateur a noyau défini par
1
e = [ ey VvIIL3)
0

(1) On sait d’apres I'Ex. VIIL.5 que T € L(H), et méme que T est auto-adjoint positif.
Déterminer les valeurs propres et les espaces propres de 7.

(2) En déduire la valeurde ), (Tlﬂz)2 ot les y, sont les solutions positives de 1’équa-

tion cotu = %(,u - ;14) (cot est la cotangente).

Exercice VIIL.7
Soit H = L*([0, 1], dx) et I’opérateur T défini sur H par

1
Ve HATF)) = f K(x, 0 f(t)dt (VIILA4)
0
% si0<x<r<l1
. (VIILS)
W si0<r<x<1

(1) Montrer que T € K(H) et déterminer les valeurs propres et espaces propres de 7.
(2) Quelle est la norme de T ?

(3) En déduire la valeur de }},,5q ﬁ
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Exercice VIII.8

Soit H I’espace de Hilbert L*(R, dx), dont on note || || 1a norme, et A 1’application donnée
sur H par

+00

VfeH Af)(x) = f e ry)dy. (VIIIL6)

—00

(1) (i) Montrer que

Vf.g€H, f fR e @g)ldxdy < 20f1b e,

puis que

Vf.g €H, 1 f fR 2 e y)g(xldxdy| < 21 £l Al (VIILT)

(1) Si J est un segment de R, on note (Af), la restriction de Af a J. En prenant
g = (Af); dans (VIII1.7), montrer que Af € H.

(ii1) Montrer que A € L(H) (D 2.5).
(2) En utilisant par exemple la suite des fonctions f, définies par

1 sixe]0,n]
0 sinon

montrer que ||A|| = 2.

(3) En utilisant par exemple la suite des fonctions g,, définies par

1 sixenn+1][
gn(x) = .
0 sinon

montrer que A n’est pas un opérateur compact.

Exercice VIII.9

On munit I’espace de Hilbert H = L*([-n, +n], %) de la base orthonormale (e, n € N¥)
donnée par

e1(x) = 1, e2,(x) = V2 cos(nx), eans1(x) = V2 sin(nx).

Un opérateur linéaire A est donné par
. 1 1
Ae; =ejetVn e N* 1 Aey, = —en,41 €t A€ = —€2,. (VIIL.8)
n n
(1) Montrer que (VI11.8) définit un élément auto-adjoint de L(H).

198



1. Enoncés

(2) Montrer que A est un opérateur intégral de Hilbert-Schmidt et expliciter son noyau
K sous forme de série (cf. P 8.9).

(3) Résoudre dans H 1’équation en h, Ah — 2h = g ol g(x) = cos x.

Exercice VIIL.10 : Equation de Daugavet

Soit J = [0, 1], E I’espace des fonctions complexes continues sur J avec la norme-sup, /
I’identité de E, xo € Jetg € E. On pose ||g||; = fj lg()\dt.

(1) On a vu dans I’Ex. III.3 (auquel on renvoie) que :

Ye > 0,3f € E telle que || f]|o < 1 et‘R(ffg) > |lgll; — .
J

Comment modifier le choix de f pour obtenir le renforcement
Ve > 0,3y € E telle que |l¢llo < 1, %(fgog) > lglli — e et p(xp) = 1?
J

(2) Soit T € L(E) un opérateur intégral (donc compact) associé a un noyau continu
K € C(J?). On a calculé la norme de T dans I’'Ex. VIL8. En s’inspirant de cela et de la
question (1), montrer [’équation de Daugavet

I+ Tl =1+]|T]. (DE)

(3) En réfléchissant a la modification de (2), montrer que I’équation de Daugavet (DE)
reste vraie pour tout opérateur compact T : E — E.

(4) Soit maintenant E=¢'. Montrer qu’il existe des opérateurs T € L(E) de rang un,
donc compacts, tels que
1+T|<1+]|T].
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SOLUTIONS

Exercice VIII.1
(1) () Tf € H.

Posons I = [0,1] et F(x) = fol [K(x,0)||f(1)|dt < +oco. Ce nombre est toujours dé-
fini, éventuellement égal a +oo, car la fonction qu’on integre est positive. L’inégalité
de Schwarz appliquée a F(x) donne :

1
FX(x) < Ifll5 fo |K(x, 1)]dt (VIIL9)

soit en réintégrant par rapport a x et en appliquant le théoreme de Fubini-Tonelli pour
les intégrales doubles de fonctions positives :

1 1 1
f F2(xdx < |If1; f f K (x, DPddx = |IfIGIIKIS < oo.
0 0 JO

Ceci implique F(x) < co pour x € E, ou E C [0, 1] est mesurable et m(E) = 1, m dési-
gnant la mesure de Lebesgue sur L. Et pour x € E, I'intégrale T f(x) = fol K(x,t)f(t)dt
est bien définie car elle est absolument convergente. En posant T f(x) = 0si x ¢ E, on
obtient une fonction 7' f mesurable. De plus, on a |T f(x)| < F(x) Vx € I, ce qui implique
TfeHet

IT£15 < IFIBIKIB. (VIII.10)

Rappelons le sens de la notation ||K ||§ :
KI5 = f f IK(x, H)|*dtdx. (VIIL11)
[0,17?

(i) T € L(H).

C’est écrit dans 1’inégalité (VI11.10). On reconnait en effet la continuité de 7" a I’exis-
tence d’une constante & telle que ||T f|l, < hl|fll» pour toute f € H (P 2.5), et h est un
majorant de [|7||. On a donc ici

171 < [IK]l2. (VII1.12)

(2) Dans I’écriture de (VII1.1), on remplace K par I’expression donnée en (VII1.2),
ce qui donne :

1 N N 1
(THx) = f Zaj(x)b_,-(t)f(t)dt = Z aj(x)f b f(ydt. (VIII.13)
0 % - 0
Jj=1 j=1
L’intégrale est a valeur dans C. On obtient donc
Tfe Vect(aj,j=1,...,N). (VIII.14)
Par (VII1.1), T est un opérateur borné ; par (VI11.14), il est de rang < N.
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2. Solutions

(3) H est un espace de Hilbert, il revient donc au méme d’établir que 7 s’approche
en norme-opérateur par des opérateurs continus de rang fini (P 7.12).
Soit (e;);>1 une base orthonormale du Hilbert séparable H, qu’on pourrait expliciter
avec les fonctions de I’énoncé. Alors, I’espace L*([0, 1] x [0, 1], dxdf) admet pour base
orthonormale les (g,4, p,g > 1) définis par g, ,(x,1) = e,(x)e,(r). Dans cette base
K = 3, =1 kpg9pq> 1 série étant inconditionnellement convergente et les &, , €tant des
scalaires.

Ve > 0,dN € N" tel que, en posant Ky = i< ,<n,1<g<n kpqg9pg On @it || K — Ky |b< e.

L’ opérateur intégral Ty obtenu en remplacant K par Ky est borné de rang fini, d’apres
(VIIL.7);ona Im (Ty) C Vect (e, ;1 <n<N).

L’inégalité (VII1.12) pour T — Ty montre que ||T — Ty|| < ||K — Ky|l» < &. T est donc
compact.

(4) On détaille, dans un cas plus général, un résultat signalé sans preuve dans
PEx. VIL2. Si T = Tk est I'opérateur associ€ au noyau K, alors T est associé au

noyau K* = L défini par L(x,t) = K(t,x). Soit en effet f,g € H. L’intégrale double
I = f f[o 1 K DIf(0llg(x)ldxdt est convergente par I'inégalité de Schwarz (P 5.4) :

P< f f K (x, 0P dxdt f f FOPIgPdxds = K RILARIgIR.
[0,1]2 [0,1]2

On peut donc appliquer le théoreme de Fubini a I’intégrale double

f f K(x, 1) f(H)g(x)dxdt
[0,172

pour obtenir (attention au nom des variables) :

1 1 1
(f.Tig) = fo FOT g0 = fo 0 [ fo K, r)ﬁdx] dr

1 1
= fo @[ fo K(x,nf(r)dz] dx = (Txf,9) = (/. Tx9)- (VIIL15)

Par identification, on a bien T} = T, comme annonc€, soit encore

1
(T* ) = fo K@ 0f (0,

ce qui montre que 7 est un opérateur intégral de méme nature que 7, ou K est remplacé
par K*, K*(x, 1) = K(t, x) (cf. P 8.2).

Remarque : On pourra comparer les résultats de (2) a ceux des exercices (Ex. VIL.1) et
(Ex. VIL.2).
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Exercice VIII.2

(1) La premiere question est valable pour toute fonction K continue, donc unifor-
mément continue, sur le compact [0, 1] x [0, 1]. Soit donc & > 0. Il existe 6 > 0 tel
que

Vx,y € [0, 1], |x — y| < 6 implique |K(x,1) — K(y, )| < &.

Par majoration sous le signe f et par I’inégalité de Schwarz, on a alors

(T 1)) = (T Hy)l < S[l(lJl?](lK(x, 1) = Ky, ODIIf2 < ellfll.

Ceci exprime la continuité uniforme de 7 f, et méme [’équicontinuité (D 2.2) de I’en-
semble de fonctions {T f ;|| f|l. < 1}.

(2) Par (P 8.2) ou I’exercice précédent, on voit que 7 est un opérateur compact
auto-adjoint, dont le spectre et I’écriture spectrale vérifient (P 7.15) et (P 7.16). Ajou-
tons une précision : il existe un processus gaussien (X;) centré (indexé par [0, 1]) dont
K(s, 1) est la covariance, c’est-a-dire que, E désignant I’espérance mathématique, on a
K(s,1) = E(X;X;). D’ou, si f € H, la relation

(TS, f) = f fo K0 dsdt = f fo ECXX) s

I
= E(ff XXth(S)%dsdt) = E(|f Xsf(s)ds|2) o
0<s,t<1 .

Ceci montre que 7 est auto-adjoint positif, ce que nous allons retrouver par la suite. En
effet, (T f)(x) peut s’écrire

X 1
(THix)y=01- x)f tf(t)dt + xf (1 =0 f()dt (VIII.16)
0 X

Le second membre est une fonction continue de x. Cette remarque nous permet de rem-
placer I’équation donnant valeurs propres et fonctions propres par des égalités faciles a
résoudre.

(i) Valeurs propres non nulles.
L’équation T f = Af, A # 0 s’écrit

X 1
Af(x)=(01 - x)f tf(Hdt + xf (1 -0)f(ndt. (VII.17)
0 X
[ est alors continue, puis dérivable. (VII1.17) est équivalente a
X 1
Af'(x) = —f tf(r)dt +f (1 -=0f(ndtet f(0) =0. (VIII.18)
0 X
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2. Solutions

On dérive une seconde fois pour ne plus avoir d’intégrale, et on ajoute comme précé-
demment une condition de valeur en un point obtenu a partir de (VII11.18)

A7 (x) = =xf () = (1 = ) f(x) = —f(0) et f(0) = £(1) = 0. (VIIL19)

On cherche maintenant les solutions non-nulles de (VI11.19), qui vont forcer un certain
choix des 4, les valeurs propres non-nulles de 7', qui sont réelles car T est auto-adjoint.
Cette résolution est classique :

Sid = -a?a e R™ f(x) = ae™ + Be™®. Les conditions aux limites donnent
fO)=a+p=0f1) = ae* +Be® = 0,s0it = B =0, donc f = 0. Aucune
valeur propre n’a la forme proposée ici.

Sid=a7?aeR"™ f(x) = acos(ax) + Ssin(ax). Les conditions aux limites donnent
f(@O) = @ = 0; on peut choisir 8 # 0 a condition d’imposer sina = 0 donc a = nr et
A= (nm)%,neN*.

Les couples (valeur propre, vecteur propre) relatifs a une valeur propre non nulle (chaque
espace propre est de dimension 1) sont donc

(nm)72, ey, ex(x) = sin(nmx)), n € N*. (VIII1.20)

(ii) 0 est-il valeur propre ?
Non, car (VII1.19) donne alors f(x) = 0 pour tout x € [0, 1].

(iii) Spectre de T'.
La propriété (P 7.15) exprime que 0 € o<(T) et o(T) = {0} U ,(T') ; on obtient donc
o(T) = {(nm) 2 ;n € N*} U {0}, (VIII21)

Cette positivité des valeurs propres de T auto-adjoint compact redonne la positivité de
cet opérateur.

(3) Comme T est auto-adjoint compact, sa norme est égale a son rayon spectral
(P 6.6), et la partie non nulle du spectre est constituée de valeurs propres. Le rayon
spectral est le sup des modules des valeurs propres, d’ou

I T ll=n"2 (VIIT.22)

(4) Par (P 8.5) on sait écrire le noyau

K1) = ) Agn(x)ga(0). (VII1.23)

n=1

Les g, forment une base orthonormale du Hilbert engendré par les vecteurs propres
relatifs aux valeurs propres non nulles, 4, étant la valeur propre relative a g,. La série
converge au sens de la norme dans H.
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Comme || e, |[3= fo (sin(nnf))?dt = L, on choisit g, = e, V2.

L’ expression demandée est obtenue en remplagant dans (V1/1.23) les quantités 4, g, par
leurs valeurs. On a bien

2 < sin(em) singar) {x(l 1) si0<x<r<l1 Wi

7r2n=1 n2 t(1-x) si0<r<x<l1

(5) Si on sait (ce qui est le cas comme on I’a vu) que 7 > 0 au sens des opérateurs,
on peut employer le théoreme de Mercer (P 8.6), qui affirme que la convergence de la
série de (VII1.24) est uniforme. Cela se voit aussi directement ici car le terme de rang n
est majoré par n>.

(i) L’écriture de K dans (VII1.23) est celle de sa décomposition sur un systeme
orthonormé. On a alors (via la symétrie K(x, t) = K(t, x))

IKIB = > 14, (VIIL.25)
0 1 1 1
soit Z == ﬂ4f0 fo K (x, )] dxdt
n=1
1 X 4 1 4
= 27r4f f (1 = x)*dt|dx = 27T— f (1 = x)%dx = ﬂ—.

(i1) Le théoreme de Mercer exprime aussi (P 8.7) que la « trace » de T est
0 1
()= ) Ay = f K(x, x)dx. (VIII.26)
-1 0

L application de (V111.26) fournit

Exercice VIII.3

(1) A vérifie la définition (D 8.2); c’est un opérateur intégral de Hilbert-Schmidt
(P 8.5) dont le noyau K, i.e. K(x,y) = sin(xy), est une fonction continue réelle et symé-
trique en (x, y). La propriété (P 8.4 (ii)) montre qu’il est compact et auto-adjoint.

(2) On cherche naturellement & approcher A par un opérateur intégral de rang fini.

Soit

2j+1,2j+1

XY

Kn(xy) = Z(— T

Jj=0
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2. Solutions

le début du développement en série de sin(xy). Ce nouveau noyau est de la forme
2‘;’:1 fi(x)g;(y) avec fj, g; continues sur [-m, ] et p = 2N + 1, donc I’opérateur associé
Ay est continu de rang fini, comme on I’a vu dans I’exercice 1.

La propriété (P 8.1) dit que ||A — Ap|| < ||IK — Kyll2 < ||[K — Ky||~, €t cette derniere norme
tend vers zéro, car la série du sinus converge uniformément sur tout compact. Ainsi, A
est limite en norme-opérateur d’opérateurs de rang fini, et par suite il est compact. A vrai

dire, il est méme Hilbert-Schmidt car K € L*([0, 1] x [0, 1]), et mieux encore nucléaire

N
car||A — Ayl < m, ou C est une constante.

Exercice VIII.4

(1) A une fonction f sur [0, 7] a valeurs complexes, on associe fimpaire coincidant
avec f sur [0, 7] (il s’agit toujours d’égalités presque partout). Si f € L*([0, xr]) alors

f € L*([-n,nl), car:
f \f(0)Pdt =2 fo |f(0)2dt.

On sait qu’un élément de F est somme de sa série de Fourier. S’il est imEair, il est somme
d’une série de Fourier ne comprenant que des termes en sin(nx), donc f s’approche dans
L*([-n, 7)) par des combinaisons linéaires finies de fonctions sinnx, et par imparité il
en est de méme de f dans L*([0,7]), ce qui montre bien que {f, ;n > 1} est une base
orthonormale de H.

(2) C’est un probléme qu’on a déja vu dans ’Ex. VIII. 2 sous une forme trés voisine.
Les conditions

f7(x) = Af(x), f(0) = f(n) = O et f # 0 imposent
A=—2v>0, f(x)=bsin(vx), b #0, v e N".
Les solutions forment un espace vectoriel de dimension 1.

Les systémes (valeurs propres, espaces propres) sont donc
{(=n%, Vect(fy, fu(x) = sin(nx)) ;n € N*}.

(3) On a montré en (2) que 0 n’est pas valeur propre de B.

B est donc une application linéaire injective de G dans G, elle admet algébriquement une
inverse Ag : Im (B) — G.

Les fonctions propres f, de B forment un systeme orthonormal complet dans E, donc A
est donc completement décrite par les relations

1
Aofy = anfy avec a, = —=.n € N*.
n

L’ application A définie sur H entier par

fi(:;i-xnj;] = :;i-xnanjz avec j?:lan < 00

n=1 n=1 n=1
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est un opérateur diagonal borné prolongeant A, de norme ||A|| = sup,, |a,| = 1, et com-
pact puisque lim,, a, = 0.

(4) Le fait que ’on passe de g a Ag en multipliant les coefficients de Fourier-
sinus par a, fait penser a une convolution. On a donc envie d’introduire la fonction
C(x) = Y;", a, cos nx et de considérer la convolution

e 1 T T
GO Y - f Clx — g(y)dy = fo K(x. p)g()dy

1 2 < sinnxsinn
avec K(x,y) = ;(C(x -y -Clx+y)= — Z Ty

’

n=1

ol on a utilisé I"'imparité de g, prolongée a [—m, w]. On prétend que g * C = Ag. En
effet, si les coefficients de Fourier-sinus de g sont les ¢, = % f_ 7; g(y) sin(ny)dy, on a par
convergence dominée

1 T S 1 T
- f C(x —y)g(y)dy = Z a,— f (cos nx cos ny + sin nx sin ny)g(y)dy
T s T s

n=1
(o)

(o) 1 JT
= Z a,— f (sinnx sin ny)g(y)dy = Z ayc, sinnx = Ag(x).
n=1 T J-n

n=1

Cela montre que, pour 0 < x < m,ona:

Ag(x) = fo K p)g(y)dy,

ziN 2

et le calcul de K(x, y) a déja été fait dans I’Ex. VIIL.2. En effet, posant
x=nX,y=nYavecO0<X,Y <1,

on a d’apres (VII11.24) de cet exercice :

(o] . .
Z sinnxsinny w
n? 2

2
[min(X, Y) — XY],
n=1
soit
K(x,y)=—-n [min(f, z) - %
Vs

]:—[min(x,y)—ﬁ pour 0 < x,y < 7.
i Vi

Exercice VIII.5
Onnote I =[0,1],4 = I*.

(1) 11 est clair, par une application simple du théoréme de Fubini, que I’on a
as.p= [ [ Kooy
4
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2. Solutions

11 suffit, par densité des fonctions continues dans H et par la continuité de 7', revue dans
I’Ex. VIII.1, de montrer le résultat pour f continue. On peut alors approcher I'intégrale
double précédente par des sommes de Riemann

ok 3 w2

Mais d’apres I’hypothese avec x; = j etzi=f (ﬁ'), toutes les sommes S, sont positives,
ce qui par passage a la limite donne la positivité de (T f, f).

(2) On utilise la représentation intégrale (donnée par la formule d’inversion de Fourier
ou le théoreme des résidus)
e = f e ™ h(t)dt,
R

dans laquelle / désigne la fonction strictement positive définie par

1 1
h(t) = — .
® nl+12

Il en résulte que

1<jk<n 1<jk<n
n
= —it(xj=x)Y,, 5 — —itx;_ |?
= e )zjzkh(t)dt = | e zj| h(t)dt > 0,
R <jk<n R 53

comme intégrale d’une fonction positive. L’ opérateur a noyau associé est donc positif.
La représentation intégrale précédente donne méme plus. En effet, on a par le théoréme
de Fubini :

(Tf. /)= f fA f(x)%( fR e‘i’("_”)h(t)dt)dxdy
= f h(t) ( f f e‘”““”f(x)@dxdy) dt = f h(t)| f e‘”xf(x)dx|2dz.
R A R 1

Tr=0=F ™ [e™f(x)dx=0VieR = f=0
1

Donc

en utilisant la continuité de F' pour passer de « F' nulle presque partout » a « F' nulle
partout » et I’injectivité de la transformation de Fourier (ici de la fonction qui vaut f sur
I et O ailleurs). Ainsi, T est injectif. On va en étudier d’autres aspects dans 1’exercice
suivant.
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Exercice VIII.6

(1) La fonction [0, 11> — R, (x,y) — e " est continue, donc de carré sommable
sur [0, 113, et réelle, symétrique. Elle est donc le noyau d’un opérateur 7 de Hilbert-
Schmidt (donc compact) auto-adjoint, et positif, injectif comme on 1’a vu dans I’exercice
précédent. o(T') \ {0} est constitué de valeurs propres d’ordre fini. Les espaces propres
sont orthogonaux deux a deux (P 6.6).

Comme dans I’Ex. VIIL.3, on est amené a dériver I’équation T f = Af pour trouver les
couples (4 € R*, f € H, f # 0) qui en sont les solutions. L’équation (VI11.3) s’écrit

1

(THix)= e~ fx e f(y)dy + exf eV f(y)dy. (VII1.27)
0

X

La fonction du second membre est continue, puis dérivable lorsque 7 f = Af avec A # 0,
et on obtient en dérivant cette équation

= [ "y + ) - f0+ € | e iy
=-e" fo ) e fy)dy +e* fx | e f(y)dy,
Af7(x) = e fo "y + & f )y — 200, (VII1.28)
Cela s’écrit encore :
AF7 () = Af(x) = 2f(x) et £ (x) = (1 - %) 1. (VIII.29)

Revenanta 7T'f = Af, A # 0 (rappelons que T est injectif), on obtient :
1
WO = [ erdy =70
0

1
et Af(1) = ! fo & fgdy = —Af (1),

donc

fO)=f©=0;fD+f(1)=0 (VIII.30)

Les (valeurs propres, vecteurs propres) de 7' sont les solutions, non nulles en f, du sys-
teme (VI111.29), (VI11.30) avec conditions aux limites.

(i)Sid=2.
ff(x)=0,f(x) =ax+b,b—a=0,2a+b=0etdonca =>b=0;4=2n’est pas une
valeur propre de 7.
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2. Solutions

(i) Si A > 2.
Notons 1 — % =r2r>0.
f(x) = 2 f(x) = 0 ; f(x) = ae’™ + be™’™,
0=f0)—f0)=a(l =r)+b(l +r),
0=f()+ f1)=al+r)e +b(l-re.
D’oua =b =0, puis f =0. [l n’y a pas de valeur propre > 2.
(iii) Si A < 2.
Notons 1 — % =—r2r>0.
F7(x)+r*f(x) = 0; f(x) = acos(rx) + bsin(rx),
0=70)-f(0)=a-rb,
0= f()+ f'(1) = a(cosr — rsinr) + b(sinr + rcosr).

Le déterminant de ce systeme linéaire homogene doit donc €tre nul si on veut f # 0, soit
encore sinr + rcosr + r(cosr — rsinr) = 0, ce qui s’écrit apres division par sinr # 0 :

1 1
cotr = —(r— —). (VIII.31)
2 r

L’étude des graphes des fonctions des deux membres montre que (V//1.31) admet une
infinité dénombrable de solutions

y

1/2(x-1/x) et 1/tan x

Les valeurs de r, notées u,, n € N*, sont représentées par les abscisses des points d’inter-
section de ces courbes. u, est la solution comprise entre (n— 1)z et (n+ %)n. Les couples
(valeur propre, espace propre) sont

2
A, = ——, Vect (f,; [u(x) = w, cos(u,x) + sin(u,x)).
1+
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(2) Les u,, de cette question sont les y,, considérées ci-dessus.

La somme demandée S est donc le quart de la somme S des carrés des valeurs propres
de T. On sait que cette somme S est fournie par le carré de la norme de la fonction
noyau K de I’opérateur 7 selon (P 8.5), puisque 7 > 0. Cela nous donne :

o= Y WP = K = [[ ety =2 [ erevasy
n=1 4 0<y<x<1
1 x 1 -2
1+
= 2[ e (f ez-”dy) dx = f (1-e)dx = ¢
0 0 0 2

La somme demandée est donc

0 2
So | 1,
§=20=N (] =<2+ ).

4 (1+pg) g+

n=

Exercice VIII.7

(1) La méthode est la méme que dans I’exercice précédent. K est une fonction réelle
continue symétrique en (x, ). T est donc un opérateur compact de Hilbert-Schmidt auto-
adjoint.

L’équation aux (valeurs propres, vecteurs propres) peut se résoudre en dérivant la fonc-
tion g = Tf = Af qui est continue, puis dérivable, quand 1 # O :

g0 = BAD (7 o fordr + IO h(l 0O f (). (VIIL32)
Shl 0 h
g (x) = — X " sheo F()dt + —( %) h(l 0 (0)dt
Shl 0 h

et, via sh(x)ch(1-x) + sh(1-x)ch(x) = shl :
g9"(x) = g(x) = f(»). (VI11.33)
SiTf = Af, I’équation précédente s’écrit :
Af"(x) = (A= Df(x). (VII1.34)
Il convient d’ajouter les conditions aux limites issues de (VII11.32) :
f(0) = f(1) = 0. (VIII.35)

Sid=0,par(VIII.34), f = 0; 0 n’est donc pas valeur propre.
Si %1 = %, u > 0, par (VII1.33) et (VIII1.34)

f(x) = Ach(ux) + Bsh(ux),A =0, puisA = B =0.
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2. Solutions

Les A de cette forme ne sont pas valeurs propres.
Si maintenant % = —u? avec u > 0, (VII1.33) et (VII1.34) donnent :

f(x) = Acos(ux) + Bsin(ux),A = Bsinu = 0.
f(x) = Bsin(ux), B # 0, convient si sin(u) = 0 donc u = nm,n € N*.

Nous obtenons les couples (valeur propre, espace propre)

A, = ———, Vect (¢,)] avec ¢,(x) = \/Esin(nﬂx),n € N*
1 + n?n?

(e, ;n € N¥) est une base orthonormale de H.

(2) T est compact auto-adjoint positif (toutes ses valeurs propres sont positives). Sa
norme est égale a son rayon spectral (P 6.6) donc a la plus grande des valeurs propres,
soit

Tl =

1 +n2

3)S =20 leﬂz =142, Hj—znz ; la seconde somme est la somme des valeurs
propres de T ; on peut appliquer la formule de trace (P 8.7) soit

1 1
1
S=1+ f K, x)dx =1+ — sh(x) sh(1 — x)dx
0 shl 0

L b

2shl
chl +shl &2

2shl 2 -1°

1
1
hl — ch2x — 1))dx = 1 + —(chl — shl
fo(c ch(2x — 1))dx + 5p(chl = sh1)

Remarque : On notera dans les exercices précédents I’importance de la prise en compte
des conditions aux limites quand on cherche une fonction propre relative a une valeur
propre non nulle. On remarque aussi 1’outil « opérateur compact » utilisé pour des calculs
de sommes de séries reliées a des valeurs propres.
Exercice VIII.8
(1) (i) La fonction Ay, h,(y) = e ¥ est positive et de carré sommable :

+00 +00 +00
Lo (h@)?dy = [ (hoy)Ydy =2 [~ e dy = 1.
L’inégalité de Schwarz (P 5.4) montre alors que I’intégrale

f - e f(y)dy

00

est absolument convergente, donc convergente, si bien que A f(x) a un sens pour tout x.
De plus, [(Af)(x)| < |Ifll2, et Af est une fonction bornée.
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(i1) L’intégrale double

I= f fR g0l rdy

de I’énoncé est celle d’une fonction mesurable positive ; elle a donc toujours un sens,
méme si elle peut valoir +co. Pour étudier cette intégrale, on fait le changement de va-
riable (de jacobien 1) x = u, x —y = v, soit x = u,y = u — v. I se récrit comme suit :

I= f e ( f | f(u—v)g(u)ldu)du = f e M F(v)dv. (VII1.36)
R R R

L’inégalité de Schwarz nous donne maintenant

F()| < ( fR - v)|2du)2 ( fR |g<u)|2du)2 — 1 laligll.

L’inégalité (VI11.36) implique alors

I< IIfIIzIIgllzfe_'”'dv = 2| f1l2ligll2- (VIIL.37)
R

—|x—

Cela assure I’intégrabilité de e *| f(y)g(x) ainsi que, par 1’inégalité triangulaire, 1’in-
égalité (VII11.7) de I’énoncé, a savoir :

Vf.geH,| f fR e fgCdxdy| < 211k lglh

(iii) On note que I'intégrale (VII1.7) ne représente le produit scalaire (Af, g)
que si I’on sait déja que Af € H. Cette écriture n’est pas valable pour I’instant avec
f etg € H arbitraires. Choisissons alors g a support contenu dans un segment J. Af est
mesurable bornée, donc de carré sommable sur le segment J, et 'intégrale (VI11.7) est
cette fois le produit scalaire ((Af),, g). Elle donne ainsi 1’inégalité

KA Pl < 212 llgll2. (VIII.38)

Si on choisit g = (Af),, (VII1.38) donne apres simplification par ||g]|, :
VIS € H (Al < 211l (VI11.39)

(VII1.39) entraine donc, en faisant « tendre » J vers (—co, +00) et en utilisant le théoréme
de Beppo Levi, I'inégalité :
IAf1l2 < 21 f1l2,

ce qui montre a la fois que Af € H et que ||A]| < 2.

(2) Soit (f;,) la suite de I’énoncé. On a par définition

(Afas fo)

Al > ———=—.
I1fall?

(VII1.40)
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2. Solutions

Mais on peut écrire

(Af, fn) = f f e YL () f(y)dxdy = f f e dxdy
R2 0<x,y<n

= 2ff e " Vdxdy = 2[ e (f e”dy)dx
0<y<x<n 0 0

= 2fn(1 — e Ndx =2n+ 0(1),
0

&

tandis que ||f,||© = n. Reportant ces valeurs dans (V111.40), nous obtenons

2 1 1
IA]l = LO() :2+0(_)'
n n

Faisant tendre n vers 1’infini, nous obtenons ||A|| > 2 et finalement ||A|| = 2.

(3) 1l suffit (cf: chapitre VII et Ex. VII.19) de contredire la propriété (P 9.11) d’un
opérateur compact en mettant en évidence une suite orthonormée (g,) telle que (Ag,, g,)
ne tende pas vers zéro. La suite proposée g, = 1,411 est bien une suite orthonormée,
car les supports des g, sont deux a deux disjoints. Et d’autre part, un calcul presque
identique a celui de (2) donne, posant x = u,x —y = v :

(A gn) = f f iy
n<x,y<n+l
1
= ff e Mdudy = f e Mdy = 6> 0.
n<u<n+l,—1<v<1 -1

On a ainsi établi le caractere non-compact de 1I’opérateur A.

Remarque : Le noyau de I’opérateur est une fonction continue mais n’est pas de carré
sommable sur I'intervalle d’intégration non borné envisagé ici. L' opérateur peut alors
étre non-compact; il fait partie d’une catégorie plus générale d’opérateurs intégraux
(voir par exemple [W] et [Y]).

Exercice VIII.9

(1) ) A € L(H). Posons v, = Ae,. La suite (v,) est orthogonale bornée par 1 en
norme d’apres la définition de 1’énoncé, ce qui donne envie de définir A sur H tout entier
par la formule :

Ax = anvn six = Z X, €, avec Z |)c,,|2 < 00, (VII1.41)
n=1

n=1 n=1

Ax est correctement défini car les sommes partielles de la série )’ x,v, forment une suite

de Cauchy :
q q q
2 2 2 2
1D %ol = > Pl < > bl

n=p+1 n=p+1 n=p+1
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On note de plus que Yx € H, on a ||Ax|| < ||x||, donc que ||A|| < 1 et la relation Ae; = e
montre que ||A]| = 1.

(ii) A auto-adjoint. Par (P 6.12), on reconnait le caractére auto-adjoint de A au

fait que Vx € H,(Ax, x) € R. Or, x = 3% x,e, entraine :

+00 +o00
(Ax,x) = <xle1 + Z E(XZneZnH + Xops1€20), X1€1 + Z(XZneZn + in+1ezn+1)>

n=1 n=1
+00
_ 1 -
= XX + Z p (X2 X241 + X2nX2n41) -

n=1
(Ax, x) est donc réel, et A est auto-adjoint.

(2) A est auto-adjoint, a fortiori normal (D 6.2 et D 6.3). S’il admet une écriture
d’opérateur intégral de Hilbert-Schmidt, la propriété (P 8.5) permet la construction du
noyau K, qui est déterminé a partir des couples (valeurs propres, espaces propres) de A.

(i) Valeurs propres, espaces propres de A.
IIs sont ici faciles a déterminer.

e est vecteur propre pour la valeur propre 1. On a d’autre part :

1 1
Aleay + eops1) = Z(ezn + eons1) et A(er, — €241) = _;(62}1 — €n+1).

Pour n entier > 1, notons

1 1
f1 = e, fon = —=(ea, + eans1) €t four1 = —=(e2, — €2n41).

V2 V2

(fu, n € N*) est une base orthonormale de H formée de vecteurs propres.

La valeur propre 1 admet I’espace propre Vect (fi,f>); les autres valeurs
propres sont simples; les couples (valeurs propres, espaces propres) sont alors
L Vect (fon)), (=, Vect (fans1)).

(i1) Ecriture du noyau K.
Selon (P 8.5),si Vf € H,(Af)(x) = f_::r K(x, y)f(y)@ alors

2’
+00
1 1
KCey) = ) a0 fuy) avee &y = 1, Ay =~ Aoy = =~ (VII1.42)
e n n
Le systtme (gn,(x,y) = fu(x0)fp(y) ;n,p € N¥) est une base orthonor-

dxdy

male de L*([-7,+7]*, o), et Décriture de (VIILA42) est celle d’un élément de

L*([-n, +7)?, ”Zfz”) dont la norme est [|K|[3 = 1 +2X/% & < oo. On voit donc que

K € L([-n, +n1?, 240),
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2. Solutions

L’ opérateur intégral B donné par (Bf)(x) = f_ ;ﬂ K(x,y) f(y)% a les mémes couples (va-
leurs propres, espaces propres) que A. Comme les vecteurs propres (f, ; n € N*) forment
une base orthonormale de H, on a A = B et A est bien un opérateur de Hilbert-Schmidt,
dont le noyau K peut s’expliciter a I’aide des e, :

Vn € N, 224 fo0(X) fou () + A2ns1 frn+1(X) fons1(y)

1 . . . .
= —[(cos nx + sin nx)(cos ny + sin ny) + (cos nx — sin nx)(cos ny — sin ny)]
n

2
= —cosn(x —y).
n

+00
2
Donc finalement K(x,y) = 1 + Z —cosn(x —y).
n=1 n
La conver§ence de la série est valable au sens de la norme dans L?([—r, +7]* pour la
dxdy
mesure

472
(3) (i) Existence et unicité de solution.

L’équation Ah—2h = g est une égalité dans I’espace H. L’étude précédente montre que 2
n’est pas une valeur propre de A ; comme A est un opérateur compact, ceci signifie que 2
n’est pas un point du spectre de A. Alors I’équation proposée admet une solution unique
(A — 21 est inversible).

(ii) Détermination de la solution.

Comme on I’a déja dit, la solution existe et est unique. Le calcul va confirmer ce fait.
Plagons-nous sur la base orthonormale de 1’énoncé (f,, ;n € N*), et écrivons g sur cette
base.

(a) Ecriture de g.
+
f2(x) = cos x + sinx, f3(x) = cosx — sinx, donc g = % (VIII1.43)
(b) Solution. Si h = )| h,f,, nous avons
- 1 1
Ah=2h=~hifi + 3 |hon |~ = 2| fan + e | = = 2| faner | (VIILA4)
— n n
La comparaison des seconds membres de (VI11.43) et (VII1.44) conduit a
1 1
h, = 0 si 20u3, hy=—=, h3 =——,
Sin#2o0u 2 5 3 6

et finalement i = —%fz - %f3, c’est-a-dire :

1
h(x) = —5(2 COS X + Sin x).
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Exercice VIII.10

(1) Pour fixer les idées, supposons 0 < xo < 1. Soit & > 0 assez petit pour que
Js = [xo —d,x0 + 6] C J. On pose 4 = J \ Js. Dans I’Ex. II1.3, on avait défini f par

(x) = 22 On définit la fonction ¢ corrigée de f comme suit :
g(ol+e g

fx) = lggﬁﬁg si x¢Js

P(x) = .
1 Si X =Xxp
affine par morceaux si x € Js5 = [x9 — 9, xo] U [x0, X9 + J]

Il est clair que ¢ € E et que ||¢|l < 1 et p(xp) = 1. On voit de plus que

lgI*
% ( [[e)2 - [ 1> [to-a- [
( 1909 e 7] A(Igl ) . g

> flgl =2 | lgl—€2=llgllh —4dllgllc — & = liglh - 2,
J Js

en ajustant § > 0 assez petit. Quitte a changer € en £, on a répondu a la question.

(2) 1l est clair que la seule chose a montrer est 'inégalité ||/ + T|| > 1 + ||T||. Soit
xo € J tel que, en posant g(y) = K(xo,y), on ait ||[T]| = |lgll;. Un tel xo existe d’apres
I’Ex. VIL.8. Choisissons ensuite ¢ comme dans la question (1). Nous voyons que, puisque

To(xo) = [, K(xo, pew)dy = [, 9@)e(y)dy :

I+ Tl > lle + Telleo > lp(xo) + Tep(x0)l = Rgp(x0) + Tep(xo))

= 1+‘R(ft,og)2 L+lglh —e=1+|T| - e.
J
Comme ¢ est arbitraire, cela acheve la démonstration.

(3) Cette question est un peu difficile, et on se borne aux idées essentielles. Mais
en méme temps, c’est un bon exercice de généralisation abstraite de (2). Dans cette
question (2), nous avons commencé par fixer une f € E vérifiant ||f]|l., < 1 etun xy € J
tels que I'on ait ||T]] ~ R(T f(xo)). Ensuite, nous avons corrigé f pour obtenir une
fonction ¢, ||¢||le < 1, telle que (~ voulant dire ici presque égal) :

1 g(x) = 1

2. On a R(T f(x0)) ~ R(Tp(xp)) car ¢ — f est a petit support dans Js.
Pour voir que, méme sans autre information sur 7" que sa compacité, on peut conclure de
maniere analogue, on fait les observations suivantes, dans lesquelles B désigne la boule
unité fermée de E :

1. Soit xg € J et & > 0. Alors, il existe 6 > 0 tel que :

Vh € B avec h(xg) = 0etsupp i C [xy — d,x9 + 6], ona||Th||» < &.
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2. Solutions

2. Soit € > 0. Alors, il existe 6 > 0 tel que
Vx,y e JVp € B,Ix—yl <6 = |[Top(x) — Te(y)| < &.

En effet, si 1. n’a pas lieu, on peut trouver une suite (,) C E telle que

hy(x0) =0;h, € B; supp h, C

1 1 .
Xo— —, X0+ — | ; mais ||Th,|le > €.
n n

Il est facile de voir que (%,) tend simplement vers 0. Comme ||/,|| < 1, la suite (h,)
tend faiblement vers 0 (¢f. D 9.6). Comme T est compact, ||Th,|ls — O (¢f P 9.9),
contrairement a I’hypothese. Et quant a 2., elle exprime simplement I’équicontinuité de
T(B), qui est une conséquence du fait que 7 (B) est compacte par hypothese et de la partie
facile du théoréme d’Ascoli (P 2.3). Cela étant, on procéde comme suit : Soit £ > 0. On

peut trouver f € B et x € J tels que (quitte a changer f en € f) :
ITf1l = R(T f(x0)) 2 IIT|l - &.

On fixe ¢ vérifiant 1. et 2., et on prend x| # xg, x| € [xo — 0, Xp + ] = Js. Puis on corrige
fengp e Btelle que :

f(x) si x¢Js
_ ) f(xo) si x=x
A s x =X

affine par morceaux si x € [xy — 9, x1] U [x1, xo] U [x0, x0 + ]
On a alors la minoration

I+ TN = e+ Telleo = lp(x1) + T(x1)| = Rip(x1) + Tep(xy))
=1+ R(Te(x1))
= (1 + R(T f(x0)) + (R(Te(xo) — T f(x0))) + (R(Tp(x1) — Te(x0)))
> 1+||T|l - &~ Te(xo) = Tf(xo)l = (Te(x1) — Te(xo)l = 1+ ||T|| - 4e,

ou on a utilisé le point 1. avec i = f%‘”,h € B,h(xp) = 0, supp h C Js pour majorer
le terme |T'p(x0) — T f(xo0)l, et le point 2. avec |x; — xo| < ¢ pour majorer le terme
[(T'p(x1) — Te(xp)|. Ceci acheve la preuve, € > 0 étant arbitraire.

(4) Soit (e,)nen- la « base » canonique de ¢! et T 1’opérateur de rang un défini par
T(f)=—fiersif =2, faenavec f, € C.Onal||T|| = 1, mais ([ + T)f = 2,7, fuens
donc

(o)

N7 +1)fll = Z Iful < D Ul = 1A
n=2

n=1

et par conséquent
H+T|=1<1+]|T| =2.
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Remarque : La fonction ¢ construite dans (3) est bien dans B. Car si ’on prend par
exemple
x = (1 =1t)xg + tx; € [x0, x1] avec ¢t € [0, 1], on a, ¢ étant affine sur [xg, x1] :

@(x) = (1 = De(x0) + te(x1) = le(x)] < (1 = Dlep(xo)| + tle(x))|
<(A-n+t=1.

Et on procede de méme si x € [xg — 9, xo] U [x], xo + d]. Cette remarque vaut aussi pour
la question (1).
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CONVERGENCE
FAIBLE ET...

BD EnoncEs

Exercice I1X.1

(1) E, est un espace vectoriel complexe de dimension 2, dont (e}, e;) est une base
fixée. On norme E, par :

Pour tout x = xje; + x2e0, ||x]| = |x1| + |x2],

eton note B, = {x € E; ;||x|| < 1} sa boule unité fermée.
Montrer que les points extrémes de B; sont les x de la forme

x = ey exp(ia) ou x = ep exp(ia), a € [0, 2x].

(2) E est I’espace ', on note || || sa norme usuelle et B = {x € ¢! ;||x]| < 1} sa boule
unité fermée (cf. D 1.15).

(i) Déterminer I’ensemble des points extrémes de B.

(i) Montrer que B = co(Ext(B)) (enveloppe convexe fermée de 1I’ensemble des
points extrémes de B).

Exercice 1X.2

co est ’espace de Banach des suites complexes x = (x;,),en- telles que lim,,—, 400 X, = 0,
normé par ||x|| = sup(|x,| ;7 € N¥). (co a été étudié dans I'Ex. I.1 et 'Ex. I1.7.)

(1) Montrer que la boule unité fermée de cy n’admet aucun point extréme.
(2) Montrer que ¢ n’est isométrique a aucun dual d’espace de Banach.

Exercice 1X.3

Soient E, F deux espaces de Hilbert complexes.

(1) Soit (x;,),en+ une suite normée de E. Elle admet toujours une sous-suite faiblement
convergente. Pourquoi ? (cf. D 9.8)
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Chapitre IX ¢« Convergence faible et...

(2) Soit (x;,)en+ une suite normée de E faiblement convergente vers x. Etablir I’égalité

lim|lx, — AP =1 1P, (IX.1)

(3) Soit A € L(E, F) tel qu’aucun vecteur x normé ne vérifie ||A|| = ||Ax]| (norme non
atteinte).

Montrer I’existence d’une suite normée (x,),en+ faiblement convergente telle que
[|A]| = lim, ||Ax,||. Montrer que toute telle suite converge faiblement vers zéro.
Exercice IX.4
E est’espace (7,1 < p < co. Onnote f = (f(1),..., f(n),...) un élément f de E. Soit
(fj)jen+ une suite de €7, 1 < p < oo.

(1) Montrer I’équivalence des propriétés

(@ w-lim;_ . f;=0
(b) Pour tout n € N*, lim;_,, f;(n) = 0; et SUP jepy- Ifill < oo.

(2) Expliciter cette équivalence si E est un espace de Hilbert séparable de dimension
infinie.
Exercice IX.5
E est un espace de Banach complexe. On note F = E™.

On désigne par F| I’espace F muni de la topologie de la norme, F; I’espace F muni
de la w-topologie o (F, F*) (topologie faible) et F3 I’espace F muni de la w*-topologie
o(F, E) (topologie *-faible).

Q; est la famille des ouverts de F;, @; la famille des fermés, i = 1, 2, 3.

Pour un sous-ensemble M de F, on note M; son adhérence pour la topologie de la
norme, M; son adhérence pour la w-topologie, M3 son adhérence pour la w*-topologie.

(1) Comparer les familles ©;,i = 1,2, 3 (selon les données des définitions (D 9.6) et
(D 9.7) en particulier).

(2) Montrer que, pour i = 1,2,3, F; estun EVTLC (D 9.3).
(3) Quelles relations d’inclusion y a-t-il entre les trois ensembles M1, My, M3 ?

(4) Chercher des exemples de couples (E, M) montrant les égalités ou les différences
possibles entre My, M, M3 (on pourra utiliser les espaces les plus simples connus et
I’espace ¢ introduit dans ’Ex. I.1).

Exercice IX.6

(1) L’opérateur A est celui de I’Ex. VIL.6. En utilisant les propriétés de ce chapitre,
établir une condition nécessaire pour que A soit un opérateur compact.
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1. Enoncés

(2) L’ opérateur S est celui de ’Ex. VIL.9. En utilisant les propriétés de ce chapitre,
redémontrer que ’isométrie S n’est pas un opérateur compact(!). Montrer que, plus
précisément, on a d(S, K(H)) = 1.

Exercice IX.7

E = Co(R) est I’espace vectoriel des fonctions continues sur R, a valeurs complexes, de
limite nulle a I’infini, soit encore telles que

Pour tout » > 0, K, o {x € R tels que | f(x)| > r} est compact. (IX.2)

(1) Montrer que les éléments de E sont des fonctions bornées.

(2) On munit E de la norme uniforme || f||, = sup(|f(x)| ; x € R). On le note alors E,,.
Montrer que E,, est un espace de Banach.

(3) Montrer que la boule unité B = {f € E, tel que ||f]|, < 1} n’admet pas de point
extréme.

(4) Montrer que E,, n’est pas isométrique au dual d’un espace de Banach.

Exercice 1X.8

Soit E = ¢ (cf. 'Ex. VIL.10). On sait que F = E* s’identifie 4 I’espace de Banach ¢!,
dont on note (e,,n € N*) la « base » canonique. On étudie cette suite dans F muni de
I’une des topologies o (F, F*), ou o(F, E), ou de la norme.

La suite (e,),en- est-elle convergente pour 1’'une de ces trois topologies ?

Exercice 1X.9

E = C() est I’espace de Banach des fonctions continues sur / = [0, 1] a valeurs com-
plexes muni de la norme uniforme || f|l, = sup(|f(x)| ; x € J).

On rappelle (théoreme de Riesz) que le dual de E s’identifie a I’ensemble des mesures
de Borel u sur /. Elles agissent par (f, u) = ffd,u, VfekE.

Soit (f,)nen- 1a suite de fonctions définies par

1 —nx sixe[O,%]

f”(x):{ 0 si xel[l 1]

Montrer que, pour toute i, ({fy, 4£))nen- €St une suite de Cauchy mais que (f;;)en+ n’est
pas faiblement convergente dans E (cf. D 9.6). On dit que E n’est pas faiblement séquen-
tiellement complet.
Exercice IX.10
E est un espace de Banach de dimension infinie.

Onnote B = {x € E ;||x|| < 1} sa boule unité fermée, S = {x € E ;||x|| = 1} sa sphere

unité.
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A désignera toujours 1’adhérence de A C E pour la topologie faible o(E, E*).

(1) Montrer que tout voisinage ouvert de O pour la topologie faible o-(E, E*) contient
un espace vectoriel de dimension 1 (une droite).

(2) Montrer que S O B.
(3) Montrer que S =B.

Exercice IX.11

E est un espace de Banach complexe, F = E* son dual, et (x,),cy+ une suite de E.
(1) On suppose que

Pour tout f € E*, ((x,, f))nen- est une suite de Cauchy . (IX.3)

(i) Montrer que I’ensemble {x,,n € N*} est borné.
(i1) On suppose de plus que, pour une sous-suite (X)) pen+ de la suite (x,),en,

Il existe y € E telle que y = w — lim x,,). (IX.4)
p

Montrer que y = w — lim,, x,,.
(2) On suppose que E est réflexif, c’est-a-dire (¢f: D 2.9) :
(E")" =E. (IX.5)
Montrer que toute suite bornée de E admet une sous-suite w-convergente.

(3) E et la suite (x,)qen- Vérifient (1X.3) et (IX.4). Montrer que la suite (x;,),en- est
faiblement convergente dans E.

Exercice IX.12 : Propriété de Banach-Saks

H est un espace de Hilbert complexe, et (x,) une suite de vecteurs de H convergeant
faiblement vers 0, ¢’est-a-dire :

{x,, x) — 0 pour tout x € H. (IX.6)
Cette suite faiblement convergente est bornée en norme d’apres P 9.4 :

sup ||x,|| = C < oo.
n

On se propose de montrer que (x,) contient une sous-suite (y,) dont les moyennes de
Cesaro convergent en norme vers 0 (Propriété de Banach-Saks, possédée aussi par les
espaces LP, 1 < p < o).

222



1. Enoncés

(1) Montrer qu’il existe une suite extraite y; = x,,, a indices croissants avec
n<ny<...nj<nj <...tellequel'onait:

. , . 1
V],keN,k>]=I(yj,yk>|sz. IX.7)
(2) Montrer que 1’on a
oty C? 2
& RIREER LY (IX.8)
n n

et conclure.
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SOLUTIONS

Exercice I1X.1

(1) Un point extréme a d’un convexe fermé M (D 9.4) est défini par : sia € [y, z], seg-
ment inclus dans M, alors y = a ou z = a. Une caractérisation évidente, mais commode
de ces points extrémes est:a+u e M = u = 0.

(1) Par le schéma de la boule unité fermée B, dans I’espace réel, cette boule est
un losange, on peut imaginer le résultat et le procédé de la preuve.

T2

0,1)

a+u

a-u

(-1,0)

Sur le schéma ci-dessus sont notés deux systemes (a — u, a, a + u).

On est attentif aux différentes catégories de points de B, ; elles sont étudiées ci-dessous.

(1) Si |lal] < 1, soit u = rej,r €]0,1[ tel que |lal + r < 1. Ona u # O,
lla + ul| <llall + r < 1 donc a + u € B,, et a n’est pas un point extréme de B;.

(i1) Si ||a|| = 1, alors
a = aje; + axep, avec a; = ry exp(ify),ar = rpexp(ith),r; 2 0,r, > 0,r; + 1, = 1.

Supposons 11, > 0, et choisissons

u = r(e?e, —e®e,), avec 0 < r < min(ry, r).
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2. Solutions

Nous avons alors a + u = (r] + r)e' e; + (ry — r)e®e,, d’ou
la+ul|l=1+r)+(m-r=r+rn=1

et de méme |la —u|| = 1. Ce u montre le caractere « non extréme » de a dans B;. Un point
extréme a devra donc vérifier, par exemple, a; = 0 et |a;| = 1. Nous allons voir que ces
points conviennent effectivement.

(iv) Soit a = Adey,|4| = 1. On va voir que a est extréme (on traiterait de méme
a = Adey). Soitu = uje; + wpeytelque a +t u € By, i.e.

[A+up| +up] < Tet|d—u|+|up] < 1.

En particulier |4 + u;| < 1, ce qui implique u; = 0. Ceci est géométriquement évident,
cf. figure, avec D (resp.C) le disque unité (resp.le cercle unité). Si on préfere, une preuve
analytique est fournie par I’identité du parallélogramme :

I+ ]+ 14— g = 2014 + [y ]?) = 2(1 + uy ) < 2,

d’oliu; = O etensuite u, = 0etu = 0.

A+ U
C A

On peut remarquer que tout point de B, est combinaison linéaire a coeflicients réels
compris entre 0 et 1 de points e exp(ia) et e; exp(iaz), c’est I’écriture relative a la
base. On a alors B, = co(Ext(B;)) = co(Ext(B;)). Ceci est confirmé par le théoreme de
Krein-Milman (P 9.2).

(2) L’étude des points extrémes de B s’appuie sur celle faite pour B;.

(1) Si un point y € B admet dans la base canonique (e,,n € N*) au moins
deux composantes y, y; non nulles, il n’est pas extréme. Soit en effet » = |y;| + |y;| et
a= mry"ek € B. On utilise a comme élément de E, = Vect(e;, ex). Avec les notations
de (1), a n’est pas un point extréme de By, etil existe u € By,u # Otel que a + u € B;.

Alors, ru # 0 ety + ru € B car on a par exemple

ly +rull = > lyal + Iy + rugl + i+ rid < 3yl +7 < 1,

n#i,j n#i,j
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Chapitre IX ¢« Convergence faible et...

(i1) Il reste comme points extrémes possibles les points admettant une seule com-
posante non nulle et de module 1.

Soitdonc a = Aej, |A] = 1. Supposons que a+u € B, autrement dit : [A£u;|+ X, [u,| < 1
et en particulier |4 + u;| < 1. Le raisonnement fait pour B, montre que u; = 0 et ensuite
u, = 0pourn # j, d’olt u = 0. Le point a est donc extréme.

(ii1) Comme dans le cas de B, mais avec utilisation nécessaire de 1’adhérence,

I’écriture de x € B dans la base (e,, n € N*) est celle d’un point dans co(Ext(B)). Soit en
effet x = 3" | a,A,e, € B, avec

[A4.l=1, a, >0, Zans 1.

n=1
On pose
- - I-Iy  1-ly
u, = A,e, € Ext(B), Iy = ; A, YN = ; Aplty + 5 el + > (—ey).

Alors, on a yy € co(Ext(B)), car

N

1-1 1-1 i

n=1

On note qu’ici le théoreme de Krein-Milman ne s’applique pas, B n’est pas compacte en
norme (cf. P 9.2). La conclusion du théoreme reste cependant valable.

Exercice 1X.2

(1) On sait que la boule unité fermée d’un espace de Banach est un ensemble convexe.
Cela découle de la convexité de la fonction norme. Il s’agit de montrer ici (D 9.4), qu’au-
cun point a de la boule unité fermée M de ¢y n’est extréme.

Soit donc a = (a,) € M. On a lim,,«a, = 0, donc 3 ny tel que |a,,| < 1. Soit » > 0
tel que |a,,| + 7 < 1 et u = rey,, ou (e,) est la « base » canonique de cop. On a u # 0 et
a+u € M, donc a n’est pas extréme.

(2)Si T : ¢y — E* estune isométrie de ¢ sur le dual E* d’un espace de Banach, soit
B la boule unité fermée de E*. Le théoreme d’Alaoglu (P 9.6) exprime que B est w*-
compacte. Le théoréme de Krein-Milman (P 9.2) montre alors qu’elle est I’enveloppe
convexe fermée de I’ensemble de ses points extrémes, et en particulier Ext(B) # 0.
Or, T est une isométrie linéaire, donc Ext(B) = T(Ext(M)). Mais on vient de voir que
Ext(M) = 0! Cette contradiction montre que ¢y ne peut étre isométrique a E*. Avec un
peu plus d’efforts (propriété de Radon-Nikodym non possédée par cp), on peut montrer
qu’il n’est pas non plus isomorphe a un espace dual E*.
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2. Solutions

Exercice 1X.3

(1) Un espace de Hilbert s’identifie a son dual (P 5.7), donc la w*-topologie sur
E coincide avec la w-topologie. D’apres le théoreme d’Alaoglu (P 9.6), la boule unité
fermée de E est w-compacte, donc séquentiellement compacte (théoréeme d’Eberlein-
Smuilyan). On peut ici étre moins savant : soit (x,) notre suite bornée, et V le sous-espace
fermé et séparable qu’elle engendre. D’apres le procédé diagonal, on peut extraire une
sous-suite (y,) telle qu’il existe y € V avec :

Pour tout v € V, lim(y,,v) = (y,v). (IX.9)
p—)OO

Ensuite, comme ce qui se passe dans V* joue un rdle inerte, on a encore (IX.9) pour
v € H, ce qui montre que w — lim,_e ¥y, = .

(2) On utilise le caractere d’espace de Hilbert en exprimant les normes a ’aide du
produit scalaire (formule « a + b au carré » !), et puisque ||x,|| =1 :

llw = I = llall® + [1x* = 2R, x) = 1+ Il = 2R (x,, %) (IX.10)

D’apres I'identification de E a son dual selon (P 5.7), la convergence faible de la suite
(x,) vers x s’écrit :
Pour tout y € E, lim{x,, y) = {x, y).
n

Le passage a la limite dans (/X.10) donne donc

Tim b, = x> = 1+ [P = 2R¢x,x) = 1= [l

(3) (i) Existence d’une suite (x,).

Par définition de ||A[], il existe une suite normée (x,)qen- telle que, lim, o [|Ax,|| = [|A]].
La suite (x,)nenv, incluse dans la boule unité fermée de E, admet d’apres (1) une sous-
suite (yp)pen qui est w-convergente, pour laquelle on a encore lim,_« [|Ay,ll = [IA]l.

Pour simplifier I’écriture, on supposera dans la suite que (x,) elle-méme est w-
convergente dans B.

(i1) Limite de la suite (x,).
Soit w — lim, x, = x. Passons a la limite dans 1’inégalité

IAx, — Axll® < [|AIPllx, — xII. (IX.11)

Le membre de droite tend vers [|A][>(1 — ||x][) d’apres la question (1). Pour le membre de
gauche, on procede comme dans (1) en développant et en utilisant I’hypothese sur x;, :

IAx, — Ax|* = [|Ax,|1* + [AX]* — 2R(Ax,, Ax)
= [lAx,|I* + IAX]* = 2R{(x,,, A*Ax) — [A|* + [JAx]]* — 2R{x, A"Ax)
= [IAI® + lAxI* - 2llAx|* = [IAI* - [l Ax].
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Chapitre IX ¢« Convergence faible et...

Le passage a la limite dans (/X.11) donne donc
IAIP = IAxI® < IAIP = AP,

d’ou il résulte clairement que ||[Ax|| = ||A]| ||x||. Mais cela impose x = 0, sinon A atteindrait
sa norme !

Exercice 1X.4

(1) Soit g I’exposant conjugué de p défini par % +1 =1, et(e,) la « base » canonique
de {9 définie par e, (k) = 0,4, ol ¢ est le symbole ciIe Kronecker. On sait que les (e;)

forment une partie totale de £ et aussi que (£7)* g - (P2.11).
Pourtous f € E,X € E*, ona(f,X) = Z;ﬁ‘] f(m)X(n), ou de méme X est identifié a
{X(m)nen-}.

(1) (@a)=>(b).
D’apres (P 9.4),

w— lim f; = 0 & pour tout X, lim(f;, X) = 0. (IX.12)

Si on choisit X = e,, on obtient : pour tout n,lim;_ fj(n) = 0. La premicre partie
est donc vraie. La deuxieme partie est I’application du théoreme de la borne uniforme
(P 2.13). Chaque f; est considéré comme un élément de E**. Soit X € E*. On a par
hypothese lim_,..(fj, X) = 0, donc

su_pl(fj,X>| < 0.
J
Le théoréme de la borne uniforme nous donne alors

sup( sup [{f}, X)|) < 00,

Jo X<t

Mais on sait que le plongement de E dans son bidual est isométrique, d’apres le théoreme
de Hahn-Banach (c¢f. P 3.8). La relation précédente se lit donc sup ; Ifill < oo, ce qu’il
fallait démontrer.

(ii) (b)=>(a).

Si (b) est vrai, on étudie lim;_,(fj, X) pour X arbitraire dans £/ pour appliquer ensuite
(P9.4).

SiX = e,,n € N* est dans la « base » canonique de ¢4, on a (fj, X) = fj(n) — 0 par
hypothese. Par linéarité, la relation est encore vraie si X € V, ou V = Vect(e,). Mais V
est dense dans ¢4, carsi X € {9, on a

+00 N
X = Z X(ne, = lim Xy, avec Xy = ZX(n)en.

n=1 n=1
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2. Solutions

On utilise alors la deuxieme des conditions (b). Soit 4 un majorant des ||f;ll, X € {9, et
& > 0. On peut trouver Y € V tel que ||X — Y|| < &. On a alors [(fj, Y)| < & pour j > J(g),
d’ou pour ces mémes j :

I X010 < KF X = D+ 1K DI AAIIX = Y+ 1KF5 Y
<he+Kfj, I < (h+ 1,

ce qui acheve la preuve.

(2) Si E est un espace de Hilbert séparable (de dimension infinie), il s’identifie isomé-
triquement 2 £> au moyen d’une base orthonormée (e,,n € N*), par la correspondance
f = ({f,en)),s:- L'hypothése (b) se traduit d’une part par la convergence de chaque
(fj»en) vers {f, e,), d’autre part par le caractere borné de ||f;ll, qui n’admet pas de tra-
duction plus précise.

Remarque : On note que la premiere partie de la condition (b) n’est pas suffisante. Si
fi = juj, ot u; est la « base » canonique de €7, i.e. uj(n) = §;,, ona f;j(n) = juj(n) =0
dés que j > n, mais ||fj|| = j n’est pas bornée (et donc il existera X € ¢4 tel que (fj, X)
ne tende pas vers zéro).

Exercice IX.5

Pour éviter trop de répétitions, il est utile d’adopter ici un point de vue plus général : Soit
E un C- espace vectoriel, par exemple, et (p;);e; une famille « séparante » de semi-normes
sur E, i.e.

x € Eetx # 0= ilexiste i tel que p;(x) # 0. (IX.13)

Pour a € E, J partie finie de /, et £ > 0, on pose (ceci généralise (D 9.7)) :

Vi(a,e) = {x € E tels que n_l&}x pilx—a) < &}.
1€

Alors, la topologie sur E dont les ouverts sont les réunions de V,(a, €) est une topologie
séparée (par (IX.13)) et les V;(a, €) forment une base de voisinages convexes de a, donc
E avec ces ouverts est un EVTLC séparé. Cette topologie s’appelle la topologie associée
a la famille de semi-normes (p;). 11 est évident que, si la famille (g;) je; de semi-normes
contient la famille (p;);e, elle définit sur E une topologie plus fine.

(1) Trois familles d’ouverts sont a comparer, mais deux comparaisons suffiront ici.

(i) Topologies faible et *-faible.

Selon la définition, la topologie de F5 est celle associée a la famille de semi-normes
(p)xee définies par

p<(f) = |f(x)|, pour tout f € F.

Cette famille est séparante par définition.Tandis que la topologie de F est celle associée
a la famille de semi-normes (g ) cp- définies par

qr(f) = |L(f)|, pour tout f € F.
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Tout élément x € E définit 6, € F™ par la formule 6,(f) = f(x), donc il y a plus de g,
que de p,, et cette nouvelle topologie est plus fine que celle de F3, a fortiori séparante,
et elle a davantage d’ouverts : 2, 2 Q5.

(i1) Topologie de la norme et topologie faible.

Ona
q(f) < IILIIf1l, pour tout f € F, pour tout L € F~.

Cela montre que la topologie de F; est plus fine que celle de F, et a donc davantage
d’ouverts : Q; D ©,. Finalement, Q3 C Q, C Q).

(2) Cela résulte de I’étude générale faite en (1).

(3) Puisque Q5 C €, C ©Q;, 0on a aussi @3 C &, C P, et on a trivialement les
inclusions des adhérences en sens inverse : M| C M, C Mj.

(4) On cherche toujours les exemples les plus simples possibles en pensant aux es-

paces de dimension finie et aux ensembles finis ou dénombrables.

(i) E de dimension finie.
Ce cas est trivial au niveau d’un Mastere. Les trois topologies sont les mémes, on laisse
les détails au lecteur.

(i) M est un ensemble fini.
Comme les topologies sont séparées, pour chacune des topologies un ensemble réduit
a un point est un ensemble fermé donc tout ensemble fini est fermé. Alors M = M, =
M, = M;.

(iii) E = E**.
Alors la w-toplogie et la w*-topologie sur F' = E* coincident et F, = F3. Les ensembles
M, et M3 sont identiques. Ceci est par exemple vrai si E est un espace de Hilbert, par
application de (P 4.7), ou encore si E = (¥, 1 < p < oo d’apres (P 1.17).

(iv) M est un ensemble dénombrable. Premier exemple.
Soit E = £> muni de sa base canonique (e,,n € N*) ;E = E* = F, donc F, = F3. On
choisit M = {e,,n € N*}.

(a) Dans Fy,si p # q,lle, — egll = V2. 1l en résulte que tous les points de M
sont isolés, donc M est fermé, et coincide avec son adhérence M.
(b) Dans Fy, soit f € E = E**, f = Z;iﬂ(f, epep.

Comme Z;Z"l IKf, e,,)l2 < +ocoonalim,(f,e,) = 0. Ceci exprime que la suite (e,),en- est
convergente vers 0 dans F,. Donc 0 € M;, et on a bien sir M, = M U {0}, puisque la
topologie de F, est séparée.

On a obtenu M| # M, = M5.
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2. Solutions

(v) M est un ensemble dénombrable. Deuxiéme exemple.

(a) Choix de E. On utilise maintenant un espace tel que £ # E**. Prenons
E = ¢y défini en I’'Ex. VI.10, pour lequel on sait que F = E* = (' et F* = E** = (.
Soit (e,,n € N¥) la « base » canonique ((e,(j) = 0, ) de ¢' = F et soit encore
M = {e,,n € N*}.

(b) Etude de M. Si p # q,lle, — ¢4l = 2, donc M est constitué de points
isolés et M| = M.

(©) Etude de M3. Pourtout f € ¢, {(f,e,) = f(n) » 0 = (f,0), donc la
suite M = (e,,n € N*) converge vers 0 dans F’3. Comme dans I’exemple précédent, ceci
montre que Mz = M U {0}.

(d) Etude de M,. Ce cas est plus difficile, mais donne I’occasion de signaler
un résultat important.

Théoréme de Schur : Soit (x,) une suite de €' faiblement convergente vers x € {'.
Alors, x, converge vers x en norme.

Il en résulte que 1I’adhérence en norme du M considéré est égale a son adhérence faible.
On a obtenu M = M, = M, # Ms3. On peut donner ici une preuve directe de 1’égalité
M, = M. En effet, 'inclusion M} ¢ M, C M; entraine que ’on a soit M, = M, soit
M, = M U {0}. Pour exclure cette derniere égalité, on considere f € £ définie par
f(n) =1 pour tout n, et V le voisinage faible de 0 défini par

V={xel [(x, <1}
Alors, VN M =0, car ey, )] = |f(n)] = 1 pour toutn € N*, et 0 ¢ M.

Exercice 1X.6

(1) Pour que A soit un opérateur compact il est nécessaire, par (P 9.11(ii)), que la suite
((Aey, en))nen+ soit convergente vers 0. Or, (Ae,, e,) = a, ; on doit donc avoir lim,, a, = 0.
Une étude plus précise a été faite dans I’Ex. VIL.6.

(2) On utilise cette fois le fait (¢f. P 9.11(iii)) que pour une suite orthonormale
(€x)nern, on doit avoir lim,_, ||[Se,|| = 0. Mais ici ||[Se,|| = 1! Si on voulait encore
utiliser (P 9.11(ii)), la relation (Se,, ¢,,) = {e,+1,€,) = 0 ne permettrait pas de conclure.
On peut alors utiliser la suite orthonormale (f,),cn+ définie par f, = %(ezn + €n41)-

(S fus ) = %(S €, €ons1) = % et de nouveau S ne peut &tre compact. Soit maintenant
d = d(S,K(H)) et K un opérateur compact ; on a I’inégalité

IS = Kl = supllS (ex) = K(en)ll = sup(llS (ea)ll = [[K(en)ll) = sup(l — [IK(en)ID,

autrement dit ||S — K|| > 1 puisqu’on sait que lim, K(e;,) = 0 par (P 9.11). Par
conséquent,d > 1. Maisd < ||S - 0]l = 1,donc d = 1.
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Exercice 1X.7

(1) Montrons d’abord 1’équivalence des deux définitions de E. Si on suppose
limy—e0 f(x) = 0, soit r > 0. Il existe A > O tel que |x] > A = |f(x)| < r. Donc,
on a K, C [—A, A], ce qui montre que K, est fermé, borné, i.e. compact. La réciproque
s’établit de la méme facon.

Soit f € E. Choisissons r = 1. La fonction continue f est bornée en module par M sur
le compact K7, et on peut toujours supposer M > 1. Et par définition x ¢ K; = |f(x)| <
1 < M.On adonc |f(x)] < M pour tout x € R.

(2) Notons d’abord que cette question a aussi été traitée, dans un cadre un peu dif-
férent, dans I’Ex. 1.3. Ensuite, E, est un sous-ensemble de I’espace de Banach F, des
fonctions continues bornées sur R muni de la norme uniforme.

(i) E, espace vectoriel.

C’est évident.

(ii) E espace de Banach.

1 suffit de prouver que E, est un sous-espace fermé de F,. Soit f € E,, € > 0, g € E,
telle que || f — gl < &. Il existe A > 0 tel que |x]| > A = |g(x)| < €. On voit donc que

X[ > A= 1f(0l < [f(x) =gl + gl < IIf = gllu + g0 < 2é,
ce qui montre que f € E,.

(3) (i) Les points de la boule unité ouverte.

Comme dans tout espace de Banach, un point de la boule unité ouverte ne peut pas étre
point extréme de la boule unité fermée. En effet, si ||f|l, < 1, soit 7 = 1 —||f]l, > O et
g € E, avec ||g|l, = r. Alors f + g € B, mais g # 0.

(ii) Les points de la sphére unité.
Notons que la condition de norme uniforme égale a 1 n’est pas trés contraignante puis-
qu’il suffit qu’en un point xy 1’on ait |f(xp)| = 1 et qu’en tous les autres x, [f(x)| < 1.
Un graphe de fonction réelle f non constante montre qu’une fonction non constante est
intérieure a S.
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2. Solutions

Sur le schéma ci-dessus, f, choisie pour atteindre sa norme dans I’intervalle du schéma,
a été modifiée sur une partie de sorte que f; majore strictement f, les normes de f, f1, f>
ont la méme valeur, eton a f = %( fi + f>). Faisons maintenant une preuve rigoureuse.
Soit f € B,et A > Otelque x| > A = |f(x)] < %, ainsi que g € E, une fonction
triangle, nulle hors de [A, A + 1], de hauteur % Alors, nous avons g # Oet f +g € B. En
effet, on voit par exemple que || f +gl|l, < 1 puisque |x] <A = |f(x) +g(x)| = [f(x)| < 1,
alors que

x> A= |f(x) + gl < |fOI + gDl < 5 + 5 = 1.

N =
NS

Donc, f n’est pas extréme dans B et Ext(B) = 0.

(4) Méme raisonnement que dans ’Ex. IX.2.

Exercice I1X.8
(i) Topologie de la norme.

Sin # p,lle, —epll = 2, donc (e,),en- n’est pas une suite de Cauchy au sens de la norme
dans F, et elle n’est pas convergente.

(ii) Topologie faible.

F = (' admet pour dual F* = £, avec comme dualité {a, f) = Zj’;l a(j)f()), pour
tous a € F,f € F*. Si ¢, tend vers g pour cette topologie, on a lim,_,.{e,, f) =
(g, [) pour tout f € £, autrement dit

lim f() = (g, /)

Mais ceci est absurde, car il y a des éléments f € £ tels que f(n) n’ait pas de limite, par
exemple f = ((—1)"). La suite étudiée n’est donc pas faiblement convergente.

(iii) Topologie *-faible.

Si f € ¢y, on a cette fois
lim{e,, f) = lim f(n) =0 = (0, f),

ce qui veut dire que la suite (e,) converge vers zéro pour la topologie *-faible o(F, E).
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Exercice 1X.9

La suite (f;)ner- €st d’usage courant pour I’étude d’exemples. Son graphe

y

|
0 Im 1 x
indique qu’elle décroit. Pour tout x €]0, 1], lim,, f,(x) = 0 ; lim, f,(0) = 1.

(1) Suite ((fn’ ﬂ))neN* °

La suite (f;)qen- €st décroissante, et partout convergente, en particulier u-presque partout
convergente, vers fp, fonction indicatrice du singleton {0}. Le théoréme de Lebesgue
(noter que 0 < f,, < 1) exprime alors que

lim f fda = lim (frop) = f fodu = (0.

Ainsi, chaque suite ({f;, 1)), €St convergente, donc de Cauchy.

(ii) Non convergence faible de la suite (f},);en--

On va utiliser les éléments particuliers du dual de E constitués par les « masses de Dirac »
60 {E—=C, fo fOhtel

Si la suite (f;) est faiblement convergente vers g € E, alors

Pour toutz € I, g(t) = fgdé, = lim ffndd, = lim f,(1).
D’apres (i), on doit avoir g(f) = 0si ¢ # 0, g(0) = 1. Mais alors, g n’est pas continue !
La suite (f;;) n’a donc pas de limite faible dans E.

Remarque : Si une suite de Cauchy (f,) de E est définie par la condition que chaque
suite ({fy,)) soit de Cauchy, la conclusion précédente traduit un caractere de (E, w-
topologie) que I’on peut appeler « non séquentiellement complet ».

Exercice IX.10

(1) Soit U un voisinage de 0. Selon (D 9.7), il existe (fi,..., f;) une famille finie
d’éléments non nuls de E* et & > 0 tels que

UD{x;maxlfk(x)l <8}.
1<k<j
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2. Solutions

Mais ker f; est de codimension 1, donc par récurrence, M = Ni«<;jker fi est de codi-
mension k et en particulier n’est pas réduit a zéro, puisque dim £ = co. M C U est donc
un espace vectoriel de dimension infinie, et en particulier contient une droite.

(2) Soit xg € B, ||lxo|| < 1. Montrer que xg € S, c’est établir que tout voisinage V de
X rencontre S. Or un voisinage de xj est obtenu par la translation de vecteur xq a partir
d’un voisinage de 0. On peut donc utiliser le résultat de (1) pour affirmer que pour tout
voisinage V de x il existe u € E normé, |[u|| = 1,telque V2 D ={x € E; x = xo + Au,
A e C}

Il reste a prouver que D rencontre S'.

L’application @ : {R — R, A — ||xo+Au]|} est une application continue ; @(0) = ||xo|| < 1.
Etsi A = ||xg|| + 1, on a @(1) = |[xg + Au|| > |4 — ||xo|| = 1. Par le théoreme de la valeur
intermédiaire (connexité de R !), il existe 1y € R tel que @(1g) = |[xp + Aoul| = 1. Cela
veut dire que D rencontre S'.
On a ainsi obtenu I’inclusion

BCS. (IX.14)

(3) B est un ensemble convexe. Par (P 9.8) (Hahn-Banach !) son adhérence faible est
identique a son adhérence forte, autrement dit B est fermée pour la topologie faible. On
a donc

B =B. (IX.15)
Par ailleurs, S € B donc d’apres (/X.15) :

S CB=B8B. (IX.16)

(IX.14) et (IX.16) fournissent 1’égalité cherchée : S = B.

Remarque : Le résultat précédent montre que la topologie faible est toujours stricte-
ment plus faible que la topologie de la norme des que 1’espace normé est de dimension
infinie. On sait (voir par exemple ’Ex. IX.5) que si I’espace est de dimension finie les
deux topologies sont les mémes.

Exercice IX.11

(1) (d) Soit f € E*. La suite ({x,,f))ncr est convergente, donc bornée :
sup,,cp+ [{xn, f)| < 00. Le théoréme de borne uniforme (P 2.13) donne donc

SUP(SUP I<xn,f>l] < oo.

neN" \||fll<1

Or, le théoreme de Hahn-Banach (c¢f. P 3.8) nous montre que

sup [, I = [lxall-
It
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La relation précédente se lit donc

sup ||x,|| < oco.
neN*

(ii) Par (P 9.4), I’égalité de convergence faible y = w — lim,_, Xy(p) se traduit
par :
Pour tout f € E*, lim(x,, ) =y, f).
P

La suite numérique ({x,, f))nen+ est de Cauchy et elle admet une sous-suite convergente
vers (y, f). On en conclut

Pour tout f € E*, lim{x,, ) =<y, f).
Une nouvelle application de (P 9.4) établit alors que y = w — lim,, x;,.

(2) I nous faut admettre ici le théoréeme d’Eberlein-Smtlyan : Si M C E est relative-
ment w-compacte et si y € E est w-adhérent a M, il existe une suite (x,) d’éléments de

w
M avec x, — y.

Cela étant dit, la propriété a établir ici fait penser a de la compacité. On va en effet s’y
ramener par emploi du théoreme de Banach-Alaoglu (P 9.6).

Soit (x;,)uen- une suite bornée de E, et M = {x,,,n € N*} I’ensemble de ses points.

On «place » E dans (E*)" = E™ = F*. La w*-topologie est utilisée sur F*. M est par
hypothese borné donc inclus dans une boule fermée qui est, d’apres la propriété (P 9.6),
un ensemble compact. L’ensemble M admet donc un point adhérent y, au sens de la w*-
topologie sur E**, qui n’est autre que la topologie o (E, E*), w-topologie sur E. On peut
maintenant utiliser le théoreme d’Eberlein-Smlilyan pour conclure qu’il existe une suite
de points de M, donc une sous-suite de (x,), qui converge faiblement vers y.

(3) La suite (x;,),en Vérifie (IX.3). Par (1), elle est bornée.

Par (1X.4), cette suite admet donc une sous-suite faiblement convergente vers y dans E.
Par (1) (ii), on sait alors que la suite (x,),en entiere est faiblement convergente vers y
dans E.

Remarque : On comparera ce résultat a celui de ’Ex. IX.9. L’espace alors utilisé n’était
pas supposé réflexif.

Exercice 1X.12

(1) On construit la suite (n;) par récurrence. On prend n; = 1. Puisque
limy, 0 (Xp, X, ) = 0, on peut trouver n, > n; tel que [(x,,, Xy, )| < % Ayant construit
np <ny <...<ne avec la propriété requise, on sait que lim,_,q, 2;‘;11 [{Xn, Xp,0]l = 0, Oon
peut donc trouver n > n;_; tel que

| —

max |<xn’ xn1>| S
1<I<k-1
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2. Solutions

Il n’y a plus qu’a prendre n; = n et la suite d’entiers ainsi construite répond a la question
(elle vérifie (IX.7)).

(2) Soit V,, = w On développe ||V,||*> en utilisant les propriétés du produit
scalaire, ce qui donne

, 1 C 2 ’ 1
IVl —;[;Hykll +2 Z %<yjayk>] (C n+?2 Z %]

1<j<k<n 1<j<k<n

(Cz +2Z ]<—(C2n+2) C2n+2,

ce qui montre (IX.8) : ainsi ||V,|| — 0, ce qu’il fallait démontrer.

Remarque : Soit X un espace de Banach et (x,) une suite de X tendant faiblement
vers zéro : Yx* € X*,lim, . x*(x,) = 0. Alors on démontre, comme conséquence du
théoreme de Hahn-Banach géométrique, qu’il existe une suite de combinaisons convexes

V, = ;A,,kxk avec A,z > 0, ;Ank = Ltelle que lim [V, | =

L’exercice IX.12 pointe le fait que, dans un Hilbert, tous les poids non-nuls 4, ; peuvent
étre choisis égaux. Cette propriété de Banach-Saks n’est pas possédée par tous les
Banach, et elle implique notamment la réflexivité de X.
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ALGEBRES DE BANACH

BD EnonNCEs

Dans toute la suite, sauf dans I’Ex. X.9.(4), les algebres de Banach considérées seront
sur le corps des complexes et avec unité e.

Exercice X.1
(1) Soit A une algebre de Banach et a, b € A. Montrer 1’égalité ensembliste
o(ab) U {0} = o(ba) U {0}.

(2) Donner des exemples dans lesquels o-(ab) # o(ba) ou o(ab) = o(ba).

Exercice X.2

(1) Soit A une algebre de Banach avec la propriété : sia € A eta # 0, alors a est
inversible. Montrer que A = Ce.

(2) L’hypothese de (1) est supposée avoir lieu pour 1’algebre de Banach A = L(E),
ou E est un espace de Banach. Comment est alors ’espace E ?
Exercice X.3
Soit E un espace de Banach, A = L(E), et T un élément de A. On note
Ar ={P(T) ; P € C[X]} et B I’algebre de Banach engendrée par T.
(1) On suppose que E est de dimension finie.
(i) Montrer que Ar = B.
(ii) Montrer que si T est inversible, il existe un polyndme Q tel que T~' = Q(T)

(c’est-a-dire 77! € Ay).

(2) Montrer par un exemple qu’en dimension infinie, le résultat de (1) (ii), n’est pas
vrai. Pour cela, on considere un espace de Hilbert H, séparable et muni d’une base or-
thonormée (e;,),ez. Soit T « définie » par : Vn € Z ,Te, = ep41.

(i) Montrer que T est inversible et calculer son inverse.
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(ii) Montrer que 77! ¢ Ay
(on pourra considérer pour n € Z, le sous-espace E, = Vect(ej, j > n)).

(3) Soit A une algebre de Banach complexe. Soit T € A inversible et soit Q. la
composante connexe non bornée de I’ensemble résolvant (cf. D 10.5) de T'. Montrer que
I’on a I'implication : .

0€Qu =T"eAr

ot Ay désigne la fermeture de Ay dans A.

Exercice X.4
Soit A une algebre de Banach, et x € A. Un polyndme p est dit normalisé si le coefficient
de son terme de plus haut degré est égal a 1. On note

M(x) = {p € C[X] normalisés; p # 0, p(x) = 0}.

(1) Soit x € A tel que M(x) # (0. Montrer I’existence d’un polyndme unique
Px € M(x) de degré minimal (on notera r, ce degré).

(2) Soient a, b € A. On suppose que M(ab) # 0. Montrer que M(ba) # 0.

(On établira que si p € M(ab), alors g donné par ¢(z) = zp(z) est un élément de
M (ba)).

(3) Quelles sont les relations entre p,, et pp, ?

(On aura plusieurs égalités possibles).

(4) Mlustrer les résultats précédents par des exemples simples : lorsqu’on a A = L(H),
H espace de Hilbert, trouver des opérateurs A, B pour lesquels M(AB) # 0 ; expliciter
des polyndomes pap et ppa-
Exercice X.5
Soit A une algebre de Banach, et (a,),en- une suite de A convergeant vers a € A.

(1) On suppose qu’il existe une suite (4,,),en- d’éléments de C convergeant vers A € C
telle que Vn, 4, € o(a,). Montrer que A € o(a).

(2) On suppose que a,, est inversible pour tout n et que a ne ’est pas. Montrer que la
suite (||a;1||)n€N* tend vers I’infini.

Exercice X.6

Soit A une algebre de Banach, G le groupe de ses éléments inversibles, et 0G la frontiere
topologique de G.

On suppose qu’il existe M > 0 tel que

Vx,y e A, Il Iyl < Mllxyll.
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(1) Montrer que 9G = {0}
(On pourra utiliser I'Ex. X.5).

(2) En déduire que A = Ce.

Exercice X.7 : Exponentielle

Soit A une algébre de Banach. A a € A, on associe la fonction exp(a), « définie » par la
formule

+00

exp(a) = )| I%a”. (X.1)

p=0 7"
(1) Justifier I’écriture précédente.

(2) Soient ay, a, € A.
(i) Montrer que

aja; = axa; = exp(a; + az) = exp(ap) exp(az).
(i) Montrer que si aja; # axa;, on peut avoir exp(a; + a) # exp(a;) exp(az).
(3) Montrer que si |le — al| < 1, alors a = exp(b) pour un b € A.

Exercice X.8

Soit A une algebre de Banach, G le groupe de ses éléments inversibles, et G la compo-
sante connexe de G contenant e. Désignons par

Exp(A) = (I exp(a;); a; € A}
I’ensemble (sous-groupe de G) des produits finis d’exponentielles.
(1) Montrer que Exp(A) est ouvert et fermé dans G.

(2) Montrer que Exp(A) est un connexe de G contenant e et en déduire que ’on a
Exp(A) = Go.

(3) Montrer que Gy est un sous-groupe normal de G.
(4) Décrire les composantes connexes de G.
(5) Montrer que G/Gy, muni de la topologie-quotient, est un groupe discret.

Exercice X.9
Soit A une algebre de Banach, et Gy la composante connexe de G contenant e.

(1) Soit a € A tel que @™ = e pour un m € N*. Montrer que a € G.

(2) Supposons que A est commutative, et soita € G \ Go.
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(i) Montrer que si k < j, alors a* et a/ ne peuvent pas étre dans la méme compo-
sante connexe de G.

(i1) En déduire que, si G n’est pas connexe, il admet une infinité de composantes
connexes.
(3) Soit A = Cc([0, 1]), I’algebre de Banach des fonctions continues de [0, 1] dans C,
munie de la norme-infini.
Montrer que G = G est connexe.
(4) Soit A = Cr([0, 1]), I’algebre de Banach réelle des fonctions continues de [0, 1]
dans R, munie de la norme-infini.
Montrer que G/G est d’ordre 2.
(5) Soit A = Mc(R) I’algebre de Banach commutative des mesures de Borel com-
plexes sur R, munie de la convolution et de la norme « variation totale ».
(1) Soit @ € R. Montrer que si ¢, € Gy, alors a = 0.
(i1) En déduire que G/Go n’est pas dénombrable.

Exercice X.10
Soit A une algebre de Banach.

(1) Soit x, y € A. Montrer que r(xy) = r(yx)
(ol r(u) est le rayon spectral de u).
(2) Supposons qu’il existe C > 0 tel que Yx € A, ||x]| < Cr(x).

Montrer que (A est commutative.

(Si x,y € A, on pourra considérer ’application ¢ : C — C définie par
¢(2) = f(exp(—zx)y exp(zx)),
dans laquelle f € A").

(3) Supposons qu’il existe C > 0 tel que Yx,y € A, |lxy|| < Cllyx].
Montrer que A est commutative.

(4) Supposons qu’il existe C > 0 tel que Yx € A, ||x]|> < C||x?|.

Montrer que A est commutative.

Exercice X.11

Soit A une algebre de Banach et ¢ : ‘A — C une forme linéaire telle que p(e) = 1.

(1) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
() VxedA, p(x) =0= ¢p(x*)=0;
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(i) YxeA, o(x*) = (p(x)*;
(i) Vx,y e A, o(x) =0 = p(xy) =0;
1v) ¥Yx,y € A, ¢(xy) = p(x)p(y).

(2) Supposons que ¢ ne s’annule pas sur les élément inversibles de A et soit x € A.
Montrer que ¢(x) = 0 = ¢(x?) = 0 (Indication : on pourra considérer, pour tout entier
n > 1, le polyndme P,(z) = ¢((ze — x)") et exploiter le fait que toutes ses racines sont
dans le compact o (x)).

(3) En déduire le théoréeme de « Gleason-Kahane-Zelazko » : Si A est une algébre
de Banach complexe et ¢ : A — C une forme linéaire vérifiant p(e) = 1 et p(x) # 0
pour tout x € G, alors ¢ est multiplicative.

Exercice X.12 : Réciproque simple de Ex. X.11

Soit A une algebre de Banach et ¢ : A — C une forme linéaire non-nulle et multiplica-
tive (i.e. p(xy) = @(x)¢(y) pour tous x, y € A).

(1) Montrer que ¢(e) = 1 et que ¢(x) # 0 pour tout x inversible.
(2) Montrer que x € A et ||x|| < I implique |p(x)| < 1.
(3) Montrer que ¢ est continue et que ||¢|| = 1.

Exercice X.13

Soit A une C*-algebre unitaire.

(1) Soit a un élément normal de A.
(i) Montrer que Vp € N*, ||a*|| = |lall*".
(i) En déduire que r(a) = ||al|.

(2) Montrer que A est commutative si et seulement si Vx € A, x est normal.

Exercice X.14 : Rigidité des isomorphismes

Soit A une C*-algebre et @ : A — A un C*-isomorphisme (c’est-a-dire que @ est un
isomorphisme d’algebre et que @(x*) = @(x)* pour tout x € A).

(1) Montrer que o(®(x)) = o(x) pour tout x € A.
(2) Montrer que ||@(x)||> = r(®(xx*)) pour tout x € A.
(3) En déduire que @ est une isométrie, c’est-a-dire :

[|@(x)|| = ||x|| pour tout x € A.
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Exercice X.15
Soit A une C*-algebre et a € A.

On suppose que a > e et que a est a puissances bornées (c’est-a-dire qu’on a

sup,,cy lla”|l < ). Montrer que a = e.

(On pourra poser b = a — e et étudier exp(th), t > 0.)

Exercice X.16

H est un espace de Hilbert séparable muni d’une base orthonormée fixée (e,,n € N¥).
L’opérateur S € L(H) est donné par Yn € N*, Se, = e,41. Soit Ag la C*-algebre engen-
drée par S.

(1) Montrer que As contient tous les e, ® e, n, p € N*.

(2) Montrer que Ag contient tous les x® y, x,y € H.

(On pourra répondre d’abord pour x et y combinaisons linéaires finies des vecteurs de
base).

(3) Montrer que Ag contient tous les opérateurs compacts.

Exercice X.17 : Algébre de Deddens

Soit H un espace de Hilbert complexe séparable, A = L(H) et K(H) I’'idéal des opéra-
teurs compacts. Pour A € L(H), on notera

{AY ={T € L(H); AT = TA}

le commutant de A. Si de plus A € L(H) est inversible, on notera

de
Ba = (T € L(H); Ca(T) Y sup |A"TA™| < co).
neN

(1) Montrer que B, est une algebre contenant {A}', que B}, = B et que si
A =LA L, alors By = LBy, L7".

(2) (a) Montrer que si A = @l + N ou N est nilpotent et a # 0, alors By = {A}'.
(b) Montrer que si la dimension de H est finie, on a I’équivalence :
A=al+N < B, ={A}.
(3) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
() Ba=L(H);
(i) K(H) C By

(iii) A = aWUW™!, avec @ > 0, W inversible et U unitaire.
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Exercice X.18 : Théoréme de Fuglede
Soit A une C*-algebre.

(1) Montrer que si a € A est normal, alors exp(a — a*) est unitaire.

(2) Soit n, m deux éléments normaux de ‘A et soit ¢ € A.
Montrer I’implication nc = cm = n*c = cm”.

(Utiliser la fonction g(z) = f(exp(—zn*)c exp(zm™)) ou f € A*).

Exercice X.19
Soit A une C*-algebre.

(1) Montrer que si p € A un projecteur (c’est-a-dire si p = p? = p*), alors
li%l(te + p)_lp =p
1—0*

(2) v € A est dite une isométrie partielle si vv*v = v (voir I’Ex. VL.11).
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) v est une isométrie partielle ;

(b) lim,_p+(te + vv*) v = v;

(¢) limo- v(te + vv*) ' = v;

(d) Yysoale— aw* v =0 pour 0 < @ < ﬁ

(3) Soita € A.

(i) Montrer que si a > 0, alors lim,_, ;. ||la exp(—ta)|| = 0.

(i1) Siv € A, montrer que
00
v est une isométrie partielle < f exp(—tov*)vdt = v.
0

Exercice X.20

Soit W I’algebre des fonctions continues 2z-périodiques sur R dont la série de Fourier
est absolument convergente, définie par :

W={f:R->C;f@t) = Z fnexp(int) avec f, € C et Z [fn] < oo}

Cette algebre W est appelée algebre de Wiener. Les f, sont les coefficients de Fourier de

fosoit f, = & [ e dr.

(1) Montrer que W munie de la norme ||f|ly = X
Banach.

+00
n=—00

|fu| est bien une algebre de
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(On pourra montrer que W est isométriquement isomorphe a £!(Z)).

(2) Montrer que si g € W est de classe C', alors
llgllw < llglleo + 219" lleo-

(3) (Lemme de Wiener)

Soit f € W telle que f(r) # 0 Vt € R.
1

Montrer que i

€ W, autrement dit que

(%) () = i gne™ avec i g, < 0.

n=-—00 n=-—o00
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SOLUTIONS

Exercice X.1
(1) d) Soit 4 # 0. Si ab — Ae est inversible d’inverse u, on vérifie directement que
ba — e est inversible d’inverse %(bua —e), car

(ba — Ae)(bua — e) = b(abu)a — ba — Abua + A = b(Au + e)a — ba — Abua + 1 = A.

De méme, (bua — e¢)(ba — A¢) = A. Comme A # 0, %(bua — e) est I’inverse de (ba — Ae).

a et b jouant des roles symétriques, nous avons bien prouvé 1’équivalence demandée.
(2) (1) o(ab) = o(ba).
(a) Ceci est réalisé chaque fois que ab = ba. Il existe d’autres cas.

(b) Soit E un espace de dimension finie et A = L(E).
Alors pour tout a, b € A, o(ab) = o(ba).

(c) Soit E un espace de Banach de dimension infinie et soit 7 et S dans
A= L(E).
SiT ou S estun opérateur compact, alors 7'S et S 7' sont compacts, donc non-inversibles.
D’apres (1),ona o(TS) = o(ST).

(i1) o(ab) # o(ba).
D’apres I’exemple précédent, on ne peut trouver d’exemple dans L(E) qu’en dimension
infinie.
Soit E = H un espace de Hilbert séparable muni d’une base orthonormée (e,,n € N), §
etT =S* € L(E) donnés par
Vn>0,Se,=¢e,. et Teg=0, Te, =¢,_1 Vn>1.

Alors TS = [ donc o(TS) = {1}; par contre, ST n’est pas inversible, en effet
ST =1- P,y ou Py, est la projection orthogonale sur le sous-espace engendré par
eo. Donc 0 € o(ST)et o(TS) # o(ST).

Exercice X.2

(1) On sait que si A est une algebre de Banach, le spectre o-(a) de tout élément a de
A est non-vide (P 10.3). Il existe donc un scalaire u = p(a) € C tel que a — pue = 0, soit
a = pe. Aest ainsi identique a Ce .

(2) Si E n’est pas réduit au vecteur nul, il existe 7 # 0,7 € L(E). Pour un tel
T,d x € E tel que Tx # 0. Par le théoréme de Hahn-Banach (P 2.5), f € E* tel que
(x, fy = 1. Associons au couple (x, f) I’opérateur de rang un x® f défini par (cf. D 7.3) :

Vy € E,(x® )y) = u. f)x.
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2. Solutions

Comme (x ® f)(x) = x, x® f est non-nul; il est alors inversible donc surjectif. Ceci
signifie que £ = Vect(x), et E est un espace vectoriel de dimension 1 admettant pour
base le vecteur x.

Dans ce cas, une application linéaire 7" est donnée par Tx = zx,z € Cdonc T =zl ou [/
est I’identité de L(E). On retrouve donc L(E) = CI.

Exercice X.3

(1) (1) Clairement, Ay est une sous-algebre fermée de A. D’autre part, toute sous-
algebre de A contenant 7" contient Az. C’est alors la plus petite sous-algebre fermée de
A contenant A, autrement dit c’est 1’algebre 5.

(ii) Soit P, P(z) = Y., a;Z', le polyndme minimal de 7. Puisque 7 est inversible,
0¢ o(T) et P(O) =ap # 0. Donc
n n
0=PT)=ayl+ > aT =agl +T Z aT".

i=1 i=1

T(—aio Z a,-T"—l] = (—alo Z a,-T"—l] T=1.

i=1 i=1
Donc 7' = =L ML a;T™" = Q(T) € Ar.

On obtient,

(2) (i) Pour x = 37 xpe, € H, Tx = 37 xpen41, donc
x> = 258 bxal® = 1T
T est une isométrie, donc est injective a image fermée. Son image contient tous les e,

donc T est surjective, et par suite inversible, avec

+00 +00

y= Zynen €EH= T_ly = Zynen—l- (X2)

(i1) On remarque que si M C H est un sous-espace invariant par 7', au sens ol
T(M) € M, alors pour tout S € Ay, S(M) € M.

On a T(E,) C E,. Par contre, E, n’est pas invariant par T~'. En effet, ¢, € E, et par
(X.2), T e, = e,_| ¢ E,. Alors E, n’est pas invariant par 7~! et donc T~! ¢ A;.

(3) Supposons que 0 € Q. alors par le théoreme de Runge, il existe une suite (P,),
de polynomes tels que P,(w) converge uniformément vers w~! dans un voisinage ouvert
V du spectre o(T) de T. Soit y un lacet d’image contenue dans V' \ o(T) entourant une
fois chaque point de o(T"). Alors, on sait que, pour tout z € o(T), on a

1 1 1
P,(2) = — fP,,(w)—dw et P,(T)= — fP,,(w)(wI - T) ldw. (X.3)
2im J, w—2z 2im J,
-1 1 o 1 -1 1 -1 -1
7 =— | w ' —dwetT"' =— | w (wl-T) 'dw. (X4
2im J, w-—2z in Jy
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Comme P, (w) converge uniformément vers w™' sur y, on a P,(T) — T~! d’aprés (X.3)
et (X.4). D’autre part, P,,(T) € Ay pour tout n, donc T-' e Ar.

Exercice X.4

(1) Soit x € A. On suppose que M(x) # 0. L’ensemble des degrés des éléments de
M (x) est minoré par 0, donc admet un plus petit élément noté r,.

Si p et g sont de degré r,, soit p = dg + p I'identité de la division euclidienne de p par
q-On a0 = p(x) = d(x)q(x) + p(x) donc p(x) = 0, or le degré de p(x) est strictement
plus petit que r,. Ce n’est donc pas un élément de M(x) et il est nul. Comme p et g sont
normalisés ils sont identiques, p, existe donc et il est unique.

(2) Supposons M(ab) # 0. Si ab = 0, on a (ba)> = b(ab)a = 0 donc M(ba) # 0.

Siab # 0, alors r,, > 1. On peut utiliser le polynome minimal de ab.

r—1
Papab) = (ab)" + " t;(ab)’ = 0
j=0

Vj, b(ab)a = (ba)’™™' = (ba)(ba)’,

donc

r—1

0= bpa(aba = (bay™' + 3" 1;(bay’*" = gba) ot 4(2) = zpu(2).
=0

q est donc un élément de M (ba).
(3) Notons pg = pa €t p; le polyndme pi(z) = zpo(2), go = Ppa €t g1 le polyndme
q1(2) = zq0(2).

La réponse a (1) et (2), et la symétrie des roles de ab et ba, montrent que gy est un
diviseur de p; et pg est un diviseur de g;. Ceci signifie que

zpo(2) = a(z)qo(z) et zqo(z) = B(z)po(z)

oll & et 8 sont des polyndmes. On en déduit que z°po(z) = a(z)B(z)po(z).
Comme, par définition de M(ab), on a py # 0, il en résulte que a/(z)B(z) = >

I1'y a alors trois possibilités

a(z) = 1 et go(z) = zpo(z) (X.5)
a(z) = zet go(z) = po(2) (X.6)
a(z) = 2% et po(2) = 2q0(2). X.7)

Les cas (X.5) et (X.7) sont les mémes par échange de a et b.
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2. Solutions

(4) (i) Espace de dimension finie.
Soit A = L(H) ou H est un espace de Hilbert de dimension finie. Par le théoreme de
Cayley-Hamilton, M(X) # 0 pour tout X € L(H).
Soit A, B € L(H). Les polyndmes pg, go sont les polyndmes minimaux au sens usuel de
AB et BA respectivement.

Supposons que go(0) # 0, alors BA est inversible. Puisque la dimension de H est finie, A
et B sont inversibles et AB ’est aussi. pp(z) ne doit donc pas avoir de facteur z. La seule
situation est donc celle du cas (X.6).

Supposons que go(0) = 0, alors BA est non inversible. Ceci peut étre obtenu de deux

manieres :

— soit A est non injectif, donc non surjectif. Alors AB n’est pas surjectif, a fortiori il est
non inversible,

— soit B est non surjectif, donc non injectif. Alors, AB est non injectif. Donc py(0) = 0.

On peut étre dans I'un des trois cas, comme le montrent les exemples qui suivent :

SiA = B, py = qo (cas (X.0)).

Si H est un espace de Hilbert de dimension 2 muni d’une base (ej, e;), pour A donné par

Ae; = 0,Ae; = e et B donné par Be; = 0, Be, = e, alors BA = 0,AB # 0,(AB)> = 0

d’ott po(z) = zqo(z) (cas (X.7)).

Le cas (X.6) s’obtient évidemment en échangeant A et B dans I’exemple précédent.

(ii) Espace de dimension infinie.
Soit A = L(H), ou H est un espace de Hilbert de dimension infinie. Il peut arriver que
M(AB) soit vide.
(a) Cas ou M(AB) # 0. Si X est un opérateur borné de rang fini,
ker(X)* = Im(X*) est de dimension finie donc H; = Vect(ker(X)*, Im(X)) est de di-
mension finie. Notons Hy = (H;)*, donc H = H, ® H,; pour cette écriture on a
X=X190, X, € L(H)). X; admet un polyndme minimal p;. X admet pour polyndome
minimal :
1. po, po(z) = zp1(z) si X; est injectif,
2. po = pi dans le cas contraire (ker(X) N Im(X) # {0}).
Ceci va servir a fabriquer des couples (A, B) avec M(AB) # 0.
Supposons A ou B borné de rang fini, il en est de méme pour AB et BA.
Les ensembles M(AB) et M(BA) sont donc non-vides.

Choisissons par exemple, pour le Hilbert H muni d’une base orthonormale (e,, n € N*),
A =e; Qe etVn, Be, = e,,1. On reconnait dans B I’opérateur S de 'Ex. IV.5.

BA = (Be))®e| = e,®e; etVn, ABe, = Ae,.1 = 0; parsuite, psp(z) = z et ppa(2) = 2>

(b) Cas ot M(AB) = 0. Soit H = L*([0, 1]), A définie par Af(x) = xf(x) et
B =1. p(AB) = p(A) est défini par V f € H, p(A)f(x) = p(x)f(x) donc p(A) # 0.
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Exercice X.5

(1) 11 est clair que a, — A,e — a — de quand n — oo. Si a — Ae est inversible, il
existe un entier N > 0 tel que ||(ay — Aye) — (a — de)|| < m et il résulte alors du
lemme de Neumann P 10.1 que ay — Aye est inversible ; ceci est contraire a I”hypothese
(Ay € o(ay)) : a — Ae est donc non inversible.

(2) 1 suffit (quitte a prendre une sous-suite des a,) de montrer que si
h = sup(lla;'|l;n € N*) < oo,
alors a est inversible. Or, nous pouvons écrire

lle — aa, 'l = li(@, — @), || < hlla, — all. (X.8)

1

Donc, des que |la, — al| < %, (X.8) et le lemme de Neumann montrent que aa, ' est

inversible, si bien que a I’est aussi.
Par conséquent, si a n’est pas inversible, la suite {||a,‘,1||, n € N*} tend vers I’infini. (Voir
une solution alternative dans I’Ex. V.6).
Exercice X.6
(1) Soit G le groupe des éléments inversibles de A et G sa frontiere.
Soit y € 0G. Alors il existe (y,) € G telle que y, — y dans A.
Puisque y n’est pas inversible, 'Ex. X.5 montre que ||y, || — +co.

Par hypothése, on a ||y,|| |ly,'|| < M. Cela implique y,, — 0, puis y = 0.

(2) Soitx € Aet A € do(x). Alors, x—Ae € 0G. La question (1) montre que x—Ae = 0,
soit x = Ade. Ceci montre que A = Ce.

Exercice X.7

(1) La série )%, L-a” est absolument convergente et donc elle est convergente (cf.
p=0 p!
P 2.1). On note sa somme exp(a) et 'on a

o 1 o 1
llexp(@ll =11 Y —a’ll < ) —lall” = exp(llall).
=0 P =0 P

(2) (i) Si aja; = azay, alors on a par produit de Cauchy absolument convergent :

+00 1 +00 1 +00
exp(ar) exp(as) = [Z E(al)"] [Z a(az)q] =,

p=0 q=0 n=0

S o
Z}T!(n_—p)!(al)p(az) P

p=0

On a changé le couple de variables (p,q) en (p,n = p + g). La somme entre crochets
s’obtient en tenant compte de la commutation entre a; et a,. Elle a pour valeur, en notant
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2. Solutions

C? les coefficients usuels du bindme,
1 C P )4 n—-p 1 n
- E Cn(a1)(a)"" = — (a1 + a2)
nl e n!
=

On a bien exp(a;) exp(as) = exp(a; + a).

(i1) Un exemple est fourni par a;, la matrice (2 X 2) de premiere ligne (01) et de
seconde ligne (00), et a = aj.

(3) Sille —all < 1, alors la série b = — 3, %(e — a)" est absolument convergente.

Comme dans le cas scalaire, on a exp(b) = a.
Exercice X.8

(I) D’abord, si a = II'', exp(a;) € Exp(A), a est inversible, et son inverse est
a! = II" | exp(=ay-i+1). Donc, Exp(A) C G.
D’autre part, si a € Exp(A) et si x € Aest tel que ||x — al| < m

Par I'Ex. X.7 (3), a™! = exp(b) pour un b € A, et x = aexp(b) € Exp(A). Ceci montre
que Exp(A) est ouvert dans G.

alors |le — a~ x| < 1.

Montrons que Exp(A) est fermé. Si la suite a, € Exp(A) et converge vers a, alors
a,'a converge vers e, et pour n assez grand, on a |le — a,'all < 1. Comme plus haut,
a € Exp(A). Ceci montre que Exp(A) est fermé dans G (On retrouve sur cet exemple le
fait qu’un sous-groupe d’un groupe topologique qui est d’intérieur non-vide est a la fois
ouvert et fermé).

(2) Sia =1II'" | exp(a;) € Exp(A) alors I"application ¢ : [0, 1] — Exp(A), définie par
@(r) = IT" | exp(ia;) est continue, #(0) = e et #(1) = a. Donc Exp(A) est connexe (par
arcs) contenant e, par suite Exp(A) ¢ Gy. Comme, d’apres (1), Exp(A) est non-vide,
ouvert et fermé, on a Exp(A) = Go.

(3) D’apres (2), on voit que Gy est un sous-groupe de G.

D’autre part pour tout b € G, bGob~! est un connexe contenant e. Donc bGob™' = Gy.
Ceci montre que G est un sous-groupe normal (on dit aussi distingué) de G.

(4) Pour b € G, bG, est connexe, ouvert et fermé dans G. C’est donc une composante
connexe de G.

Maintenant, si A € G est une composante connexe et si b € A, b~'A est aussi une
composante connexe, et elle contient e. D’ot1 b™'A = G, et A = bG,.

Finalement, les seules composantes connexes de G sont les bGy, avec b € G.

(5) Puisque Gy est un sous-groupe normal, G/Gy est un groupe.

D’autre part, sia € G/Go, on aa = aG.
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Puisque Gy un sous-groupe ouvert, aG, est un ouvert. Donc, par définition de la
topologie-quotient, Ya € G, a est ouvert dans G/Gy, et les ouverts de G/G, sont toutes
les parties de G/Gy, qui est donc discret.

Exercice X.9

(1) Supposons que a” = e et soit 1 € C, et by = Y1) (1 — D¥(day" 1.
Puisque "¢ — (1 — 1)"e = (da)" — (1 - 1)e)", on a

AMe—(A=1)"e=(la+e—Ae)by = by(la + e — Ae).

Par conséquent, si e — (41— 1)"e # 0, alors ¢; = da+ e — Ade estinversible. Donc ¢ € G
sauf pour un nombre fini de A. En particulier, A = {1; ¢, € G} est connexe.

Comme I’application ¢(1) = c, est continue de C dans A, {c,; 4 € A} est connexe. Or,
#(0) =co = eetd(l) = c; = a, si bien que a € Gy.

(2) Remarquons que si A est commutative, on a Gy = {exp(a); a € A}.

(i) Soit a € G\ Go et k < j. Supposons que a* et a/ sont dans une méme com-
posante connexe de G. Si m = j — k, alors a” € Gy. Par suite, il existe b € A tel que
a™ = exp(b).

Posons ¢ = exp(Lb). Cet élément vérifie " = a™ et (c”'a)" = e. D’apres (1), ¢™'a € Go.
Comme c € Gy, a € Gy, ce qui contredit I’hypothese.

(i1) C’est une conséquence immédiate de (a).

(3) Soit f € G, montrons qu’il existe un chemin continu dans G, joignant f a 1. En
effet, soit f; : [0, 1] — G définie par f;(x) = f(¢tx), t € [0, 1], alors ¢ — f; est continue,
fi = fetfo = f(0), la fonction constante. Posons f(0) = exp(a), a € C et soit g,
définie par g,(x) = exp((1 — t)a). Alors g, joint f(0) a la constante 1. Ceci montre que
g est connexe (par arcs). Donc g = go. (Signalons sans preuve le fait suivant : si T est
le cercle-unité du plan complexe et si A = Cc(T), alors tout inversible f de A s’écrit
f(z) = 7"e9? avec g € Cc(T) et n € Z, si bien qu’ici G/Gy est le groupe discret et
dénombrable Z.Un exemple plus extréme sera donné dans (5) qui suit).

(4) Remarquons d’abordque f € G < f(t) # 0Vt [0, 1].
Si f € G et f est positive, il existe g € A tel que f = exp(g). Donc f € Go.

Maintenant si f € G, alors f2 est positive et donc f> € Gy. Ceci montre que G/G,
est d’ordre 2. En effet, par le théoréme de la valeur intermédiaire, f € G est de signe
constant. Si ce signe est +, f € Go. Sic’est —, ona —f € Gy. Enfin, —1 € G\ Go.

(5) Remarquons que si @ € R alors 6, x 6_, = dg. D’ol 0, € G.

(a) Soit ¢, € Gy : il existe u, € Mc(R) telle que 8, = exp(u,). Pour alléger les
notations, écrivons u au lieu de u,. Rappelons que la transformée de Fourier o= d’une
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2. Solutions

mesure o € Mc(R) est la fonction : R — C donnée par
o) = fe‘”"da’(x) etque oy % 0y = 0| 07. (X.9)
R

Il résulte de (X.9) que ex/p@) = expu, si bien qu’on a on a pour tout 7 € R,
5o(t) = exp(—iat) = exp(A().

D’ou —iat = fi(t) + 2ik(t)mr pour un k() € Z. La fonction ¢ +— k(f) est continue sur
R d’apres I’équation précédente, et par le théoreme de la valeur intermédiaire, elle est
constante puisqu’elle est a valeurs dans Z. Nous avons donc 1’équation

—iat = f1(t) + 2ik(0)r  pour tout t € R. (X.10)
Puisque fi(f) est bornée par ||u|| sur R, (X.10) montre que a = 0.

(b) D’apres (a), si d, et 6, sont dans la méme composante connexe de G, on a
a = «'. Puisque R est non-dénombrable, ceci montre que G/G, ne I’est pas non plus.

Exercice X.10
(1) Remarquons que (xy)" = x(yx)"~'y. D’ou

G 17 < (Al gl ey 7 ™17
Par passage a la limite quand » tend vers I’'infini, on obtient r(xy) < r(yx). Par symétrie
des roles de x et y, on a aussi r(yx) < r(xy), puis r(xy) = r(yx).
(2) Supposons qu’il existe C > O tel que : Vx € A, ||x]| < Cr(x).
Soit x, y € A et considérons I’application ¥(z) = exp(—zx)y exp(zx).
Par hypothese et d’apres (1), on a || (z)|| < Cr(y(z)), soit

W ()l < Cr(exp(—zx)y exp(zx)) = Cr(exp(zx) exp(—zx)y) = Cr(y).

Si f e A*, Iapplication z — f(i/(2)) =4 ©(z) est entiere et bornée sur C. Par le théoreme
de Liouville, ¢ est constante. En particulier,

0= ¢/(2) = f(~xexp(~zx)y exp(zx) + exp(~zx)yx exp(z)).

Faisant z = 0, on obtient f(xy) = f(yx). Comme (Hahn-Banach!) les éléments de A"
séparent les points de A, on en déduit xy = yx Vx,y € A, ce qui montre bien que A est
commutative.

(3) Supposons qu’il existe C > 0 tel que Yx,y € A, ||lxyll < Cllyx]|.

Comme dans (2), considérons I’application ¢(z) = f(exp(—zx)y exp(zx)) avec x,y € A.
Par hypothese, on a |p(z)] < C||exp(zx) exp(—zx)y|| = C|ly||. Par un raisonnement ana-
logue a (2), on montre que A est commutative.
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@) |IxII> < C|Ix%|| implique que ||x][F < C¥1|Ix*||, (k=2", n=0,1,2,...). D’ol
el < lim €% [l
Autrement dit, ||x|| < Cr(x). Maintenant, (2) permet de conclure que ‘A est commutative.

Exercice X.11
(1) () = (i1). p(e) = 1 implique p(x — ¢(x)e) = 0. Par (i) on a

0 = @((x — p(x)e)*) = p(x” — 2x¢(x) + p(x)’€) = P(x*) — P(x)’.
Dot ¢(x%) = ¢(x)°.
(i) = (iii). Remplagant x par x + y dans (ii), on obtient
@(xy + yx) = 20(x)p(y). Donc ¢(x) =0 = ¢(xy +yx) = 0. (X.11)

D’oti par (ii) de nouveau, ¢((xy + yx)?) = 0. D’autre part, d’aprés (X.11) avec y changé
en yxy, et I'identité (xy + yx)> + (xy — yx)*> = 2((xy)*> + (yx)*), on a

ey = yx)*) = ¢Q(x(yxy) + (yxy)x) = (xy + yx)*) =
20(x(yxy) + (yxy)x) = 4p(X)p(yxy) = 0.

On a ainsi ¢(xy + yx) = 0 et p(xy — yx) = 0, ce qui donne ¢(xy) = 0.

(iii) = (iv). Soit x, y € A. Puisque ¢(x — ¢(x)e) = 0, par (iii) on a

0 = @((x = p(x)e)y) = (xy — p(x)y) = e(xy) — e(X)e(y),

soit encore ¢(xy) = @(x)e(y).

(iv) = (i). Evident.

(2) Considérons, pour chaque entier n > 1, le polyndme
Pu(2) = ¢((ze = 1)) = 2" = np(0)2" ™ + () + = ML (2 - 20),

oules {z;, i = 1,...,n} sont les racines de P, et ou on a utilisé ¢(e) = 1. Sii € [1,n],
nous avons par définition 0 = P,(z;) = ¢((z;e — x)"). Puisque ¢ ne s’annule pas sur les
éléments inversibles, (z;e — x)" n’est pas inversible et (z;e — x) non plus, ce qui signifie
quel’onal{z, i =1,...,n} Co(x) et que |z;| < r(x).

En utilisant les relations entre les coefficients et les racines de P,, on obtient

Zzi =np(x)=0 et ZZiZj = (;)‘P(xz)-
i=1

i<j
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2. Solutions

D’ou
n 2 n n n
0:( Zi] :Zziz+22zizj=Zzi2+n(n—l)(,o(xz)
=1 -1 i< =1

et donc

n(n =Dl =1 ) 1< ) Il < n(r()”
i=1

=1
Il en résulte que |p(x?)| < anl(r(x))z. En faisant tendre n vers Iinfini, il vient ¢(x?) = 0.
(3) apparait comme une conséquence directe des questions (1) et (2).

Exercice X.12

(1) Puisque ¢ # 0, soit xo € A tel que ¢(xp) # 0. Alors, la relation ¢(xg) = @(xpe) =
©(x0)¢(e) montre que ¢(e) = 1.

Si x est inversible, on a p(x)p(x~') = p(e) = 1, d’ol p(x) # 0.
(2) Pour tout z € C, avec |z] > 1, e — z 'x est inversible ( puisque ||x]| < 1). D’ol, par
(1), 1-z"'p(x) = p(e—z"'x) # 0. Ceci montre que pour tout z € C, avec |z| > 1, ¢(x) # z.
Donc |p(x)] < 1.

(3) D’apres (2), ¢ est bornée et ||¢|| < 1. Comme ¢(e) = 1,0n a ||¢|| = 1.

Exercice X.13
(1) (i) Si a est normal (cf: D 10.11),

212 2.2 2 4
la”llI” = ll@")"a"ll = @ )" (a* )|l = lla*all” = llall".

Donc ||a?|| = |lall*.

Comme a normal implique a®"' normal pour n € N*, on a

2112 21212 2+ 14
lla” I = lita™ I = lla” " =...

Il en résulte que
Vn e N*, [la” || = llall*".
(ii) D’apres (i), on a |la®']| = |lal* pourk = 1,2, ...
D’ou IIaZkllsz = |la|| pour k = 1,2, ... Par passage a la limite quand k tend vers I’infini, il

vient ||a|| = r(a).

(2) Si A est commutative, il est évident que tout élément de A est normal.

Supposons maintenant que tout élément de A est normal, alors par (1), ||x]| = #(x) pour
tout x € A. En appliquant ’Ex. X.10.(2), on conclut que A est commutative.
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Exercice X.14
(1) Pour x € A, @(x) = D(xe) = D(ex) = P(x)DP(e) = D(e)D(x). D’ou D(e) = e.
D’autre part, si x est inversible, alors

e=d(e) = Pxx ) = d(x'x) = PO)P(x") = P(xHD(x)

il en résulte que @(x) est inversible et que P(x~') = D(x)~".
Maintenant, si @(x) est inversible alors x = @~!(®(x)) est inversible.

Donc x est inversible si et seulement si @(x) 1’est. D’ou

z¢ 0(x) &< x—zeinversible & D(x — ze) = D(x) — ze inversible
— z ¢ o(P(x)) et donc o(D(x)) = o(x).

(2) Remarquons que IxI? = [xx*|l = r(xx*) (pour la derniere égalité, voir
I'Ex. X.13 (1)), d’ou

[P = |P)P)] = |P(xx")]| = H(P(xx")).

(3) En utilisant (1) et (2), on obtient que
X = r(xx") = r(@(xx")) = [P,
Donc ||@(x)|| = ||x|| pour tout x € A, CQFD.

Exercice X.15

Soit A une C*-algebre et a € A. Posons M = sup, lla"|| et b = a — e. Puisque a > e,
onab >0 etexp(th) > 0 pour tout ¢ > 0. D’autre part,

ta)" "
lexpa =11y “Lii< 3 Dl < Mexpio, ez 0

n>0 n>0
Ainsi, || exp(b)|| < M, Yt > 0. Remarquons alors que

*b?
exp(tb):e+tb+7+...2tb, vt > 0.

Il en résulte I’inégalité
0<

b vt > 0.

< exp(th) ’
t

Par conséquent, ||b|| < lexpWhll < M vy > . Par passage a la limite quand ¢+ — oo, on

t t°
obtientb =0eta =e.
Exercice X.16

Rappelons que S est le shift unilatéral maintes fois considéré dans cet ouvrage (cf. aussi
Ex. VII.27). La C*-algebre engendrée par S est la plus petite algebre de Banach incluse
dans L(H) contenant a la fois S et ™.
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2. Solutions

(1)OnaS*e; =0et,pourn >2,S%e, = e,-1,ainsique S*S =letSS* =1-¢,®e;.
Donce ®e; =1-SS5* € As.

D’autre part
Vp,g e N*,SPe, = ey

Par ailleurs, on peut vérifier facilement (c¢f. P 7.8 et P 7.10) les équations
Au®v) =Au®vet U V)A =u®A™v,
ce qui nous donne :
Vn,p e N*, S He;@e) (S =5" e @57 e; = e, ®¢,.
Cela montre que tous les e, ® e, sont dans HAg.

(2) Pour x(,) = Z;’:l xjej et yu = Xi_; Yrek , on peut écrire

P n
X(p) QYm) = Z Z xj%(ej ® €k).

J=1 k=1

On a donc xp) ® Y € As.

Remarquons d’abord que si x,y € H, alors

[l ® yll = sup(|[{u, y)xll; lull = 1) = [|Ix|| sup(|{u, y)I; [lul| = 1),
soit encore
lx®yll = llxIl lyl].

Maintenant, avec les notations précédentes x(,), Y(n), On a
x = lim Xy ety = lim Yn)
p—0 n—o00

avec [lxp)ll < [1xll et llyell < llyll.

D’autre part,

X®Y = Xp) ® Ym) = (X = X(1) ® Yin) + X(p) @ (Y — Yw)),
et donc
x®y — xp) @yl < llx = xpll Iyl + 1y = yoll I,

ce qui prouve que
X @y = 1imy, e0(X(p) ® Yin)-

Comme Ag est fermée dans L(H), cela donne x® y € Asg.
(3) Tout opérateur borné de rang fini est combinaison linéaire d’opérateurs x ® y de

rang 1, donc Ko(H) € As. L'ensemble des opérateurs compacts est K(H) = Ko(H).
Comme Ag est fermée, on a aussi K(H) C As.
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Exercice X.17

(1) L’inclusion {A}" C By est évidente. B, est une algebre car
AT LA™ || = |A"TIAT" A LA™ || < [JA"T1 AT A" TLA™".

D’ou Co(T1T>) < Co(T1)Ca(T>).
Puisque [|A"TA~"|| = |(A"TA™")"|| = [IA*~"T*A*"|l, on a B, = By

D’autre part :
(LALL™Y'T(LA LY ™" = ILATL' TLAT"L™Y|

< ILIILHIAT LT DA,
d’o0 L7 'TLe By, = T € By et LBy, L™ C Bya, 11 = Ba.

Pour I’autre inclusion, on voit que
AL TLAY" | = ILN(LA LYY T(LA, L) ™" 1|

< WL YA LY T (ALY ™ = I 1L AT A,
d’ouT € By = L'TL € By, L"'BsL C By, etdonc By C LBs, L7".

(2) (a) Remarquons qu’on peut supposer que A = I + N (quitte a remplacer A par f—:).
Par ailleurs (cf. Ex. V.12), il est facile de voir que

A=1+N < A =exp(Q) avec Q nilpotent.

Supposons que Q est nilpotent d’ordre d > 2 : Q%~! # 0; Q¢ = 0. On a alors

-I’liQi anj
exp(nQ)T exp(-nQ) = ) (-1 —==T—
— i! J!
0<i,j<d
k=0 =0 Jike=p! k=0
Autrement dit, on a
2d-2
llexp(nQ)T exp(—nQ)|| = || Z Cn'll <M, VYneN.
k=0

En divisant successivement par n°?~2,...,n et en faisant n — oo, on voit de proche en

proche que tous les coefficients Cj, € A sont nuls :
Czd_2=...=C1 =C0=0.

En particulier, ona C; = QT — TQ = 0, et par suite AT = TA .
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2. Solutions

’

(b) Supposons que la dimension de H est finie et que B4 = {A}'.

Montrons alors que o0(A) est réduit a un point. Soit de nouveau u® v € K(H) I’opérateur
de rang un défini par u ® v(x) = (x,v)u. Si 4, u € o(A) sont tels que Au = Adu et A*v = qwv
avec u, v # 0 et |4 < |u|, nous avons

ﬂ n
A'u@A™ = A"u A "= "ueu "v= (—) u®v=0(1).
u

D’apres I’hypothese, u ® v commute avec A. Ceci implique que A = u. En effet :
Au®v) =Au®v=Au®v)et (U@ A =u®A* v =u®u = u(u ).

Par conséquent, le spectre de A inversible est réduit a un point et donc il existe @ # 0 tel
que A = al + N avec N nilpotent.
(3) Les implications (iii) = (i) = (ii) sont évidentes via (1).
Montrons que (ii) = (iii). Considérons 7,(X) = A"XA™, X € Byetn > 0.
Par hypothese, K(H) C By : lasuite T, : K(H) — K(H) vérifie

sup ||T,(K)|| = sup||A"KA™|| < o0, YK € K(H).

neN neN

Puisque K (H) est un espace de Banach, le théoreme de Banach-Steinhaus nous donne
sup,e 1Tl = M < co.

Pour tout couple (u, v) de vecteurs normés, on a, en utilisant les relations faciles a vérifier
et déja utilisées (c¢f. Ex. X.16 et P 7.8, P 7.10) :

Pu®v)Q =Pu® Qvetlla® bl = llal lIbll,

I’inégalité
M > T, (u@ o)l = [|A"u @ A"l = |A"ull |IA*"v]].

Il en résulte que ||A"|| ||A™"|| < M VYn > 0, en prenant le sup sur les couples (u, v). Puis, en
prenant les racines n-ieémes : ||A”||%||A‘"|I5 <M 117, et par passage a la limite, on obtient
r(A)r(A~") < 1. Mais on a toujours 1 < r(A)r(A~"), puisque

L =JJA"A™ < [JA"HIA™"]| Yn > 0.

D’ol 7(A)r(A~") = 1. Posons maintenant & = r(A) : I’opérateur A; = %A a son spectre
dans le cercle unité ainsi que AI', et on a donc

min(|Af]l, [|A7"])) = 1, ¥n € N.
11 en résulte que
n e Z = JIAJll < VI 1AL = 1AM A7) < M.

D’apres I’Ex. V.11 (théoreme de Nagy), I’opérateur A; est semblable & un opérateur
unitaire U, soit A; = WUW~! et finalement A = aWUW™!.
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Exercice X.18

(1) Posons b = exp(a — a*). Puisque a et a* commutent, nous avons
b*b = exp(a” — a)exp(a — a*) = exp((a* — a) + (a — a*)) = exp(0) = e

et de méme bb* = e, donc b est unitaire.
(2) On voit par récurrence que nc = cm = nc = cm? Yp € N, puis que

P(n)c = cP(m) pour tout polyndme P. Puisque, pour chaque z € C, exp(zn) et exp(zm)
sont des limites dans A de polyndmes en n et m, respectivement, on a également

exp(zn)c = cexp(zm), Yz € C. (X.12)
On vise maintenant la relation exp(zn*)c = cexp(zm*) Yz € C, ou encore
exp(—zn*)cexp(zm*) = ¢, ce qu’on obtiendra si on prouve que la fonction entiere

w(z) = flexp(—zn*)c exp(zm™)) est constante pour toute f € A* fixée. Pour cela, on
remarque d’abord que

exp(—zn*)cexp(zm™) = exp(—zn*) exp(zn)c exp(—zm) exp(zm™). (X.13)
exp(—zn™)cexp(zm™) = exp(—zn* + zn)c exp(—zm + zm"). (X.14)
En effet, (X.13) découle de (X.12) puisque
exp(zn)c exp(—zm) = c exp(zm) exp(—zm) = c.

Et (X.14) découle de (X.13) et de la normalité de n et m, qui entraine (rappelons que
exp(a + b) = exp(a) exp(b) des que a et b commutent)

exp(—zn* + zn) = exp(—zn*) exp(zn); exp(—zm + zm") = exp(—zm) exp(zm”").

Posant U(z) = exp(—zn™ + zn) et V(z) = exp(—zm + zm™*), on voit que U(z) et V(z) sont
unitaires d’apres la question (1), car zn et zm* sont normaux, et que, d’apres (X.14), on a
¢(z) = f(U(z)cV(z)) si bien que

le@I < AT el VI = 1LAHiell-

Par le théoreme de Liouville, ¢(z) est constante. Donc ¢(z) = ¢(0) et en particulier
le coefficient du terme de degré 1 est nul. Or, ce coefficient vaut f(—n*c + cm*), d’ou
f(n*c) = f(cm®) et finalement n*c = cm”.

Exercice X.19

(1) Remarquons que

de
ef (te + p)_lp = (te + p)_l(te +p—te)p=p—tte+ p)_lp =p—tx.

P

i et donc lim,_,o+(te + P lp=p.

Doux=(te+p)'p=
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2. Solutions

(2) (@) = (b). Supposons que v est une isométrie partielle. Alors p = vv* est un
projecteur, et en utilisant (1) on obtient :

lim (te + w*)'v = lim(te + p) "' pv = pv = w'v = v,
—0* —0*

ce qui est la conclusion souhaitée.

Montrons que (b) = (a). On a
(te + vu*) 'ov*v = (te + vo*) " (te + vt — te)v = v — t(te + ) 0.
D’ou
wv = lim (fe + w*) lov*v = lim (v — t(te + vo*) " 'v) = v,
t—0* t—0*

comme demandé.
Pour I’équivalence « (@) &= (c) », il suffit de remarquer que

«w'v=v & v'ww" =v"»etd’utiliser I’équivalence « (a) < (b) ».

(a) = (d) Supposons que v est une isométrie partielle. Puisque p = ww* est un
projecteur, on a (e — ap)p = (1 — a)fp. D’olt

Z a(e — avv* Yo' = Z a(l - Yo" = w'a Z(l o) =w*

k=0 k=0 k=0
Comme v0*v = v, on a )5 ale — aw )k = .

(d) = (a). Soit A, = Y}_,a(e — av*)*v. Par hypothése, on a A, — v. D’ol,
A, v"v — w'v. D’autre part,

n n n

Avv = Z(e —aw e —e+ep = |- Z(e — a4+ Z(e —aw" ) |v
k=0 k=0 k=0

=(e— (e —a)" " =v- (e — aww’)" v

Comme, (e — avv*)Y"* v — 0, Av*v — v, par I'unicité de la limite, on obtient vv*v = v et
donc v est une isométrie partielle.

2
(3) (i) On a, pour tout t > 0, exp(ta) = e + ta + % + ... > ta, et par suite

exp(ta) — ta > 0. Mais puisque exp(—ta) = exp(—5a) exp(—'(éa)*) est > 0 et commute
avec exp(ta) — ta, on a d’apres ’Ex. VL6 :

exp(—ta)(exp(ta) — ta) = e — taexp(—ta) > 0.

Par conséquent, 0 < taexp(—ta) < e et ||taexp(—ta)|| < 1, ce qui implique
1
lim [laexp(~ta)l| < lim — = 0.
t— +oo t—+oo f
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(i1) Supposons que v est une isométrie partielle. Puisque vv* est un projecteur, on a

exp(—tw*) = e — w* + exp(—t)vv” et par suite exp(—rv*)v = exp(—t)v.

foo exp(—tov*)vdt = (fw exp(—t)dt) v=0.
0 0

Réciproquement, supposons cette relation vérifiée, et posons A(f) = fot exp(—svv*)vds.
Alors :

Il en résulte que

Al = fo [;(—1)”(00*)"00*%]ds - ;(—1)"@0*)”01}* 0 %ds
n+1 n
= N1y (nl+ i = - D) = e = expl-u),

n>0 n>1

d’ou
VA" = —v" exp(—tvv*) + v*.

Maintenant, nous voyons que
llo* exp(~tvo")[> = [I(0" exp(~v0"))" (v exp(—1ov"))| = [[ov* exp(~2z00")],

et (i) montre que le dernier terme tend vers 0, d’ou lim,_, ;o v* exp(—fvv*) = 0. Finale-
ment, v*A(f)v" — v* quand t — +oo. Comme d’autre part A(f) — v par hypothese, on a
aussi v*A(H)v* — v*ov*. L'unicité de la limite donne v*vv* = v* et donc vv*v = v.

Exercice X.20

(1) L’application ¢ : W — ¢'(Z) obtenue en posant ¢(f) = (f,)uez est bien dé-
finie, linéaire, et par définition de la norme dans W, c’est une isométrie. De plus, si
(ap)nez € €'(Z), a série e o an exp(ing) est uniformément (car normalement) conver-
gente sur R, donc la fonction f(r) = Y7°°  a, exp(int) appartient 2 W et o(f) = (a,)nez-
Ainsi, ¢ est une isométrie surjective et par suite W est isométriquement isomorphe a
4Z) (cf. D 1.15).
Ceci montre que W est un espace de Banach. Il reste a montrer que W est stable par
produit ponctuel. Soit pour cela f,g € W, avec

fy =" fuexplint)etg(t) = ) guexplint).

n=-—o00 n=-—00
Puisque les deux séries sont absolument convergentes, on a

+00 +00

hoE fgwy = 3" fugmexplitk +my),

k=—00 m=—00
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2. Solutions

soit en posant n = k + m,

h(t) = i (i fkgn—k] exp(int) = i hy exp(int)

n=—o00 \k=—o00 n=—o00

avec hy, = Y2 fign—r et I’on a de plus

+00 +00 +00 +o0  +00
D= D1 figuid < D i lgnil

e T .
= |fk|(z |gn_k|] = |fk|[2 |gn|],
k=—oc0 n=—co k=—o0 n=—co

soit [|[fgllw < |lfllwllgllw. W est bien une algebre de Banach. On observera que
¢ : W — £'(Z) est aussi un isomorphisme d’algébre, puisque

o(fg) = @(f) x p(g) Vf,g €W.

(2) Soit g € W de classe C!,

+00 21
1
g(t) = E gn explint) avec g, = o fo g(t) exp(—int)dt.

n=-—00

Upe 1nt.egrat10n par parties donne % fo ” g'(t) exp(—int)dt = ingy. Ensuite, en utilisant
I’inégalité de Cauchy-Schwarz et la relation de Parseval, on obtient
1

1 1
_ 1 2 2 ’ 1 ’ _ u ’ ’
Do = D gl < [Zn 19,1 ] [Z E] = 519l < 219l

n#0 n#0 n#0 n#0

llgllw = lgol + Z gl < Igol + 2[1g'lleo < l1glleo + 2lg [l co-
n#0

(3) Supposons que f € W, avec f(f) # 0 V¢ € R. Sans perte de généralité on peut
supposer que |f(#)] > 1 V¢t e R.

Ecrivons f = P — Q avec

N
P()= )" frexplinn, Q1) == )" fyexplin),

n=-N |n|>N

ou I’entier N est choisi pour avoir ||Qllw < % et a fortiori ||Qllcc < % Alors on a
IPO) = |f@) + Q0| = |f(1) — Q)] > 1 - § = 3. Donc [|3]lw < 3.
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Onaf=P-Q=P(1- ) et puisque || Qllw < 2, on peut écrire une série de Neumann :

1 1 1 Qn ZQV[I

X.15
f P-0Q P(1 - ) (%.15)

Montrons que cette derniere série est absolument convergente dans W. En effet,
- 1“ ‘ 1 1 nP’
W

n—1 .
151, < b Ll <l (Il 2l

B ) of2),

ol I’on a utilisé la question (2). La série (X.15) converge donc dans W vers une fonction
h € W. A fortiori, elle converge simplement vers 4. Mais cette série converge aussi

simplement vers % Par unicité de la limite, on obtient % = h, donc lf eW.

Cette preuve du lemme de Wiener qui n’utilise pas la théorie de Gelfand des algebres
de Banach, mais seulement une variante du lemme de Neumann et les vertus de la série
géométrique, est due au mathématicien américain Donald Newman (1975).
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