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Présentation de la Collection

Mathématiques pour le deuxième cycle

Cette collection se propose de mettre à la disposition des étudiants de licence et 
de maîtrise de mathématiques des ouvrages couvrant l ’essentiel des programmes 
actuels des universités françaises. Certains de ces ouvrages pourront être utiles 
aussi aux étudiants qui préparent le CAPES ou l ’agrégation, ainsi qu’aux élèves 
des grandes écoles.

Nous avons voulu rendre ces livres accessibles à tous : les sujets traités sont 
présentés de manière simple et progressive, tout en respectant scrupuleusement 
la rigueur mathématique. Chaque volume comporte un exposé du cours avec des 
démonstrations détaillées de tous les résultats essentiels, et de nombreux exercices 
avec leurs solutions.

Les auteurs de ces ouvrages ont tous une grande expérience de l ’enseignement des 
mathématiques au niveau supérieur.

L ’Analyse fonctionnelle est une branche maîtresse des mathématiques, qui traite 
des propriétés topologiques et métriques des espaces de fonctions. Elle joue un 
rôle central dans des domaines aussi divers que variés : équations différentielles, 
équations aux dérivées partielles, groupes de Lie et leurs représentations, . . .  
Le Professeur El Kacimi Alaôui en présente dans cet ouvrage les éléments de 
base et en développe des applications aux équations différentielles. La théorie de 
l ’intégration, outil indispensable de l ’analyse fonctionnelle, est également intro
duite. Ce livre permettra au lecteur d ’en revoir les principaux théorèmes sous 
une forme adaptée aux besoins de l ’analyse fonctionnelle et d ’aller au delà, vers 
certaines de leurs applications concrètes.

Charles-Michel Marie Philippe Pilibossian
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AVANT-PROPOS

L’analyse fonctionnelle est un thème central dans beaucoup de branches des 
mathématiques : équations aux dérivées partielles, analyse complexe, analyse 
globale sur les variétés, géométrie différentielle... Son objet est l’étude, sous 
divers aspects et en particulier l’aspect topologique, des espaces fonctionnels 
E  =  ^ (Y jK ) et de leurs opérateurs (K est le corps R ou C). Si l’ensemble Y  
est fini, l’espace E  est de dimension finie. Toutes les topologies raisonnables 
(séparées et rendant continues les opérations somme et multiplication par un 
scalaire) qu’on peut y définir sont alors les mêmes et n’importe quel opérateur 
sur E  est continu. Sur de tels espaces on peut donc se donner la liberté de 
choisir la façon la plus simple et la plus maniable pour définir sa topologie. 
Lorsque Y  est infini l’espace vectoriel E  peut être “très grand” et la situation 
peut devenir plus complexe. Mais, en général, on se limite à un sous-espace 
vectoriel strict de E  ; d’abord parce qu’on n’a pas besoin de tous les éléments 
de E , ensuite parce qu’on ne sait pas toujours définir des topologies utiles sur E 
tout entier. En pratique Y  est un espace topologique ou un espace mesuré et les 
fonctions qu’on considère sur Y  sont au moins continues ou mesurables. Si Y  est 
dénombrable, E  est l’espace des suites (réelles ou complexes). On sait alors que, 
si on le munit de la topologie discrète, toute fonction (i.e. une suite) Y  — ► K est 
continue. Mais même dans ce cas il faut encore prendre des suites particulières 
pour tomber sur des espaces intéressants ! (par exemple les suites bornées, milles 
à l’infini, de puissance peme sommable...). Lorsque Y  n’est plus dénombrable tout 
se complique encore plus. Sur Y  lui-même il faut déjà une structure topologique 
assez bonne. Heureusement la plupart des problèmes font appel à des fonctions 
(mesurables, continues, différentiables, analytiques...) sur un ouvert de Rn ou 
Cn. Cela permet de définir toute une gamme d’espaces fonctionnels munis de 
topologies compatibles avec la structure vectorielle ; beaucoup d’entre elles sont 
définies par des métriques invariantes par translation.

Ce sont ces objets qu’on se propose d’étudier de façon élémentaire dans 
ce cours destiné aux étudiants de Maîtrise de mathématiques. Le chapitre 
préliminaire est un rappel des notions de base en topologie comprenant trois 
théorèmes importants : l’existence et l’unicité d’un point fixe pour une applica
tion contractante, le théorème de Baire et le théorème d’Ascoli. Dans le chapitre 
I on introduit la notion d’algèbre de Boole et celle de tribu ou cr-algèbre. En
suite on définit les fonctions mesurables et on donne leurs propriétés essentielles. 
Le chapitre II introduit la notion de mesure sur une tribu et certaines de ses 
propriétés. On démontre le théorème de prolongement d’une mesure à la tribu 
engendrée par une semi-algèbre de Boole et on l’utilise pour construire la mesure 
produit sur un produit fini d’espaces mesurés ainsi que la mesure de Lebesgue 
sur R. On termine par la notion de propriété vérifiée presque partout fondamen
tale en analyse. Dans le chapitre III on définit l’intégrale au sens de Lebesgue 
sur un espace mesuré (fî, A, fi) quelconque. On y démontre le théorème de con
vergence dominée (ou théorème de Lebesgue) et on en donne les applications les
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plus importantes : passage à la limite sous le signe somme et dérivation d’une 
intégrale. Dans le chapitre IV on démontre un résultat important en théorie de 
l’intégration : le théorème de Fubini qui permet de calculer l’intégrale (d’une 
fonction intégrable) sur un espace produit en intégrant successivement sur cha
cun des facteurs. On y définit aussi les mesures à densité et on démontre le 
théorème de Radon-Nikodym dans le cadre général des mesures à signe (Le. 
non forcément positives) ainsi que le théorème de transfert. Bien qu’on n’étudie 
que les espaces normés on a jugé utile d’introduire dans le chapitre V la notion 
d’espace vectoriel topologique en insistant sur les exemples. On y a indu la 
démonstration du théorème de Riesz sur l’équivalence de la dimension finie et 
la compacité locale d’un e.v.t. séparé ainsi que l’étude des séries et des familles 
sommables dans le cas normé. Dans le chapitre VI on étudie les propriétés des 
applications linéaires continues. On y démontre quelques théorèmes d’intérêt 
incontestable : le théorème de Banach, le théorème de Banach-Schauder et le 
théorème du graphe fermé. Le théorème de Hahn-Banach est présenté sous ses 
deux formes : géométrique et analytique. Dans le chapitre VII on aborde la 
dualité dans les espaces normés : dual topologique et ses différentes topologies 
(faible, forte...), topologie affaiblie sur un espace normé, réflexivité, transposi
tion. Un exemple d’espace réflexif et un autre non réflexif sont donnés en détail. 
Le chapitre VIII est consacré aux espaces de Hilbert. Après l’introduction des 
ingrédients essentiels, on démontre le théorème de projection orthogonale et le 
théorème caractérisant les bases hilbertiennes. Dans le chapitre IX on étudie 
les opérateurs bornés sur un espace normé, leur spectre et puis les opérateurs 
compacts. Enfin le chapitre X précise certaines propriétés des opérateurs bornés 
agissant sur un espace de Hilbert. On y démontre notamment le théorème 
de décomposition spectrale pour un opérateur hermitien compact qui montre à 
quel point les opérateurs de ce type s’apparentent fortement à leurs analogues en 
dimension finie. Quelques applications aux équations différentielles et plus par
ticulièrement à la théorie de Sturm-Liouville sont données dans le chapitre XI. 
Dans compléments 1 on calcule explicitement le volume des boules et des sphères 
de Rn. Dans compléments 2 on construit l’intégrale de Riemann d’une fonction 
bornée sur un intervalle compact [a, b] ; puis on donne la condition nécessaire 
et suffisante d ’intégrabilité au sens de Riemann et le lien avec l’intégrale de 
Lebesgue. Dans l’appendice on énonce l’axiome du choix et le lemme de Zorn 
utilisés dans la démonstration de certains théorèmes. Nous terminons par les 
corrigés des différents exercices. Les solutions sont plus ou moins détaillées en 
fonction de la nature et de la difficulté de chacun d’eux.

Les références citées en bibliographie ne sont pas toutes utilisées ; elles sont 
données à titre d’information au lecteur qui désire en savoir plus. On n’a pas 
indu un index spécifique aux notations ; elles sont toutes définies au fur et à 
mesure de leur introduction. Le renvoi à une référence se fait comme sur les 
exemples suivants : “théorème IX. 4.5” signifie théorème 4.5 du chapitre IX ; 
proposition “0. 1.5” signifie proposition 1.5 du chapitre préliminaire ; “ (III. 4)” 
signifie relation 4 du chapitre III etc.

Ce texte est la rédaction d’un cours dont j ’ai la responsabilité en Maîtrise de 
Mathématiques depuis déjà quelques années à l’Université de Valenciennes. Les 
réactions et remarques pertinentes de mes étudiants des différentes promotions
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m’ont suggéré d ’améliorer et d’éclaircir la présentation de plusieurs énoncés et 
démonstrations. D’autre part, beaucoup d’entre eux m’ont aidé à corriger les 
erreurs de frappe. Je les en remercie chaleureusement. Charles-Michel M arle 
a pris beaucoup de son temps pour lire le texte en détail et avec beaucoup 
d’attention ; ses remarques m’ont été très utiles. Avec Philippe PlLlBOSSlAN 
ils ont accueilli ce cours dans leur collection et y ont jeté un dernier regard en 
vue de la version finale ; je leur présente mes remerciements les plus sincères. 
Pour composer cet ouvrage, j ’ai profité du matériel mis à ma disposition par 
le laboratoire LAMATH de l’Université de Valenciennes et le laboratoire URA 
au CNRS G AT de l’Université de Lille I auquel j ’ai appartenu pendant deux 
décennies ; qu’ils trouvent ici l’expression de toute ma gratitude. C’est par le 
cours de Maîtrise “Compléments d’analyse” de Michel Parreau  que je me suis 
initié à l’analyse fonctionnelle ; il le professait avec beaucoup de motivation et 
de clarté. J’en garde un excellent souvenir.

Malgré le temps et les efforts investis, cet ouvrage peut manquer de perfection 
(erreurs de frappe, de distraction ou autre...) et présenter des lacunes. Aussi 
toutes critiques portant sur le fond ou la forme seront les bienvenues.

A. E l K acimi
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CHAPITRE PRÉLIMINAIRE
Quelques rappels de topologie

L’objet de ce chapitre est de rappeler les notions de base en topologie (ouvert, conti
nuité, compacité, comparaison de topologies, métrisabilité...) et quelques théorèmes 
que nous utiliserons par la suite : existence et unicité d’un point fixe pour une appli
cation contractante, théorème de Baire, théorème d’Ascoli. Le lecteur peut trouver 
un cours plus développé de topologie dans [CCM1] par exemple.

1. Quelques définitions
1.1. Définition. Soit X  un ensemble non vide. On appelle topologie sur X  la 
donnée d’une partie T  de T (X )  (ensemble des parties de X )  telle que

i )  $ e T  et X  e  T,
ii) toute réunion d’éléments de T  est un élément de T,
iii) toute intersection finie d’éléments de T  est un élément de T.

Le couple (X ,T )  est appelé espace topologique. On le notera simplement X  
quand il n’y a pas risque de confusion.

Les éléments de T  sont appelés ouverts de X  ; le complémentaire (dans X )  
d’un ouvert est appelé fermé. Nous verrons par la suite que ces appellations se 
justifient amplement ; elles seront plus palpables sur des topologies particulières 
(dites métrisables).

Définir une topologie sur AT, c ’est définir une notion de proximité et donc de 
voisinage : on dira que V est un voisinage de x G X  si V  contient un ouvert 
contenant x. Evidemment toute partie de X  contenant un voisinage de x est elle- 
même un voisinage de x. On appelle système fondamental de voisinages de x e  X  
toute famille {[/*} de voisinages de x telle que tout voisinage de x contient un 
élément de cette famille.

Soient (X, T) et (Y, S) deux espaces topologiques. Une application /  : X  — > Y  
est dite continue au point x e  X  si pour tout voisinage V de y =  f ( x )  dans Y  il 
existe un voisinage U de x dans X  tel que f(JJ) C V. On dira que /  est continue 
sur X  si elle est continue en tout point de X . On vérifie sans peine que /  est 
continue si, et seulement si, l’image réciproque par /  de tout ouvert de Y  pour S 
est un ouvert de X  pour T. On dira que /  est ouverte si l’image directe de tout 
ouvert de X  est un ouvert de Y. Si /  est bijective, continue et ouverte on dira que 
/  est un homéomorphisme de X  sur Y.

Soit X  un ensemble muni de deux topologies 71 et 72. On dira que 71 est plus 
fine que 72 si l’une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite

i )  Ta c T i ,
ii) toute partie de X  fermée pour 71 est fermée pour 71,
iii) l’application idx : (X, 71) — > (X ,71) est continue.
Si (Ti)ie i est une famille de topologies sur X  alors f ] ieI % est une topologie sur 

X  appelée borne inférieure de la famille (Ti)iej ; elle est moins fine que n’importe
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laquelle des topologies %. Par contre (Jiei^ i n’est pas en général une topologie. 
Cependant si (Sj)jej  est la famille de toutes les topologies plus fines que n’importe 
laquelle des % alors la borne inférieure de (Sj)j^j sera par définition la borne 
supérieure de (%)iej. Cela se justifie bien sûr puisque c ’est la moins fine des 
topologies sur X  qui sont plus fines que n’importe quelle %.

Soit B une partie non vide de V(X).  La borne inférieure de toutes les topologies 
sur X  contenant B est la topologie engendrée par B.

Soient (X, T ) et (y, S) deux espaces topologiques. Posons Z  =  X  x Y  et 
W  =  {U  x V  | U G T  ,V  G S }. Alors W engendre une topologie sur Z  appelée 
topologie produit de T  et S. La même construction généralise cela au produit 
cartésien d’un nombre fini d’espaces topologiques (Xi, 7i)i<i<n.

1.2. Exemples

i) On pose %  =  {0, X }  ; cette famille de parties de X  constitue une topologie 
sur X  ; c ’est la moins fine qu’on puisse y définir. On comprend alors facilement 
que la notion de proximité n’a pas beaucoup de d ’intérêt dans ce cas : un point 
quelconque de X  n’a qu’un seul voisinage. Cette topologie sera dite grossière et 
n’est presque jamais utilisée.

ii) Si, contrairement à ce qui précède, on pose T\ =  V (X )  on obtient la topologie 
la plus fine sur X  appelée topologie discrète. Mais celle-là est trop forte pour être 
utile ! Il faut chercher des topologies intermédiaires.

iii) La topologie usuelle (parce que c’est celle qu’on utilise tout le temps quand on 
ne spécifie rien) sur l’ensemble des réels R est la topologie engendrée par la famille 
des intervalles ouverts.

Les exemples les plus intéressants de topologies sur un ensemble X  sont données 
par des métriques. Ils seront pratiquement les seuls auxquels nous nous intéresserons 
dans la suite.

Soient (X, T) un espace topologique et A une partie de X . On appelle :
- adhérence de A dans X  le plus petit fermé noté A  de X  contenant A ; 

évidemment A est fermée si, et seulement si, A =  A ; si A  =  X  on dira que A 
est dense dans X  ;

- intérieur de A le plus grand ouvert contenu dans A.
On dira qu’un espace topologique (X, T ) est séparé si pour tout x  et tout y 

dans X  distincts, il existe un voisinage Ux de x et un voisinage Vy de y tels que
u x n v y =  0.

On dira que X  est compact s’il est séparé et si de tout recouvrement ouvert 
U =  (Ui)ieI (i.e. tout Ui est ouvert et X  =  |JU%) on peut extraire un nombre 
fini d’ouverts Ui qui recouvrent encore X.  On dira que X  est localement compact 
si tout point x € X  admet un voisinage compact.

Soit /  : X  — ► Y  est une application continue où X  et y  sont des espaces 
topologiques séparés et A une partie de X  alors :

- si A est compacte, f (A )  est aussi compacte dans Y,
- si f  est surjective et si A est dense, alors f (A )  est dense dans Y.
Toute fonction continue /  : X  — > R définie sur un espace topologique compact 

X  est bornée et atteint ses bornes inférieure et supérieure en des points de X  i.e. 
il existe x q , x \ G X  tels que
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f ( x o) =  inf f { x )  et f { x i) =  sup f ( x )
X̂ x  xex

1.3. Définition. On appelle métrique ou distance sur X  toute application d de 
X  x X  dans R+ satisfaisant aux propriétés suivantes

i) d(xyy) =  d(y,x) (symétrie),
ii) d(xyy) =  0 <=> x =  y (séparation),
iii) d(xyy) < d{xyz)-\-d{zyy) (inégalité du triangle).

Le couple (X y d) est appelé espace métrique.

1.4. Exemples
i) Pour x =  (xiy. .. , xn) et y =  (yiy. .. yn) dans Rn on pose

d(x,y) =  max \xi-yi\.
l< i< n

On vérifie sans peine que d ainsi définie constitue une distance sur Rn.
ii) Soit X  un ensemble ; si on définit 6 par

JO si x =  y
H ^ y )  =  s .t 1 sinon

on obtient de manière évidente une distance sur X . Elle est appelée métrique 
discrète sur X . La topologie qu’elle définit est celle de l’exemple 0. 1.2. ii).

iii) On considère l’espace i?([0,1]) des fonctions à valeurs réelles bornées sur 
l’intervalle [0,1] (une fonction /  est dite bornée s’il existe une constante positive M  
telle pour tout x G [0,1] on ait \f(x)\ < M).  Si f yg G B{\0,1]) on pose

<ko(f ,9 )=  sup \f(x)-g(x)\
x€[0,l]

On définit ainsi sur l’espace # ([0 ,1]) une distance dite de la convergence uniforme. 
Elle est d’un intérêt incontestable en Analyse.

Nous aurons l’occasion de multiplier les exemples tout le long de ce cours.
Soit (X y d) un espace métrique. On appelle boule ouverte (respectivement boule 

fermée) de centre x G X  et de rayon r G IR+ l’ensemble des y G X  dont la distance 
à x est strictement inférieure (respectivement inférieure ou égale) à r. En général 
l’adhérence de la boule ouverte de centre x et de rayon r n’est pas la boule fermée 
de centre x et de rayon r (vérifier ce fait pour une métrique discrète). On dira que 
U est un ouvert de X  si, pour tout point x G Uy il existe un nombre réel r > 0 
tel que la boule ouverte B (x yr) de centre x et de rayon r soit contenue dans U. 
On vérifie facilement que les ouverts de X  forment une topologie sur X  : c ’est la 
topologie associée à la métrique d. En général une topologie sur un ensemble n’est 
pas définie par une métrique ; par exemple celle de l’exemple 0. 1.2. i).

On peut remarquer qu’un espace métrique (A, d) est toujours séparé ; en effet 
si x, y G X  sont deux points distincts, leur distance r] est > 0 ; les boules ouvertes 
B (x , |) et B(yy |) sont des voisinages respectifs de x et y sans point commun.

On dira qu’un espace métrique est séparable s’il contient une partie dénombrable 
dense.
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Si deux métriques d\ et d2 définissent la même topologie sur X  on dira qu’elles 
sont équivalentes. En particulier c ’est le cas si d\ et c?2 sont quasi-isométriques i.e. 
il existe une constante réelle k > 1 telle que

(0.1) irfi(ir,y) < d2(x,y) <  kd\{x,y) Vx,y € X.

Soient (X , d) et (Y, <5) deux espaces métriques et /  : X  — ► Y  une application. 
On dira que /  est

- uniformément continue si

Ve: > 0 3rj > 0 Vx,x* G X  : d(x, x ') < rj = >  S(f(x ), /(a /) )  < e,

- lipschitzienne de rapport k >  0 si

(0.2) Vx, y G X  « ( /(x ) , /(y ) )  < *d(®, y)

Si A; g]0, 1[ on dira que /  est contractante.
Bien sûr, une application lipschitzienne est uniformément continue et une appli

cation uniformément continue est continue. Mais les réciproques de ces assertions 
sont fausses en général ; toutefois lorsque X  est compact alors si /  est continue elle 
est uniformément continue ; mais /  uniformément continue n’implique pas toujours 
/  lipschitzienne que l’espace soit compact ou non (c/. exercice O. 3.4).

Deux métriques d\ et cfo sur X  sont dites uniformément équivalentes si les ap
plications

idx  : ( X , * )  — > (X ,d2) et idx  : (X,d2) — > {X ,dx) 

sont uniformément continues.
Soit (xn)nGN une suite dans X.  On dira que (xn)n6N est convergente s’il existe 

x e  X  tel que

(0.3) Ve > 0, 3 N  G N : n >  N  = >  d(xn, x) < e

Quand un tel point existe, il est unique ; on l’appelle limite de (xn)n. Autrement 
dit, quand n devient de plus en plus grand, l’élément xn devient de plus en plus 
voisin de x. On dira que (xn)n est de Cauchy si

(0.4) Ve > 0, 3N  G N : n , p >  N  = »  d(xn) xp) <  e,

Si di et d2 sont deux métriques équivalentes (resp. uniformément équivalentes) 
alors toute suite convergente (resp. de Cauchy) pour d\ est convergente (resp. de 
Cauchy) pour d2 et inversement.

Il est évident qu’une suite convergente est de Cauchy ; mais la réciproque est 
fausse comme en témoigne l’exemple qui suit : on pose X  =]0, +oo[ et d(x,y) =
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\x — y\. Il est alors clair que la suite xn =  -  est de Cauchy mais non convergente 
dans X  puisque 0 £ X . Il aurait fallu rajouter 0 à l’espace X  ! On dira qu’un 
espace métrique (X , d) est complet si toute suite de Cauchy dans X  est conver
gente. Par exemple l’ensemble des nombre réels R avec la distance usuelle est un 
espace métrique complet ; il a été construit pour cela et toute l’Analyse repose 
pratiquement sur ce fait !

Une partie A d’un espace métrique (AT, d) est dite complète si l’espace métrique 
(A, d) (on restreint la métrique d à la partie A) est complet. Toute partie complète 
de X  est fermée. Mais une partie fermée n’est pas toujours complète sauf si X  
est lui-même complet. Un espace métrique compact est complet ; la réciproque est 
fausse.

Un exemple fondamental d’espace métrique complet est le suivant : soit X  un 
espace métrique et notons E  =  Cb(X, R) l’espace des fonctions continues bornées 
muni de la métrique

doo(f,9) =  sup |f ( x )  -  g(x)\. 
xex

(On a déjà rencontré cette même distance en 1.4. iii) du chapitre préliminaire.) Il 
est bien connu que si ( /n) est une suite de Cauchy dans E  alors ( /n) converge vers 
une fonction continue bornée /  i.e. (£ , d) est complet. Cet exemple important 
nous permet de construire de manière facile le complété (X , d) d’un espace métrique 
(AT, d) de diamètre fini. (On appelle diamètre d ’un espace métrique (AT, d) le nombre 
fini ou infini 6(X) =  s u p ^ *  d{x,y).)

1.5. Proposition. Soit (X } d) un espace métrique de diamètre fini. Alors il existe 
un espace métrique complet (AT,d) et une injection isométrique (i.e. une injection 
qui conserve les distances) j  : X  c-> X  à image dense.

En d’autres termes tout espace métrique peut être considéré comme partie dense 
d’un espace métrique complet. On dira que (X,d)  est le complété de (AT, d). Par 
exemple le corps des nombres rationnels <Q> muni de la métrique d(xyy) =  \x — y\ 
n’est pas complet et son complété s’identifie de manière naturelle à R muni de la 
même distance d.
Idée de la démonstration. Soit j  : X  — > E  l’application qui à tout a G AT associe 
la fonction continue bornée f a définie par f a(x) =  d(æ,a). On vérifie aisément que 
l’application j

- est injective,
- est une isométrie i.e. doo ( fa jb )  =  d(a, b).
Le complété de (X, d) s’identifie alors de manière naturelle à l’adhérence X  =  

j ( X )  de l’image de j  qui est un espace complet comme partie fermée d’un complet.
Si le diamètre de X  n’est pets fini pour d, on remplace cette métrique par une 

autre qui lui est uniformément équivalente, par exemple in f(l,d) ou (exercice
0. 3.2). □

Supposons maintenant que A est une partie dense d’un espace métrique ( X } d) 
et que /  : A — > Y  est une application uniformément continue définie sur A avec 
Y  complet. Alors f  se prolonge en une application f  uniformément continue de X  
dans Y. La démonstration est la même que celle de la proposition VI. 1.4.
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Nous terminerons par deux propriétés remarquables des espaces métriques com
plets et par l’énoncé du théorème d’Ascoli.

2. Quelques théorèmes
2.1. Théorème du point fixe. Soient (X, d) un espace métrique et f  : X  — ► X  une 
application contractante, Le. il existe k G ]0,1[ tel que d ( f (x ) , f ( y ) )  < kd(x>y), 
pour tous x ,y  G X . Supposons (X ,d) complet. Alors f  admet un et un seul point 
fixe, Le. il existe a G X  unique tel que f (a ) =  a.

Démonstration. Soit x G E  un point quelconque. On définit (xn)neN comme suit 

xq =  x et xn =  f ( x n- 1 ) pour n > 1.

Pour tout n G N on a

d(xn+ i> %n) ^ kd{xn, xn—i)

^ k d{Xfi—\)' n̂ — ll)
< . . .

< fcnû!(xi,o;o)-

Si n et p sont des entiers tels que n > p >  0 on a

d̂ Xfiy Xp) 5̂  d(xn) Xfi—i ) d{Xfi—\, Xn—2 ) H- . . .  H- d(xp_|_i, ^p)
<  (A;71" 1 +  A;n" 2 +  . . .  +  d ( ® i ,x 0)

kp

Comme A; G ]0,1[, kp —> 0 quand p —> + 0 0 , donc (xn) est une suite de Cauchy dans 
E  qui est complet ; elle y converge donc vers un point a. On a

a =  lim xn =  lim xn+i =  lim f ( x n) =  / (  lim xn) =  /(a )
n—>+00 n—>+00 n—>4-oo n—>4-oo

i.e. a est un point fixe de / .  Montrons qu’il est unique. Pour cela supposons qu’il 
en existe un autre b différent de a. On aura alors

d (a >6) =  d ( / ( o ) , / ( 6 ) )
< kd(a) b).

Comme a ^  6, d(a)b) >  0 ; d’où k > 1, ce qui contredit le fait que k G ]0,1[. 
L’unicité de a montre donc aussi qu’il est indépendant du choix du point x. □

Le théorème qui suit est une version plus générale du théorème 0. 2.1. et sa 
démonstration est laissée au lecteur.

2.2. Théorème. Soient (X, d) un espace métrique complet et f  : X  — > X  une 
application. On suppose qu’il existe m G N tel que f m (composée m fois de f )  soit 
contractante, Le. il existe k G ]0,1[ tel que d ( fm(x), f m(y)) < kd(x,y), pour tous 
x ,y  G X . Alors f  admet un et un seul point fixe, Le. il existe a G X  unique tel 
que f (a) =  a.
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Ce théorème a beaucoup d’applications ; on l’utilisera pour montrer l’existence 
des solutions d’une équation différentielle dans le chapitre XI.

2.3. Théorème de Baire. Soit (X , d) un espace métrique complet. Si (An)neN* est 
une suite de parties fermées de X  d’intérieur vide, alors la réunion A des An est 
aussi d’intérieur vide.

Démonstration. Il faut montrer que A ne contient aucune boule. Soient x E A 
et B  =  Bo une boule ouverte centrée en x. La partie Ai étant d’intérieur vide 
l’ouvert B fl A\ (où E c dénote le complémentaire dans X  d’une partie E) contient 
l’adhérence d’une boule B\ centrée en un point x\ et de rayon < 1 .  De même 
B\ fl A\ contient l’adhérence d’une boule B<i centrée en un point X2 et de rayon 
< De cette manière on construit une suite de boules Bn =  B (xn,rn) avec 
rn <  r et telles que pour tout n > 1 on ait

Bn C Bn—i n An.

La suite (xn)n>i des centres de ces boules est une suite de Cauchy dans X.  Elle 
converge donc vers un point a E X  qui appartient à l’intersection des adhérences 
de toutes les boules Bn ; donc a E nnA^ et par suite a £ UnAn. Mais a E B  ; donc 
Un;4n ne peut pas contenir B, Nous avons donc montré que quelle que soit la boule 
ouverte qu’on se donne, elle ne peut pas être contenue dans A. Autrement dit A 
n’a pas d’intérieur. □

Soient maintenant (X , T ) un espace topologique et (E , d) un espace métrique. 
On dira qu’une famille T  d’applications de X  dans E  est équicontinue au point 
x E X  si, pour tout e > 0, il existe un voisinage U de x dans X  tel que

y € U = >  sup d(f(x) ,  f ( y )) < e. 
f  € ?

On dira que T  est équicontinue, si elle est équicontinue en tout point x E X .
Notons C(X, E ) l’ensemble des applications continues de X  dans E. Soient K  

un compact de X  et U un ouvert de E. On pose

0 (K ,U )  =  { f e C ( X , E ) \ f ( K ) c U }

et on note JCo l’ensemble des O (K, U) lorsque K  décrit l’ensemble des compacts 
de X  et U celui des ouverts de E. La topologie K engendrée par la famille /Co 
est appelée topologie de la convergence compacte sur C (X , E) ; cela signifie qu’une 
suite ( /n) dans C(X, E) converge vers /  E C (X ,E )  au sens de JC si, et seulement 
si, pour tout compact C  de X , la suite obtenue en restreignant chaque f n à C  
converge uniformément vers la restriction de /  à ce compact. On a alors le résultat 
important suivant que nous énoncerons sans donner de démonstration (cf. [Sc2] 
par exemple).

2.4. Théorème d’Ascoli. Soit F  une partie de C (X ,E ) .  Pour que J7 soit relative
ment compacte (i.e., son adhérence est compacte) pour la topologie JC il suffit

i) qu’elle soit équicontinue ;
ii) pour tout x E X  l ’ensemble { f (x )\ f  E J7} soit relativement compact dans E. 
Si X  est localement compact, ces deux conditions sont aussi nécessaires.
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3. Exercices
3.1. On munit le plan V  d’un repère orthonormé d’origine O. Pour deux points 
M(xi,  X2) et N (y i , y2) quelconques de V  on pose :

d(M, N) =  y/(xi - y i ) 2 +  (x2 — î/2 ) 2

m , N )  =  { d{M' ° ) + i ( N ' 0)  s i M * N
v \ 0 si M  =  N

i) Montrer que d et d' sont des distances sur V .
ii) Montrer que l’espace métrique (P, d') est complet.
iii) Montrer que la suite (Mk)kek* avec Mk =  (1, £) est convergente pour d et 

qu’elle ne l’est pas pour d'. Que peut-on conclure ?

3.2. Soit (X ,d) un espace métrique. Pour i , | / G l o n  pose d\(xyy) =  
d2{x,y) =  inf(l,d(æ ,y)).

Montrer que d\ et d2 sont deux distances uniformément équivalentes à d.

3.3. Soient (X n,dn)n>i une famille dénombrable d’espaces métriques. On suppose 
que Vn, le diamètre de X n est < 1. Sur X  =  \[n X n on considère la topologie 
T  engendrée par les parties de la forme Yl°l1 où fï{ est un ouvert de Xi avec

=  Xi sauf pour un nombre fini d’indices i.
i) Montrer que pour cette topologie les projections 7rn : X  — > X n sont continues 

et ouvertes.
ii) Montrer que T  est la topologie la moins fine sur X  rendant continues les 

applications irn.
On définit une distance sur X  en posant pour tous x =  (xn)n et y =  (yn)n

d f a i y )  — ^  ̂— dn(xn, Vn)-
n >  1 Z

iii) Montrer que toute boule ouverte B(x,e)  dans X  contient une partie de la 
forme n*Li B(x i>v) x rij>jv+i ^3 xi =  ni(x ) B(x i,r}) est la. boule de Xi de 
centre Xi et de rayon 77 avec r] < e.

iv) En déduire que la topologie associée à la métrique d coincide avec T.
v) Montrer que pour qu’une application /  d ’un espace métrique (F, 5) dans X  

soit continue il faut, et il suffit, que pour tout n, l’application 7rn o f  : Y  — > X n 
soit continue.

. vi) Montrer que si, pour tout n, l’espace X n est complet, il en est de même de 
l’espace X.

La topologie sur X  associée à la métrique d est appelée topologie produit des 
topologies sur les X n définies respectivement par les métriques dn.

3.4. Soit /  : [0 , 1 ] — > R la fonction définie par f ( x )  =  xn où n est un entier > 2. 
Montrer que /  est uniformément continue mais qu’elle n’est pas lipschitzienne.



CHAPITRE I

Espaces mesurables

Les espaces mesurables sont le terrain de jeu de l’intégrale de Lebesgue. Le but de 
ce chapitre est de les introduire et d’en donner quelques exemples. Nous définirons 
ensuite les applications mesurables qui sont des objets fondamentaux en théorie de 
la mesure : elles sont aux espaces mesurables ce que sont les applications continues 
aux espaces topologiques. Nous décrirons leurs propriétés plus particulièrement 
dans le cas où elles prennent des valeurs réelles (ou complexes).

1. Algèbres et semi-algèbres de Boole
Pour avoir une idée de la notion de mesure, nous allons regarder de manière 

assez vague (mais intuitive) un exemple concret. Considérons l’ensemble fi =  R et 
essayons de voir à quel type de partie A de fi on pourrait associer un nombre réel 
fji(A) qui serait censé représenter une mesure de A. Nous allons commencer par les 
parties les plus simples, c ’est-à-dire les intervalles (ouverts, fermés ...). Convenons, 
pour simplifier le langage, de dire qu’une partie A est mesurable si on peut lui 
associer une “mesure” . Cette appellation reste pour le moment assez vague car le 
fait qu’un ensemble soit mesurable ou non dépend de la manière dont on veut le 
mesurer.

Si A =  |a, b\ est un intervalle borné (ouvert, semi-ouvert ou fermé) on pose, par 
définition

(1.1) fi(A) =  b — a.

Autrement dit, la longueur de A peut être prise comme mesure de A. Si A est 
non borné, on prend //(A) =  + 0 0 . Il découle de (1.1) que la mesure d ’un point 
A =  {a } =  [a, a] et celle de l’ensemble vide 0 =  ]a, a[ sont milles.

i) Soient A =  |a, b\ et B =  |c, d\ deux intervalles. Alors il est clair que la mesure 
de A \J B n’est pas toujours égale à la somme des mesures respectives de A et S  
mais

(1.2) /z(A U B) =  /i(A) +  fx(B) -  fi(A H B)

qui implique en particulier que si A fl B =  0, alors /i(A U B) =  fi(A) +  n(B) et il est 
raisonnable d’exiger d’une “mesure” de vérifier une telle propriété. On peut donc 
mesurer les réunions finies d’intervalles.

ii) Comme on admet que l’ensemble fi tout entier est mesurable, il est normal de 
demander que si A est mesurable, son complémentaire Ac doit être aussi mesurable 
et que sa mesure (demandons à celle de A d’être finie) est /z(fi) -  //(A).

iii) Soit (An)n>i une suite d ’intervalles, deux à deux disjoints. On pose
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n i  U  M  =  f > M « )
\n >l J  n = 1

que la série converge ou non. On peut remarquer que si A  et B  sont des réunions 
dénombrables d ’intervalles deux à deux disjoints alors A C B  implique n{A) <  
n(B). Si donc (An)n>i est une suite d’intervalles quelconques, la suite

est croissante. On pose alors

» \  L M "  =  „ , l i m  MJV-l w  /  N —>+oo
\n—1 /

On peut donc mesurer les réunions dénombrables d’intervalles et par suite les in
tersections dénombrables d’intervalles puisque

L M "
n> 1

Mais on ne peut rien dire, d’une manière générale, de la mesure d’une réunion non 
dénombrable d’intervalles de R.

A partir de cet exemple, on voit que les premiers objets qui interviennent en 
théorie de la mesure sont des parties d’un ensemble Cl astreintes à vérifier certaines 
propriétés. C ’est ce que nous allons préciser dans ce chapitre. Dans toute la suite, 
O sera un ensemble non vide ; V{CÏ) désignera l’ensemble des parties de Cl. Si 
A G 'P(fî), Ac sera son complémentaire dans Cl.

1.1. Définition. On appelle algèbre de Boole sur Cl toute partie Ao de V(CÏ) 
vérifiant les propriétés suivantes

i) Cl G Ao j
ii) A G Ao = Ac G Ao i
iii) A, B  G Ao = >  A U B  G Aq.

Il découle de cette définition que
iv) 0 G Ao ;
v) A , B  G Ao ==  ̂A n B  G Ao •
On peut donc remplacer dans la définition 1.1. la condition i) par iv) et la 

condition iii) par v).

1.2. Remarques
i) {0 ,0 }  et V(CÏ) sont des algèbres de Boole. Ce sont, respectivement, la plus 

petite et la plus grande algèbres de Boole (au sens de l’inclusion) qu’on puisse 
définir sur Cl.

ii) Si (A i)iei est une famille quelconque d’algèbres de Boole sur O, alors A  =  
Plie/ *4» est une algèbre de Boole sur O.
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iii) Si C est une partie de V(Cl)y il existe une plus petite algèbre de Boole b(C) con
tenant C ; c ’est l’intersection de toutes les algèbres de Boole sur fi qui contiennent 
C ; on l’appelle algèbre de Boole engendrée par C.

Considérons la famille S de tous les intervalles (ouverts, semi-ouverts ou fermés 
de R). On constate que

i) 0 =]0,0[ et R sont dans «S,
ii) si A, B  G S alors A O B  E «S,
iii) A G S n’implique pas en général 

deux intervalles disjoints.
Ceci nous amène à la

1.3. Définition. On dira qu’une partie S 
sur f l si

i) 0, fi E S j
ii) A y B € S — A fl B  G S /
iii) A  G S = >  Ac est réunion finie 

jointes.

2. Motivation probabiliste
Nous allons expliquer comment les algèbres de Boole interviennent en théorie 

des probabilités et à quel point s’arrête leur efficacité. Nous nous contenterons de 
le faire sur des exemples.

2.1. La notion d’épreuve aléatoire

Une épreuve aléatoire est une expérience dont les résultats sont liés au hasard et 
ne peuvent être prévus avec certitude à l’avance. Les exemples expliquent mieux 
cette notion.

i) On prend une pièce de monnaie et on suppose que si on la jette, alors le résultat 
donne soit pile, soit face et rien d’autre. Les résultats possibles peuvent donc être 
décrits par l’ensemble à deux éléments

n  =  { tt, /}•

Chaque partie de Cl représente un événement ; par exemple
- “avoir pile” =  {7r} ;
- “avoir pile ou face” =  { 71*, / }  =  Cl ;
- “ne pas avoir pile et ne pas avoir face” =  0.
ii) On jette la même pièce de monnaie deux fois. Dans ce cas on a

fi =  { tttt, tt/ ,  / tt, / / } .

On peut considérer les événements
- A  =  “avoir au moins une fois pile” =  {7T7t, 7t/ ,  fir} ;
- B =  “avoir au moins une fois face” =  { / / ,  /7r,7r/} ;
- C  =  “avoir exactement une fois pile et une fois face” =  {7r/, f n }  =  A fl B. 

L’événement A U B  signifie que l’un au moins des événements A ou B  se réalise ; 
Af)B  signifie que A et B  se réalisent simultanément. L’événement 0 est Vévénement 
impossible : il ne se réalise jamais ; par contre fi est Y événement certain : il se réalise

Ac G <S mais seulement A c est réunion de

de V(Cl) est une sem i-algèbre de B oole

de parties de Cl dans S , deux à deux dis-
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toujours. Si A est un événement, Ac est l’événement contraire : Ac se réalise si, et 
seulement si, A ne se réalise pas. On voit donc la nécessité des axiomes imposés 
dans la définition d’une algèbre de Boole. Mais, malheureusement, ces axiomes 
sont insuffisants pour décrire tous les événements dans certaines épreuves aléatoires 
comme on peut le voir dans l’exemple du

2.2. Jet infini d’une pièce

On jette une infinité dénombrable de fois une pièce de monnaie (on suppose 
évidemment que cela est possible) et on s’intéresse aux résultats possibles de cette 
épreuve. Ils sont du type

où pour tout i G N*, u>i est égal soit à 7r soit à / .  L’ensemble fi est donc assez 
grand. Considérons l’événement A = “on a pile pour la première fois au bout d’un 
nombre pair de jets” . Pour tout p G N*, soit Ap l’évenement

\  =  { ( />••• , / ,7r,i^,a>i+i , . . . ) }
2p— 1 fois

où u>i € {7r, / }  pour i > 2p +  1. Alors l’événement A  n’est rien d ’autre que la 
réunion de tous les Ap pour p € N* Le.

A =  [J  Ap.
p€ N*

La notion d ’algèbre de Boole ne permet donc pas de décrire une telle épreuve 
aléatoire. Il faut remplacer l’axiome iii).

3. La notion de tribu
3.1. Définition. On appelle tribu sur fi toute partie A  de P (fi) vérifiant les pro
priétés suivantes

i) fi G A  /
ii) A G A  Ac G A  ;
iii) si (An)n>i est une suite dans A, alors la réunion

A = [ j A n
n>  1

est encore dans A.

Bien entendu, une tribu est une algèbre de Boole. Le couple (fî, A) est appelé 
espace mesurable.

3.2. Exemples de tribus

i) De manière évidente V(Cl) est une tribu sur fi ; c ’est la plus grande (au sens de 
l’inclusion) et elle est trop grosse quand fi n’est ni fini, ni dénombrable. De même 
{0, fi} est la plus petite tribu sur fi ; et elle n’est pas d’un grand intérêt.

ii) Soit A G P (fi). Alors = {0 , A, Ac,f i }  est une tribu sur fî.
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iii) Une intersection quelconque de tribus sur Cl est encore une tribu. Si C est 
une partie de V(CÏ), alors l’intersection de toutes les tribus contenant C (il y en a 
au moins une qui est 'P(fi)) est appelée tribu engendrée par C et sera notée cr(C).

3.3. Tribu borélienne

Supposons que fî soit un espace topologique et notons T  l’ensemble de ses ou
verts. La tribu cr(T) engendrée par T  est appelée tribu borélienne de Cl. On la note 
B q . Elle est aussi engendrée par les fermés de Cl. Par exemple, pour Rn, on peut 
vérifier que B q est engendrée par l’une quelconque des familles suivantes :

- les produits d’intervalles ouverts ou fermés de R ;
- les boules ouvertes ou fermées de Rn ;
- les produits d’intervalles ouverts, semi-ouverts ou fermés de R dont les extrémi

tés sont rationnelles ;
- les boules ouvertes ou fermées de Rn de rayon rationnel et centrées sur les 

points rationnels.

3.4. Produit d’espaces mesurables

On considère des espaces msurables (Cli, A i ) , . . .  , (Cln, A n), on note Cl le produit 
cartésien Cli x . . .  x Cln et S la classe des parties de la forme

A 1 x . . .  x An

où Ai G Aij  . . . ,  An G A n. La tribu A  sur engendrée par S est appelée tribu 
produit (ou produit tensorieï) de A i , . . .  , A n. On la notera A  =  Ai ® . . .  ® An. 
On a, par exemple, si les Cli sont des espaces métriques et Cl muni de la topologie 
produit Bq =  Bqx ® . . .®Bqu. En particulier BRn =  Br ® . . .® B r (produit tensorieï 
n fois).

La tribu borélienne Br (de Rn de façon générale) est immense à tel point qu’il 
n’est pas du tout évident de trouver une partie de R qui ne soit pas dans Br ; les 
méthodes connues à l’heure actuelle pour avoir un tel objet (un exemple est donné 
au paragraphe 3 du chapitre II) ont recours à Vaxiome du choix (cf. Appendice).

4. Applications mesurables
Comme nous l’avons signalé au début de ce chapitre, une application mesurable 

est en théorie de la mesure ce qu’est une application continue en topologie. Pour 
les espaces mesurables dont la tribu est associée à une topologie, la mesurabilité est 
une notion plus générale que celle de continuité. Dans cette section, nous définirons 
la notion d’application mesurable et donnerons (dans la section 5) les principales 
propriétés de celles qui sont à valeurs réelles ; elles seront pratiquement les seules 
à intervenir tout le long de ce cours.

Soient (Cl, A)  et (E ,B ) deux espaces mesurables et f  : Cl — ► E  une application.

4.1. Définition. On dira que f  est m esurable si pour tout B e  B, Vensemble 
f ~ \ B )  e  A

Evidemment si A  =  T (Cl), toute application de Cl dans E  est mesurable.

4.2. Théorème. Soient Cl un ensemble, (E, B) un espace mesurable et f  : Cl — > E  
une application. On pose A  =  f ~ l (B). Alors
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i) A  est une tribu sur fi,
ii) si B =  <r(C), on a A  =  a [ / “ 1 (C)].

Démonstration, i) On a clairement fi =  f ~ 1(E) 6 A. D’autre part si B  G B alors 

Soit (Bn)n> i une suite dans B ; alors

U / " 1(5 n) =  r 1 f  ( j £ « )  e A
n>1 \n> 1 /

Ce qui montre que *4 est une tribu sur Cl.
ii) On a bien sûr / _1(C) C Z” 1 (B) =  *4 ; et comme X  est une tribu on a 

a [/" ’ 1(C)] C A  Pour démontrer l’inclusion inverse, considérons la sous-tribu de B

B' =  { B € B  : f - 1( B ) e a [ f - 1 (C)} } .

Cette sous-tribu contient C, donc elle contient B =  a (C) ; par suite elle est égale à 
B. Ce qui montre que / -1 (B) C a [ / _1(C)]. □

On dira que A  =  / ~ 1(B) est la tribu engendrée par /  : Cl — > (E,B).  C ’est 
la plus petite tribu sur Cl pour laquelle /  est mesurable. De la même manière si 
fi : Cl — > (Ei,Bi) est une famille d’applications, alors la plus petite tribu sur Cl 
qui rend mesurables toutes les fi est par définition la tribu engendrée par la famille 
(f i ) iei•

Si /  : (fî, A)  — > (E , B) avec B =  o (C), alors /  est mesurable si, et seulement si, 
f - 1( C ) c A .

Du théorème 1.4.2 on déduit immédiatement le

4.3, Corollaire. Soit f  : Cli — ► CI2 une application continue entre deux espaces 
topologiques Cli et CI2. Alors f  est mesurable (pour les tribus boréliennes associées 
aux topologies respectives sur fîi et CI2)•

Le théorème qui suit (de démonstration immédiate) est important car il permet 
de définir la catégorie des espaces mesurables : les objets sont les ensembles munis 
d’une tribu et les flèches, les applications mesurables entre ces ensembles.

4.4. Théorème Soient (fîi, A ) ;  (^2,^ 2) et (Cl3,As) trois espaces mesurables et 
considérons des applications mesurables f  : fîi — ► CI2 et g : CI2 — ► ^ 3 . Alors la 
composée g o /  \Cl\ — > CI3 est mesurable.

5. Applications mesurables réelles
Lorsqu’on parlera d’application (ou de fonction) mesurable de Cl dans R, on 

supposera toujours que R est muni de sa tribu borélienne canonique Br . Dans ce 
cas, en vertu du théorème 1.4.2 et du fait que la classe des parties de R de la forme 
] — 0 0 , x] (avec x G R) engendre Br , on peut caractériser la mesurabilité à l’aide du

5.1. Théorème. Soient (Cl, *4) un espace mesurable et f  : Cl — > R une application. 
Alors f  est mesurable si, et seulement si, pour tout æ G R Vensemble
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/  J (] -  oo,æ]) =  { /  <  x }  =  { oj G Q, : /(w) <  x }

appartient à A.

5.2. Notations

Soient / ,  g : fi — > R deux fonctions. Pour tout u G fi on pose

( /  +  0 )M  =  /(w ) +  g{u) et (fg)(oj) =  / H t f M

et

(in f(/,p )) (w) =  w£(f(u) ,g(u))  

(sup( f ,g))  (u) =  sup(f(u>),g(w))

/+ = s u p ( / ,0 )  et /  =  sup(—/ ,  0).

On vérifie facilement que

/  =  / + - / -  et |/| =  /+  +  / - .

Si ( /« )  n>i est une suite de fonctions réelles définies sur fi, on pose pour tout 
u) G fi

et

( su p /„ ) (cj) =  sup(/n(a;))
\n>l /  n > 1

“ £ / « )  H  =  m f ( /n H )

(lim sup / „ )  (w) =  lim sup(/„(w )) =  ûrf SU p f n(u>)
n > N

et

(liminf f n) (u) =  limmî(fn(u)) =  sup
N>1

Soit 'A une partie de fi. 
définie par

On appelle fonction indicatrice de A, la fonction 1 a

si u G A 
sinon

Il est clair que 1 a est mesurable si, et seulement si, A G A.
On dira qu’une fonction mesurable <p : fi — ► R est étagée, s’il existe une partition 

finie ( A i , . . .  , A&) de fi avec Ai G A  pour tout i G {1 , . . .  , k} et des nombres ai G R 
tels que
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k
<p =

i=  1

Le lecteur pourra remarquer que la partition A i , . . .  , A& n’est pas unique.
On notera
i) A4 l’ensemble des fonctions réelles mesurables sur fi,

M +  =  { f  E M  : f  >  0},

ii) £ l’ensemble des fonctions réelles étagées sur fi et

£+ =  {<p G £ : ip > 0}.

On a bien sûr

£ C A4 et £+ C M+.

5.3. Théorème, i) L ’ensemble A4 muni de l ’addition et de la multiplication est une 
algèbre unitaire.

ii) Soit ( fn)n>i une suite dans A4 ; alors sup f n, inf f ny lim sup/n et liminf f n 
(qu’on suppose exister pour tout u ) sont dans A4. Si f n converge simplement vers 
f , alors f  est mesurable.

Il découle de ce théorème que si f^g e  A4 alors sup(/,g), in f(/,p ), / + , f~  et |/| 
appartiennent à A4.

Démonstration, i) Soient / ,  g G A4. La fonction

( f , g) : u>E fl i— > (f(u>),g(uj)) € R2

(où R2 est muni de sa tribu borélienne 13^) est mesurable ; ceci découle du fait que 
les pavés [a, b] x [c, d] engendrent et que

( / , s ) _ 1 ( M ]  x M D  =  / - 1 ( M ] ) n 0 _ 1 ([c,d]).

Comme la fonction <j> : (x,y)  G R2 — ► y) =  x + y  G R est continue, la composée

cj G fi (/(co),g(u))) G R2 f{pj) +  g{u) G R

est mesurable. La mesurabilité de fg  se démontre de manière similaire en con
sidérant la fonction ^ : (æ,y) G R2 — > xy G R à la place de <fi. Le cas particulier 
/  =  À =  constante réelle donne finalement la structure d’espace vectoriel réel sur 
A4. L’ensemble A4 est donc une algèbre ; elle est unitaire puisqu’elle contient la 
fonction 1 .

ii) Pour démontrer ce point, on va utiliser la caractérisation de la mesurabilité 
donnée par le théorème I. 5.1. Soit x G R. Alors on a
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et

Comme pour tout n >  1, f n est mesurable, { / n < x }  G A, donc A yB e  A. 
Ceci montre que les fonctions sup f n et inf f n sont mesurables. Pour montrer que 
lim sup/n et lim in f/n sont mesurables, il suffit d’appliquer ce qui précède aux 
suites ipN =  supn>N f n et ipN =  inîn>N f n.

Si /  est la limite simple de f ny alors /  =  lim sup/n =  liminf f n qui montre bien 
que /  est mesurable. □

Le théorème suivant permet d’approcher n’importe quelle fonction de M  par 
une fonction étagée. Il sert à définir l’intégrale.

5.4. Théorème. Soit f  : fi — > R une fonction mesurable. Alors f  est limite simple 
d’une suite de fonctions étagées sur fi.

Démonstration, i) Nous supposerons pour commencer que /  est positive et bornée. 
Soit M  >  0 tel que supwen/(o ;) < M. On pose g\ =  Alors g\ est
étagée et on a, de manière évidente

M
0 < 9\ < f  et sup |f(co) -  gi(oj)\ <  — .

La fonction f i  =  f  — gi est mesurable, positive et bornée par 4p. La fonction 
92 — |£l{/>  est étagée et vérifie

M
0 < 92 < fi  et sup |/i(o>) -  g2(u>)\ < —r .

De cette manière on construit une suite (gn)neN* de fonctions étagées positives 
telles que

0 < gn ^ /  — (<7i + • • • + gn- 1) 
et

sup |/(u>) -  (gxiüj) +  . . .  +  gn(oj)) | < —

La fonction ipn =  g\ +  . . .  +  gn est alors positive et la suite (</?n)n>i est croissante 
et tend uniformément (et donc a fortiori simplement) vers / .

ii) Supposons /  > 0 mais non forcément bornée. On définit la suite (ipn)neN» 
par

tpn(u) =  inf (f(ui),n).

Alors (ipn) est une suite croissante de fonctions bornées, qui tend simplement vers 
/ .  D’après i), pour chaque n G N*, il existe Cn S £+ telle que 0 < Cn < V’n 
et sup^çft |V'n(w) -  (n(w)| < Pour tout n la fonction gn =  sup(Çi,. . .  ,Cn) est 
étagée positive et la suite (gn) tend simplement en croissant vers / .
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iii) On suppose maintenant que /  n’est pas forcément positive. Alors on sait (cf. 
I. 5.2) que f  =  f + — f~  où f + et f~  sont positives. D’après ii) il existe des suites 
(<?+) et (g~) de fonctions étagées positives qui tendent en croissant respectivement 
vers f + et / “ . Alors gn =  g£ — g~ est une suite de fonctions étagées qui tend 
simplement vers / .  □

6. Exercices
6.1. Soient fl un ensemble non vide et (An)ngN une suite de parties de fl.

Démontrer les formules (U „eN ^«)C =  flneN An et (flneN^n)0 =  UneN An dites 
formules de Morgan.

6.2. Soient fi un ensemble non vide et C une partie de V (fi).
i) Montrer que la tribu a(C) engendrée par C coincide avec la tribu a (b(C)) 

engendrée par l’algèbre de Boole b(C) engendrée par C.
On dira que C est une classe monotone si pour toute suite croissante (j4n)n>i 

dans C, Un>i An € C e t pour toute suite décroissante (jBn)n>i dans C, fln>l € C.
ii) Soit A  une algèbre de Boole sur fi. Montrer que A  est une tribu si, et 

seulement si, A  est une classe monotone.

6.3. Soit S la famille des parties de Rn de la forme I\ x . . .  x In où I\, . . .  , In sont 
des intervalles (ouverts, fermés ou semi-ouverts) de R.

Montrer que S est une semi-algèbre de Boole sur Rn (commencer par étudier le 
cas n =  2. Il est conseillé de faire un dessin ; il dit toujours plus que mille mots !).

6.4. Soient ( f i i ,A) i e /  une famille d’espaces mesurables. Sur fi =  I W  fit on 
considère la tribu A  engendrée par les parties de la forme n »e / ^  °ù Ai =  fi* sauf 
pour un nombre fini d ’indices i € I.

i) Montrer que pour cette tribu les projections 7Tj : fi — > fi* sont mesurables.
ii) Montrer que A  est la plus petite tribu sur fi pour laquelle les applications 7Tt 

sont mesurables.
iii) Montrer que pour qu’une application /  d ’un espace mesurable (E ,B ) dans 

(fi, A) soit mesurable il faut, et il suffit, que pour tout i € I  l’application 7Tj o /  : 
E  — > fij soit mesurable.

La tribu A  sur fi est appelée la tribu produit des tribus A%.

6.5. Soient E  un espace métrique et B sa tribu borélienne. On munit E x E  de la 
tribu produit B ®  B.

i) Montrer que la diagonale A =  { ( x, x)  | x e  E }  appartient à la tribu produit 
B ®B .

ii) Montrer que si f  et g sont deux applications mesurables d ’un espace mesurable 
(fi, 4̂) dans E, alors l’ensemble { u  € fi | /(a;) =  g(w)}  appartient à A.

6.6. Soient (fi, A)  un espace mesurable et ( /n) une suite de fonctions mesurables 
réelles sur fi.

Montrer que l’ensemble des éléments w 6 fi tels que / n(w) converge dans R 
appartient à A.



CHAPITRE II

Espaces mesurés

Nous avons introduit, dans le Chapitre I, tous les ingrédients nécessaires pour abor
der la théorie de la mesure proprement dite. Nous allons définir, de manière précise, 
la notion de mesure sur une algèbre de Boole et sur une tribu. Nous démontrerons 
le théorème de prolongement qui permet d’étendre une mesure, définie a priori sur 
une semi-algèbre de Boole, à la tribu qu’elle engendre. Nous l’appliquerons ensuite 
à la construction de la mesure de Lebesgue sur R.

1. Définitions et exemples
Soient fi un ensemble et A  une partie non vide de V (fi).

1.1. Définition. On appelle fonction  d ’ensem ble sur A  toute application p sur A  
à valeurs dans R U {+ 0 0 } . On dira que p est

i) additive si, pour toute famille finie (An)n=i,... ^ dans A  telle que la réunion 
des An soit encore dans A  et n ^ p  ==> An fl Ap =  0, alors

Soit (fi, A) un espace mesurable.

1.2. Définition. On appelle m esure sur A  toute fonction d’ensemble sur A, positive, 
a-additive et non constante avec la valeur + 0 0 .

Pour A G A, le nombre p(A) s’appelle mesure de A. Le triplet (fi, A , p) où A  
est une tribu sur fi et p  une mesure sur fi s’appelle espace mesuré

L’addition et la multiplication des réels est prolongée à tout R+ de la façon 
suivante : soit a G R+ ; alors on convient que

( n i ) A* ='% 2V’(An),
n—1

k

U) a-additive, si pour toute suite (An)ne^ d’éléments de A  deux à deux dis
joints telle que la réunion des An soit encore dans A  (condition automatiquement 
satisfaite si A  est une tribu) et converge, alors

(II.2)

+ 0 0  +  (+ 0 0 ) =  + 0 0 , a +  (+ 0 0 ) =  + 0 0  0 x + 0 0  =  0

+ 0 0  x (+ 0 0 ) =  + 0 0 +  a x (+ 0 0 ) =  + 0 0  avec a >  0 .
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Les expressions (II. 1) et (II.2 ) auront donc toujours un sens que les fi(An) soient 
finis ou non.

Soit (i une mesure sur un espace mesurable (fî, A). On dira que fi est
i) finie si, pour tout A € A, fi(A) < +oo. Comme pour tous A, B  G A } A C  B 

implique fi(A) < fi(B )} fi est finie si, et seulement si, fi(Cl) < +oo ;
ii) a-finie si Cl =  |JnGN avec An e  A  et fi(An) < +oo ;
iii) une probabilité sur Cl si fi(Cl) =  1 .

1.3. Conséquences

Soit (fî, A , fi) un espace mesuré. Alors
i) /x(0 ) =  0 ; en effet comme pi n’est pas constante avec la valeur +oo, il existe 

A G A  tel que fi(A) < +oo. Soit (An)nen la suite d’éléments deux à deux disjoints 
dans A  définie par

Ai =  A et An =  0 pour n > 2 .

La réunion des An est égale à A et la cr-additivité de fi donne
oo

/j,(A) =  n(A) +  fi{An).
n=2

Ceci implique que la série S ^ = 2 ^(^n) converge et est égale à 0 . Comme tous ses 
termes sont égaux à /i(0 ) on en déduit que ^(0 ) =  0 .

ii) fi est additive. En effet soit (An)n=i )... ^ une famille finie dans A  telle que la 
réunion des An soit encore dans A  et n =£ p = >  An fl Ap =  0 ; on pose

, ( An si 1  < n < k
n ( 0  sinon

Alors A!n est une suite de parties dans A  deux à deux disjointes et telles que

IK  = IJ
n> 1 n= 1

Comme fi est cr-additive on a

U 4. ) = = E***-4»)
n> 1 J n> 1 7i—l

qui montre bien que fi est additive.

1.4. Exemples de mesures

i) Supposons Cl fini de cardinal n et A  =  V(Cl). Pour tout A e  A o n  note |A| le 
cardinal de A. On pose

On obtient ainsi une mesure (une probabilté en fait) sur Cl.
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ii) Supposons fi =  N* et A  =  P (N*) et posons pour tout A  C N*

v (A) =  E  ■&-
a€A *

Alors n est une probabilité sur fi.
iii) Supposons fi quelconque et A  =  T5(fi). Pour A G A  posons

. ( \A\ si A est fini
m{A) =  \

( +oo sinon

Il est facile de voir que m ainsi définie est une mesure sur (fi, A) appelée mesure de 
comptage. Elle est cr-finie si, et seulement si, fi est dénombrable (exercice IL 5.1).

iv) Soient (fi, A) un espace mesurable et co un point de fi. Pour tout A G A  on 
pose

SU(A) =  1 a (w)

où 1 a est la fonction indicatrice de A . Il est facile de voir que l’application 6  ̂ ainsi 
définie est une mesure sur (fi, A) ; on l’appelle mesure de Dirac au point u.

On appelle mesure discrète sur (fi, A) toute combinaison linéaire dénombrable

oo

M =  Y l Pi6“ i
i = 1

de mesures de Dirac où les pi sont des nombres réels positifs ou nuis.
L’introduction de mesures intéressantes sur les ensembles non dénombrables 

nécessite un peu plus de matériel. Nous verrons comment arranger cela dans la 
suite.

2. Propriétés des mesures
Fixons quelques notations. Soit fi un ensemble. Si A et B  sont des parties de 

fi alors B — A sera l’intersection de B  avec le complémentaire de A. Soit (An)n>i 
une suite d’éléments dans A. La suite (An) est dite croissante (resp. décroissante) 
si An C An+i (resp. An+ 1 C An) pour tout n > 1. On dira que la suite (An) 
tend en croissant (resp. tend en décroissant) vers A si elle est croissante (resp. 
décroissante) et si

A = [ j A n ( resp. A =  Q  An J .
n—1

Dans ce cas on note

71= 1

An î  A (resp. An l A).

On appelle limite supérieure et limite inférieure de (An) les parties de fi définies 
respectivement par
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oo /  oo \ oo /  oo
(II.3) limsupAn =  n u An J et lim inf An =  u n

N = 1 \n=N  J N = 1 \n=N

On dira que (An) est convergente si limsup^4n =  lim inf An.

2.1. Proposition. S'oit (fî, A , /i) un espace mesuré.
i) Si A, B E A  sont tels que A d  B et p(B ) < +oo, alors p (B —A ) =  p (B )—p(A). 
Soit (j4n)n>i une suite d’éléments dans A.
ii) Si (An) tend en croissant vers A G A, alors p(An) tend en croissant vers 

H(A).
iii) Si An i A e  A  et s ’il existe no tel que p(Ano) < +oo, alors p(An) tend en 

décroissant vers p(A).
iv) On a toujours

V M| An ) <  ^ 2 fl{A n).
\ n = l /  n=1

v) On a p (lim inf An) < lim inf p(A n) et s ’il existe no tel que

Î J An j < +oo,
\n=no

alors limsup p(A n) < /^(limsup 4̂n). En particulier si p est une probabilité, on a

n —>+oo A ^ p , { A n) n^ ° ° / i ( A ) .

vi) On a

Y  n(An) < +oo = +  /x(limsup An) =  0 .
n = l

Démonstration, i) A et B — A sont disjointes et telles que B =  A U (B — A). D’où 
p.(B) =  fj,(A) +  n(B  — A). Comme p(A) < fi(B) < +oo on a

H(B - A) = n(B) -  fJ,(A).

ii) Les parties Ai, A 2 -  A i , .. .  , An -  An- i , . . .  sont disjointes deux à deux et 
ont pour réunion A. La cr-additivité de p donne

H(A) =n{Ai) + -  A n -1)
n = 2

( N \
fJ,(Ai) + - A n - 1)

n= 2 >

=  lim p, ( A l  U M  ( A n  -  A n - i )  ) •
^ +°° \ n=2 J
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Comme la suite

aN = n ^ 4 i U |J  (An -  An-

est croissante et est égale à la suite h{An ) on a

v {An ) T K A )-

iii) On peut écrire

OO
^ = Ano — (AnQ — An).

71=77-0

Ce qui donne, d’après i),

=  V>{Ano) — fi | (Ano — An) | .

On applique ii) à la suite croissante (Ano — An)n>no et on obtient

p I U  {Ano -An) J =  n lim o^(A no -  An).
\n=no /

D’où

n{A) =.n{Ano) -  lim M A no) - f i ( A n)}  =  J m ^ K A n )-
n— ►“r o o  1

iv) Les parties Ai, A% — A i , . . .  , {A n — U”^ 1 A ij , . .  • sont disjointes 
réunion est égale à celle des An. D ’où

l — l

n= 2

M ( U  An I ~ ^ A i )  + X ) ̂  ( An ~ U Ai
\ « = 1  J n=2 \ <=1 /

oo oo

<l*(Al) +  X )  ViAn) =  2  ^An)-

v) On rappelle que la suite

n a”
est croissante et telle que

lim  in f An =  [J  P | An.

D’après ii) on a

i= N

N = ln = N
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/i(lim inf An) =  lim /jl n * )
,n=N  /

puisque |XL at An C AN. 
La suite

=  lim inf // n a
>n=N

< lim inf fi(Apf)

B N =  U  An
n =N

est décroissante et tend vers lim sup An. Soit N  G N* ; alors pour tout n > N, 
An C B n ; donc fi(An) < fi(B^) et par suite

sup fi(An) < fi(BN).
n> N

D’après iii) on a

limsup//(.An) =  inf sup fi(An) < lim^(Bn ) =  //(lim sup An).
^  n > N  N

Ce qui démontre ce qu’on cherche.
Si fi est une probabilité toutes les parties de fi sont de mesure finie (puisque 

//(fi) =  1 ). On aura donc

//(lim inf An) < lim inf fi(An) <  limsup//(i4n) < //(lim sup An).
Si (An) converge vers A , on a limsup j4n =  lim inf An. Ce qui montre bien que

4 >  "=±>“  <4 = »  " = i “  n(A).
vi) La suite

i k
\n=N J NeN*

est décroissante et tend vers limsup An. D ’autre part, comme par hypothèse

( IJ An J - S < +00
\n=l n= 1

le point iii) nous donne

//(lim sup An) lim a
N->+oo U  A

,n=N

<
AT
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3. Le théorème de prolongement
Comme nous Pavons déjà signalé la construction d ’une mesure intéressante sur 

un ensemble non dénombrable ne se “voit de manière explicite” que sur certains 
éléments (qui forment souvent une algèbre de Boole ou une semi-algèbre de Boole) 
de la tribu. C’est sur ces parties que l’on construit d’abord une telle mesure ; 
le théorème de prolongement permet de l’étendre ensuite à toute la tribu. La 
démonstration de ce théorème découle de plusieurs lemmes que nous allons établir.

3.1. Définition. Une m esure ex térieu re sur fl est une application <\> : 'P(fi) — > R+ 
telle que

i) m = o,
ii) si A d  B alors <f>(A) < <j>(B),
iii) pour toute suite (^4n )n e N *  dans V(Çl),

( oo \ oo

L U n  < E ^ ) -
n= 1 /  n= 1

Une partie A de Cl est dite <f-mesurable si, pour toute partie E  de fi, on a

(II.4) </>(E) =  <f>(A H E) +  </>(Ac H E ).

Soit /z une mesure sur une algèbre de Boole Ao de parties de fi : /z est une 
fonction d’ensemble sur Ao , positive, cr-additive et non constante avec la valeur 
+oo. Nous allons définir de manière naturelle une mesure extérieure /z* sur fi en 
utilisant \x. Soient i4 G P (fi) et S a  l’ensemble de toutes les suites S  =  (An)neN* 
d’éléments de Ao telles que A C \JnAn. Posons

(II.5) p*(A) = inf
S €Sa

y !  \ •

3.2. Lemme. Supposons fx bornée. Alors la fonction d’ensemble /x* : 7^(fi) — ► R+ 
est une mesure extérieure bornée sur fi qui coïncide avec \x sur Ao •

Démonstration, i) Soit A G Ao ; on a de manière évidente /x*(A) < ix(A). Soit 
S =  (An)neN. g SA ; alors

donc

fi(A) <  ^ 2  p{An),
ne N*

(*{A) < inf
SÇ.Sa

i.e. p(A) < fj,*(A). Par suite p(A) =  p>*(A).
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ii) Nous allons maintenant établir que pi* est une mesure extérieure sur fî ; elle 
est bornée car /j, l’est. Les propriétés i) et ii) de la définition II. 3 .1 . sont évidentes. 
Démontrons iii). Soit A une partie de fl telle que

A =  (J  An
716N*

avec An partie de f l non forcément dans Ao> Soit e > 0. Alors pour tout n G N*, 
il existe une suite (Ank)keN* dans Ao telle que

Mais

A-n G |̂ | Ank et 
keN* k€ N*

d’où

A  c  |^J A nk
riyke N*

V>*(A) < ^ 2  i*{Ank) < Y 2 H*(An) +  £.
n,fcG N* n£N*

Cette inégalité étant vraie pour tout e > 0 , on en déduit par passage à la limite 
(quand e —> 0 ) :

H*{A) < Y ,
ne N*

Ce qui termine la démonstration du lemme. □
Notons B la classe des parties de fl qui sont ^-mesurables i. e. les parties A 

qui vérifient

pL*(E) =  n*{A n  E) +  n*(Ac f l  E)

pour tout E  G T7(fl).
3.3. Lemme. B est une tribu sur fl et pi* est une mesure bornée sur cette tribu.

Démonstration, i) B est une algèbre de Boole sur fi. On a clairement pour tout 
E  G V (ù)

p i* (E )  =  O  E )  +  O  E )  

donc ü  €  B .  Soient A ,  B  G B  et E  G ^ (fî). Alors

n * ( E )  =  n * ( A  n  E )  +  n * ( A c n  E )

=  pl* { A  n B n £ )  +  pl* { A  n B c n s )

+  p f ( A c O  B  n  E )  +  n * ( A c D B c f \ E )

> p,* (A n b  n e )
+  pl* { ( A  n  B c n  E )  u  ( A c n  B  n  E )  u  ( A c n B c n E ) }

>  pl* ( A  n  B  n  E )  +  pl* { ( A  n  B ) c n  E ) .
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Comme E  =  {(A  fl B) fl E } U {(A  fl B )c D E } et que fi* est une mesure extérieure, 
le point iii) de la définition IL 3.1. donne

fj,*(E) < n*{A  n B  n E) +  fi* { (A  n B )c n e }
et donc

H*{E) =  p* (A nfînB) + ) i * p n  B)c n E } .

Ce qui montre que A  fl B  € B. Le fait que A  G B = >  Ac £ B découle trivialement 
de l’égalité

fi*(E) = fi* (A n E ) +  fi*(Ac n E)

où E  e  ■p(îl).
ii) fi* est additive sur B. En effet soient A et B  des éléments de B tels que Af)B =  

0. Alors

fi*(A U B) =  fi* {(A  U B) n A } +  fi* {{A  U B) O Ac} 
=  fi*(A) +  fi*(B).

iii) B est une tribu. Soit (An)nepj. une suite d’éléments dans B. On veut montrer 
que

OO

A= [J An
71=1

est un élément de B. On peut supposer que les An sont deux à deux disjoints ; s’ils 
ne le sont pas on pose

, f Ai pour n — 1

71 \ An fl n . . .  fl A\ pour n > 2

et on remarque qu’on a

OO OO

U ' 4« =  I M -
71= 1 71=1

Ce n’est donc pas une restriction de supposer

An fl Ap =  0 pour n ^ p .  

Soient E  G £ >  0 et N  G N*. Alors comme

N

= p

< v
*

,n=l
< +oo
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la série M*(Ai) converge ; donc pour N  suffisamment grand on a

N

(IL6 ) U ( A- n £ ) U  E  V *{K r\ E ) < e .
V ln = l  J /  n=JV+1

Maintenant comme

qui est une réunion disjointe on a

(ii*7) n ^ ) -

Sommant le premier et le troisième membres de (II. 6 ) respectivement avec le deuxième 
et le premier membres de (II. 7) on obtient

e + m*(£) >  ̂j IJ (A- n̂ )] ) + ( U n
+ , * ( { U , . [ n £ ) .

Et donc

£ + /i*(E)>/x* ( 7  U An\ ns] +M* rU < n
ln = l \n = l  

oo

Kn= 1

U M  D E ) +n*  ( ( j ( A n DE)

En faisant tendre € vers 0 on obtient

/ x * ( E ) > ^ ( " ( 0 An}  n E ) + ^ (  U ^ D E ) ) .

Comme l’inégalité
7̂1=1 \n= 1

m* ( £ ) < m* 0  U a * \ n s j + /z * ^ 0 (An n £ )
Ln=l

est vérifiée de manière évidente, on a

/  oo

*(£) = /** N |JM nE )+**• IJ(̂ nE)
Ln=1 \n= 1
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i.e.

OO

U An e B
71=1

qui montre bien que B est une tribu.
iv) p* est une mesure bornée sur B. Soit toujours (An)n e une suite d’éléments 

de B deux à deux disjoints. Comme n* est une mesure extérieure on a

(II.8 ) m* ( U An ) -
\n=1 /  n = 1

D’autre part comme pour tout N  G N*

N  oo

U An C (J An
71=1 71=1

on a

iV iV

\n=l /  \n=l /  n=l

En passant à la limite quand N  —> +oo on obtient

(II.9) ( { J  An > 5 > * ( ,4 n).
\n=l /  n =l

Les inégalités (II.8 ) et (IL9) donnent

/ oo \  oo

( U  Ai J = (^n)#
Vti= 1 71=1

Ceci montre bien la cr-additivité de /x* qui est donc une mesure sur B . Elle est 
trivialement bornée. □

3.4. Lemme. La tribu A  =  cr(Ao) engendrée par Ao est contenue dans B.

Démonstration. Il suffit de montrer que Ao est contenue dans B car celle-ci est une 
tribu. Soient A  G Ao ; il s’agit de montrer que pour tout E  G V{D) on a

fx*(E) =  fx*(AC\E) +  ix* (Ac fl E).

L 71= 1

Comme
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où Se est l’ensemble de toutes les suites S =  (An) telles que An € Ao et E  C 
(X L i An, pour tout s >  0 il existe S =  (An)n€N* € telle que

OOE » (A n )<H *(E )+e .
71=1

Mais
OO OO OOE =  E n An) +  £  n An)

71=1 71=1 71=1

>/z*(yin£;)  +  / i * ( i c n E )

et donc

^  (A D E) +  fi*(Ac n E ) <  n*{E) +  e. 

En faisant tendre e vers 0, on obtient

Comme l’inégalité

est évidente, on a

li* (A n E) +  n*(Ac D E ) <  n*(E). 

n* (A n E) +  fl* (Ac n E) > fl* (E)

fi* (E ) =  fi*(A D E ) +  fi* (Ac n E).

Ce qui montre bien que A e  B. □

3.5. Lemme. Soit v une mesure sur B qui coïncide avec fi sur Ao. Alors v coïncide 
avec fi* sur a(Ao).

Démonstration. Soit

B0 =  { A e B  : v(A) =  fi*(A )}.

Il est clair que Bo est une algèbre de Boole contenant A)- Nous allons montrer que 
Bo contient o(Ao). Pour cela il suffit de montrer que Bq est une tribu : soit (An) 
une suite dans Bo qui tend en croissant vers A. Alors

i'(A) =  lim u(An) =  lim fi*(An) =  ft*(A).
71— >+<X> 7l — + -fO O

Donc A e  Bo- Ce qui termine la démonstration du lemme. □

. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le

3.6. Théorème de prolongement. Soient Ao une algèbre de Boole sur ù  et A  la tribu 
engendrée par Ao- Alors toute mesure bornée sur (fl, Ao) se prolonge de manière 
unique en une mesure sur (fî,A).

Démonstration. La mesure extérieure fi* donnée par. l’égalité (IL 5) et restreinte à 
A  =  cr(Ao) donne le prolongement qui est unique d’après le lemme IL 3.2. □



§ 3. Le théorème de prolongement 31

Ce théorème, qui reste valable même si la mesure n’est pas bornée, permet de 
construire le produit d’un nombre fini de mesures et la mesure de Lebesgue sur R.

3.7. Produit tensoriel de mesures

Soient (fii, Ai,/xi), . . . ,  (fîn,An>Mn) des espaces mesurés. La famille S des 
parties de Cl =  Cli x . . .  x Cln de la forme Ai x . . .  x An où Ai e  Ai pour tout 
i =  1,. . .  ,n est une semi-algèbre de Boole. Alors en posant

^o(Ai x . . .  x An) =  / ii(Ai) •... • /xn(An)

on peut définir une mesure sur l’algèbre de Boole Ao engendrée par S qui se prolonge 
de façon unique en une mesure sur A  =  A i <8> . . .  ® A n qu’on notera /xi ® . . .  ® /xn 
et qu’on appelle le produit tensoriel de /xi, . . . ,  fin.

3.8. Mesure de Lebesgue sur R

On pose Cl = ]0 , 1 ]. Alors l’ensemble des parties de Cl de la forme

k
(1 1 .1 0 ) A = U K & i ]

2=1

avec 0 < ai < bi < < b2 < . • • < a,k < bk < l est une algèbre de Boole Ao sur Cl
qui engendre la tribu borélienne B q . Pour A G Ao de la forme (II. 10) on pose

k
(ILll) n(A) =  -  ai).

1=1

Alors /x est une mesure finie sur Ao* D ’après le théorème de prolongement elle 
s’étend de manière unique en une mesure Ào sur B q .

Pour tout A G B u  et tout n G Z soit An =  Afl]n, n +  1] ; d ’autre part si a G E, 
a +  A sera l’ensemble {a  +  x : x G A}. On pose

(1 1 .1 2 ) A(^) =  ^ A 0( - n  +  An)
nez

On obtient ainsi sur R une mesure À, cr-finie appelée mesure de Lebesgue.
La mesure de Lebesgue sur Rn est obtenue en faisant le produit tensoriel n fois 

de la mesure À.
Le lecteur peut vérifier que la mesure de Lebesgue sur R (et sur Rn aussi) est 

invariante par translation i.e. pour tout A G Btn et tout vecteur u G Rn on a

X(u +  A) =  À (A).

C’est une propriété importante de À. Malheureusement cette mesure À a un point 
faible car elle ne permet pas de mesurer toutes les parties de R même quand elles
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sont bornées. L’idéal, en théorie de la mesure (sur R), serait de pouvoir construire 
une fonction d’ensemble fi sur tous les bornés, positive, cr-additive et telle que

i) m([0 , 1 ]) =  1 ,
ii) si A  et B  sont bornés et isométriques, alors f i ( A )  =  n{B).
Ce problème est connu comme étant le problème difficile de la théorie de la 

mesure. Il admet une solution négative comme le montre la construction qui suit.
Supposons que le problème a une solution. Sur [— +^] on considère la relation

d’équivalence

x équivalent à y <==> x — y G Q

où Q est le corps des nombres rationnels. Soit B une partie de [—^,+|] con
tenant un et un seul élément de chaque classe d’équivalence (toujours possible par 
l’axiome du choix). Soient {ai, a2 , . . .  , an, . . .  } l’ensemble des rationnels de l’inter
valle [—1, +1] et posons Bn =  an +  B pour tout n e  N*. Alors les Bn sont deux à 
deux disjoints et tels que

On aura

c  U  Bn C
nGN*

1 1 ' \ , ( 3 3'
~ 2 ’ + 2_

) = 1  et [i (
2 , +  2 .

=  3

et pour tout n €

fi(Bn) =  n{B).

Comme on a supposé que p est cr-additive on aura
oo

1 < p(Bn) =  p(B) +  p(B) +  . . .  <  3.
71=1

La première inégalité implique que la quantité p(B) est strictement positive et la 
deuxième inégalité implique que p(B) est nulle. Ce qui est une contradiction. □

La construction qui précède montre en particulier qu’il existe des parties, en 
l’occurrence 5 , qui ne sont pas mesurables au sens de Lebesgue.

4. Propriétés vraies presque partout
Soit (fî, A , p) un espace mesuré.

4.1. Définition. On dira que A C ü est de mesure nulle pour p si A G A et 
vérifie p{A) =  0. On dira que A est négligeable s ’il est contenu dans un ensemble 
de mesure nulle.

Une propriété sur Q est dite vérifiée presque partout pour la mesure p (en abrégé 
p-pp) si l’ensemble des éléments de Q qui ne la vérifient pas est de mesure nulle.
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4.2. Exemples

On dira que
i) f ,  g € M. sont égales p-pp si

l i ( {u j e n  : f(üj) ^  g(u )}) =  0 .

ii) La suite ( /n) dans M  tend g-pp vers /  G M  si

g  ({a; G fi : / n(cj) ne tend pas vers / ( a;)}) =  0.

La notion de “propriété vérifiée presque partout est très importante en théorie 
de la mesure ; elle interviendra constamment dans ce cours.

5. Exercices
5.1. Soit fi un ensemble. Pour tout A C fi on pose m {A ) =  \A\ (cardinal de A) si 
A est fini et m(A) =  +oo sinon.

i) Montrer qu’on définit ainsi sur (fi, P (fi)) une mesure (appelée mesure de comp
tage).

ii) Montrer que m est cr-finie si, et seulement si, fi est dénombrable.

5.2. On considère l’espace mesuré (N,'P(N),m) de l’exercice IL 5.1. Si A C N on 
pose

g(A) =  limsup — m(A  fl { 1 , . . .  ,n})  
n

et on note A  l’ensemble des parties A de N pour lesquelles

lim ( —m(A  fl { 1 , . . .  , n })n->+oo \n

existe.
i) Montrer que si A est fini alors g(A) =  0.
ii) Montrer que g, est Animent additive sur A.
iii) Montrer que g  n’est pas cr-additive sur A.

5.3. Soit (f i,P(fi) , / i) un espace mesuré. On suppose que g  est a-finie et on pose

E =  {u  G fi : g({u>}) > 0}.

Montrer que E  est dénombrable. (Comme g  est cr-finie on a fi =  U S i avec 
g(üi) < -foo. Considérer alors l’ensemble E™ =  { lu G E  fl fi* : g({oo}) > £ } ) .

5.4. Soient (fi, *4) un espace mesurable et (gn)n>i une suite de mesures telles que 
pour tout A e  A o n  ait

gi(A ) < g 2(A) < . . .  < gn(A) < .. .

Si A G A on pose g(A) =  limn _*+00 l̂ n(A). Montrer que g  est une mesure sur
( i ï , A ) .
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5.5. Montrer que tout hyperplan affine de Rn a une mesure de Lebesgue nulle. (On 
admet que la mesure A est invariante par toute isométrie de Rn ; on peut donc 
supposer que cet hyperplan qu’on notera H  est défini par l’équation xn =  0 , que H
est limite croissante de la suite de compacts Ck =  [—fc, +&] x . . .  x [—k, +fc] x { 0 }.)

'-----------------*---------------- '
(n—1) fois

5.6. Soient (fi, .4) un espace mesurable, (/in)neN* une suite de probabilités sur A  
et (cin)neN* une suite de nombres réels non négatifs tels que Y^n=o Qn =  Montrer 
que antJLn est une probabilité sur A.

5.7. Soient fi =  {w i , .... ,u n, . . .  } un ensemble dénombrable, A  =  V(Cl) et (a „)n€N* 
une suite de nombres réels non négatifs tels que

+oo
y > n < O Q .
71=0

Montrer que la formule n(A) =  J2n= 1 an^A(^n) définit une mesure finie sur A . 
Démontrer que toute mesure finie sur A  est de ce type pour une certaine suite (an) 
pour laquelle

+ o o

y > n < O Q -
71=0



CHAPITRE III

Intégrale de Lebesgue

L’intégrale de Lebesgue généralise de loin celle de Riemann : une fonction Lebesgue- 
intégrable peut être partout discontinue alors qu’une fonction Riemann-intégrable 
est presque partout continue. Dans ce sens la première notion s’avère beaucoup 
plus utile et opérationnelle que la seconde. L’objet de ce chapitre est de définir 
l’intégrale de Lebesgue sur un espace mesuré quelconque et décrire ses propriétés 
(qui sont nombreuses !). Nous démontrons le lemme de Fatou, le théorème de con
vergence dominée et l’illustrons par quelques applications : continuité de l’intégrale 
dépendant d’un paramètre, dérivation sous le signe somme. Ce dernier théorème, 
dû à Lebesgue, est certainement l’un des outils les plus puissants de l’analyse 
mathématique.

Dans toute la suite (f2, A ) p) sera un espace mesuré. On rappelle les notations 
utilisées dans les chapitres antérieurs.

M  =  {fonctions réelles mesurables sur fi} M +  =  { f  € M  : f  > 0}

£ =  {fonctions réelles étagées sur fi} £+ =  {<p G £ : <p >  0}.

D’autre part : a) toute fonction f  G M +  est limite simple d’une suite croissante 
dans £+ ; b) toute fonction f  G M  est limite simple d’une suite dans £.

1. Intégrale supérieure
Pour les fonctions étagées positives, la définition sera immédiate ; on passera 

ensuite aux fonctions mesurables positives en usant du point a) qu’on vient de 
rappeler. Dans ces deux situations l’intégrale est un élément de R+ défini sans 
ambiguité. Pour une fonction mesurable quelconque il faut imposer une certaine 
condition qui est assez naturelle comme on le verra.

Soit /  G £+. Alors /  peut s’écrire sous la forme

k
f  =

i—1

où (A i , . . .  , Ak) est une partition de fi par des éléments de A  et a i , . ..  , sont 
dès nombres réels positifs ou nuis.

1.1. Lemme. Le nombre positif (fini ou égal à +oo)

k
^ c i in i  Ai) 
i=i

(III.1 )
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ne dépend pas de la partition choisie qui représente la fonction f .

Démonstration. Soit (B\,. . .  , Bf) une autre partition de fi par des éléments de A  
telle que

/  = É m b ,
3=1

où &i, € R+. Alors (Ai fl B j)itj est une partition de Q et on a a* =  bj pour
Ai fl Bj ^  0. D ’autre part si on fixe i G {1 , . . .  , k} (resp. j  G {1 , . . .  , i } )  alors 
(AiC)Bj)j=ii" . ie (resp. (^ 0 5 ^ = 1 ,...,* .)  est une-.partition de A< (resp. de Bj). On 
aura donc

k k i
^  ] Qi^Ai) =  ^   ̂0>i ^   ̂l^(Ai D Bj)
i= 1 2=1 j= l

/ k

= E E 0*^^05*)j= 12=1 
£ k

=  E E M ^ n ^ )
j  =  l 2=1 

£ fc

=  E 6i E ^ n ^ )
j  =  l 2=1 

l

Ce qui démontre le lemme. □

Le lemme III. 1 . 1  nous permet alors de donner la

1.2. Définition. On appelle intégrale supérieure de la fonction f  =  a* 1 ,4 . G
£+ le nombre (fini ou égal à +oo)

(in .2 ) / * ( / ) =  /  fdp  =  ' £ w ( A i).
Jn

On a bien entendu 1 Adp, =  p(A) pour tout A e  A.

1.3. Proposition. Soient f ,g  G £+ et a G R+. A/ors on a
i) I * ( f  ) >  0 ;
i i )  l* (a f) =  a l* (f) ; 
m ) i * ( f  +  g) =  i* ( f )  +  i* (g ) ;
i v )  f < g = > i * [ f ) < i ' ( g ) -
Soit (f n) une suite dans £+ qui tend en croissant vers f .  Alors
v) la suite (I* (fn)) tend en croissant vers / * ( / ) .
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Démonstration. Nous ne démontrerons que les points iii), iv) et v) ; les autres sont 
évidents.

iii) On peut écrire f  et g sous la forme

k e
f  =  Y ailA< et 9 =  Y  bjlBj

i= 1 j = 1

où {A i , . . .  , Ak) et (B i , . . .  , Bg) sont des partitions de ü  et a* et bj sont des réels 
positifs ou nuis. On a

D’où

k t
f  +  9 =  Y  adAi +  Y  bi lBi 

i—1 j = 1

~ Y ^ ai +  bj)lAi(-\Bj

I * ( f  +  9) =  +  bj)fJ>(Ai fl Bj)

k e e k

=  'Y , üi Y s ^ Ai ^  &3) +  2̂  bi  Y j ^  Bj)
2=1 j = 1 j = 1 2=1
k £

=  Y  aw{Ai) +  Y  bM Bj)
2=1 j = 1

=  / * ( / ) + / *  (g) 

qui démontre ce qu’on cherche.
iv) On peut écrire g =  f  +  {g — f )  où /  et g — f  sont dans £+. D’après iii) on a

I*(9) =  / * ( / ) + / *  ( g - f )

qui donne / * ( / )  < I*(g).
v) On peut d ’abord remarquer que pour tout n, / „  < /  ; d’où /* ( / „ )  < /*(/)•  

Ce qui donne

Um /• ( /„ )  < /* ( / ) .72—>+00

Il suffit donc d’établir l’inégalité

lim /* ( / „ )  > / * ( / ) .71—>-(-00

Soit a G]0,1[ et posons pour tout n :

An =  { / n  >  <*/} =  { w € f l  : /n (w ) >

On a de manière évidente
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An C An+\

Le. la suite (An) est croissante et tend vers fi puisque lim /n > a f.
Comme /  G £+, il existe une partition .. >Bk) de fi, où les Bi sont des 

éléments de A  et des nombres réels positifs ou nuis a i , . . .  , tels que

k
f  =  y^ad B j-

i= 1

Alors (Bi ( 1 4 Î  B i ) d’où

k
lim. I * ( f . lAn) =  lim Y]aiH (Bj fl An)n—>+oo n—►+oo *i= 1

k
= Y2

i= 1

=  /*(/)•
Comme, d’autre part, on a / „  > a .f . lAn pour tout n, on obtient 

lim / * ( / „ ) >  a  lim I * ( f . lAn) =  a I* (f).n—>+oo n—>+oo

L’inégalité limn_>+0o I*(fn) > « / * ( / )  étant vraie pour tout a  g]0 ,1 [, elle le restera 
quand a —> 1 ; d ’où

lim / * ( / „ ) > / * ( / ) .
n—>+oo

□
La démonstration qui précède contient en même temps celle de la proposition 

(dite de Beppo-Levi) :
Si ( fn)n>i est une suite croissante dans S+ telle que limn _»+00 f n soit > /  alors 

lim/* ( / „ )  >  / * ( / ) .

Nous allons maintenant définir l’intégrale supérieure d’une fonction mesurable 
positive quelconque en utilisant le fait qu’une telle fonction est limite d’une suite 
de fonctions étagées positives.

1.4. Lemme. Soient f  G M +  et ( /n) et (hn) deux suites dans tendant en 
croissant vers f .  Alors

lim I* ( fn )=  lim I*(hn).
71—> + 0 0  71—> + 0 0

Démonstration. Comme ( f n) tend en croissant vers f  on a pour tout p G N
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D’après la propriété de Beppo-Levi on a

/ * ( / p) <  lim I*(hn) Vp G N.n—»-f oo

En prenant la limite pour p —> +oo du membre de gauche, on obtient

lim / * ( / „ ) <  lim I*(hn).
p—*+oo n —>+oo

On démontre de même que

lim I*(hn) <  lim I* (fp)
n—>+00 p—»+oo

qui donne finalement

lim r ( / n ) =  lim I*(hn).
n—>+oo n —>+oo

□
On peut donc donner la définition qui suit.

1.5. Définition. On appelle intégrale supérieure d’une fonction mesurable positive 
sur (fi, A, p) le nombre

I * ( f ) =  f  f (u )d p (u )=  lim r ( / n )Jçi n—>+oo

où (f n) est une suite quelconque dans £+ tendant en croissant vers / .

Pour les fonctions mesurables positives on a une proposition analogue à la propo
sition III. 1.3. Nous allons l’énoncer sans démonstration.

1.6. Proposition. Soient f ,g  G M +  et a E R+. Alors on a
i) / * ( / )  > 0 ;
ii) I* (a f) =  a l* (f) ;
ni) I * ( f  +  g) =  l* ( f )  +  I*{g) ;
iv) f < g = > I * ( f ) < I * ( g ) .
Soit ( fn) une suite dans M +  qui tend en croissant vers f . Alors
v) la suite (I* (fn)) tend en croissant vers I * ( f ).

2. Intégrale d ’une fonction mesurable
On sait que toute fonction mesurable /  sur Cl s’écrit sous forme de différence de 

deux fonctions mesurables positives en l’occurrence

/ + = s u p ( / , 0 ) et / “  =  s u p ( - / , 0 ).

Pour avoir la linéarité on est amené à définir l’intégrale de /  comme étant la 
différence / * ( /+ )  — / * ( / " )  ; ce qui est parfaitement cohérent mais à condition 
que cette expression ait un sens. Par exemple si / * ( / + ) =  / * ( / ” ) =  +oo, cette 
différence reste indéterminée.
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2.1. Définition. Soit f  G M . On dira que f  est intégrable si on a I * ( f+ ) <  +oo 
et I* (f~ ) <  + 0 0 . L ’intégrale de f  sur (Q, A, fi) est alors le nombre réel

/(/)= / = i * ( n  - h /-).
Jn

On dira que f  est quasi-intégrable si / * ( /+ )  < + 0 0  ou < + 0 0 .

On notera dorénavant l’intégrale de /  sur (fî, A, /i), f  f  s’il n’y a aucune confu
sion ni sur fi ni sur la mesure (i. Si l’ensemble U supporte plusieurs mesures il y 
a lieu de préciser (dans la notation de l’intégrale) la mesure par rapport à laquelle 
on intègre ; la notion d’intégrabilité dépend fortement de la mesure donnée. Sur 
un même espace fî, il existe des fonctions intégrables par rapport à une mesure et 
non intégrables par rapport à une autre : prendre deux mesures p et v telles que 
/z(fi) < + 0 0  et jy(ü) =  + 0 0  et f  =  1 .

2.2. Exemples

i) Soit (fi, A) un espace mesurable muni de la mesure de Dirac au point u  e fi. 
Si /  E £+ il existe une partition mesurable (A i , . . .  , Ak) de ü  et des nombres réels 
positifs a i , . ..  , ak tels que

k
f  =  ^ 2 a i lAi.

i=1

Comme (A i , . . .  ,Afc) est une partition de fi, il existe un et un seul entier i G 
{1 , . . .  , k} tel que uj G Ai. D ’où

[  f6v =  aiSu(Ai) =  / ( oj).
Jn

Ainsi toute fonction /  G 5+ est 6̂ -intégrable et son intégrale est égale à Par 
la décomposition de n’importe quelle fonction /  G M. sous forme f  =  f  + — f~  et 
par le fait que / + et f~  sont limites de suites de fonctions de on montre que 
/  est toujours (^-intégrable et son intégrale vaut / ( u).

ii) Soit fi une mesure discrète sur un espace mesurable (fi, A) i.e.

+00

M =  Y h Pi6“  >
i=1

où Ui est une suite de points de fi et p\ des réels positifs. Alors /  G est 
intégrable par rapport à p si, et seulement si, la série à termes positifs

00 

i= 1
est convergente. Par suite f  € M  est /i-intégrable si, et seulement si, les séries

00 00

X ^ P i/+ (wi) et 5 > / - ( « 0

i— 1 2=1
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sont convergentes. Comme \f\ =  f + — f  , ceci est équivalent à la convergence de 
la série

OO

1=1

Dans ce cas l’intégrale de /  par rapport à fj, est

P 00
/  f(w)dp(w) =  5 3 ft/(ü /i)

3. Propriétés de l’ intégrale
On note C1 l’espace des fonctions mesurables et intégrables pour la mesure fi sur 

Cl et

4  =  { /  € C1 : /  >  0 }.

Nous allons commencer par montrer que C1 est un espace vectoriel réel.

3.1. Lemme. Soit f  e M . Alors f  est intégrable si, et seulement si, il existe g} 
h € C\ telles que f  — g —h. Dans ce cas on a

f  f  =  I*(g) — I*(h).

Démonstration. Supposons /  intégrable ; alors / + et / ”  appartiennent à C\ et sont 
telles que /  =  /+  — / “ . Il suffit donc de prendre g =  / + et h =  / “ . Réciproquement 
supposons que /  s’écrit /  =  g — h avec g, h G C\. Comme

/ + =  9 -  inf (g, h) et / “  =  h -  inf (g, h)

on obtient

<  + ° °  et <  + °°- 

Donc /  G C1. D’autre part comme g +  / “  =  h 4- /+  on a

r ( g )  +  I * ( n  =  I*(h) +  I * ( f+ )

c’est-à-dire

/  f  =  I * ( f+ ) - I * ( D  =  I * (g ) - I * (h )
Jet

qui termine la démonstration du lemme. □

On note Af l’ensemble des fonctions réelles mesurables sur fl nulles presque 
partout pour la mesure (i ; c ’est un espace vectoriel contenu dans C1.
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3.2. Théorème. L ’ensemble £} est un espace vectoriel réel et l ’application qui à toute 
fonction f  € C1 — > ||/||i — Jq |/(w)|d/c(w) G E+ est une norme (voir chapitre V) 
sur le quotient L1 =  C1 /N .

Démonstration, i) Montrons d’abord que C1 est un espace vectoriel. Il est évident 
que si /  G £ }  et a  G R alors a f  G C1 car

f _ { a f + ~ a f ~  si û: >  0 

1  a f~  — a f + si ce <  0 

Soient f ,g  G C1 et posons h =  /  +  g. Alors

h =  ( /  +  g)+ -  ( /  +  g)~ =  ( /+  +  g+) -  (f~  +  g~).

On a / + +  g+ G C\ et / “  + g~  G C\ car f  et g sont intégrables ; d ’après le lemme 
III. 3.1, la fonction h est donc intégrable et

/  h = [ \ f + + g + ) -  f \ r + g - )
J Cl J f2 J Cl

= Sj + L 9-
L’application f  S C1 — ► ||/||i =  |/| induit une norme sur L 1 car
(*) 1/ +  9\ <  l/l +  Isl et donc

/  |/ +  0 |< [  1/ 1 +  /  H-
J Cl J Cl J Cl

(■**) la propriété de séparation découle de la proposition III. 3.3. qui suit. □

3.3. Proposition. Soit f  G A4+. Alors

[  /  =  0 <=> /  G A/*n A4+.

Démonstration. On suppose d’abord /  G £+ i.e.

k
f  =

2=1

où (A iy.. .  , Ak) est une partition mesurable de Cl et a i , . ..  , des réels positifs. 
On a

f  f  =  Y s aiK A i)

Si / * ( / )  =  0 alors pour tout i =  1 , . . .  , k on a aifi(Ai) =  0. Ce qui donne ai =  0 

ou g.(Ai) =  0 ; dans tous les cas / * ( / )  =  0 <=$■ f  G N  fl M + .
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Si /  € M +  n’est pas forcément dans £+ on considère une suite f n e £ + qui tend 
en croissant vers / .  Si /  =  0 /ii-pp, f n =  0 /i-pp pour tout n puisque 0 <  f n < f  ; 
donc / * ( / „ )  =  0 d’après ce qui précède et par suite / * ( / )  =  lim I* (fn) — 0 .

Supposons / * ( / )  =  0 ; alors I* (fn) =  0 pour tout n puisque 0 < / n < / .  Ce 
qui nous donne / „  =  0 î-pp. Par suite l’ensemble {cv e  Cl : / n(w) > 0 } est de
mesure nulle. Comme f(oj) >  0 si, et seulement si, l’un au moins des / n(w) >  0 on 
a

{w  G'fi : f(u>) >  0 }  =  (J{u> € fi : /„(w ) >  0 }.
n

Donc /  =  0 //-pp. □

De cette proposition on tire les conséquences suivantes.
i) Si A  E A  est de mesure nulle alors pour toute fonction f  G A4+ on a

[  l A - f = 0 .
JQ

ii) Par définition, l intégrale de f  G M  sur A  G A  sera

[  f =  f  1a - f.
Ja Jn

Dans la proposition qui suit, de démonstration un peu technique et d’ailleurs 
similaire à celles qui précèdent, nous donnons un certain nombre de propriétés 
importantes de l’intégrale qui ont autant d’intérêt que le reste.

3.4. Proposition. On a
i) f  G M  est intégrable si, et seulement si, |/| est intégrable. 
ïi) Soient f  G M  et g G C\ ; alors

\ f \ < g = > f e c

iii) Soient f  G M  et g G C1 ; alors

f  =  g H - p p = ï  f  G C1 et

4. Le théorème de Lebesgue
Soit ( fn) une suite de fonctions mesurables convergeant vers une fonction mesura

ble / .  Que peut-on dire de la convergence de la suite f  f n ? Si les f n sont intégrables 
en est-il de même pour /  ? Si oui, dans quelles conditions la suite /  f n converge-t- 
elle vers l’intégrale de /  ? Nous savons déjà que si les f n sont positives et ( f n) tend 
en croissant vers f  alors Vintégrale de f n tend en croissant vers Vintégrale de f  
(qu’elle soit finie ou non). Ce ne sera pas le cas si on supprime ces hypothèses même 
si la suite converge par exemple uniformément vers /  comme le prouve l’exemple 
qui suit :
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On prend Q =  R+, A  =  Bu+ et p — À. Soit ( fn)n>i la suite de fonctions 
intégrables données par

f  0 s ix  > n  
M x )  =  \ i  si 0  <  i  <  n

Il est clair que ( f n) converge uniformément vers 0 mais là suite des intégrales f  f n 
est constante égale à 1 .

Le problème du passage à la limite sous le signe d’intégration J sera résolu, 
sous certaines hypothèses, par le théorème de Lebesgue auquel est consacrée cette 
section. Nous commencerons par le

4.1. Lemme de Fatou. Soit ( fn) une suite de fonctions mesurables positives sur f2 
telles que liminf f n soit une fonction partout finie sur Cl. Alors

rJn
(lim inf / „ ) < liminf f  f n

Jn

Démonstration. Rappelons que la limite inférieure de la suite ( /n) est définie comme 
la limite de la suite croissante de fonctions mesurables positives

hp =  inf f n.
n>p

D’où
/»* /»*

/  (l iminf/n) =  lim /  hp
J n p->+oo Ja

Comme hp < f n pour tout n > p  on a

[ * h p < [ *  fn
J n J n

pour tout n > p .  Donc

/  hp <  inf f n =  liminf /  f n
Jçi n > p  J n  J n

pour tout p. On passe alors à la limite sur p et on obtient
/»* /»* /»s(c

/  (liminf f n) =  lim /  hp <  liminf /  f n. 
Jn p -^ + oo JQ

Ce qui termine la démonstration.

Cela va nous permettre de démontrer le théorème de Lebesgue connu aussi sous 
le nom de théorème de la convergence dominée.

4.2. Théorème de Lebesgue. Soit (f n) une suite de fonctions intégrables sur (Cl, A , p). 
On suppose que

i) f n tend vers f  presque partout ;
ii) il existe une fonction intégrable g : Cl — » R telle que
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l/nl < g presque partout.

Alors f  est intégrable et Vintégrale de f n tend vers celle de f .

La suite ( /n) qui converge vers /  est dominée par la fonction intégrable g ; c ’est 
ce qui explique la dénomination convergence dominée.

Démonstration. Soit

" = { Û < "  : i/ » h i  > « ( “ ) }
ln = l

et M  =  N c. Alors N  est un ensemble de mesure nulle en tant que réunion 
dénombrable d’ensembles de mesure nulle. Comme |/n(u;)| < g(u) sur M, on a 
|/(o>)| < g(w) sur M  ; donc /  est intégrable d’après la proposition III. 3.4.

Nous allons d’abord modifier (presque partout) les éléments de la suite f n et la 
fonction /  de façon à avoir des inégalités et une convergence vérifiées partout sur 
f2. Posons

1 1 >  : /n(w) ne tend pas vers

<Pn =  =  1M f et 7  =  l Mg-

Alors les fonctions (pn) (p et 7  sont intégrables d’après la proposition III. 3.4 et

/ %  =  / / „  / * >  =  / ■ /  «  =

Il suffit donc, pour démontrer le théorème d’établir que

/ / tf-

Remarquons d’abord qu’on a - 7  < (pn <  7 . Les fonctions ^ + 7  sont donc positives 
et le lemme de Fatou appliqué à la suite (ipn +  7 )n>i donne

J liminf(v?n +  7 ) < liminf

Comme liminf{ipn +  7 ) =  lim (pn +  7  =  </? +  7 on a

c’est-à-dire

J + J y <  liminf J ipn +  J 7

(III.3) J (p <  lim inf /
Cette fois-ci on applique le lemme de Fatou à la suite de fonctions positives 

( 7  — </?n)n>i
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i.e.

Mais

D’où

/ < 7 - * )  =  J liminf (7 -  <Pn) <  liminf j (7  -  <pn )

J 7 - J V <  J 1 + liminf J .
liminf J <pn  ̂=  -lim su p  J <pn.

(III.4) J (p>  limsup J <pn.

Les inégalités (III.3) et (III.4) s’écrivent

limsup J <pn < J <p <  liminf /  tfin

qui montre bien que

Ce qu’il fallait établir. □

5. Applications du théorème de Lebesgue
Du théorème de Lebesgue, on peut tirer des conséquences importantes telles que 

la continuité ou la dérivabilité d’une foncion définie par une intégrale.

5.1. Théorème. Soit X  un espace métrique et F  : fi x X  — > R une application telle 
que

i) pour tout x E X , la première application partielle F(- ,x)  : SI — ► R est 
intégrable ;

ii) pour presque tout u E SI, la deuxième appliction partielle F (u , •) : X  — ► R 
est continue en xo ;

iii) il existe une fonction intégrable g : SI — ■» R telle que pour presque tout lo ESI 
et tout x E X  on ait \F(uyx)\ < g(uj). Alors la fonction

f ( x ) =  [  F (u ,x)dn(u )
Jn

est continue en xq-

Démonstration. Il suffit de montrer que si (xn)n>i est ^ne une suite ^ans ^  qui 
tend vers xo, alors la suite (f ( x n)) tend vers f ( x o)- Soit (x n )n >  1 une suite dans X
convergeant vers xq. On pose
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/n H  =  F ( u , xn) et ip(u) =  F (lo, x0).

Alors la suite de fonctions f n est telle que
i) f n tend presque partout vers (p ;
ii) |/n( )̂| < g(w) pour presque tout u G Çl avec g intégrable.
D ’après le théorème de Lebesgue

f(Xn) =  f  fn n^±?° [  tp = f(xo)
J Çl JCl

i.e. f  est continue en xq. □

La deuxième application concerne la dérivation sous le signe f  dont la démonstra
tion est laissée au lecteur.

5.2. Théorème. Soient {E y || ||) un espace normé (cf. chapitre V), U un ouvert de 
E et F  : Çl x U — ► R une application telle que

i) pour tout x e  U, la première application partielle F(- ,x)  : Çl — ► R est 
intégrable ;

ii) pour presque tout co G Cl, la deuxième application partielle F(u,  •) : U — ► R 
est différentiable sur U ;

iii) il existe une fonction intégrable g : Çl — > R telle que pour presque tout eu G Çl 
et tout x e U  on ait

\\\dxF(<jj,x)||| < g{uj)

où dxF  est la différentielle de F  au point x qui est une forme linéaire continue sur 
E et

1114^(^,1)111= sup \{h,dxF(üj,x))\.
\ M < i

Soit f  la fonction définie sur U par

f { x ) =  [  F(u,x)d(j,(oj)
Jn

Alors pour tout vecteur h de E et tout point x de Vouvert U, la fonction qui à tout 
pointu) G Çl associe (h)dxF(u,x) )  est intégrable, f  est différentiable et

(h,dxf )  =  /  ( h jdxF^jX^d^u) .
Jn

Ici {ĥ 4>) est Vévaluation de la forme linéaire <j> en le vecteur h G E.

Nous terminons par un exemple d’application du théorème de Lebesgue sur les 
séries doubles de nombres réels.

5.3. Théorème Soit (xnp) une suite de réels indexée par N x N. On suppose
i) qu’il existe une suite de réels (xp) telle que la limite limn _>+00 xnp soit égale 

à xp pour tout p G N ;
ii) qu’il existe une suite de réels positifs (yp) telle que l ’on ait
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oo
\xn p \ <  y p et + °°-

n=0

Alors pour tout n G N on a

oo
^  ̂|̂ np| < + 0 0 ,
p = 0

oo

y ;  \xp\ < +oo et
p= o

lim+00^ 2 Xnp
p= o

= E :
p=0

Démonstration. On pose Cl =  N, A  =  P(N) et g, =  m la mesure de comptage sur N. 
L’intégrale d’une fonction s’écrit alors sous forme de série. La suite double (xnp) 
s’interprète comme la suite de fonctions mesurable f n définies sur N, par f n{p) (la 
variable p joue le rôle de a>), la suite (xp) est la fonction f(p) =  xp et enfin (yp) est 
la fonction g(p) =  xp qui domine. La condition i) traduit la convergence (partout) 
de f n vers /  et les conditions dans ii) traduisent Pintégrabilité de g et le fait qu’elle 
domine les f n.

Le théorème de Lebesgue nous dit alors que les f n sont intégrables, la fonction 
/  est intégrable et l’intégrale de f n tend vers celle de /  soit

oo oo oo oo

^  ̂l^npl ^ +oo, ^  ̂\̂ p\ ^ +oo et lim o ^ ^ xnp — y
p= 0 p= 0 p=0 p=0

Ce qu’il fallait établir. □

6. Exercices
6.1. Soient ü  =  [0, +co[, B q  sa tribu borélienne et À la mesure de Lebesgue. Soit 
(/n)n€N* la suite de fonctions définies par

fn
xn
0

si x G [n,2n], 
sinon

Vérifier que f n est intégrable pour tout n G N*, que la suite ( / n) converge 
uniformément vers la fonction identiquement nulle mais que Jn f ndX ne converge 
pas vers 0 .

6.2. Soient fi =  [0 , 1 ], Bq sa tribu borélienne et À la mesure de Lebesgue. Soit 
(fn)nen* la suite de fonctions définies par

fn
n
0

^ * e i l  *],
sinon

Vérifier que f n est intégrable pour tout n G N*, que (f n) converge A-pp vers la 
fonction identiquement nulle mais que f n f nd\ ne converge pas vers 0 .

6.3. Soient (fi, A , g) un espace mesuré, ( f n) une suite de fonctions positives intégra
bles qui converge /i-pp vers une fonction positive intégrable / .  On suppose que 
fn fndX tend vers f Q fdg. Montrer que fQ \fn -  f\dg — > 0. (Utiliser les égalités
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/n +  /  =  SUp( /n , / )+ in f ( /n, / )  et l / n  - / I  = s u p ( /n, / )  -  inf(/n, / )  

qu’on établira.)

6,4. Montrer en donnant un contre-exemple que les résultats de l’exercice qui 
précède ne restent pas vrais si

lim /  f ndp — /  jdfi — +oo et fi) < +oo. 
n-+ ° °  Jçi Jn

6.5. Soient (fi, A , /i) un espace mesuré et /  une fonction intégrable sur fi. 
Montrer quë pour tout e > 0, il existe A G A  de mesure finie tel que

< e.

6 .6 . Soit (fi, *4, p) un espace mesuré. Pour tout p G [l ,+oo[ on désigne par L7 
l’espace des fonctions mesurables de puissance peme intégrable pour la mesure p sur 
fi.

i) Supposons que p(Q) < +oo. Montrer que si p < q on a Cq C £ p.
ii) On considère l’espace probabilisé ([0,1], i?[o,i]> A), À est la mesure de Lebesgue. 

Soit /  la fonction f [ x ) =  ^jl]o,i]. Montrer que /  appartient à C1 mais qu’elle 
n’appartient pas à C2.

iii) On considère l’espace probabilisé ([l,+oo[,/?[1>+00[, A).
Montrer que la fonction g(x) =   ̂ appartient à C2 mais qu’elle n’appartient pas 

à C 1.
iv) Quelle conclusion peut-on tirer de ii) et iii) ?

6.7. Soient (fi, A, g) un espace mesuré et /  : fi — > R mesurable. On pose m(f )  =  
sup {a G R : p ( { f  <  a}) =  0} et M ( f  ) =  inf { û G R  : p { { f  >  a}) =  0} .

i) Vérifier que m < M.
ii) Soient /  G L°° (cf. exercice V. 5.3. pour la définition de L°°) et g e  C1. 

Démontrer la formule de la moyenne m( f )  f Q gdp < f Q fgdp < M ( f )  Jn gdp.

6.8. On considère l’espace mesuré (R, fi, À) où fi est la tribu borélienne de R et À 
la mesure de Lebesgue. On rappelle que cette mesure est invariante par translation 
Le. si A G fi et r G R alors À(r +  A) =  A(A). On notera L1 l’espace des classes 
de fonctions A-intégrables et on admet que l’ensemble /C(R) des fonctions réelles 
continues sur R milles en dehors d ’un compact est dense (pour la norme || ||i) dans 
L1. Soient A G fi tel que 0 < A(A) < +oo et posons E = {x  — y : x>y G 4̂}.

i) Montrer que pour tout £ G R la fonction x  — > 7 (x,t)  =  1 a (% +  t ) lA(x)  est 
intégrable sur R.

On pose h(t) =  f Ry(x,t)dA(x).  Soit e >  0 ; alors on sait qu’il existe (pe G JC(R) 
(qu’on peut supposer 0 < (p£ <  1 ) telle que ||1 ^ < £-

ii) Montrer que la fonction h£(t) =  f R <pe(x +  t)lA(x)d\(x)  est continue (penser 
au théorème de la convergence dominée).
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iii) Montrer que supteK \h(t) — h£(t)\ < e et en déduire que he tend uniformément 
vers h quand e —► 0 et donc que h est continue.

iv) Calculer h(0) et montrer qu’il existe 6 >  0 tel que pour tout t € R, |f| <  6 
on ait h(t) >  0 .

v) Montrer que quel que soit t, — S < t < +6 il existe x t € R tel que x t € A  et 
x t + 1 € A.

vi) En déduire que E  est un voisinage de 0.
Si A (A) =  +oo on peut trouver un entier n € Z tel que An =  A fl [n,n +  1[ 

vérifie 0 < A(An) < +oo. D’après vi) l’ensemble En =  {x  — y : x, y € An}  est un 
voisinage de 0, donc E  est aussi un voisinage de 0 puisque En c  E.

Dans R on définit la relation d’équivalence : x  et y sont équivalents si, et seule
ment si, x  — y est rationnel. Dans chaque classe d’équivalence on choisit un et un 
seul élément (ceci est possible grâce à l’axiome du choix) et on note B  l’ensemble 
de ces éléments.

vii) Montrer que l’ensemble F  =  B — B =  {x  — y : x, y e B } ne contient aucun 
rationnel non nul. En déduire que F  ne peut pas être un voisinage de 0.

viii) Montrer que la famille {r  +  B }reQ forme une partition de R.
Nous allons montrer que B n’est pas mesurable (i.e. n’est pas dans B). Sup

posons qu’il l’est.
ix) Montrer alors qu’il existe r € Q tel que A(r +  B) > 0 .  En déduire que 

A(jB) >  0 (utiliser l’invariance de A par translation).
x) En déduire alors d ’après les questions précédentes que F  est un voisinage de 

0 et qu’on arrive ainsi à une contradiction avec vii) et donc que B  ne peut pas être 
mesurable.



CHAPITRE IV
Mesures produit, mesures images et densités

Comme le titre l’indique, dans ce chapitre nous étudions trois points importants 
en théorie de la mesure et de l’intégration : le théorème de Fubini qui permet de 
calculer l’intégrale sur un produit d ’espaces mesurés par intégrations successives sur 
chacun des facteurs ; le théorème de transfert qui généralise la méthode bien connue 
de changement de variable pour une intégrale de Riemann ; les mesures à densité 
ainsi que le théorème de Radon-Nikodym qui montre qu’une condition nécessaire et 
suffisante pour qu’une mesure /i soit “dérivable et à dérivée” mesurable par rapport 
à une autre mesure v est que p soit absolument continue par rapport à v. C’est un 
résultat fondamental dans le domaine.

1. Le théorème de Fubini
Rappelons d’abord la définition d ’une tribu produit donnée au chapitre I. Soient 

(fii, Ai)> i =  1 , . . .  , n des espaces mesurables, posons fi =  f i i  x . . .  x f i n  et notons 
S la semi-algèbre des parties de la forme A\ x . . .  x An où A\ G A l, . . . ,  An G A n- 
La tribu A  sur fi engendrée par S est appelée tribu produit (ou produit tensoriel) 
de A i ) . . .  , A n- On la notera A  =  A i ® . . .  ® An. En posant

Mo(̂ 4i x . . . X An) = [Ai ( A i )  • . . . • p n ( A n )

on définit une mesure sur l’algèbre de Boole Ao engendrée par S qui se prolonge 
de façon unique en une mesure \i\ ® . . .® p n sur la tribu A  =  A\ ® . . .  <g> An qu’on 
appelle produit tensoriel de /xi, . . . ,  pn.

Soient (fii,v4 i,/ii) et ( ^ ^ 2^ 2) deux espaces mesurés. Pour tout A € A i®  A 2 
et pour tout u>i G fii, on pose

AUl = {üJ2 £ fi2 : (^1)^2) £ A}

De même pour tout u>2 G fi2

A(jj2 =  {^1 £ f ii : (c^ i,^ ) G A }.

L’ensemble AUl (resp. A ^ )  est appelée section de A suivant uj 1 (resp. suivant u 2). 
Il est facile de voir que A G A 2 et AU2 G A i .

Soient (E , B) un espace mesurable, /  : fii x fi2 — > E  une application mesurable 
et désignons par / a;i (resp. / W2) l’application fi2 — ► E  (resp. fii —-> E) qui à u>2 
(resp. à u>i) associe /(c^ i,^ )- D ’autre part pour tout A G Ai ® A 2 on note 
(resp. l’application fii — ► R (resp. fi2 — > R) définie par $ ^ (^ 1 ) =  ^2 ( ^ 1 ) 
(resp. $^ (^ 2) =  /ii(A a;2)). On a alors la proposition qui suit que nous énoncerons 
sans démonstration.

1.1. Proposition. Les applications fUl, fU2, et <&\ sont mesurables et pour tout
A e  A i®  A 2 on a
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fj.1 ® H2(A) =  /  =  /  $ 2A(u2)dp2.
J J ÇI2

On vérifie facilement que
-  si (An) est une suite dans Ai 0  A2 qui tend en croissant vers A G Ai 0  A2) 

alors pour tout u>i € fli (resp. u>2 G fi2) la section A n)Wl suivant u>i de An (resp. 
la section An>u,2 de An suivant u>2) tend en croissant vers AWl (resp. AU2) et

-  si ( fn) est une suite croissante de fonctions positives mesurables sur fîi x O2 

tendant vers / ,  alors pour tout oj2 G Cl2 (resp. u>i G Oi), la suite ( fn,w 1) (resp. 
( / n,w2)) ten(l en croissant vers f Wl (resp. f W2).

Cela va nous permettre de démontrer un théorème important en théorie de la 
mesure. Soit /  : fii x Çl2 — > R une application mesurable ; pour tout u>i G Oi et 
tout u>2 G ü 2 , on définit ^(aJi) et '&2 (w 2) par

et

fun (w2)d/x2(w2)

fw2(u\)dni(üJi).

1.2. Théorème de Fubini. Supposons f  p i 0  p-2 -intégrable. Alors pour tout i — 1,2, 
'l'i est définie jii-près que partout, est pi-intégrable et on a

/  f(u>i,v2)d(iJ,i 0p ,2) =  /  ^i(u>i)dm -  /  $ 2(Lü2)dfji2
JÇI1X.ÇI2  ̂r2i J Q2

Démonstration, i) On commencera par f  =  1A avec A G A i <8> A 2 de mesure 
Mi ® V2(A) finie ; dans ce cas le résultat découle de la proposition IV. 1.1. Ceci 
passe par linéarité aux fonctions étagées.

ii) Supposons maintenant /  quelconque intégrable et positive. Alors /  est limite 
simple d ’une suite croissante de fonctions f n étagées positives. Pour tout n, f n est 
intégrable puisque 0 < f n < f-  D ’après le point i) on a

(IV. 1) f  f nd(pi 0  /x2) =  [  (  f  fn(ui,U2)dfJ,2
J J fi2

Comme ( / „ )  î  / ,  ( /„ ,Wl) t f Ul et donc (’J'n.i) î  ’î 'i où

du 1 .

n,l fn ,  o>i (u>2)dfj,2 .

Les fonctions ^ n)i étant mesurables, est mesurable. D ’autre part la propriété 
de continuité monotone de l’intégrale implique
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qui est strictement inférieure à +oo. D ’où

/  =  lim /  ^n,l(^l)dfJ-l
Jçh n-*+0° JCh

(IV.2)
=  lim71—►~J“00

- /J ï î i  x  O 2

< +  0 0 .

/Jcii
fn(vi,U>2)d(m <g> H2)

xf22

/0*>1, W2)d(A»l ® fi2)

L’ensemble

M  =  {u> 1 € Oi : ^ i(w i) =  lim = + 0 0 }n—>+00

est donc de mesure nulle (cf. exercice IV. 6.1) i.e. la fonction 'l'i est définie 
px-presque partout sur D i. La relation (IV.2) dit exactement que

/  ^l(u )l)d fl!=  /(Wl,W2)d(/Ltl ®/j,2).
t/fix JQ xxfi2

C’est ce qu’il fallait démontrer. Le même raisonnement vaut pour \F2.
iii) Si /  n’a pas un signe constant, on applique les résultats du point ii) à /+  et 

/ “  et on obtient ce que l’on cherche. □

On verra sur un exemple (c f  exercice IV. 6 .2 ) que la condition d’intégrabi- 
lité de /  est substantielle ; le fait que les fonctions /wi et f U2 soient intégrables 
respectivement pour tous les uq et les u>2 ne suffit pas pour appliquer le théorème 
de Fubini. Cependant si /  est mesurable positive (qu’elle soit intégrable ou non) 
on a toujours

/  f(ü i,w 2 )d (ti® n 2 )=  ( /  /(w i,w 2)d/i2 ) dm
J f2x xf22 J fii \ J f22 J

=  /  ( /  /(w i,w 2 )d/ii ) dn2..
J0,2 \J fîl /

1.3. Corollaire. Soient f\ : — > R et / 2 : f^2 — ► R deux fonctions mesurables
et posons / ( a>i,u;2) =  / i (w i ) /2 (u;2). Supposons que f  est p\ ® /i2-intégrable et fi 
non nulle pi-presque partout pour tout i =  1 , 2 . yl/ors ponr tout i =  1 , 2 , fi est 
Pi-intégrable et

/  f(w i,u 2)d(ni ® M2) =  /  / i ( w i ) d / i i - /  / 2 (w2)d^ 2 
«/ f2i xfi2 JÇï\ J f22

Dans le paragraphe 5 nous donnerons des exemples d’application du théorème 
de Fubini.
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2. Mesure image et transfert
Le but de ce paragraphe est de démontrer le théorème de transfert et énoncer 

la formule de changement de variable qui sont des instruments puissants pour le 
calcul des intégrales.

Soient (f2, A , pi) un espace mesuré, (E , B) un espace mesurable et f  : Cl — > E  
une application mesurable. A priori sur (E ,B), il n’y pas de mesure ; l’application 
/  va nous permettre d’en mettre une.

2.1. Proposition. Soit v : B — > M+ Vapplication définie par v(B) =  pi(f~1(B)). 
Alors v est une mesure sur (E, B). On Vappelle la mesure image de \i par Vapplica
tion f .

La démonstration de cette proposition est laissée au lecteur. Nous allons plutôt 
donner celle du

2.2. Théorème de transfert. Soit h : E  — ► R une fonction mesurable. Alors la 
fonction h o  f  : Cl — » R est pi-intégrable si, et seulement si, h est v-intégrable. 
Dans ce cas on a

/ hdv =  ho fdpi.
J e  J n

Démonstration. Elle se fera par étapes comme d’habitude, d’abord pour les fonc
tions étagées positives, ensuite pour les fonctions positives et finalement dans le cas 
général.

i) Supposons h =  1b avec B e  B. Alors h o f  =  l f - iç By  D ’où

[  lBdv =  v(B) =  / i ( /_1(5)) =  [  l/-i(B)d/i= [  ho f  du 
J e  J çi J n

i.e. dans ce cas le théorème de transfert n’est rien d’autre que la définition de 
la mesure image v, de pi par l’application / .  Par linéarité ceci passe aux fonctions 
étagées positives.

ii) Supposons h G M +  et soit hn une suite de fonctions mesurables étagées 
positives sur E  qui tend en croissant vers h. La propriété de continuité monotone 
de l’intégrale donne

lim [
n— +oo JE

hndv —
i .

hdv.

Mais d’après le point i) on a

/ ,
hdv — lim

n—>+oo

/Jçi
hn o fd/ji.

lim
->+oo /Jn

hn o fd/j, =

D’où
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/
Pour les fonctions positives on confond l’intégrale f  avec l’intégrale supérieure

iii) Supposons maintenant que h est mesurable quelconque. Alors dire que h est 
i/-intégrable, c ’est dire que h+ et h~ sont z/-intégrables. D ’après le point ii) ceci est 
équivalent à dire que h+ o f  et h~ o f  sont //-intégrables et on a

/  h+du =  h+ o fdu  et /  h dv =  /  h o fdu.
J e Jn J e Jn

Par suite h est i/-intégrable si, et seulement si, h o f  est intégrable et on a

[  h d v=  [  
Je Jn

h o fd/i.

Ce qui termine la démonstration du théorème. □
Un cas particulier de ce théorème est celui où Cl et E  sont des ouverts de Rn, // =  

A la mesure de Lebesgue sur Cl et f  : x E fl — ► f (x )  =  y G E  un difféomorphisme 
de classe C 1 Le. f  est une application bijective dérivable à dérivée continue ainsi 
que son inverse Z”"1. On rappelle que /  est définie par n applications / i , . ..  , f n : 
Çl — > R et que pour tout i — 1 , . . .  , n et tout j  =  1 , . . .  , n, la fonction § ^ {x )  (où 
x =  ( x i , . . .  xn)) est continue ; la matrice

i £ ( x) ê£r(x)

est appelée matrice jacobienne de /  et son déterminant A ( / )  jacobien de / .  Dans 
cette situation on a la formule suivante que nous donnerons sans démonstration.

2.3. Formule de changement de variable. La fonction h : E  — ► R est X-intégrable 
si, et seulement si, ho f  est \A(f)\X-intégrabe. Dans ce cas

f  h(y)d\(y) — [  h o  f(x)\A(f)(x)\d\(x). 
Je J n

Cette formule généralise le procédé habituel de changement de variable pour le 
calcul de l’intégrale de Riemann dans R dont tout le monde connaît l’intérêt.

3. Mesures à densité
A partir d ’une mesure donnée y, sur un espace mesurable (Q,A) on peut en 

construire d’autres à l’aide de fonctions mesurables positives. De telles mesures ont 
un “bon comportement” par rapport à y. Soient (îî, A, y) un espace mesuré et /  
une fonction mesurable positive sur Cl.

3.1. Proposition. L ’application u : A  — ► [0 , +oo] définie par

=  J  f(u )d y(u )
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est une mesure sur (fi, A) appelée mesure de densité f .  

Démonstration. On a de manière évidente

■v(Q) =  / / M ^ M  =  [  U(w)f(w)diJ,(u) =  0 
JQ Jçi

qui montre bien que l’application v est non constante avec la valeur +oo. Soient A 
et B des éléments de A  tels que A f l  B =  0. Comme I a d b  =  1a +  1b on a

'(A  U B) =  [  f(u)dfi(u)
J a u b

=  [  l A(co)f(u)d/i(u) +  [  l B(u)f(uj)dpL(w) 
J Çi J Çl

=  f  H +  f  f(uj)dn{u)
JA JB

=v(A ) +  v(B).

La fonction d ’ensemble v est donc additive. Pour terminer il suffit de montrer, que 
si (An) est une suite dans A  qui tend en croissant vers A G A, alors la suite v(An) 
tend en croissant vers u(A). En effet la suite de fonctions positives 1 Anf  tend en 
croissant vers 1 ^ /  ; d’après la propriété de continuité monotone de l’intégrale on a

lim i'{An) =  lim /  l An(u)f(u>)diJ,(u>)n—>-foo n—>+oo Jq

=  [  1 A(uj)f(uj)dn(uj)
Ja

=v{A ).

Ce qui donne le résultat cherché. □

Habituellement la mesure v est notée /  • pi ; c ’est le produit de la mesure fi par 
la fonction / .

On dira qu’une mesure v est absolument continue par rapport à une autre mesure 
/i si pour A G A  on a l’implication

li(A) — 0 = >  u(A) =  0.

S’il existe TV E A  tel que //(TV) =  0 et v(N c) =  0 , on dira que v est étrangère à //.

3.2. Exemples

-  pour toute mesure // sur (fi, A ) et toute fonction réelle mesurable positive /  
sur fi, la mesure v — f  • // est absolument continue par rapport à \x.

-  une mesure discrète v — Y^=iPn^an (où an est une suite de réels et les pn 
des réels positifs) est étrangère à la mesure de Lebesgue À sur E. En effet si on 
pose TV =  { a i , . . .  , an, . ..  } on a A(TV) =  0 puisque toute partie dénombrable est de 
mesure nulle pour À et v(N c) =  0 par définition même de v.

On peut bien entendu se poser la question de savoir si étant donnée une mesure 
\x sur (fi, *A), les seules mesures absolument continues par rapport à // sont du type 
/  • /x où /  G M + . La réponse est positive comme on va le voir.
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4 . Théorème de Radon-Nikodym
Une des démonstrations de ce théorème utilise la représentation de Riesz d’une 

forme linéaire continue sur un espace de Hilbert. La démonstration que nous allons 
donner se situe dans le cadre général de la notion de mesure à signe.

Dans toute la suite (£2, A) sera un espace mesurable i.e. £2 est un ensemble non 
vide et A  une tribu sur £2.

4.1. Définition. On appelle mesure à signe sur A  toute fonction d’ensemble p sur 
A  à valeurs dans ] — oo, +oo] telle que

i) /x(0 ) =  0 ,
ii) p est cr-additive i.e. pour toute suite (An)n e d’éléments de A  deux à deux 

disjoints

( oo \ oo

U An ) = X
71=1 /  71 =  1

On ne permet pas à p de prendre la valeur — oo pour ne pas avoir à gérer des 
situations du type +oo +  (—oo). Le mot mesure signifie mesure (positive) au sens 
où on l’a entendu jusqu’à présent. Dans le cas où la mesure n’est pas forcément 
positive on parlera de mesure à signe au sens de la définition IV. 4.1. Il est à 
remarquer toutefois qu’une mesure est toujours une mesure à signe.

Par exemple soient v une mesure sur A  et /  : £2 — ► R une fonction mesurable 
telle que

/  /  dv < +oo où /  =  s u p ( - / , 0 ).
Jn

Alors l’application p : A  — >] — oo, +oo] définie par p(A) =  f A fdv  est une mesure 
à signe sur A.

Une mesure à signe p sur A  est dite finie si pour A G A  on a \p(A)\ < +oo.

La proposition qui suit donne quelques propriétés d’une mesure à signe.

4.2. Proposition. Soit p une mesure à signe sur A.
i) Si A, B  G A, B C A et \p(A)\ <  +oo alors \p(B)\ <  +oo.
Soit (An)neN une suite dans A.
ii) Si les An sont deux à deux disjoints on a

oo

M A n ) \  <  + 0 0
71=1

XI V{An)
71=1

< +oo.

iii) Si (An) î  A alors p(An) —> p(A).
iv) Si (An) i A et s ’il existe no tel que \p(Ano)\ <  +oo, alors p(An) p(A).

La démonstration de cette proposition est laissée au lecteur. Les points i) et ii) 
sont faciles ; les points iii) et iv) se démontrent comme dans le cas d’une mesure 
positive.

4.3. Définition. Soient A^B et N  dans A. On dira que
i) A est p o s itif  si pour tout C € A, C C A on a p(C) >  0,
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ii) B est n éga tif si pour tout C E A, C C B on a p(C) <  0,
iii) N  est nul si pour tout C E A, C  C N on a p(C) =  0.

4.4. Théorème de décomposition de Hahn. Soit p une mesure à signe sur (fi, .4). 
Alors il existe une partition fl =  A U B telle que A, B E A, A positif et B négatif.

Pour une démonstration de ce théorème on peut consulter par exemple [Fe].

On dira que (A, B) est une décomposition de Hahn pour la mesure p. Elle n’est 
pas unique ; en effet si N  e  A  est nul, les paires (A  U N, B — N) et (A — N, B  U N) 
sont aussi des décompositions de Hahn pour p. On démontre facilement que si 
(-Ai,B\) et (A2,B 2) sont deux décompositions de Hahn pour p alors A\ fl B2 et 
A2 fl B\ sont nuis. Soit C E A  ; les nombres

p + {C )=  p{A f\C ) et p~(C) =  - p ( C n B )

ne dépendent pas de la décomposition de Hahn (A, B) choisie pour p. Les fonctions 
d’ensemble p+ et p~ ainsi définies sont des mesures positives. Comme p~(fï) =  
—p(B ) <  + 0 0 , p~ est bornée ; on a alors

(IV.3) p =  p+ -  p~

Les mesures positives p+ et p~ sont appelées respectivement la variation positive 
et la variation négative de p  et

(IV .4) H  =

est la variation totale de la mesure à signe p. La décomposition (IV.3) est appelée 
décomposition de Jordan de p.

Avant de donner la démonstration du théorème de Radon-Nikodym, nous allons 
établir quelques propriétés de V absolue continuité entre mesures à signe que nous 
commencerons par définir.

4.5. Définition. Soient p et v deux mesures à signe sur (fi, *4). On dira que v 
est absolument continue par rapport à p si, pour A E A, \p\(A) =  0 implique 
v(A) =  0 .

Nous résumons les propriétés de “continuité absolue” entre mesures à signe dans 
la proposition qui suit.

4.6. Proposition. Soient p et v deux mesures à signe sur (fi, 4̂).
i) Les assertions a), b■) et c) qui suivent sont équivalentes

a) v est absolument continue par rapport à p,
b) i/+ et v~ sont absolument continues par rapport à p,
c) \v\ est absolument continue par rapport à \p\.

ii) Si u est finie et absolument continue par rapport à p, alors pour tout e >  0 il 
existe 6 >  0 tel que

\ M C )< 6 = * \ V\{C )< e.
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ni) Supposons /i et v positives et bornées, v absolument continue par rapport à 
p et que v est non identiquement nulle. Alors il existe e > 0 et A G A  tels que 
fjb(A) > 0 et A positif pour la mesure à signe v — e/x.

Démonstration, i) Démontrons seulement l’implication a) ==> b) ; les autres sont 
évidentes et laissées au lecteur comme exercice. Soient (A, B) une décomposition 
de Hahn pour v ; alors pour tout N  tel que |/x|(iV) =  0 on a \ix\(N fl A) =  0 
et |p\(N fl B) =  0. D’après l’hypothèse |i/+ |(i\T) =  u(N  n A) =  0 et \v~\(N) =  
u(N  fl A) =  0 qui montre bien que et v~ sont bien absolument continues par 
rapport à pi.

ii) Faisons un raisonnement par l’absurde : supposons qu’il existe e > 0, une 
suite 6n > 0 et une suite d’éléments En G A  tels que \fx(En)\ < 6n et \u(En)\ > e. 
Choisissons la suite 6n telle que la série àn converge (ce qui est toujours
possible) et notons E  la limite supérieure de la suite En ; alors comme

oo oo

y i  IlAfàn) ^  ôn < +C©
71=1 71=1

on a |/x|( )̂ =  0. D’autre part, comme v est bornée, on a

M {E) =  |t/|(|limsup^„)| > limsup|i/|(£?n) > e.
71 71

Ceci donne une contradiction.
iii) Soient rjn la mesure à signe v -  et (An, Bn) une décomposition de Hahn de

rjn. L’assertion sera démontrée si on prouve l’existence d’un no tel que fx(Ano) >  0 
car il suffit de prendre A =  Ano et e =  Supposons qu’un tel entier n’existe pas. 
Alors fx(An) =  0 pour tout n et donc

AM U  A.n j — 0
n̂=0

et par suite

v ( U An = °-
\ 7 l= 0

Comme

( oo \ c  oo oo

u a . . - r K - n *
7 1=0 /  71= 0  71=0

et pour tout n, v{Bn) — \i(Bn) <  0, on aura

v
OO

n * =  o

et donc v est identiquement ; ce qui contredit l’hypothèse. □

Une mesure à signe n est dite a-finie si les mesures positives /j,+ et sont 
cr-finies.
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4.7. Théorème de Radon-Nikodym. Soient (fi, A) un espace mesurable et p et v deux 
mesures à signe sur (fi, A). On suppose p et v a-finies et v absolument continue par 
rapport à p. Alors il existe une fonction mesurable f  : fi — ► R telle que v =  /  • p. 
En plus

-  f  est unique à p-équivalence près i.e. toute autre fonction mesurable g 
vérifiant v =  g • p est égale p-presque partout à f  ;

-  si v est bornée, alors f  est intégrable.

On dira que /  est la dérivée de Radon-Nikodym de v par rapport à p et on écrira
£ __ du
J dfj. *

Démonstration. Elle se fera en plusieurs étapes,
i) p et v positives et bornées.
Soit

T  — G À4+ : pour tout A G A> J gdp < u (A )

où M +  est l’ensemble des fonctions mesurables positives (ou milles) sur fi. L’ensem
ble T  est non vide car il contient clairement la fonction identiquement nulle. En 
plus si g i , . . .  , gn £ F  alors sup{^i, . . .  , gn} G T  ; en effet on pose

Ai =  \gi >  sup {gi}
f l< i< n

et pour 2 < k < n

Ak = sup {gi} et gk >
l<i<n

sup

Il est facile de voir que (.Ai,. .. , An) est une partition mesurable de fl. Pour 
tout A G A  on a

/  ( sup {& } ) dg, =  Y ]  /  gidu 
J A  \1 < i < n  J  i = 1  J A n A i

< J 2 v ( A n A i )
i=  1

=  u(A)

qui montre bien que sup1<i<n{^ }  G J7. On peut généraliser cela facilement (en 
utilisant le théorème de la convergence monotone) au cas d’une suite infinie (gn)n>i 
dans T  : pour une telle suite sup gn G T.

Posons 6 =  sup^^r gdp} . Alors il existe une suite (gn)n>i dans T  telle que

Soit g — supn gn ; alors g € J7 d’après la remarque qu’on vient de faire ; d’autre 
part
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(IV.5) < v{ÇÏ)
<  +oo

car v est supposée bornée. La fonction g est donc /i-intégrable ; d’après l’exercice
IV. 5.1, elle est ^-presque partout finie, donc égale /^-presque partout à une fonction 
/  positive, /i-intégrable et partout finie. Cette fonction sera le “bon candidat” pour 
être jçj. Pour tout A e  A , on pose

k (A) =  v(A) -  [  fdg.
J A

Alors k est une mesure positive absolument continue par rapport à g, La 
démonstration sera finie une fois qu’on aura établi que k est identiquement nulle. 
Si ce n’était pas le cas, d’après le point iii) de la proposition IV. 4.6, il existerait 
A e  A  avec g(A) > 0 et e > 0 tels que A soit positif pour la mesure à signe K — eg, 
donc pour tout C e  A o n  aurait

(IV. 6 ) v{C D A ) >  [  fd/M +  e/jb^CnA). 
JcnA

Comme / G f ,  nous aurons aussi

(IV.7) v ( C - A ) >  [  fd/ji.
J C - A

En sommant membre à membre (IV.6 ) et (IV.7) on obtient

u(C) > f  fd g  +  £/jl(C  fl A)
Je

=  /  fd g +  /  e l Adg
Je Je= J (/ + elA)dg.

Donc /  +  gIa G T. Mais

[  ( /  +  e lA)dg =  [  fd g  +  eg(A)
Jçi J çi

=  6 +  efi(A)
>6

qui contredit l’égalité (IV.5). Donc k est identiquement nulle et par suite u =  /  • fi. 
L’unicité de /  à /u-équivalence près se vérifie très facilement.
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ii) fj, et v positives et a-finies.
Dans cette situation on peut trouver une suite (fîn)n>i d’éléments deux à deux 

disjoints dans A  de réunion égale à fî et tels

/i(ftn) < +oo et v(Çtn) <  +oo pour tout n >  1 .

Pour tout n >  1 , A  induit une tribu A n sur Qn ; on restreint à A n les deux mesures 
fi et v ; on obtient alors deux mesures bornées [in et vn pour lesquelles on a encore 
la propriété “vn absolument continue par rapport à //n” . D ’après le point i) il existe 
une fonction mesurable f n définie sur fin telle que vn — f n • Un- On prolonge f n à 
fî en décrétant qu’elle vaut 0 sur fî — Cln ; on obtient ainsi une fonction mesurable 
f n : fî — > R+ et on vérifie facilement que la fonction

oo

/  =  £ / n
71=1

est mesurable, positive et telle que v =  /  • fj,.
iii) fi et u sont à signe et cr-finies.
Dans ce cas on applique le point ii) respectivement aux paires de mesures posi

tives a-finies

fi^ et v+

et

fi~ et v~

et on obtient le résultat cherché. □

Nous terminons ce chapitre par des exemples d’application des théorèmes que 
nous avons énoncés.

5. Exemples
5.1. Calcul de l’intégrale

r+ o o

/ =  /J.- o o

2— > e~■ ax

dy

où o G R+. La fonction x G R — > e~ax‘  est continue (de classe C°° même) ; elle 
est intégrable et on peut prendre l’intégrale au sens de Riemann. Pour la calculer 
nous allons utiliser le théorème de Fubini d’une part et la formule de changement de 
variable d’autre part. On passera par la fonction positive intégrable h : R2 — > R 
définie par h (x ,y ) =  e~a x̂ +y ). D’après le théorème de Fubini on a

f  h(x,y)dxdy =  f  e ax2dx- f  e ay2dy =
J U2 J R JR

Il suffit donc de calculer l’intégrale de h pour avoir la valeur de I. Nous restreindrons 
h à l’ouvert

E =  R2 -  {(x, 0) : x G [0, +oo[}.
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dont le complémentaire est de mesure nulle. Soit fi l’ouvert ]0 , +oo[x]0,27r[ et 
considérons la transformation

/  : (r, 0) G fi — ► (x, y) G E

définie par

( x =  r cos 0 

\ y =  r sin 0

Cette transformation est un difféomorphisme (de classe C°°) de l’ouvert fi sur 
l’ouvert E  dont la matrice jacobienne au point (r, 9) est

/  cos 9 — rsin9\  
y sin 9 r cos 9 J

et qui a pour déterminant jacobien A(/ ) (r ,  9) =  r. La formule du changement de 
variable nous donne

Par suite

/ h(x)y)dxdy =  / h{x)y)dxdy
J ir2 Je

= /Jn
/*27r /»

=  /  dd- J o

ar rdrd9

+ o o
dr

7T

a

+ o o

0

5.2. Calcul de l’ intégrale

/' + OC « 2 
In = x 2ne ax dy 

J —oo

avec a >  0 et n G N. Remarquons d’abord que pour tout n G N, l’intégrale In 
existe. Reste juste à calculer sa valeur. Le cas n =  0 a été fait en IV. 5.1. Nous
supposerons n > 1 et on fera le calcul de proche en proche en commençant par

2
n =  1 . On pose F  (a, x) — e~ax ; on obtient ainsi une fonction définie sur RÜj. x E 
qui est telle que

-  pour tout a G R^, F  (a, •) : x € R — > F (a, x) € R est intégrable ;
-  pour tout x  € R, F(-, x) : a € R+ — > F  (a, x) £ R est dérivable et sa dérivée 

Fq(-, x ) est égale à —x 2e~ax ; cette dérivée vérifie en plus l’inégalité
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\K(->X)\ < 9(x)

où g(x) =  x 2e~rx2 (avec r  =  f  ) qui est une fonction intégrable. 
D ’après le théorème III. 5.2, la fonction

r+°o
h

/ +oo
F(a , x)da

-OO
est dérivable en a et sa dérivée est égale à

r + o o

/J —c
( - x V ^ ’ Jdx.

Ceci donne donc

En répétant ce raisonnement on montre facilement que In vaut

1 • 3 • 5 •... • (2n — 1) /  TT \è
In = 2n

En usant du même type de méthodes, le lecteur peut montrer que l’intégrale

r+oo
- f

X2n+le-ax dx

vaut

n! 1  

~2 an+x '

5.3. Encore un exemple

Sur le demi-plan supérieur (qui est un ouvert de R2)

M =  {(z ,y)  € R2 : y >  0}

on considère la mesure y  =  ^ A  où À est la mesure de Lebesgue sur R2. Nous allons 
calculer l’aire (au sens de cette mesure) du domaine (voir figure qui suit)

D =  {(x, y) € H : x 2 +  y2 >  1 et — 1 < x <  + 1 }.

Cela revient à calculer l’intégrale

Comme la fonction /  : (x,y) € D — ► p  est positive, le théorème de Fubini (ou 
plutôt la version pour les fonctions positives intégrables ou non) nous donne
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A . f ^ . r f r
Jd y2 V-i \Js/î=^ 2 /

; ’est-à-dire X =  /+ /  dx =  = [Arcsinx]^ =  tt.

y

6. Exercices
6.1. Soient (fi, A , //) un espace mesuré et /  : fi — » R+ une fonction intégrable. On 
pose N  = {u e  fi : f (u) =  +oo}.

i) Montrer que pour tout n G N* on a /i(7V) < ~ Jn fd\x.
ii) En déduire que /  est presque partout finie.
Soit ipn une suite croissante de fonctions étagées positives sur fi. On pose

et
M  = {u  G fi : lim<̂ n(o;) =  +oo}

iii) Montrer que /x(M) = 0 si, et seulement si, I
6.2. On considère l’espace mesuré (N, V(N),m) où

< +oo.
m est la mesure de comptage

, f cardinal(^4) si A est fini 
m(A) = \

f +oo sinon
Soit /  : N x N — > R la fonction définie par

/ (wi,w2)

'1  si OJi = Ct>2)
— 1 si u>i = 2i +  1 et w2 = 2i 2,

ou si cj\ = 2i +  2 et w2 = + 1,
„ 0 ailleurs.
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Montrer que le théorème de Fubini ne s’applique pas à cette fonction. Ce qui 
montrera que l’intégrabilité dè /  est essentielle (et non pas uniquement celle des 
fonctions f Ul et / W2).

6.3. Soit <f> : R+ — > R+ continue, strictement croissante et telle que

lim <f>(x) =  +oo et <j>{0 ) =  0 .x—>-f-oo

i) Montrer que (f> est bijective et qu’elle admet un inverse 0 - 1 

Pour tout x > 0 on pose $(x) =  <j>(u)du et ®(æ) =  ip^du .
ii) Montrer que Vq, b G [0, +oo[ on a ab <  $(a) +  SP (b) (inégalité de Young) et 

que l’égalité a lieu si, et seulement si, b =  </>(a).
iii) Appliquer ces résultats à la fonction <f>(x) =  xp~l pour montrer que pour 

a, b e  R+ p >  1  et q >  1  avec 1 /p +  l/q =  1  on a

ab <
àp bq
----- 1-----
P Q

6.4. Soient (fi, *4) un espace mesurable et \i une mesure de probabilité sur A. Soit 
<p e  £ ° ° .

i) Montrer que pour tout p G [1, +oo[, ip € £ p.
ii) Montrer que la fonction

p e  [1, + o o [-A  H l̂lp G R+

est croissante (au sens large). (Soient 1  <  t < s et r tels que  ̂+  7  =  \ qui donne 
| +   ̂ =  1. Appliquer alors l’inégalité de Hôlder aux fonctions /  =  !</?!* et g =  1  et 
aux nombres conjugués p =  j  et q =  j ) .

iii) Montrer que la fonction Np est continue. (Soit po G [1, + 0 0 [. Remarquer que

lim \(p\p =  \(p\Po et \(p\Po <  sup{l, |<p|Po}
P *Po

et appliquer le théorème de la convergence dominée.)



CHAPITRE V

Espaces vectoriels topologiques

On a souvent besoin, sur un espace vectoriel E, d’une notion de proximité. Pour 
l’avoir il faut définir sur E  des topologies et de préférence celles qui se compor
tent bien avec les structures linéaire et affine de l’espace. Les espaces vectoriels 
topologiques (ou e.v.t. en abrégé) répondent à cette attente. Dans ce chapitre nous 
en donnons la définition et divers exemples ; l’accent sera mis beaucoup plus sur les 
espaces normés dans lesquels nous avons restreint l’étude des familles sommables. 
Les espaces LP (avec 1 < p < +oo) sont décrits en détail dans le “paragraphe 
exercices” .

1. Généralités
Soit E  un espace vectoriel sur un corps K. On suppose E  muni d ’une topologie 

T. (Le corps K qui sera tout le temps R ou C  est muni de sa topologie usuelle.)

1.1. Définition. On dit que (E> T ) est un espace vectoriel topologique si les
applications naturelles

%) (x,y) E E x E  — > x +  y E E  
ii) (À, x) E K x E  — > Xx E E

sont continues (les ensembles E x E  et K x E  étant respectivement munis des 
topologies produit).

De cette définition on tire immédiatement les conséquences suivantes :
i)  Pour tout À G K, Vapplication linéaire x E E  — > Xx E E est continue ; par 

suite Vapplication (x,y) E E x E  — > x — y E E est continue.
ii) Sia E E et U un ouvert de E alors a +  U et XU (où X E K*) sont des ouverts 

de E.
iii) Si f  : E  — > F  est une application linéaire de E  dans un e.v.t F  alors /  est 

continue sur E si, et seulement si, elle est continue à Vorigine.

La propriété ii) signifie en particulier qu’à une translation convenable près les 
ouverts peuvent être considérés comme contenant l’origine 0 ; ce qui permet de 
ramener au voisinage de 0 l’étude de beaucoup de propriétés de E. Un voisinage 
U de 0 est dit équilibré, si pour tout À G K avec |À| <  1, on a XU C U. Dans un 
e.v.t tout voisinage V de 0 contient un voisinage équilibré : en effet l’application 
(À, x) — ► Xx étant continue il existe e > 0 et un ouvert W  contenant 0 tels que 
pour tout A E K, |À| <  e  on aitX W  C V .  L’ensemble

u =  \J x w
|A|<«

est alors un ouvert équilibré contenu dans V.
Le produit cartésien de deux e.v.t. muni de la topologie produit est un e.v.t.
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Une propriété importante des e.v.t (à laquelle on est habitué dans les espaces 
numériques Kn) dit que si on se donne un voisinage U de 0 dans E , alors on peut 
recouvrir n’importe quel compact de E  par un homothétique de U ; plus précisément 
on a la

1.2. Proposition. Soient E un e.v.t, U un voisinage ouvert équilibré (ceci n’est pas 
une restriction) de 0 et C un compact. Alors il existe A G K tel C  C A U.

Démonstration. : Remarquons d’abord que si Àn est une une suite dans K telle que 
(|Àn|) tende vers l’infini, alors E  =  (Jn XnU. En effet soit x G E  ; alors la suite

tend vers 0 et donc pour n assez grand £ U ; par suite x G XnU.
Supposons maintenant la conclusion de la proposition fausse. Alors II existe une 

suite de nombres An avec |Àn| croissante et tendant vers +oo tels que aucun des 
AnU ne contienne (7, c ’est-à-dire C — XnU est non vide. D ’autre part C — \nU est 
compact ; comme la suite (de compacts) (C — AnU)n est décroissante (car (AnU)n 
est croissante) l’intersection f ]n{C — XnU)
est non vide. Ce qui est absurde puisque cette intersection est égale à C  — E  qui 
est vide. La proposition est donc démontrée. □

A l’aide de cette proposition on peut démontrer le

1.3. Théorème de Riesz. Un e.v.t E séparé et localement compact est de dimension 
finie.

Démonstration. Comme E  est localement compact 0 admet un voisinage ouvert U 
équilibré relativement compact (l’adhérence U est compacte). Considérons le re
couvrement de l’adhérence U par les ouverts (Ux)xeu de la forme x +  \U ; de ce 
recouvrement on peut extraire un recouvrement fini {UXi)i<i<k puisque U est com
pact. Les vecteurs (xz)i<z<jt engendrent un sous-espace vectoriel F  de dimension 
finie '< k. On a alors

- U  C F  +  de manière évidente ; d’autre part
- U C F  +  \U C F + | ( F +  \U) =  F  +  -ijpU ; en répétant le procesus on obient 

de manière générale pour tout entier n

(V.l) U C F  +  ^ U

Nous allons montrer que E =  F. Soient x 6  U, V  un voisinage ouvert quel
conque de x  et posons Vq =  {z  Ç. E  \ z =  y — x  avec y € V }. Comme U est com
pact d’après la proposition V. 1.2. il existe un entier n tel que ^ U  C Vo ; par suite 
x +  C x  +  Vo. On a d ’autre part d’après (V.l)

F n ( x  +  ± v ^ ï < > .

Donc V  fl F  ^  0 ; par suite x G F  ; mais comme F  est fermé (car de dimension 
finie dans un e.v.t séparé) x G F  ; donc U C F  ; F  étant un sous-espace vectoriel 
pour tout A G K on a A U C F. Par suite
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E =  (J  XU C F.
xeK

On en déduit alors que E =  F  ; ce qui démontre le théorème. □

Les exemples d’e.v.t. sont assez diversifiés ; nous nous limiterons à ceux dont 
la topologie est définie par une suite de semi-normes, par une norme ou par un 
produit scalaire. Le but des sections qui suivent est de faire le tour de ces exemples. 
Le dernier qui est asséz particulier aura droit à un chapitre spécifique que nous 
développerons ultérieurement.

2. E.V.T. localement convexes
Soit E  un espace vectoriel sur le corps K =  R ou C.

2.1. Définition. On appelle semi-norme sur E toute application p de E à valeurs 
dans K+ telle que

i) p(Xx) =  |À|p(x), Vx G E et VA G K ; 
ü) p(x +  y) <  p(x) +  p(y), Vx, y e  E.
Si en plus la relation p(x) =  0 implique x =  0 pour tout x G E, on dira que p 

est une norme sur E.

Soient x G E  et r un réel positif. Le sous-ensemble

Bp(x, r) =  {y  G E : p(x - y )  < r}

de E  est appelé p-boule ouverte de centre x et de rayon r. On vérifie facilement que 
toute p-boule est convexe (cf. VI. 3 pour la définition).

Soit V  =  (Pi)iei une famille de semi-normes sur E. On suppose que pour toute 
partie finie J C / ,  supj eJPj G V  (on dira que V  est stable par enveloppe supérieure 
finie). Ceci est le cas si, par exemple, V  est une suite croissante de semi-normes 
sur E. Soit T  l’ensemble des parties U de E  vérifiant la propriété

(V.2) Vx E £/, 3 i e l ,  3 r >  0 : BPi( x , r ) c U

2.2. Théorème. (£ , T ) est un espace vectoriel topologique.

Démonstration. Commençons par montrer que T  est une topologie sur E. Il est 
immédiat que 0, E  G T  et que toute réunion d’éléments de T  est encore un élément 
de T. Soit (Uk)k=i,... ,n une famille finie d’éléments de T, posons U =  Ç\Uk et 
considérons un point x e  U. Alors pour tout k  G {1 , . . .  ,n}  il existe ik G I  et 
rk >  0 tels que BPik(x,rk ) C U. Posons p =  maXkPik et r =  inf^r/c ; il est alors 
évident que la p-boule Bp(x,r)  est contenue dans U. Ce qui montre que U G T  ; 
T  est donc une topologie sur E.

Reste à montrer que pour cette topologie les applications

(x, y) G E 2 x +  y e  E
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(A, x) G K x E Xx G E

sont continues. Soit U un ouvert de E  pour T  ; considérons un élément (x , y) G E 2 
tel que z =  x +  y G U. On sait qu’il existe i G I  et r >  0 tels que

BPi(z,r) C U.

On vérifie facilement que BPi(x, §) x BPi(y, |) est contenu dans s- 1 (I7). Ce qui 
montre que s-1 (U) est un ouvert de E x E  (pour la topologie produit).

Soit maintenant (A,x) g m~l (U) et posons z =  Xx. Il existe i G I ,  et r >  0 tels 
que

BPi(z,r) C U.

On veut montrer l’existence de j  G / ,  p > 0 et a  > 0 tels que

m ( D ( A,a) x BPj(x,p)) c  U.

où jD(À,a) est la boule ouverte dans K de rayon a et de centre À. On vérifie 
facilement que j  =  i, que tout a < 2Pi(x) et P =  2([A|+a) conviennent. □

Un e.v.t. dont la topologie est définie par une famille V  de semi-normes stable 
par enveloppe supérieure finie est dit localement convexe. Cette appellation est 
justifiée par le fait que tout point admet un système fondamental de voisinages 
convexes en l’occurrence les p-boule ouvertes centrée en ce point où p G V. Un tel 
espace sera noté (E,V).  Lorsque la famille V  est réduite à une semi-norme p on 
dira que (E,p) est un e.v.t. semi-normé ; mais hélas de tels espaces ne sont jamais 
séparés si la semi-norme p n’est pas une norme.

On dira qu’une famille V  de semi-normes sur E  est séparante si

(p(x) =  0 Vp G V) = >  x =  0.

Dans ce cas l’e.v.t. E  est séparé.
La proposition suivante est facile à établir ; elle montre l’intérêt pratique des 

semi-normes sur un e.v.t. localement convexe.

2.3. Proposition. Soit E un e.v.t localement convexe dont la topologie est définie par 
une famille séparante de semi-normes V  .= (;Pi)iei stable par enveloppe supérieure 
finie. Une suite (xn)n de E converge vers 0 si, et seulement si, pour tout i E I, 
Pi(x) tend vers 0.

Dans toute la suite les e.v.t. localement convexes que l’on considérera auront leur 
topologie définie par une suite séparante et croissante (donc stable par enveloppe 
supérieure finie) de semi-normes.

Soit (E ,pn) un tel espace. Alors il existe sur E  une distance d qui définit sa 
topologie. Il suffit de poser

+oo J
d(x,y) =  —  inf(l ,p„(x -  y))

n= 0 Z
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ou bien

_ .a _  1 Pn(x -  y)
^  ^ 2 " l + p n( x - y ) ‘

Ces deux distances sont invariantes par translation i.e.

Vx,y ya e  E  d(x +  a,y  +  a) =  d(x,y).

On dira que E  est un e.v.t. localement convexe métrisable. On appelle espace de 
Fréchet tout e.v.t. localement convexe métrisable complet.

2.4. Définition. Un e.v.t E  est appelé espace norm é si sa topologie est définie 
par la distance d associée à une norme || || i.e. d{xyy) =  \\x — y\\. Un espace de 
Banach est un espace normé complet.

Tout espace de Banach est un espace de.Fréchet. Le produit cartésien d’un 
nombre fini d’espaces de Fréchet (resp. de Banach) muni de la topologie produit 
est un espace de Fréchet (resp. de Banach).

Soit E  un e.v.t. métrisable (par une métrique d invariante par translation) que 
nous fixerons tout le long de cette section. Notons E  son complété en tant qu’espace 
métrique. Alors si

- E  est localement convexe, E  est aussi localement convexe et donc un espace de 
Fréchet,

- E  est normé, alors E  est aussi normé et est donc un espace de Banach.
Si V  est un sous-espace vectoriel de E  alors V , muni de la topologie induite, est 

un e.v.t. Son adhérence V  est un sous-espace v.t. de E. Si E  est de Fréchet, alors 
tout sous-espace vectoriel fermé de E  est aussi de Fréchet.

Si A est une partie de E y l’intersection de tous les sous-espaces vectoriels fermés 
contenant A est un sous-espace vectoriel fermé appelé sous-e.v.t. engendré par A.

L’espace E/V peut être muni d’une structure d ’espace vectoriel topologique : 
par définition un ouvert de E/V est l’image directe par la projection canonique 
7r : E  — > E/V d ’un ouvert de E. C’est donc la topologie la plus fine sur E/V  pour 
laquelle l’application ir est continue.

2.5. Proposition. Supposons V fermé. Alors
i) si E est métrisable, E/V est métrisable ;
ii) si E est localement convexe, E/V est aussi localement convexe ;
iii) si E est normé alors E/V est normé ;
iv) si E est complet, E/V est complet.

Démonstration, i) Soient X y Y  G E/V ; alors X  et Y  sont deux classes d’équiva
lence modulo V  dans E. On pose

(v.3) 3 ( x , y )  =  x6tof6 r <i(x,v)

qui est une distance sur E/V. En effet d s’écrit aussi
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d(X,Y) =  inf d(x,y +  v)v€V

i.e. d (X ,Y ) est la distance de Y  à n’importe quel point x de X.  Ceci permet 
de montrer de manière presque immédiate que d vérifie les axiomes d’une distance 
invariante par translation. On vérifie facilement que d définit la topologie d’e.v.t. 
sur E/V qu’on vient de considérer.

ii) Soit (pn)n une suite croissante de semi-normes sur E  définissant sa topologie. 
Alors

(V.4) pn(X)  =  inf p»(s)

est une suite croissante de semi-normes définissant la topologie de E/V.
iii) Soit || 11 la norme sur E. Pour en définir une sur E/V il suffit de poser

(V.5) 11*11= mf ||x||.

iv) On démontre ce point dans le cas où E  est normé ; le cas métrique non normé 
se traite de la même manière. Soit (Xm)m une suite de Cauchy dans E/V. On 
peut en extraire une suite (X mk)k telle que

H-Xmjk - "̂mfc+ill < 2̂  •

En utilisant la définition de la norme || || sur E/V à partir de celle || || sur E  
on peut trouver dans chacun des X mk un élément Xk tel que

IlXk — Æfc+l|| < yk'

La suite (xk)k ainsi construite est de Cauchy dans E  ; elle y converge donc vers 
un élément x. Posons X  =  tt(x). Comme \\Xmk — X\\ < \\xk — x\\ la suite X Uk 
converge bien vers X.  Par suite (X m)m converge vers X  dans E/V i.e. E/V est 
complet. □

3. Séries et familles sommables
Dans ce paragraphe nous allons donner la notion de série convergente, commu

tativement convergente et celle de famille sommable dans un espace normé. La 
troisième notion est une généralisation naturelle de la deuxième : on donne un 
sens à la notion de somme d’une famille indexée par un ensemble qui n’est pas 
forcément dénombrable. On étudiera en particulier le cas où l’espace est complet. 
Nous fixerons donc un espace normé (£ , || ||).

Soit (xn)neN une suite dans E. Pour tout N  G N on pose Sn =  xo+x i  +  . . , + x n - 
On dira que la série de terme général xn (ou simplement la série xn) converge vers 
S G E  si la suite (Sn ) nen converge vers S e  E  (au sens de la norme || || bien sûr). 
Le vecteur S est appelé somme de la série ; on écrit
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OO
S =  ^  ̂xn.

71=0

On dira que la série (xn) est normalement convergente si la série des nombres réels 
||æn|| est convergente au sens usuel. Une série convergente sans être normalement 
convergente est dite semi-convergente.

3.1. Proposition. Supposons E complet Alors toute série normalement convergente 
est convergente et on a

^2/Xn
71=0 71=0

émonstration. Comme la série converge normalement, la suite de nombres réels
ctN =  J2n=o ll^nll est de Cauchy ; pour tout e >  0 il existe No € N* tel que

n > p > No = >  |an — &p\ <  e.

D’où ||xp+i +  . . .  +  xn|| < e pour n > p > No ; on en déduit que la suite Sn — 
Xq + . . .  +  xn est de Cauchy ; elle converge donc puisque E  est complet. L ’inégalité

71=0
s E i

71=0

découle du fait que pour tout AT G N on a || XnW — 52n=o ll^nll- □
L’hypothèse E est complet est en fait nécessaire comme on peut le montrer dans 

la proposition qui suit.

3.2. Proposition. On suppose que toute série o xn normalement convergente 
est convergente. Alors E  est complet.

Démonstration. Soit (x„)neN une suite de Cauchy dans E. Alors pour tout entier 
k G N, il existe G N tel que

n , m > n k  = >  \\xn -  x m\\ <  jjp

Considérons la suite des entiers n*, (qu’on peut supposer strictement croissante). 
La norme de la série xno +  J2kLo(xnk+i ~  xnk) est majoré par la série convergente 
||xno|| +  XX=o W > elle converëe donc en vertu de l’hypothèse faite sur E. Mais 
comme

N

SN =  xn0 +  ^ ( ' Cnic+i — xnk) ~~ xnn 
k= 0

la suite (xnfc)fceN est convergente. On a donc montré que la suite de Cauchy xn 
admet une sous-suite convergente (xnic)ken ; elle est donc convergente i.e. E  est 
complet. O
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3.3. Définition. On dira qu’une série Y ^Loxn est commutativement conver
gente si pour toute bijection à : N — > N la série Y ^ = o x <r(n) est convergente vers 
une limite S indépendante de a.

La proposition qui suit, que nous ne démontrerons pas, donne des conditions 
suffisantes pour qu’une série convergente soit commutativement convergente.

3.4. Proposition. Si la série xn est à la fois convergente et normalement
convergente, alors elle est commutativement convergente. Si E est de dimension 
finie, la convergence commutative de la série implique sa convergence
normale.

Nous allons maintenant passer au cas des familles (Xi)iei indexées par un en
semble I  non forcément dénombrable dont on notera !F(I) l’ensemble des parties 
finies. Pour J E F ( I ) on pose Sj =  Y lje j xr

3.5. Définition. Une famille (Xi)iej est dite sommable de somme S E E si, poufc 
tout e > 0, il existe J(e) G F(I )  telle que pour tout J G T ( / )  on ait

J ( e ) c J = ^ \ \ S - S j \ \ < e .

On écrira alors

x — T  Xi ou x =  lim V  Xi.
4-? J e ? 'Htel teJ

L’unicité de la somme S de la famille (xi)içj découle, comme dans le cas des 
séries, du fait que l’espace E  étant normé est séparé. D’autre part les propriétés 
suivantes sont faciles à établir.

(1 ) Si (xi)ie i et (yi)iei sont sommables et a et (3 sont des scalaires alors la 
famille (otXi +  (3yi)iei est aussi sommable.

(2 ) Soient F  un autre espace normé, cp : E  — ► F  une application linéaire 
continue et (xi)ie j une famille sommable dans E  ; alors la famille yi =  ip(xi) est 
sommable. Ceci découle du fait que pour tout i E I  on a ||pi Il <  IIMII • IN I  (où 
|||<̂||| =  sup||æ||<1 ||y)(x)||)(c/. chapitre VI pour les applications linéaires continues 
et leurs normes).

3.6. Définition. On dira que la famille (Xj)i€j est de Cauchy si, pour tout e >  0, 
il existe une partie finie J(e) G T(I )  telle que pour tout K  e JF(7) on ait

K n J ( e )  =  <b^\\SK \\<e.

On peut remarquer que si (xi)ig/ est de Cauchy alors l’ensemble 7+ des indices 
i € I  tels que ^  0 est au plus dénombrable. En effet pour tout n e  N* soit 
l’ensemble fini Jn € iF(I) tel que pour tout K  € F(I )  on ait

TTC J„ = 0 = >  \\Sk \\ <

En particulier pour K  =  { i }  avec i fi Jn on a ||a:*|| < -  ; par suite ||xi|| =  0 si i 
n’appartient pas à la réunion 7+ des Jn pour n € N* qui est une partie dénombrable 
de 7 (car réunion dénombrable de parties finies).
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Le critère de Cauchy est bien entendu important puisqu’il permet de dire quand 
une famille est sommable sans en connaître la somme. Plus précisément on a le 
théorème qui suit.

3.7. Théorème. Une condition nécessaire pour qu’une famille (£i)ie/ dans E soit 
sommable est qu’elle soit de Cauchy. Cette condition devient suffisante si E est 
complet.

Démonstration. Supposons (Xi) sommable de somme S G E  et soit e > 0. Alors il 
existe Jo 6 I ) telle que pour tout J G ( /)  on ait

JoC  J = * \ \ S - S j ÏÏ < | .

Soit K  G ( /)  disjoint de Jq ; alors

l l « - s * l l < |  et I | S -S j„u kI I < | .

Comme Sk  =  Sj0uk — Sj0 on en déduit que ||iSjc|| < e qui montre bien que (xj)je/  
vérifie le critère de Cauchy.

Supposons E  complet et (xj ) vérifie le critère de Cauchy. Comme on l’a fait 
remarquer l’ensemble des i E l  tels que X{ ^  0 est au plus dénombrable ; supposons- 
le égal à N. Le problème revient donc à la sommabilité d’une suite (xn)n€N- On 
pose Sn =  J2n=oxn > a ôrs suite (Sn )n &n vérifie le critère de Cauchy ; elle 
converge donc vers un élément S  E E. Pour tout e >  0 il existe J E ^"(N) tel 
que pour tout L  E E(N) disjoint de J on ait ||Sx|| < | et un entier Nq tel que 
N  > Nq = >  ||S — SjvH <  |. Pour tout K  E E(N) contenant J il existe un entier 
N  > No tel que K  C {0 ,1 , . . .  , N }  ; par suite {0 ,1 , . . .  , N }  — K  est disjoint de J. 
Ce qui entraine

Il5  -  <Sk || < IIS-SWII +  \\Sn -  SK \\ <  £•

La famille (xi)i6/  est donc sommable. □

3.8. Corollaire. Soit (xi)n=j une famille sommable dans E complet. Alors pour tout 
sous-ensemble J C I, la famille {xj ) j€j  est sommable.

Supposons que I  est une réunion disjointe d’ensembles I \ , A E A. Soit (xi)ig/ 
une famille dans E.

3.9. Théorème (sommation par paquets). Supposons E  complet et (xi)içi sommable 
de somme S. Si S\ est la somme de la famille (xj)i6/A, la famille (Sa)a€A est 
sommable de somme S.

Démonstration. Soit e >  0. Comme (Xi)i€j est sommable il existe un sous-ensemble 
J(e) E F (I )  tel que pour K  E E(I)  on ait

J(e) C K  = »  ||S -  £j<j| < e.

On pose

H(e) =  {A G A : h  D J(e) £  0}.
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Alors H(e) est un sous-ensemble fini de A (puisque les I\ sont disjoints). Soit 
H  G .F(A) contenant H(e) ; comme pour tout À G A la famille (xi)ieiA est sommable 
pour tout 77 > 0 il existe M(A, rf) partie finie de I\ telle que pour M  G ^{Ix )  on ait

M (\ ,V) c M = * \ \ S x - S m \\<V-

Posons

Jx .= (J(e) D h )  U et J  =  (J  JA.
X ç H

Alors les Jx sont des parties deux à deux disjointes ; d’ou Sj  =  J2xeH &Jx • D’autre 
part on a ||5A — S 'jx|| < rj et comme J(e) C J on a ||5 — 5j|| < e. Par suite

x e H

< € +  (cardinal de H)rj.

Comme cette inégalité est vraie pour tout 77 et que son premier membre n’en dépend 
pas, en faisant tendre 77 vers 0 on obtient

■ s - £ s »
x e H

< €

pour tout H e  J7(A.) contenant H(e).  Ce qui montre bien que la famille (Sa)àga 
est sommable de somme S . □

4. Quelques exemples concrets cPE.V.T.
4.1. Les espaces de Banach

i) Tout espace E  de dimension finie égale à n est isomorphe (via le choix d’une 
base) à Kn (K =  R ou C). Sur un tel espace on peut définir plusieurs normes toutes 
équivalentes qui en font un espace de Banach ; donnons en deux :

i
/  71 \  P

\x \\p=  avec p G [1, +oo[
U=1

x\ =  sup \Xi\.
i= 1,... ,n

Sur un espace E de dimension finie il n’existe qu’une et une seule structure 
d’e.v.t. séparé : celle définie par une quelconque de toutes les normes qu’on peut 
définir sur E.

Ce fait est important ; il n’est pas immédiat mais il n’est pas difficile à établir : 
la démonstration se fait en usant d’une récurrence sur la dimension de E.

ii) Soit (X, d) un espace métrique compact ; alors l’ensemble E =  C (X , R) des 
fonctions réelles continues muni de la norme

=  sup |/(x)|
xex
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est un espace de Banach.
iii) Soit ( f l ,A,p)  un espace mesuré ; alors pour tout p > 1 l’espace IA (fl, R) 

des classes (modulo l’égalité /^-presque partout) de fonctions de puissance pème 
intégrable muni de la norme

est un espace de Banach (voir exercice V. 5.2 pour les démonstrations).
Si fi =  N, A  =  V(D) et fj, =  m (la mesure de comptage sur N Le. m(A) =  

cardinal de A  si A est fini et +oo sinon) alors Lp(N, R) n’est rien d ’autre que 
l’espace de Banach, que l’on note habituellement £p> des suites réelles de puissance 
peme sommable.

4.2. Les espaces de Fréchet

Ils constituent un outil principal en analyse et en géométrie. Nous donnerons un 
des plus importants.

Pour tout n G  N on  note Cn(R) l’espace des fonctions réelles de classe Cn sur 
R (Le. les fonctions /  : R — > R telles pour tout r G {0 ,1 , . . .  ,n}  la dérivée 
/ ^  d’ordre r de /  est continue). Soit (K m) une suite de compacts dont la réunion 
recouvre R et tels que K m soit contenu dans l’intérieur de K m+\ (on dira que (Km) 
est une suite exhaustive de compacts de R). Pour /  G Cn(R) on pose

Pm(f) =  SUP l / (r)(*)l-
r=0 X̂ Krn

Alors (pm) est une suite séparante et croissante de semi-normes sur Cn(R) qui 
en fait un espace de Fréchet.

Démonstration. Le fait que pm soit une suite de semi-normes et qu’elle soit crois
sante est évident. Si pm( f  ) =  0 pour tout ra G N, alors la restriction de f  h tout 
compact K m est nulle, donc /  est nulle sur leur réunion qui est R ; par suite /  
est identiquement nulle. La suite (pm)m est donc séparante. Cette suite de semi- 
normes définit une topologie sur Cn(R). On vérifie facilement que cette topologie 
est indépendante de la suite exhaustive de compacts choisie pour la définir : en effet 
si (K[) est une autre suite exhaustive de compacts de R, alors pour tout m G N il 
existe £ G N tel que K m soit contenu dans l’intérieur de K[  ; si on note (pfe) la suite 
de semi-normes associée à la suite (K[) on aura

Pm(f) < Pe( f )

pour toute fonction de Cn(R). Donc toute pm-boule ouverte est contenue dans une 
p^-boule ouverte. De la même manière on montrerait que toute p^-boule ouverte 
est contenue dans une pm-boule ouverte. Autrement dit la topologie définie par la 
suite (pm)m est la même que celle définie par la suite (p'e).

Reste à montrer que Cn(R) est complet. Pour le faire on peut donc choisir 
n’importe quelle suite exhaustive de compacts K m. Soit ( f3) une suite de Cauchy 
dans cet espace. Pour tout r G {0 , . . .  , n} et tout compact K m la suite grs =  fa^\x
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est de Cauchy pour la norme de la convergence uniforme des fonctions continues 
sur K m. Elle converge donc vers une fonction continue sur K m ; comme ceci est 
vrai pour tout m la suite ( / i r )̂s converge vers une fonction continue gr sur R. 

Soient toujours r G {0 , . . .  , n — 1} et xo G R. On a, au voisinage de xo

/ i r)( * ) - / i r)(* <>)= f  û r+x)m .
J  X o

Par passage à la limite sur s on obtient

gr( x ) - g r (x0) =  f  gT+1(t)dt.
Jxq

On dérive alors gr et on constate que g7’+1 =  (g7*)'. En prenant r =  0 et en itérant 
ce processus on trouve (g0) ^  =  gr. Ce qui montre que la suite f s converge dans 
Cn(R) vers la fonction /  =  g0. Autrement dit Cn(R) est complet, donc c ’est un 
espace de Fréchet. □

Pour tout n G Cn(R) on a Cn+1(R) C Cn{R). On a donc une suite d’inclusions 
continues

.. .  ^  Cn+1(R) ^  Cn(R) C 1(R) ^  C°(R)

L’intersection de tous les espaces Cn(R) pour n variant dans N n’est rien d’autre 
que l’espace C °°(R) des fonctions de classe C°° sur R. La topologie la moins fine 
rendant continues toutes les injections naturelles

C°°(R) Cn(R)

est appelée la C°°-topologie. Une suite (f 3) converge vers une fonction /  de classe 
C°° pour cette topologie si, et seulement si, pour tout compact AT de R et tout 
r G N la restriction de / i 7̂  à K  converge uniformément (sur K ) vers la restriction 
de à K .  Cette topologie peut être définie par la suite croissante de semi-normes

= ê  i / (r)(æ)i) •

De façon analogue on peut définir l’espace de Fréchet des fonctions C°° sur un 
ouvert U de R" avec n > 2.

5. Exercices
5.1. Soient U un ouvert non vide de C et /  : U — > C une fonction. On dira 
que /  est holomorphe en z € U, si la limite lim/,_>o , avec h ^  0 et
h +  z 6 U existe. On dira que /  est holomorphe sur U, si elle est holomorphe 
en tout point de U. Par l’identification (x, y) € R2 — *■ z =  x +  iy G C on peut 
voir /  comme une fonction (x, y) € U C R2 — > (u(x,y) ,v(x,y))  6 R2. Supposons

(du du \

dv dï ) son application linéaire
dx du /

tangente en (x, y). Alors /  est holomorphe en z =  (x, y) si, via l’identification
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(x,y) G R2 — ► z =  x +  iy G C, Papplication R-linéaire cJ/(Xjy) : R2 — > R2 est en 
fait C-linéaire. Ceci impose aux coefficients de la matrice de vérifier les relations 
fx =  f y et f ^ ~ — dites conditions de Cauchy-Riemann. Autre définition : /  
est holomorphe en z s’il existe p > 0 tel que le disque ouvert de centre z et de 
rayon p soit contenu dans U et pour tout w dans ce dique on ait un développement 
en série entière convergente f (w)  =  Y^Lo an(w -  z)n. Ce développement montre 
qu’une fonction holomorphe est analytique réelle et donc de classe C°°.

On peut trouver toutes les définitions et propriétés des fonctions holomorphes 
dans n’importe quel ouvrage traitant des fonctions d’une ou plusieurs variables 
complexes. Le livre [Ca] de H. Cartan est une excellente référence sur le sujet.

Dans C on considère la suite exhaustive de compacts K n =  D(0,n) où .D(0, n) 
est le disque fermé de rayon n G N*. Pour toute fonction holomorphe /  sur C on 
pose

Pn(f) = SVip |/(z)|.
zeKn

Montrer que l’espace vectoriel H des fonctions holomorphes sur C muni de cette 
suite de normes pn est un espace de Fréchet.

Les espaces Lp (p G [1, +oo[) jouent un rôle fondamental. Nous allons les définir 
et donner leurs principales propriétés ; nous ferons cela sous forme de problèmes.

Soit (fi, A, p) un espace mesuré et notons Lp l’ensemble des classes de fonctions 
réelles (on peut les supposer complexes aussi) mesurables de puissance peme p- 
intégrable sur il. C’est un espace vectoriel. En effet pour tout a  G R et tout 
élément /  de a f  G IP. D’autre part la fonction x G R — > \x\p étant convexe, 
on a pour tous / ,  g G Lp

i / + # < ( i / i + i 3 i ) p < 2 p- I( i / r + i # )

qui montre bien que /  +  g G Lp. Pour /  G Lp on pose

m r =  ( f j f n i - y  ■

Nous allons montrer que 11 | |p est une norme sur l’espace vectoriel Lv qui en fait 
un espace Banach.

5.2. Espace Lp avec 1 < p <  +oo

On suppose p > 1. Soient q g]1, +oo[ tel que  ̂  ̂ =  1 et a et b deux nombres
réels positifs.

i) Etablir l’inégalité

ab<
ap
----- 1-----.
P Q

ii) En déduire que pour /  € Lp et g G Lg, fg  G L1 et on a l’inégalité (dite de 
Hôlder)
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ll/slli < ll/llPN I 9-
iii) Démontrer Pinégalité suivante (dite de Minkowski) valable pour tout p > 1.

11/ +  #||P < ll/llp +  \\g\\P-

iv) En déduire que || ||p est une norme sur LP.
Soit ( / n) une suite de Cauchy dans LP.
v) Montrer qu’on peut extraire de ( /n) une suite (f nk)k telle que

||/nfc+i — fnk\\p <

Pour tout k G N* on pose hk =  |/ml +  \fnj+1 ~ f nj \ et pour tout u  G fi, 
h(u) =  lim/c_>+00 hk(u>) (limite qui est finie ou infinie).

vi) Montrer que \\hk\\p -> \\h\\p et que hk G IP. En déduire que h G LP et donc 
h est presque partout finie.

vii) Montrer que la suite (f nk)k est presque partout convergente vers une fonction 
mesurable / .

(Remarquer que la série dont les termes sont u\ =  f ni et Uk =  f nk ~  /n fc_x 
pour k > 2 a pour somme partielle Sk =  fnk et se rappeler qu’elle est absolument 
convergente (la limite est précisément h.)

viii) Démontrer que (f nk)k converge vers /  dans Lp.
(Appliquer le théorème de convergence dominée à la suite de fonctions gk =

\fnk ~ f \ P.)

5.3. Espace L°°

Comme pour l’espace LP avec 1 < p < +oo, nous étudierons L°° sous forme de 
problème.

Soit (fi, A , p) un espace mesuré. Pour toute fonction mesurable /  on pose

ll/lloo =  inf{û! : a  € R+ et |/| < a  / i - p p }

On dira que /  est p-essentiellement bornée si ||/||oo < +oo et on note C°° 
l’ensemble de telles fonctions et L°° =  £°°/J\f où Af  est l’espace des fonctions 
mesurables nulles presque partout..

i) Montrer que || ||oo est une norme sur L°°.
ii) Soit /  G L°°. Montrer qu’il existe E  G A  de mesure nulle tel que

ll/lloo =  sup |/(w)|.
wen-E

iii) Soit ( / n) une suite de Cauchy dans L°°. Montrer que ( / n) est une suite de 
Cauchy pour la norme uniforme en dehors d’un ensemble de mesure nulle E .

iv) En déduire que ( /n) converge vers un élément /  G L°° pour la norme || ||oo 
et donc L°° est complet.

5.4. Soit Co l’espace des suites complexes tendant vers 0 muni de la norme ||X||oo =  
supnGN \xn\. Montrer que Co est un espace de Banach.



CHAPITRE VI
Applications linéaires continues

Nous introduisons la notion d’application linéaire continue qui accompagne de façon 
naturelle celle d ’espace vectoriel topologique. Diverses propriétés sont étudiées et les 
théorèmes fondamentaux sont démontrés : Banach-Schauder, graphe fermé, Hahn- 
Banach... Pour des raisons de simplicité, nous nous sommes limités aux espaces 
normés bien que la plupart des résultats restent vrais dans le cadre plus général des 
espaces vectoriels topologiques.

1. Généralités
Soient (F , || ||e ) et (F, || \\p) deux espaces normés qu’on supposera fixés tout

le long de cette section.

1.1. Proposition. Une application linéaire u : F  — > F  est continue si, et seulement 
si, il existe a > 0 tel que, pour tout x G E,

(V U )  IK z )||f <  allælls-

L’énoncé général dans le cas où (F,pn) et (F,qm) sont deux e.v.t. localement 
convexes avec (pn) et (qm) deux suites croissantes de semi-normes respectivement 
sur F  et F  serait :

Une application u : E  — > F  est continue si, et seulement si, pour tout m G N il 
existe n e N  et a>0(dépendant  en général de m ) tel que , pour tout x e  E,

(VI.2) q m ( u ( x ) )  < a p n { x )  Vx G F.

Démonstration. Supposons u continue ; elle est donc continue à l’origine i.e. si 
x —» 0 dans F, u(x) —► 0 dans F. Alors pour tout e > 0 il existe rj >  0 tel que

\\x \\e  < V = >  IM̂ OIIf < e-
Soit x G F  non nul (pour x =  0 l’inégalité qu’on veut établir est évidente) ; alors 
on a

u
x

< e 
F

c’est-à-dire ||u(x)||j? < |||x||£;. Il suffit alors de prendre a =  fj.
La condition (VI. 1) est clairement suffisante pour la continuité de u. □



82 Ch. VI. Applications linéaires continues

Il découle de la proposition VI. 1.1 qu’il y a équivalence entre : continuité en 0, 
uniforme continuité et condition de Lipschitz.

Comme F  est séparé, le noyau Kern =  {x  € E : u(x) =  0} d ’une application 
linéaire continue u : E  — > F  est un sous-espace vectoriel fermé de E.

L’ensemble Cc(E, F)  des applications linéaires continues de E  dans F  est un 
espace vectoriel sur le corps K. Comme toute application linéaire continue est 
bornée sur la boule unité (fermée) de E, Cc{E, F)  peut être muni de la norme (le 
vérifier) :

(VL3) I M =  sup ||u(x)||j,
IW|B<i

ou encore ||M||'= supæîé0
Soient E i , . . .  , En et F  des K-espaces vectoriels. Une application $  définie sur 

E\ x . . .  x En et à valeurs dans F  est dite n-linéaire si, pour tout i G {1 , . . .  , n}  et 
pour tous x\ G J5i,. . .  , Xi-\ G E i- 1 , Xi+\ G Ei+i , . . .  , xn G En fixés, l’application 
Xi G Ei i— > $ ( x i , . . .  , Xi,. . .  , xn) G F  est linéaire. Si n =  2, E\ et E2 sont un 
même espace E  et F  =  K, on dira que $  est une forme bilinéaire sur E.

Soient (Ei, || ||i),. . .  , (En, || ||n) et (E , || ||j?) des espaces normés. On munit 
le produit cartésien E\ x . . .  x En de l’une des normes équivalentes suivantes ||x|| =  
E iL l 11**11* ou 11*11 =  suPi{ll**lli} 0\1X =  (Xi ,. . .  ,X„).
1.2. Proposition. Une application n-linéaire $  : E\ x . . .  x En — > F  est continue 
si, et seulement si, il existe a >  0 tel que pour tout ( x i , . . .  ,xn) G Ei x . . .  x En 
on ait ||$(xi,... ,x n)||F < a||xi||i •... • ||xn||„.

Démonstration. Elle est presque la même que celle de la propositon VI. 1.1. □

Si $  : E\ x . . .  x En — > F  est continue alors pour tout i G {1 , . . .  , n} et tous 
x\ G E i , . . .  ,Xi- 1  G Ei-i ,Xi+i G Ei+i , . . . x n G En fixés, l’application partielle 

: Ei — > F  définie par $i(xj) =  $ ( x i , . .. ,xn) est continue. La réciproque est 
vraie si l’un des Ei est de Banach (c/. exercice VI. 5.3).

On définit une norme sur Cc{E\,... ,En; F ), espace vectoriel des applications 
n-linéaires continues de E\ x . . .  x En dans F  en posant

(VI. 4)

ou encore

IP III=  sup ||$(xi, . . . ,Xn)j|i?
Ila ' l | | l ^ l ) * * *  >11 xn | | n

IP1II= SUP
||$(xi,... ,x„)|Jf

Xi \Xr,

C’est le plus petit nombre a >  0 vérifiant l’inégalité

P ( x i , . . .  , x „)| | f  < a||xi||i • •  ||x„||n.

On a aussi l’inégalité importante suivante : si u : E — > F  et v : F  
des applications linéaires continues entre espaces normés alors

G sont
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( v i . 5)  l l | v ° u | | |  <  I I N I M I H I I

On a en outre le résultat suivant dont la démonstration n’est pas difficile à 
donner.

1.3. Théorème. Si Vespace normé F  est complet, £ c(F i , . . .  , Fn;F ) est un espace 
de Banach*

Une application n-linéaire avec n > 2 non identiquement nulle n’est jamais 
uniformément continue. Le vérifier par exemple pour : Ei =  =  F  =  R et
$ (z i ,x 2) =  £1^2-

Soient maintenant V i,... >Vn des sous-espaces denses respectivement dans les 
espaces E\>.. .  , En et $  : V\ x . . .  x Vn — ► F  une application n-linéaire continue.

1.4. Théorème. Si F  est complet, Vapplication <Ê> 5e prolonge de manière unique en 
une application n-linéaire continue $  : Ei x . . .  x En — > F  qui vérifie |||$j|| =
i i i * i i i -
Démonstration. On la fait dans le cas n =  1 auquel on peut toujours ramener le cas 
général. Soit u une application continue d’un sous-espace dense V de E h valeurs 
dans F. Soit x G E  ; alors il existe une suite (Xk)k d’éléments de V  telle que 
x =  limxk ; c ’est donc une suite de Cauchy. Comme u est uniformément continue 
(u(xn)) est une suite de Cauchy dans F  qui est complet ; elle y converge donc vers 
un élément ü(x) de F  ; si (x*.)fc est une autre suite de V  qui converge vers x alors 
la suite u(xi) iu(x/1) )u(x2) yu(x /2) ) . . .  , î/(xjt),u(xfc),. . .  est de Cauchy dans F, donc 
convergente. Par suite limu(xk) =  limi^x*,). Le vecteur ü(x) ne dépend donc pas 
du choix de la suite Xk- Ce qui définit bien ü sur E. La linéarité de û découle de 
la continuité des opérations “somme” et “multiplication par un scalaire” .

D’autre part comme u est continue il existe a >  0 tel que, pour tout x e  E, 
||u(x)||f < all^Hy ; par densité de V dans F  on a encore, pour tout x G F, 
||ü(x)||F < allxll^. Ce qui montre bien l’égalité |||u||| =  \\\u\\\. □

Une application u d’un e.v.t. F  dans un e.v.t. F  linéaire bijective, continue et 
ouverte (Le. u-1 est continue) est appelée isomorphisme topologique de F  sur F. 
Si en plus F  et F  sont normés et u une isométrie Le. Vx G F  : ||̂ (x)||jp =  ||x ||æ  

on dira que u est un isomorphisme d’espaces normés.

Dorénavant on ne mettra pas d’indice pour spécifier l’espace sur lequel est définie 
une norme considérée sauf quand il y a risque de confusion.

Soit maintenant V  un sous-espace fermé de l’espace normé F. Alors l’espace 
quotient E/V est muni de la norme ||X|| =  infxGx  ||x|| pour laquelle on démontre 
facilement la

1.5. Proposition, i) La projection canonique ir : E  — > E/V est continue et a pour 
norme HMH =  1,

ii) l ’image par n de la boule unité ouverte Be de E est la boule unité ouverte 
Ee/v de E/V .
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On a d’autre part la

1.6. Proposition. Soit u : E  — ► F  une application linéaire continue nulle sur V . 
Alors il existe une et une seule application linéaire continue v : E/V — > F  telle 
que u =  v o  7r et ||M|I =  \ \\u\\\.

Démonstration. Soient X  G E/V et x, x l G X  ; alors x — x' =  /  G V . Donc 
0 =  u {f ) =  u{x — x') =  u(x) — u(x'). Si on pose v(X) =  u(x) avec x un représentant 
quelconque de la classe X  modulo V  on définit bien v en tant qu’application linéaire 
vérifiant u =  v o  tt. Par (VI.5) on a \\\u\\\ < ||MH (puisque |||7r||| =  1). D’autre 
part comme pour tout point X  G Be/v il existe x G Be tel que X  =  7r(x) on a 
HMH < HMH- C’est-à-dire \\\u\\\ =  ||MII* Ce qui démontre la proposition. □

2. Quelques théorèmes importants
2.1. Théorème de Banach-Schauder. Soient E et F  deux espaces de Banach et 
u : E  — > F  une application linéaire continue. Pour que u soit ouverte il faut, et il 
suffit, qu’elle soit surjective.

Démonstration. Si u est ouverte, l’image de la boule unité B de B contient un 
homothétique r)B' (avec rj > 0) de la boule unité B ' de F. Donc si y G F  — {0} 
est quelconque ^ j j V € r]Bf ; alors il existe x e  E tel que y =  u(x) i.e. u est 
surjective.

Supposons u surjective. Il suffit de montrer que u{B ) contient une boule ouverte 
centrée en 0 dans F. On a

F  =  |̂ J u(nB) =  nu{B).
n>  1 n > 1

(découle de la surjectivité de u). Si tous les nu(B) étaient d’intérieur vide F  serait 
d’intérieur vide d’après le théorème de Baire, ce qui est absurde. Par suite l’un 
de ces ensembles (et donc tous puisque ils sont homothétiques) est d ’intérieur non 
vide en particulier u(B ) est d’intérieur non vide. Il existe alors yo G int (u(B )) et 
e >  0 tels que la boule ouverte B(yo,e) de centre yo et de rayon e soit contenue 
dans int (u(B )). Comme u(B ) est symétrique par rapport à l’origine B ( -yo , e )  C 
int u(B ) et comme il est en plus convexe (voir VI. 3.2 pour la définition et les 
propriétés des ensembles convexes), la boule ouverte de rayon f  centrée à l’origine 
est contenue dans int u(B ) ; 0 est donc un point intérieur de u(B). Il existe donc 
p >  0 tel que pB' C u(B). Soit y e  F  tel que \\y\\ < % et définissons une suite (xn) 
telle que xo =  0 et pour tout n > 1

l l * n + l  -  * » | |  <  2 ^ 1  e t  I I » - u ( * n ) i r  <  ÿ S r -
Une telle suite existe. En effet supposons-la construite jusqu’au rang n ; on a

y -  u(xn) € u ( ^ r r ^ )  •

On peut donc trouver zn G vérifiant
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\\y — u(xn) — u{zn)\\ < ^ 2

L’élément xn+i =  xn +  zn est alors le (n +  l ) eme terme cherché. La suite (xn) est 
de Cauchy ; elle Converge donc vers un point x G E  qui vérifie y =  u(x) et

OO

Ĥ ll ^ ^  ̂||%n xn—1|| < 1
n = 1

c’est-à-dire x E B  ; par suite y E u (jB), donc C 'u(-B) puisque 7/ est choisi 
quelconque vérifiant ||2/|| < f- Ce qui montre que u est ouverte. □

Une des applications importantes de ce théorème est donnée par les corollaires 
qui suivent.

2.2. Corollaire, i) Soit u une application linéaire continue bijective d’un espace de 
Banach E dans un espacé de Banach F. Alors u est un isomorphisme topologique.

ii) Dans un espace de dimension finie toutes les normes sont équivalentes.
Bien sûr l’assertion ii) de ce corollaire n’a pas besoin du théorème de Banach- 

Schauder pour être établie ; on peut le faire plus simplement à la main en usant 
d’une base de E.

Notons G le graphe de u i.e. la partie de E  x F  (E  et F  sont toujours des 
espaces de Banach) dont les éléments (x,y)  vérifient y =  u(x) ; c ’est un sous-espace 
normé de l’espace de Banach E x F.

2.3. Corollaire (Théorème du graphe fermé). L ’application u est continue si, et 
seulement si, G est fermé.

Démonstration. Supposons u continue. Alors G est fermé comme noyau de l’applica
tion linéaire continue (x,y)  E E  x F  — » y — u(x) E F. Réciproquement si G est 
fermé dans E  x F  il est de Banach. Notons p : E  x F  — > E  la première projec
tion. La restriction de p à G est continue, bijective puisuq’elle admet pour inverse 
x e  E  — > (x ,u (x )). Celle-ci est donc continue d’après le théorème VI. 2.1 ; par 
suite u est continue. □

Pour continuer l’étude des propriétés des applications linéaires entre deux espaces 
normés E  et F , nous avons besoin d’introduire certaines topologies sur l’espace 
vectoriel Cc(E,F)  autres que celle définie par la normé

IIMII= sup ||«(®)||
IMI<i

qu’on appelle la topologie forte.
Soit $  une famille filtrante de parties de E i.e. $  C V(E)  et telle que pour 

tous A, B  E $  il existe C  E $  contenant A U  B. On appelle Q-topologie sur 
Cc(E , F)  et on note 7$ la topologie de la convergence uniforme sur les parties de 
E  qui appartiennent à la famille $. C ’est-à-dire qu’une suite (un) dans Cc{E,F)  
converge vers 0 au sens de 7$ si pour tout élément À E $  la restriction de (un) à A 
converge uniformément vers 0. Pour cette topologie chaque élément u E Cc(E, F)  
admet comme base de voisinages la famille de parties de la forme
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V(u ,A,e )  =  < v G Cc(E,F)  : sup \\u(x) -  u(x)|| < e 
l xe a

où A  G $  et e >  0.

Trois familles $  vont nous intéresser principalement :
i) $  =  J3 =  {parties bornées de E } ; 7$ n’est alors rien d’autre que la topologie 

de la convergence uniforme sur les bornés, c ’est-à-dire la topologie de la norme. On 
la notera 7 b-

ii) 5> =  C =  {parties compactes de E } ; on la notera 7c ; c ’est la topologie de la 
convergence compacte.

iii) $  =  T  =  {parties finies de E } ; c ’est la topologie de la convergence simple 
ou topologie faible qu’on notera Tjr.

Comme T  C C C B on a les implications évidentes qui suivent entre les différents 
types de convergence : Convergence pour 7 b = >  Convergence pour 7c et Conver
gence pour Te Convergence pour 7jr. Les implications réciproques ne sont pas 
vraies en général.

On peut voir que toute partie U bornée dans Vespace normé Cc(E , F) est équicon- 
tinue. Dans le cas où E  est un espace de Banach ce résultat reste encore vrai (exer
cice VI. 5.1) si U vérifie la condition plus faible suivante : Vx G E, s\ipueU ||u(æ)|| < 
+oo. On dira que U est simplement bornée.

2.4. Théorème de Banach-Steinhaus. Soient E un espace de Banach, F  un espace 
normé et (un) une suite dans Cc{E ,F)  qui converge au sens de la topologie T? vers 
une application linéaire u. Alors u G £ C(E,F) et (un) converge vers u au sens de 
la topologie Tq .

Démonstration. La suite (un) converge simplement vers u i.e. pour tout x G E, la 
suite (un(x)) converge vers u(x) dans F  ; elle est donc simplement bornée. D ’après 
l’exercice VI. 5.2 la famille U =  (un) est donc équicontinue, d’où u G Cc(E yF). 
Comme U — {un : n G N} U {u}  est l’adhérence de U pour la topologie 7T elle est 
équicontinue. Par suite les restrictions de Te et 7 f à U coïncident (exercice VI. 5.1) 
c’est-à-dire (un) converge vers u uniformément sur tout compact de E. □

Nous verrons par la suite beaucoup d’exemples d’applications linéaires continues 
notamment dans les chapitres IX et X. Les applications linéaires E  — ► F  auxquelles 
nous allons nous intéresser pour le moment seront les formes linéaires i.e. F  est 
le corps de base K (qui est un espace vectoriel de dimension 1 sur lui-même).

3. Le théorème de Hahn-Banach
C’est un théorème respectable de l’analyse fonctionnelle ! Il admet deux formes. 

La première, dite géométrique, permet de séparer strictement un ensemble con
vexe fermé d’un ensemble compact fermé par un hyperplan fermé. La deuxième 
forme, dite analytique, assure le prolongement avec conservation de la norme d’une 
forme linéaire continue dès lors qu’on la connaît sur un sous-espace vectoriel. 
Avant d’énoncer et de démontrer ce théorème, sous ses diverses formes, nous ferons 
quelques rappels sur la convexité et la caractérisation d’une forme linéaire continue 
à l’aide de son noyau.
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3.1. Proposition. Soient f  une forme linéaire non nulle sur un espace normé E et 
H  *son noyau. Alors f  est continue si, et seulement si, H  est fermé.

Démonstration. Supposons /  continue ; alors H  est fermé comme image réciproque 
de {0 } qui est fermé dans K. Réciproquement, si H  est fermé, l’espace quotient 
E/H  est normé. Comme /  est non nulle, il existe au moins un vecteur xo tel 
que f ( x o) =  1 ; alors tout x e  E  est équivalent (modulo H) à f ( x ) x o puisque 
/ (x — f { x ) x o) =  f { x )  — f ( x ) f ( x o) =  0. Notons n : E  — > E/H la projection 
canonique ; alors

l / ( * ) l  • l k ( * ) l l  =  l k ( / ( * ) * o ) l l  =  lk (x )| |  <  i n i .

C o m m e  xo £ H  c e t t e  i n é g a l i t é  d o n n e  |/(x)| <  ||J|jjJ)|| /  e s t  c o n t i n u e .  □

3.2. Convexité dans un espace vectoriel

S o i t  E  u n  e s p a c e  v e c t o r i e l  s u r  K .  O n  d i r a  q u ’ u n e  p a r t i e  A de E  e s t  convexe 
s i  V x ,  x' €  A  e t  V t  €  [0 ,1 ]  l e  v e c t e u r  (1  — t)x  +  tx' a p p a r t i e n t  à  A. D e  m a n iè r e  

é q u iv a l e n t e  A  e s t  c o n v e x e  s i ,  p o u r  t o u t  n G N, t o u t  (x i , . . .  , xn) G An e t  t o u t  

( i l , . . .  , tn) G R "  t e l  q u e  X ) I L i  U =  1> Ie  v e c t e u r  ^ " = 1  Uxi e s t  d a n s  A. P a r  e x e m p l e

-  u n  s o u s - e s p a c e  a f f in e ,

-  u n e  b o u l e  d a n s  u n  e s p a c e  n o r m é ,

- le demi-espace {x  G E  : / (x )  >  a }  où /  est une forme linéaire réelle et a  G R,
- un cône C =  |Ja>o base une boule A C E

sont des parties convexes de E. On vérifie sans peine
- que si A  est convexe et si u : E  — > F  est une application affine alors f (A )  est 

un convexe de F  ; de même si B  est un convexe de F , u~1(B) est un convexe de
E,

- toute intersection de convexes est un convexe,
- toute somme de parties convexes de E  est un convexe de E.
Soit A  une partie de E  ; alors l’intersection de toutes les parties convexes de E  

contenant A  est un convexe appelé enveloppe convexe de A et est noté habituelle
ment A ; c ’est aussi le plus petit (au sens de l’inclusion) convexe contenant A. On 
vérifie sans peine que
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{n n

| ti G R+ =  Xi G A, n G N*

2=1 2=1
Dans un e.v.t. E  on appelle usuellement enveloppe convexe de A le plus petit 

convexe fermé contenant A. L’adhérence et l’intérieur d’une partie convexe sont 
convexes.

Un hyperplan vectoriel H  (sous-espace vectoriel de codimension 1) d’un espace 
vectoriel réel E  peut toujours être considéré comme le noyau de la forme linéaire 
7r : E  — ► E/H =  K. Soit /  une forme affine réelle sur E  et posons

E+ (f )  =  { x  G E :  f ( x ) >  0} et £ _ ( / )  =  {x  G E  : / ( * )  < 0},

Ë + ( f )  =  { x e E :  f ( x ) >  0} et £ _ ( / )  =  {x  G E : f ( x )  < 0}.

On dira que H  =  { /  =  0} sépare (resp. sépare strictement) deux parties A  et B 
si A C £ _ ( / )  et B  c  £ + ( / )  (resp. A C £ _ ( / )  et B  c  £ + ( / ) ) .

Les démonstrations des théorèmes que nous allons énoncer sont aussi valables 
dans les e.v.t. localement convexes séparés mais nous nous limiterons pour simplifier 
l’exposé aux espaces normés. Dans toute cette section E  sera un espace normé.

3.3. Théorème de Hahn-Banach, forme géométrique. Soient U une partie ouverte 
convexe de E et V un sous-espace affine de E tel que UC\V = 0. Alors il existe un 
hyperplan affine H fermé tel que V C H et U O H =

Démonstration. Quitte à effectuer une translation on peut supposer que V  est un 
sous-espace vectoriel. D ’autre part nous distinguerons deux cas : E  réel et E 
complexe.

1er cas : E  réel.

Notons V l’ensemble des sous-espaces vectoriels de E  qui contiennent V  et dont 
l’intersection avec U est vide. Cet ensemble est ordonné par inclusion.

i) Si Vo est une partie totalement ordonnée de V, |J Vo, où Vo parcourt Vo, est un 
sous-espace vectoriel de E  qui contient V  et qui ne rencontre pas [/, donc un élément 
de V qui est la borne supérieure de Vo ; par suite V est inductif ; d ’après le lemme 
de Zorn il admet un élément maximal M .  Le sous-espace M  est nécessairement 
fermé ; en effet comme U est ouvert et vérifie U fl M  =  0 l’adhérence M  de M  ne 
rencontre pas non plus U ; ce qui contredirait le caractère de maximalité de M  s’il 
n’était pas fermé.

ii) L’espace quotient E/M  est normé ; notons n : E  — > E/M  la projection 
canonique et C  le cône ouvert de base 7t(U) dans E/M. Comme M  est un sous- 
espace vectoriel qui ne rencontre pas C/, 0 ^ C.

iii) L’espace E/M  est de dimension 1. Supposons le contraire. Alors (E/M)—{0 } 
est une partie connexe de E/M et comme elle est différente de C, la frontière Fr(C)  
de C (l’adhérence de C  moins son intérieur) contient un point X.  Ce point X  ne 
peut pas appartenir à — C =  { —Z\Z G C}  ; en effet si - C  contenait X , il serait un 
voisinage de X  puisqu’il est ouvert ; par suite il existerait e > 0 tel que la boule
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B(X ,e )  C - C  ; d’autre part comme X  est adhérent à C  cette boule contiendrait 
un point Y  de C  ; donc Y £ C et Y  e  —C c ’est-à-dire Y  et —Y  sont dans C  ; 
comme C est convexe (c’est un cône de base une partie convexe), 0 G C, ce qui 
n’est pas le cas comme on l’a démontré en ii). Soit Vx le sous-espace vectoriel 
engendré par X  ; il est strictement contenu dans E/M  et ne rencontre pas le cône 
C, donc H  =  7T—1 (Vx) contient strictement M  et ne rencontre pas l’ouvert U. Ce 
qui contredit encore une fois la maximalité de M.

iv) Il résulte de ce qui précède que l’espace quotient E/M  est normé de dimen
sion 1 tel que C  ne contient pas son origine Le. M  est un hyperplan fermé ne 
rencontrant pas U. On prend H  =  M.

2eme cas : E  complexe.

L’espace E  est en particulier un espace vectoriel réel. D ’après ce qui précède il 
existe un hyperplan réel fermé Ho de l’espace réel E  qui ne rencontre pas U. Comme 
V  est un sous-espace vectoriel complexe de E } il est stable par l’automorphisme 
x e  E  i— ► ix  G E Le. V =  iV. Par conséquent H  =  Ho fl iHo est un sous-espace 
vectoriel complexe fermé de codimension complexe 1 (car de codimension réelle 2) 
qui contient V  et qui ne rencontre pas U. Ce qui termine la démonstration de la 
version géométrique du théorème de Hahn-Banach. □

Une autre version de la séparation entre ensembles convexes est donnée par le 
théorème qui suit.

3.4. Théorème. Supposons E réel. Soient C et K  deux parties convexes disjointes 
de E avec C fermée et K  compacte. Alors C et K  sont strictement séparées par 
un hyperplan affine fermé H.

S =  inf 
cec,keK \c-k\\

entre les deux fermés disjoints C et K  est strictement positive. Soit e > 0 tel que 
e < â  ; alors l’ensemble U =  C - K  +  B ( 0,e) est égal à

U {c-* + £((),£)}.
cçc,k6K
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C’est donc un ensemble convexe ouvert de E  (convexe parce que somme de convexes 
et ouvert parce que réunion d’ouverts). Il ne contient pas l’origine car pour c G C, 
k G K  et b G B {0, e:) on a

| | c - A  +  6| | > || | C -* | M | & | | |

> |<5-e| > 0

D’après le théorème VI. 3.3 il existe un hyperplan vectoriel H ) noyau d’une forme 
linéaire continue / ,  qui ne rencontre pas U ({0 } joue le rôle du sous-espace V). 
Supposons que f\u >  0 i.e. pour tout c G C, tout A; G i f  et tout b G i?(0,e), 
/( c )  — f ( k ) +  f\b) > 0 ou encore f (k ) -  f(b ) < /(c ) . Cette inégalité étant vraie 
pour c, k et b variant de manière indépendante on aura

(VI.6) sup f ( k ) +  sup f ( b ) <  in f /(c ) .
keK  ||6||<£ ceC

Mais sup||6||<£ f (b ) =  e||/|| (parce que /  est une forme linéaire continue sur E). 
Le nombre : supkeK f (k ) existe bien car /  est continue et K  compact ; l’inégalité 
(VI.6) implique donc que infCe c  f (c )  existe bien. On aura donc

(VI.6. bis) inf /(c )  -  sup f (k)  > e\\f\\.
C£c  keK

Ceci montre aisément qu’il existe un réel a  tel que

K  C {x. G E  : f ( x ) < a }  et C  C {x  G E  : f ( x )  > a }

i.e. K  et C  sont strictement séparés par l’hyperplan réel affine fermé d’équation 
f ( x )  =  a. □

De ce théorème on tire le

3.5. Corollaire. Toute partie convexe fermée C de E est Vintersection des demi- 
espaces fermés qui la contiennent.

Démonstration. Soit a un point de E  n’appartenant pas à C. On applique le 
théorème VI. 3.4 au fermé convexe C  et au compact convexe {a } : il existe une 
forme affine continue f a telle que

CcË+(fa)  et ( a } c B - ( / tt).

Il est alors clair que l’ensemble

f l  £+(/«)
cl€E—C

est fermé et est égal à C. □

3.6. Théorème de Hahn-Banach, forme analytique. Soient V un sous-espace normé 
de E non réduit à {0 } et f  une forme linéaire continue non nulle sur V . Alors il 
existe une forme linéaire continue f  sur E  telle que
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i) f\v =  f ,

Démonstration. D’abord on peut supposer que V  est fermé sinon on prolonge à 
l’adhérence V  via le théorème VI. 1.4. D’autre part la démonstration distinguera 
le cas réel du cas complexe. On supposera bien sûr V E.

1er cas : E  réel.

i) Soit xo € E — V et posons M\ =  V  © R*o. Soit f\ la forme linéaire sur M\ 
définie par

f i ( x  +  Ax0) =  f ( x )  +  Aa

où a  est un nombre réel qui est l’image de *o par f i  et qu’on choisira de telle sorte 
que la norme de f i  soit égale à celle de / .  Il faut donc, et il suffit, d’avoir

|/i(x +  Ax0)| < lll/IIMI* +  Ax0|| 

pour tout x e V  et tout réel À ; ce qui est encore équivalent à

(VI-7) l/(x)-a|<|||/|||.||x-x„||

pour tout x e V ,  c ’est-à-dire

(VI.7. bis) f(x) -  |||/|||.||x -  x0|| < a < f(x) +  |||/|||.||x -  x0||

pour tout x G M. Posons

Ax = f(x) — |||/|||.||x -  x0J| et Bx = / (x )  + |||/|||.||x -  x0||.

Alors a  vérifiant (VI.7. bis) existe si, et seulement si, les intervalles [Ax, By\ ont 
un point commun pour tous x, y £ V. Mais

/( * )  -  f(v) = / ( *  -  V)
< 1 ll/IIM I* -v ll
<111/111-( I I * - * o ll + lly-xà |'|).

Ce qui donne l’inégalité Ax < By pour tous x,y G V. Le nombre a peut donc être 
choisi de telle sorte que / i  soit continue et de norme égale à celle de / .

ii) Soit maintenant V l’ensemble de tous les couples (V7, / ' )  où V1 ést un sous- 
espace vectoriel de E  contenant V  et f  est une extension continue de /  à V7 telle 
que |||//||| =  lll/lll- On munit V de l’ordre partiel suivant :

si, et seulement si, Vf C V" et / "  est un prolongement continu de / ' .  Si Vo est une 
partie totalement ordonnée de V on pose
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Voo= (J  Vq. 
v0eVo

Alors Voo est un sous-espace de E  contenant V. Si x G Vx> il existe (Vo,/o) € Vo 
tel que x G Vo ; on pose alors /oo(z) =  fo(x). L’élément (V ^ /o o ) est donc bien 
dans V et est une borne supérieure de Vo ; autrement dit, l’ensemble ordonné V est 
inductif. D ’après le lemme de Zorn, il admet un élément maximal (Vm , / m )«

iii) Vm est forcément fermé sinon on prolonge à l’adhérence V m  ; d ’autre part 
E  =  Vm ; si ce n’était pas le cas il existerait d’après i) un sous-espace contenant 
strictement Vm  sur lequel /m se prolonge en une forme linéaire continue en con
servant sa norme ; ce qui contredit le caractère de maximalité de (Vm,/m)- Le 
prolongement cherché est obtenu donc en posant /  =  / m -

2eme cas : E  complexe.

On regarde E  et V  comme des espaces vectoriels réels et on note u la partie 
réelle de /  qui est continue et a même norme que /  (cf. exercice VI. 5.5). D’après 
le 1er cas, u se prolonge en une forme linéaire continue réelle u sur l’espace vectoriel 
réel E  ayant même norme que u. L’application /  : E  — > C définie par

f ( x )  =  u(x) — iu(ix)

est une forme C-linéaire continue prolongeant /  et de même norme. □

Le corollaire qui suit donne une conséquence intéressante de la forme analytique 
du théorème de Hahn-Banach.

3.7. Corollaire. Soit xo un vecteur non nul de E. Alors il existe sur E  une forme 
linéaire continue f  telle que f ( x o) =  ||xo|| et |||/||| =  1.

Démonstration. Soit V  le sous-espace vectoriel de E  engendré par xq i. e. l’ensemble 
des éléments de la forme Xxo où À G K. Posons fo(Xxo) =  A||æo||. Alors fo est une 
forme linéaire continue sur V  de norme |||/o||| =  1 ; d’après le théorème VI. 3.6. 
elle se prolonge en une forme linéaire continue /  sur E  de norme 1. □

Ceci dit en particulier que si l’espace E  n’est pas réduit à {0 }, son dual topologique 
E f n’est pas non plus réduit à {0}.

3.8. Corollaire. Soit V un sous: espace vectoriel de E. Alors V est dense si, et 
seulement si, toute forme linéaire continue sur E nulle sur V est nulle.

Démonstration. Si V  est dense alors, de façon évidente, une forme linéaire continue 
sur E  nulle sur V  est nulle. Inversement supposons que l’adhérence V  de V  soit 
strictement contenue dans E. Il existe alors xo E E — V  (non nul bien sûr). D ’après 
le corollaire VI. 3.7, il existe une forme linéaire continue sur V  © Kxo nulle sur V 
et valant 1 en xo : il suffit de poser f(v  +  Xxo) =  A||xo|| où v G V  et À G K. Par le 
théorème de Hahn-Banach (version analytique), /  se prolonge en une forme linéaire 
continue /  sur E , non nulle mais nulle sur V. Ce qui démontre le corollaire. □
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4. Exemples
Nous allons donner des exemples précis de formes linéaires continues sur certains 

espaces de fonctions.

4.1. Formes linéaires positives

Soit (fl, A, fi) un espace mesuré. On rappelle qu’une partie E  de fi est dite 
négligeable s’il existe A e  A  contenant E  tel que pi(A) =  0. On dira que la tribu 
A  est complète pour // si tout E  C fl vérifiant A  C E  C  B  avec A, B  G A  et 
pi(A — B) =  0, appartient à A  ; en particulier si E  est négligeable, E e  A. Pour 
tout espace mesuré (Q, A) il existe une tribu A* contenant A  et une mesure pi* sur 
A* qui prolonge pi et telles pi* soit complète pour A *.

Pour tout espace mesuré pi) et tout p > 1, on note comme toujours
Lp(fl,pf) l’espace des classes (modulo l’égalité en dehors des ensembles de mesure 
nulle) de fonctions complexes mesurables de puissance pème intégrable muni de la 
norme

I |» H p =  ( j f  Iï I ' i I c m ) ' -

Pour p =  oo on notera L°° (fl, pi) l’espace des classes de fonctions pi-essentiellement 
bornées sur fl i.e. le quotient de

C°°(fl,pi) =  { /  : fl — ► C mesurable et bornée pi-pp}

par l’espace N  des fonctions mesurables p-pp partout milles. On le munit de la 
norme :

\\f\\oo =  inf {a  G R+ : |/| < a /*-pp} .

Dans V. 5.3 on a montré que || ||oo est effectivement une norme sur L°°(f2,/i) et 
qu’elle en fait un espace de Banach.

L’application I  : L1(f2, pi) — > C qui à g associe

lia) =  /  9(u)dn(u>)
Jn

est une forme linéaire continue de norme 1 sur L1(fi,/i). Elle vérifie en plus la 
propriété suivante : si g est réelle positive, I(g)  est un réel positif. On dira que I  
est une forme linéaire positive. Nous allons voir que pour certains espaces normés 
toutes les formes linéaires positives sont données par une intégrale associée à une 
certaine mesure.

Soient X  un espace topologique séparé localement compact et B sa tribu borélien- 
ne (celle engendrée par les ouverts). Une mesure pi sur B est dite régulière si elle 
vérifie, pour tout E  e B,

pi(E) =  inf{pi(U) : E  C U, U ouvert} 

et pour tout E  G B de mesure finie
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/ /(£ )  =  sup{n {K) : K  C E, K  compact}.

On rappelle que le support d ’une fonction est l’adhérence de l’ensemble des points 
en lesquels elle n’est pas nulle. Notons IC(X) l’espace des fonctions continues sur 
X  à support compact muni de la norme

IMIoo =  sup |p(x)|.
xex

Une forme linéaire continue positive sur IC(X) est appelée mesure de Radon sur 
X . Toute mesure \x sür B donne via l’intégrale une forme linéaire continue positive 
sur K{X)  C L l (X> /z). La réciproque est connue sous le nom de théorème de 
représentation de Riesz. Sa démonstration est hautement non triviale ; nous nous 
contenterons de son énoncé.

4.2. Théorème de représentation de Riesz. Soit F  une forme linéaire continue posi
tive sur JC(X). Alors il existe une tribu B* contenant B, complète pour une mesure 
régulière \i finie sur les compacts, telle que

F (g ) =  f  gdp, Mg G /C(X). 
Jx

Le lecteur désireux de connaître quand-même la démonstration peut consulter 
[Kr] ou [Ru]. Voir exercice VII. 4.9. pour une variante de théorème.

4.3. Distributions sur R

Pour tout n G N U {oo}, considérons maintenant l’espace vectoriel V n(R) des 
fonctions de classe Cn ayant un support compact dans R qu’on munit du mode de 
convergence suivant : une suite (ipj) converge vers 0, s’il existe un compact K  tel 
que

i) supp(^ ) C K ,
ii) pour tout r € (0 , . . .  n } si n est fini et tout r 6 N si n =  +oo, la suite ( tp^)jçn 

des dérivées d’ordre r des ipj converge uniformément vers 0 sur K :
Une forme linéaire T  sur V n(R) continue (dans le sens où si cpj 0 alors 

T{ipj) —> 0) est appelée distribution d}ordre n sur R. La valeur de T  sur une 
fonction (p G V n(R) sera notée (T, y?). L’ensemble des distributions d’ordre n est 
bien sûr le dual topologique de V n(R) qu’on note X>n(R)/. Par exemple, si on pose 
pour tout n G N et toute ip G V n(R)

*(n)(¥>) =  ¥>(n) (a),

on obtient une forme linéaire sur V n(R) dite distribution de Dirac d’ordre n au 
point a sur R.

Pour n =  oo l’espace Î>°°(R) sera noté V(M) et une distribution d ’ordre n =  oo 
sera appelée simplement distribution. Comme on a

V(R) ^  ... ^  £>n+1(R) ^  £>n(R) D°(R) =  K{R)
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on voit que toute distribution d’ordre n est une distribution ; toute distribution 
d’ordre n est une distribution d ’ordre n +  1 et toute mesure de Radon est une 
distribution d’ordre n pour tout n. On a donc une suite d’inclusions strictes (cf. 
exercice VI. 5.5)

/C(R)' £>n(R)' r>n+1(R)/ £>(R)'.

On dira qu’une distribution T  (ou distribution d ’ordre n) est positive si, pour 
toute cp G V n(R) réelle positive, (T, (p) est réel positif. On a le résultat important 
suivant dont on peut trouver une démonstration dans [Sel] : toute distribution 
positive est une mesure de Radon. On peut aussi consulter [La] pour une étude 
plus étendue sur les distributions.

5. Exercices
5.1. Soient E  et F  deux espaces normés, £ C(F, F) l’espace vectoriel des applications 
linéaires continues de E  dans F  et U une partie équicontinue de Cc(E y F).

Montrer que les restrictions des topologies Te et T?  à U coïncident.

5.2. Soit U une partie simplement bornée de Cc{E , F)  où E  est un espace de Banach 
et F  un espace normé quelconque. Pour tout entier n > 1 on pose

An =  < x G E  : sup ||̂ (x)|| < n > .
I ueu J

i) Montrer que E =  |Jn An et en déduire que int (Ai) n’est pas vide. (Appliquer 
le théorème de Baire à la suite (An) dans l’espace métrique complet E.)

ii) Montrer que l’origine 0 est point intérieur à Ai. En déduire qu’il existe r > 0 
tel que la boule i?(0,r) C Ai et que U est borné dans l’espace normé £ C(J5, F).

5.3. Soient E  un espace de Banach, F  et G deux espaces normés et (/> : E x  F  — > G 
une application bilinéaire telle que les applications partielles

</>(., y)  - x e E  — ► 0(æ,î/) G G

0(x,.) : y G F  — > (/>(x,y) G G

soient continues. Soient (xn) et (yn) deux suites tendant vers 0 respectivement 
dans E  et F. Montrer que (0(., yn))n converge uniformément sur {x n\n G N} U {0 } 
et en déduire que 0 est continue. (Appliquer le théorème de Banach-Steinhaus.)

5.4. On note /C(R) l’ensemble des fonctions réelles continues à support compact 
sur R et Lp (avec p > 1) l’espace des classes (au sens de l’égalité presque partout 
pour la mesure de Lebesgue dans R) de fonctions réelles mesurables de puissance 
peme intégrable et L°° l’espace de Banach des classes de fonctions À-essentiellement 
bornées. Bien sûr, JC(R) est un sous-espace de Lp. On admet que /C(R) est dense 
dans Lp (pour la norme || ||p). Soient f  et g deux fonctions mesurables ; on pose

( / * f l ) ( z ) =  [  f ( x - y )g ( y ) d \ (y ) .
JR
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La fonction /  * g (quand elle est définie) est appelée produit de convolution de /  
par g.

i) Soit /  G Lp. Montrer que pour tout a G R la fonction ra(f )  définie par 
Ta(f)(y) =  / ( û — y) est dans Lp et que l’application r  de R dans LP qui à a associe 
ra(f)  est uniformément continue.

ii) Montrer que, si /  G LP et g G Lq avec  ̂  ̂ =  1, alors f  * g est partout
définie, bornée, uniformément continue et qu’on a

11/ * Q11oo < ll/llp * Ibllg-
i.e. (fi 9) £ LP x Lq; — > f  * g G L°° est une application bilinéaire continue.

iii) Montrer que si f  et g sont dans /C(R) alors

supp(/ * g) C supp(/) +  supp(^).

et donc que le produit de convolution est bien défini sur /C(R) i.e. si f  et g sont 
à support compact alors f  * g est aussi à support compact.

5.5. Soient E  un espace normé complexe et f  une forme C-linéaire continue sur E. 
On note u la partie réelle de /  qui est une forme R-linéaire continue sur E et J 
l’automorphisme complexe de E  qui à x associe ix .

Montrer que f  =  u — J o u o J  et que |||/||| =  \\\u\\\. (Utiliser le fait que pour 
tout nombre complexe 2 il existe 9 G R tel que \z\ =  e%ez .)

5.6. On rappelle qu’une distribution d’ordre n G N sur R est une forme linéaire 
continue sur l’espace P n(R) (c/. VI. 4.3).

i) Montrer que pour tout n G N et tout a G R, la distribution ne peut pas
être d’ordre n.

ii) Soit (an)n une suite de nombres réels tendant vers l’infini. Montrer que

E * ’
nGN

est une distribution qui ne s’étend à aucun espace V n(R) pour n G N.

5.7. Soient E  un espace normé et V\ et V2 deux sous-espaces de E . On dira que V2 
est un supplémentaire topologique de V\ (ou que V\ est un supplémentaire topolgique 
de V2) si l’application

(xu x 2) G V\ x V2 — ► x\ +  X2 G E  

est un isomorphisme topologique.
i) Montrer que si V2 est un supplémentaire topologique de V\ alors V\ et V2 sont 

fermés.
Supposons que V\ soit un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.
ii) Montrer que l’application identité id : V\ — ► V\ se prolonge en une applica

tion continue /  : E  — > V\.
iii) En déduire que V\ admet un supplémentaire topologique V2 .

5.8. On note E  l’espace des fonctions complexes continues sur l’intervalle [0,1] 
qu’on munit des deux normes
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ll/lloo =  SUP |/(x)| et H/H2 =  (  [  |/(x)|2dx) .
*€[0,1] \ J  0 J

On rappelle que (E, || ||oo) est complet et que (E, || ||2) ne l’est pas. On a en plus 
II/II2 <  ll/lloo pour toute fonction f  e  E.

Soit M  un sous-espace vectoriel de E  complet pour la norme || ||2.
i) Montrer que M  est complet pour la norme || ||oo-
ii) Montrer que les normes || ||oo et || ||2 sont équivalentes sur le sous-espace 

M.
iii) Soit x un point de [0,1]. Montrer que la forme linéaire f  e  M  — > f ( x )  e  C 

est continue;
iv) Soit Boo la boule unité fermée de (M, || ||oo)- Montrer que de toute suite 

( / „ )  dans Boo on peut extraire une sous-suite (f nk)k qui converge simplement vers 
f € M .

(Utiliser la question 3 et l’assertion suivante qu’on admettra : dans l ’espace 
(M , || ||2) toute suite bornée (f n) admet une sous-suite ( fnk) faiblement convergente 
i.e. il existe un élément f  € M  tel que pour toute forme linéaire continue <p sur 
M , la suite scalaire (ip(fnk)) converge vers <p{f)-)

v) En appliquant le théorème de convergence dominée montrer que {fnk)k con'  
verge vers /  pour la norme || ||2.

vi) Montrer que Ba0 est compacte pour la topologie définie par || ||2.
vii) En déduire que M  est de dimension finie.



CHAPITRE VII
Dualité dans les espaces normés

L’objet de ce chapitre est d’étudier certaines relations entre un espace normé E , 
son dual topologique E f et son bidual E n au moyen de deux topologies (la première 
dite faible sur E ' et la. deuxième dite affaiblie sur E). Nous verrons en particulier 
que même en dimension infinie les ensembles bornés de E ' jouissent de très bonnes 
propriétés dans le cas où E  est un espace de Banach. Les notions de transposition 
et de réflexivité sont introduites de façon non exhaustive.

1. Notations et définitions
Pour deux espaces normés E  et F  réels ou complexes on notera toujours Cc(E> F)  

l’ensemble des applications linéaires continues de E  dans F  muni de la norme

IMII = sup ||u(æ)||.
Il*||<i

Pour F  =  K, Lc(Ey K) n’est rien d’autre que le dual topologique de E  qu’on note 
simplement E' ; c ’est un sous-espace vectoriel du dual algébrique E * (l’ensemble 
de toutes les formes linéaires continues ou non).

La valeur d’une forme linéaire continue x' au point x G E  sera notée (x , x'). On 
obtient donc une forme bilinéaire

(z, x') e E  x E f — > (x , x f) e K

continue de norme < 1 puisque |(æ,x/)| < |||a:,|||.||æ||. En utilisant le théorème de 
Hahn-Banach, on montre que la norme de cette forme bilinéaire est en fait 1 et 
qu’on a

(VII.l) ((x ,x') =  0, W  e  E') = »  x =  0.

On dira alors que E  et E ' sont en dualité séparante. Rappelions que dans Ef =  
Cc{E , K) il y a différentes topologies :

- la topologie de la norme ou la topologie forte notée 7^,
- la topologie faible Tjr qu’on notera dorénavant <r(E' ,E)  (c’est l’usage). C’est 

la topologie la moins fine sur Ef qui rend continues toutes les formes linéaires

x' e  E' ^  {x,x’) £ K
où x  varie dans E.

Rappelions qu’un voisinage de 0 € E 1 pour cette topologie contient une intersec
tion finie de parties de la forme

V (0, x, e) =  {x'  G E' : |<as,a/>| < c>
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avec x dans E  et e dans R+.
La proposition suivante est immédiate.

1.1. Proposition. Le dual topologique E' de E s ’identifie canoniquement au dual 
topologique E f de son complété E.

Bien que E f =  E ' la topologie a{E',E)  sur E1 peut être strictement plus fine 
que la topologie c r ( E E )  sur E '. Ceci découle de la proposition qui suit qui donne 
une caractérisation des formes linéaires continues sur E ' lorsqu’on le munit de la 
topologie a(E',E).

1.2. Proposition. Soit f  une forme linéaire sur E 7 continue pour la topologie 
a(E',E).  Alors il existe x G E tel que, pour tout x' G Ef, / ( x ')  =  (x ,x ').

Démonstration. Comme /  est continue sur E f pour la topologie cr(E\ E) l’ensemble

{ x ' e E '  : |/(a/)l < 1 }

contient un voisinage de 0. Il existe donc un ensemble fini { x i , . . .  , Xk} C E  et une 
constante réelle C  > 0 tels que

(VII.2) | /(x ')| < C  sup \(xh x %
i— 1 , . . .  }k

Par conséquent si on a (x^x ') =  0 pour tout i =  1 ,... , k alors / ( x ')  =  0. Donc 
f  =  0 sur l’intersection des noyaux des formes linéaires x f \— > (xi,x ') ; par suite 
/  est une combinaison linéaire finie avec des coefficients À i des formes linéaires 
x ' — > (xi,x') (cf. exercice VII. 4.1). On peut donc prendre x =  ^ix i> ^

On voit donc que les seules formes linéaires sur E 1 continues pour a(E\ E) sont 
du type x ' i— > (x , x f) pour un certain x E E. Par conséquent si E  n’est pas complet 
il existe x G E — E  tel que la forme linéaire x f G E* =  E f — > (x, x') G K ne soit 
pas continue pour a{E\E).

Les espaces E  et E1 jouent des “rôles presque symétriques” ; il est donc possible 
de définir sur E  des topologies similaires à celles définies sur E\ D ’abord E  est 
un espace normé ; la topologie associée sera appelée la topologie initiale. Ensuite 
on peut considérer la topologie la moins fine sur E  qui rend continues toutes les 
formes linéaires sur E  déjà continues pour la topologie initiale ; cette topologie sera 
appelée la topologie affaiblie et notée cr(E, E1) (les rôles de E  et E ' sont intervertis 
en quelque sorte).

Il résulte de la définition même de cr(E, E') que
- les formes linéaires continues sur E pour la topologie initiale sont les mêmes 

que les formes linéaires sur E continues pour la topologie affaiblie,
- les fermés convexes pour la topologie initiale et la topologie affaiblie sont les 

mêmes. Ceci découle de ce qui précède et du fait que tout convexe fermé est 
intersection des demi-espaces fermés qui le contiennent.

Rappelions qu’une partie A C E  (resp. une partie A! C E 1) est dite bornée s’il,^ 
existe p >  0 (resp. p' > 0) tel que A C B(0,p) (resp. A! C B '(0 ,p ')). /S
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On peut donner la notion d’ensemble borné pour les deux autres topologies sur 
E  et E ' qui ne sont pas associées aux normes c ’est-à-dire a (E )E') et a(E/)E).

- Une partie A de E  est dite bornée pour a(E, E') si pour tout x ' G E' on a

sup |(x,x')| < +oo
xeA

- De la même manière, une partie A! de E' est faiblement bornée si pour tout 
x e  E  on a

sup |(rc,2c/)| < +oo.
x'eA'

1.3. Proposition. Soit A! une partie de E 1. Alors
i) A! est bornée si, et seulement si, A1 est équicontinue ;
ii) si A! est équicontinue, elle est relativement compacte pour la topologie faible.

Démonstration, i) A! bornée signifie que s\xpxreAt |||æ,||| < C  où C  est une constante 
réelle positive. Ce qui implique de manière immédiate l’équicontinuité de A'. La 
réciproque est évidente.

ii) D ’après i) A! est bornée, donc faiblement bornée i.e. pour tout x e  E  
l’ensemble des scalaires {(x ,x ')  : x ■ G A1} est borné, donc relativement compact. 
D ’après le théorème d’Ascoli A' est relativement compacte pour la topologie de la 
convergence compacte sur E'qui est plus fine que la topologie faible, donc A1 est 
relativement compacte pour la topologie cr(E\ E). □

Ceci nous permet de démontrer le

1.4. Théorème. La boule unité fermée B ’ de E1 est faiblement compacte i.e. com
pacte pour la topologie faible.

Démonstration. Pour tout x E E on note tpx : E ' — > R la fonction définie par 
ipx (x') =  |(rr,a;/)|. Alors ipx est une fonction semi-continue inférieurement sur 
E ' pour la topologie faible. En effet d’après la définition de <j (E' ,E)  pour tout 
e > 0 l’ensemble V (0,x,£) =  {V  G E' : \(x, x f)\ < e}  est fermé dans Ef. 
Donc l’enveloppe supérieure de la famille (̂ )||x||<i> Qui n’est rien d’autre que 
l’application x' \— ► |||x,|||, est aussi semi-continue inférieurement (c/. exercice VIL 
4.2). La boule unité fermée B 7 est donc faiblement fermée ; comme elle est bornée, 
elle est faiblement compacte. □

Si l’espace E  est séparable, B1 est faiblement compacte si, et seulement si, de 
toute suite (x'n) on peut extraire une sous-suite (x^fc) faiblement convergente : il 
existe un élément x f G B 1 tel que, pour tout x G E, la suite numérique ((x ,x lnk)) 
converge vers (x ,x ').

L’exercice VII. 4.3 montre que dans le dual E ' d’un espace E  normé il peut exister 
des ensembles faiblement bornés mais non bornés. Cela ne saurait se produire si 
l’espaces E  est de Banach.

1.5. Proposition. Soient E un espace de Banach et A' une partie de E !. Alors les 
assertions suivantes sont équivalentes :

i) A1 est bornée,
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ii) A ' est faiblement bornée,
iii) A7 est équicontinue.

Démonstration. Les assertions i) et iii) sont équivalentes même si E  n’est pas com
plet ; c ’est la proposition VIL 1.3. Il est d’autre part évident que i) implique ii). 
L’implication ii)= >  i) découle de l’exercice VI. 5.2. □

2. Réflexivité
Le fait que le dual E' d’un espace normé soit un espace de Banach va nous 

permettre de donner certaines propriétés sur le dual E n de E ' qu’on appelle le 
bidual de E. Soit x E E  et considérons Vapplication d’évaluation en x

$ x : E' — > K

définie par $ x(x') =  (x ,x f).

2.1. Proposition. Pour tout x e  E  l ’application est une forme linéaire con
tinue de norme ||x|| sur l ’espace E*, donc un élément du bidual E " de E. De plus 
l’application x i— > $ x est une injection isométrique de E  dans E " .

Démonstration. Le fait que $ x soit une forme linéaire continue de norme < \\x\ \ sur 
E' est évident. Pour montrer que |||$x||| =  ||x||, il suffit d’appliquer le corollaire VI.
3.7. Ceci montre aussi que l’application $  est une injection isométrique de l’espace 
normé E  dans l’espace normé En. Autrement dit E  est un sous-espace normé de 
E". □

On peut remarquer que la topologie faible <j (E" ,E')  sur E " induit la topologie 
affaiblie sur E.

2.2. Définition On dira qu’un espace normé E est ré flex if si l ’application naturelle 
: E  — > En est un isomorphisme topologique.

Comme le dual d’un espace normé est toujours de Banach, E "  est de Banach ; 
donc une condition nécessaire (et en général non suffisante) pour que E  soit réflexif 
est qu’il soit complet.

2.3. Théorème. Pour qu’un espace de Banach E soit réflexif il faut, et il suffit, que 
sa boule unité fermée soit compacte pour la topologie affaiblie a (E , E1).

Ce théorème, dû à Banach et qui donne une condition nécessaire et suffisante 
pour qu’un espace de Banach soit réflexif, est en fait utilisé pour prouver que la 
boule unité fermée est compacte pour la topologie a (E , E ') qui est toujours un fait 
loin d’être trivial.

2.4. Exemple d ’espace réflexif

Pour tout réel p > 1 on note Ep =  £p l’espace des suites réelles de puissance peme 
sommable muni de la norme

\X\\v =

'+oo \ p

,71 =  0  /



102 Ch. VIL Dualité dans les espaces normés

Soient p >  1 et q >  1 tels que  ̂  ̂ =  1 et $  : x € Eq — > 4>x 6 E'p définie par
OO

^x(î/) =  ^ ' Xnyn•
n=0

D’après l’inégalité de Hôlder, cette somme a bien un sens et on a

l * . ( v ) l  <  I W W M I p -
Ceci montre que $ x est bien une forme linéaire continue sur Ep de norme

(VII.3) |||«.||| < INI,.

Il est clair d’autre part que >î>Xl+2:2 = $Xl + &X2 et $ \ x =  A<E>X Le. $ est linéaire.
i) Montrons que $  est une isométrie de Eq dans E'v. Soient x =  (xn) une suite 

de réels, n G N et Yn =  (ynfc)fceN l’élément de Ep défini comme suit

(VIL 4) ynk =
0 si k > n ou 0 < k <  n et xk =  0
%k\%k\q 2 si 0 < k < n et x k ^  0. 

Supposons que x  G Eq. Alors on a

k=0

<1114.111 X>*l(,-I)’’
\k=0

Comme i  +  i  =  l o n a g  =  (g — l)p. Ce qui donne

E  N I’ <|||*.||| ( 2  NI*
k=0 Kk=0

c’est-à-dire

(VIL 5) Ê h r  <ni4.
Kk=0

Comme le second membre de (VII. 5) ne dépend pas de n on a

(VII.6) \\x\\q < |||$*|||-

Les inégalités (VII.3) et (VII.6) montrent que $  est une isométrie ; elle est donc 
injective.
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ii) Montrons que $  est surjective. Soient /  € E'p et (en)n la suite d’éléments de 
Ep tels que en =  (6„)k où est le symbole de Kronecker. Posons xn =  f ( e n) et 
notons Yn l’élément de Ev défini par (VII.4). On a clairement

71

Yn =  ^  ̂Vnk̂ k* 
k= 0

D’OÙ
n n n

f(Xn) =  =  J 2 ynkXk =  X )
fc=0 k=0 k=0

Ce qui donne

k=0
< iii/HMiiyip.

Un raisonnement analogue à celui fait en i) montre que

Autrement dit x G Eq. Par construction de x on a $ x(en) =  / ( e n). Les formes 
linéaires continues $ x et /  coincident sur tous les en donc sur le sous-espace V  
engendré algébriquement par les en (c’est-à-dire les combinaisons linéaires finies 
des en), par suite sur l’adhérence de V  qui n’est rien d’autre que Ep.

iii) On vient donc de montrer que, pour  ̂ =  1, le dual de £p est isométrique
à £q ; donc le bidual de iv (qui est le dual de i q) est isométrique à £p. L’espace de 
Banach ip est donc réflexif pour p G]l, + o o [ .  □

2.5. Un espace de Banach non réflexif et un espace de Banach non séparable

Nous venons de voir que l’espace de Banach ip) p g ] 1 , + o o [ est réflexif. Nous 
allons montrer que i 1 ne l’est pas. Pour cela nous allons montrer que le dual de i 1 
est isométrique à £°° (espace des suites réelles (ou complexes) bornées muni de la 
norme ||z||oo =  supnGN |Æn|) mais que le dual de £°° n’est pas £l .

i) Soit x =  (xn)n€N un élément de £°°. Considérons l’application linéaire $ x : 
£l — > R définie en y =  (yn)nen par

oo

$x(y) =  ^ X n y n -
71=0

La série converge bien puisque la suite xn est bornée et la suite yn sommable. De 
façon évidente on a

l#,(v)l<Nloo-llvlli
qui montre bien que est une forme linéaire continue de norme inférieure ou égale 
à ||x||oo- On a donc une application linéaire $  : x  € ê°° — ► $ x € { i1)' vérifiant 
llhM I < N U  ; $  est injective car si =  0, alors en évaluant sur les vecteurs
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=  (â*)k6n , k e N on montre que pour tout n G N on a xn =  0. Reste à montrer 
qu’elle vérifie |||$æ||| > ||æ||oo et qu’elle est surjective. Cette dernière propriété 
s’établit de manière analogue à ce qui a été fait pour l’espace tP, p > 1 ; elle sera 
laissée au lecteur. Reprenons la suite (ek)ken avec ek =  (Sk)keN ; on a pour tout 
k e N

< I I M I -

D’où Hxlloo < |||$x|||- On a donc montré que le dual de i l est isométrique à £°°. □
ii) Soit V  le sous-espace de i°° dont les éléments sont les suites x =  (xn) qui 

admettent une limite quand n tend vers +oo. Soit 6 : V  — ► R la forme linéaire 
non nulle définie par 6(x) =  limn_ +00xn. On a |0(x)| < ||x||oo et |0(é)| =  1 où 
6 est l’élément de l°° dont tous les termes sont égaux à 1. Il en résulte que 6 est 
continue de norme égale à 1. D’après le théorème de Hahn-Banach 6 se prolonge en 
une forme linéaire continue 6 : i°° — > R telle que |||0||| =  |||<9|||. Soit ek l’élément 
ek =  (e£)n6N avec ek =  6k ] il appartient à tous les espaces i 1, £°° et V. Pour tout 
fc 6 N, on a

6(ek) =  9{ek) =  lim ek =  0.n—>+oo

Soit \I> : i 1 — > {i1)" l’application évaluation qui est une injection isométrique 
de i 1 dans son bidual ( i1)"- D ’après i), (f})' est isométrique à ^°°, via l’application 
$  : i°° — ► (t1)'- Nous allons montrer que 0 ne peut pas être dans l’image de 
Pour cela il suffit de montrer que, pour tout x G i 1 non nul, Skx est non nulle sur au 
moins l’un des $ (e fe). Ce qui établira que 9 n’est pats de la forme ^ x avec x G f 1.

Comme (ek)k est une base de ê1, pour tout A; G N, l’application £& • ^  — ► R 
définie par £fc(eJ ) =  ô{ est une forme linéaire continue de norme 1. On a clairement 
Çk =  $ (e fc) et donc ^ ( 6 0  =  <%. Soit x G i 1 non nul ; alors x =  Y ^ = o ak^k où 
(afc) est une suite sommable avec un ak0 non nul. Alors ^ x( k̂0) =  a>k0 ^  0. Ce qui 
termine la démonstration. □

iii) Montrons que £°° est non séparable ; il suffit pour cela de montrer que pour 
toute suite (xk)keN avec xk =  (xk)neN il existe un élément z G £°° non adhérent à 
l’ensemble {xk : k G N}. Posons

_  f 0 si \x” \ > 1
Zn~ \ l  +  \%n\ Si \X%\ < 1

Il est clair que z =  (zn) est un élément de £°°. Calculons la distance de z à un 
élément x a. Comme \\z -  xa||oo =  supn€N \zn -  xan| pour tout n € N on a

||2-Xâ||oo > \Zn - < | -

En particulier pour n =  s on a

\\z -  xs|ioo > \za
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Mais
\zs~ xss\ > |\z8\ -  \x3s 

>  1

et donc \\z — xs||oo > 1. □

2.6. Proposition. Soit A  une partie de E. Alors A est bornée si, et seulement si, 
elle est bornée pour la topologie affaiblie.

Démonstration. Si A est bornée il est clair qu’elle est bornée pour la topologie 
affaiblie puisque pour tout x' G E '

sup |{x, x1) | < (sup||x||) lllx'lll <  +oo.
xeA \xeA J

Inversement supposons A bornée pour la topologie affaiblie ; elle est alors bornée 
pour la topologie faible sur En (puisque A peut être considérée comme partie de E n 
en vertu de la remarque qui suit la proposition VIL 2.1). Comme E f est un espace 
de Banach A est bornée (d’après la propositon VII. 1.5) dans E " , donc bornée dans 
E  puisque E  s’injecte isométriquement dans E " . □

3. Transposition
Soient E et F  deux espaces normés et u : E  — > F  une application linéaire 

continue.

3.1. Définition. On appelle transposée de u Vapplication u1 : F ' — > E 1 définie par

u'(y')(x) =  y'(u(x)),

ou de manière équivalente : pour tout x £ E et tout y1 G F 1

(u(x),y') =  (x,u'(y')).

On vérifie sans peine que v! est une application linéaire ; elle est continue de 
norme égale à celle de u (cf. exercice VII. 4.4).

3.2. Proposition. Soit u : E  — ► F  une application linéaire entre deux espaces 
normés E et F. Alors u est continue si, et seulement si, elle est continue pour les 
topologies affaiblies respectives sur E et F.

Démonstration. Supposons u continue. Alors pour tout y ' G F 7 la forme linéaire 
yf o u est continue sur E , donc continue pour la topologie affaiblie (puisque les 
formes linéaires continues sur E  sont les mêmes que les formes linéaires continues 
pour la topologie affaiblie). Comme a(F ,F /) est la moins fine des topologies sur F  
rendant continues les formes linéaires y1 £ F, u est continue en tant qu’application 
de E  dans F (cf. exercice VII. 4.5).

Réciproquement supposons u continue pour les topologies affaiblies sur E  et F  
et soit B la boule unité de E  ; alors pour tout yf £ F' :

sup \(u(x),y')\= sup \(x)u'(y'))\ =  \\\u'(y')\\\<+oo.
IMI<i \\x\\<i
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Par suite u(B) est borné pour la topologie affaiblie, donc borné d’après la proposi
tion VIL 2.6. ; donc u est continue car bornée sur la boule unité de E. □

3.3. Un exemple de transposée

Notons /C(Rn) l’espace des fonctions réelles continues à support compact dans 
Rn muni de la norme de la convergence uniforme

IMIoo =  sup \<p(x)\.
xeRn

Une forme linéaire continue sur JC(R71) est appelée mesure sur Rn. Soit /  un 
homéomorphisme de Rn, c ’êst-à-dire une application bijective continue avec inverse 
Z-1 continue. Alors /  induit une application u : /C(Rn) — ► /C(Rn) définie par

u{<p) =  <pof.

Il est facile de voir que u est continue ; c ’est même une isométrie de K{Rn) ; en 
effet

IM°/I|oo =  sup \<p(f(x))\ =  sup \<p(x)\ =  IMIoo
x6Kn f~1(x)GUn

puisque /  est une bijection de Rn.
La transposée u1 de u est définie comme suit : si (i G /C(Rn)' est une mesure sur 

Rn alors t/ ( / z) est la mesure

u'(n)((p) =  o f ) .

L’image de la mesure de Dirac 6a en un point a de Rn est la mesure de Dirac 
Sf (a) au point f(a).

On dira qu’une mesure p sur Rn est invariante par /  (ou f-invariante) si ^'(/z) =  
fi. Par exemple si xo est un point fixe de /  (i.e. f ( x o) =  xo) alors 6Xo est / -
invariante.

La mesure de Lebesgue sur R71 est invariante par toute translation.

4. Exercices
4.1. Soient E  un espace vectoriel et / i , . ..  ,/&, k formes linéaires sur E. Montrer 
que, si /  est une forme linéaire sur E  telle que

k
P) Kerfi C Ker/ ,
i=i

alors il existe des nombres A i , .. .  , \k tels que /  =  Yli=i ^ if%• (Commencer par le 
cas k =  1 et faire ensuite un raisonnement par récurrence.)

4.2. Soit X  un espace topologique. On dira qu’une fonction /  : X  — > R est
- semi-continue supérieurement si, pour tout r] G R, {x  G X  : f ( x )  < 77} est 

ouvert.
- semi-continue inférieurement si pour tout rj G R, {x  G X  : f ( x )  >  77} est 

ouvert.



§ 4. Exercices 107

i) Montrer que /  est semi-continue supérieurement (resp. inférieurement) si, et 
seulement si, pour tout a G R, Pensemble / _1 ([a, +oo[) (resp. / _1(] “  oo,a])) est 
fermé dans X.

ii) Montrer que /  est continue si, et seulement si, elle est semi-continue à la fois 
supérieurement et inférieurement.

iii) Soient (fi)i^i une famille de fonctions réelles sur X  telles que pour tout 
x e  X  l’ensemble (fi (x))iei  soit borné. On pose

f  =  \nîfi et /  =  sup fi
“  *€/ iei

Montrer que, si pour tout i G / ,  fi est semi-continue supérieurement (resp. 
semi-continue inférieurement) alors il en est de même de /  (resp. / ) .

4.3. Soient H  l’espace des suites réelles de carré sommable muni de la norme 
IWI2 =  (en)neN les vecteurs de la forme en =  (x” )ieN avec x”  =  et
E  le sous-espace engendré par (en)nepj i.e. l’ensemble des combinaisons linéaires 
finies des en ; alors l’adhérence de E  est H. Soit (e'n)n€N la famille de formes 
linéaires sur E  définies par

e'n
1
0

si j  =  n 
sinon

i) Calculer la norme de ne'n.
ii) Montrer que la suite ne'n est faiblement bornée mais qu’elle n’est pas bornée.
iii) Conclusion ?

4.4. Soient u : E  — > F  une application linéaire continue entre deux espaces normés 
E  et F  et v! : F ' — ► E1 sa transposée. Montrer que u1 est continue et a même 
norme que u.

4.5. Soit (X i ,T i ) ieI  une famille d’espaces topologiques et pour tout i G /, soit 
Ui : X  — > Xi une application d’un ensemble X  dans X i . On appelle topologie 
associée aux Ui la topologie T  la moins fine sur X  rendant continues toutes les 
applications Ui.

i) Montrer que T  est la topologie engendrée par les
ii) Soit /  : E  — > X  une application d’un espace topologique E  dans X . Montrer

que /  est continue si, et seulement si, pour chaque i e  I  l’application E Xi est 
continue (X  étant muni de la topologie associée aux Ui).

4.6. Soient E  un espace normé et A une partie de E. On appelle orthogonal de A 
l’ensemble A L des formes linéaires x' G Ef telles que (a, x f) =  0 pour tout a G A.

i) Montrer que A L est un sous-espace vectoriel fermé de E'.
Soit V  un sous-espace vectoriel fermé de E. On désigne par j  :V  E  l’inclusion 

de V  dans E  par n : E  — ► E/V la projection canonique et j f : E f — > V' et 
7r' : (E/V)f — > E f leurs transposées respectives.

ii) Montrer que la suite

(E/V)'
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(où la première et la dernière flèches sont les applications milles) est exacte. (Utiliser 
le théorème de Hahn-Banach.)

iii) Montrer que le dual topologique (E/V)' de E/V est isométrique à V 1 et que 
le dual topologique V' de V  est isométrique à l’espace quotient E'/Vx .

iv) Montrer que si E  est réflexif, V  et E /V  sont réflexifs.

4.7. Soit /C(IR) l’espace des fonctions complexes continues à support compact dans 
R muni de la norme ||/||oo =  supæ€K |/(x)|. On pose T  =  YLnç % où, pour toute 
fonction /  € /C(R) èt tout n € Z, 6n(f )  =  f (n).  Montrer que T  est une forme 
linéaire sur /C(R). Est-elle continue ? (justifier votre réponse).

4.8. On appelle subdivision S de [0,1] toute suite finie 0 =  to <  ti < t2 < ■.. < 
tn - 1  <  tn =  1. On appelle variation d ’une fonction p  : [0,1] — ► R relativement à 
une subdivision (de l’intervalle [0,1]) <S : 0 =  to <  £i < £2 < • • • < tn- 1 <  tn =  1 le 
nombre réel positif Vs(p) =  X^=i ^(t») — p{U - 1 )|-

On appelle variation totale de p  le nombre (fini ou égal à + 0 0 )

V(p)  =  sup Vsi}p) 
s

(S décrit toutes les subdivisions possibles de [0,1]). On dira que <p est à variation 
bornée si V{p) <  + 0 0 .

Soient /  : [0,1] — ► R continue, p : [0,1] — > R à variation bornée et pour tout 
n € N*, <S : 0 =  to <  ti <  £2 <  . . .  < tn- i  < tn =  1, la subdivision définie par 
tj =  i ,  i =  0,1, . . .  ,n. On admet l’assertion qui suit : la suite formée par les 
nombres

~ ip(U-1 ))
i= 1

a une limite (quand n —> + oo j qui est un nombre réel Cette limite est
notée / q1 f(x)d<p(x) et s’appelle Xintégrale de Stieltjes de /  par rapport à <p.

i) Soit (fk : [0,1] — > Ryk e  N*, une suite de fonctions convergeant uniformément 
vers ip. On suppose qu’il existe une constante C >  0 telle que V{<pk) ^  C  pour 
tout k. Montrer que ip est à variation bornée.

ii) Soit fk : [0,1] — > R, k G N*, une suite de fonctions continues convergeant 
uniformément vers / .  Montrer que pour toute fonction (p à variation bornée, la
suite ( / q1 fk(x)d(p(xŸj^ ^ converge vers f(x)d(p(x) quand k —> +oo.

4.9. On utilisera les résultats de l’exercice précédent. Le but est de décrire les formes 
linéaires continues sur l’espace £ des fonctions réelles continues sur l’intervalle [0,1] 
muni de la norme

ll/ll =  sup |/(x)|.
0<X<1

i) Montrer que £ est un sous-espace fermé de l’espace de Banach B des fonctions 
bornées [0,1] — > R muni de la norme qu’on vient de définir.
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Soit F  : £ — y R une forme linéaire continue. Alors on sait, d’après le théorème 
de Hahn-Banach, que F  se prolonge en une forme linéaire continue F  sur B telle 
que IH-Flll =  |||F|||. Pour tout t G [0,1], soit Ut la fonction définie sur [0,1] par

{ 0 s it  =  0 e t 0 < x < l  
1 s i £ 7é 0 e t 0 < x < t  
0 si t ^ O  et t < x < l

ii) Montrer que pour tout t G [0,1], ut est un élément de B.

On définit la fonction <p : [0,1] — > R par (p(t) =  F{ut).
iii) Montrer que tp est à variation bornée.
Soient la subdivision définie par U =  i =  0 ,1 , . . .  ,n (déjà considérée dans 

l’exercice) et /  G £ ; pour tout x G [0,1] on pose

. / x f E ? = 1  /(*<) ( u * i  (æ) -  Uu-1 (x)) si 0 <  X <  1
; l  / (  1) si X =  1

iv) Montrer que pour tout n, la fonction f n ainsi définie est une fonction en 
escalier qu’on explicitera.

v) Montrer que la suite ( /n) converge vers /  au sens de la norme || ||. (La
fonction /  étant continue sur un compact, elle est uniformément continue ; donc 
pour s >  0 il existe r? > 0 tel que |x — x'\ < 7 7  ==> |/(x) — f(x')\ < e. Choisir 
alors la subdivision 0 =  t0 < h  < . . .  < tn-\ < tn =  1 telle que tous les intervalles 

aient la même longueur ^ < 77.)
vi) Montrer que F ( f n) =  £T = 1  f (U)  ((p(U) -  <p(U-1 )) •
vii) Montrer que limn_, +00 F { f n) =  /o f(x)dip(x).
viii) En déduire que pour tout élément /  € £ on a F ( f )  =  f 0 f(x)d<p(x).



CHAPITRE VIII

Espaces de Hilbert

Les espaces de Hilbert sont des espaces vectoriels sur lesquels on peut définir non 
seulement une norme complète mais aussi une notion d ’angle, donc d’orthogonalité. 
Ce sont les espaces qui se rapprochent le plus des espaces euclidiens de dimension 
finie ; on comprend donc à quel point ils sont importants en analyse. Ce chapitre 
se donne comme but de les définir, d’en donner des exemples et les propriétés les 
plus remarquables : existence de la projection orthogonale, propriété de réflexivité, 
caractérisation des bases hilbertiennes...

1. Formes bilinéaires et formes hermitiennes
Soit E  un espace vectoriel sur K. Quelquefois on parlera d’espace réel même 

dans le cas où K =  C ; cela signifie qu’on considère implicitement la structure 
sous-jacente d’espace vectoriel réel.

1.1. Produit scalaire

On rappelle qu’une forme bilinéaire sur E  est une application g : E  x E  — > R 
telle que pour tous x ,y  € E  les applications partielles g(.,y) : x  G E  — ► R et 
g(x ) .) : y G E  — > R définies par

.s (-.y )(z ) =  g(x,y)  et g ( x , . ) ( y ) = g ( x , y ) 

soient IR-linéaires. On dira que g est symétrique si elle vérifie

g(x,y) =  g(y,x) V x , y e E .

A toute forme bilinéaire go sur E  on peut associer une forme bilinéaire symétrique 
en posant

2
On dira qu’une forme bilinéaire a sur E  est alternée si elle vérifie

a(x, y) =  - a ( y , x) Væ, y € E.

De façon analogue au cas symétrique, à toute forme bilinéaire ao on peut associer 
une forme bilinéaire alternée en posant

=  o o Ç x jr t -o o fe z )

On appelle noyau d’une forme bilinéaire symétrique g sur E  l’ensemble 

{x  € E  : Vy € E, g(x, y) =  0} =  {y  G E : Vx € E, g(x, y) =  0 }.
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Soit g une forme bilinéaire symétrique sur E. L’application 

Q : x G E  i— ► Q(x ) =  g(x , x) G K

est appelée forme quadratique associée à g. On dira que g (ou Q ) est non dégénérée 
si

(Vy G E  : y(x, y) =  0) = >  x =  0.

Ce qui revient aussi à dire que le noyau de g est réduit à {0 }. On dira que g (ou 
Q) est positive si Q(x) >  0 pour tout x, définie positive si Q(x .) >  0 pour tout x 
non nul. Evidemment si g est définie positive, elle est non dégénérée.

Une forme bilinéaire g symétrique définie positive sur E  est appelée produit 
scalaire sur E .. Un espace vectoriel réel E  muni d’un produit scalaire g est appelé 
espace euclidien.

1.2. Produit hermitien

Supposons E  complexe. Une forme sesquilinéaire h sur E  est une application 
h : E x E  — ► C telle que la première application partielle h(.y z') soit C-linéaire et 
la deuxième application partielle h(zy.) soit anti-linéaire i.e. elle vérifie

i) h(zy z 'i  +  z'2)_= h(z, z[) +  h(z , z'2) y
ii) h(z,\z') =  Ah(z,z').

On dira qu’une forme sesquilinéaire h sur E  est hermitienne si, V2 , z1 G £ , on a

h(ZjZf) =  h(z\z) ;

ou encore si la forme quadratique associée Q(z) =  h(z, z) est réelle.

Soit h une forme hermitienne sur E. Alors h peut s’écrire

h(zy z’ ) =  g(z , z') +  ia(z) z ')

où y et a sont des formes R-bilinéaires réelles. Il n’est pas difficile de voir que g est 
symétrique, que a est alternée et qu’on a

g{z^zt) =  a(iz,zf) =  —a(zyiz/)

a(zyz ') =  - g ( i z yzf) =  g(zyiz').

En plus g et a sont invariantes par l’automorphisme complexe J de E  qui à 2  associe 
J(z) =  iz i.e/ pour tout z e  E  on a

g(izy iz ') =  g(zy zf) et a(izy iz') =  a(zy z').

On dira que h est positive si h(zy z) >  0 pour tout z, définie positive si h(zy z) >  0 
pour tout z non nul. Dans ce cas la forme bilinéaire réelle symétrique g est définie 
positive. On dira alors que (Ey h) est un espace hermitien.

1.3. Proposition. Soit h une forme hermitienne positive sur E. On notera Q la 
forme quadratique associée. Alors pour tout z e  E  et tout z' G E on a
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(VIII. 1) \h(z,z')\2 <Q(z )Q(z ' )  (inégalité de Schwarz)

(VIII.2) y/Q(z +  z>) — V Ô W  +  V Q (Z') (inégalité de Minkowski)

Démonstration, i) Soient z, z' € E  et A, (L G C. On a

0 < Q(Xz +  Hz', Xz +  h z ')  =  IX\2Q ( z )  +  \h \2Q ( z ' )  +  XJih(z, z ') +  X/j.h(z, z'). 

Supposons A réel et prenons g, =  h(z, z') ; alors l’inégalité précédente devient

P (A) =  A2Q(z) +  2A|h(z, z')\2 +  |h(z, z')\2Q{z') >  0.

Comme cette inégalité a lieu pour tout A G IR, le discriminant du polynôme du 
second degré en A, P (A), est négatif ou nul. Ce qui donne l’inégalité cherchée

(VIII.3) |h(z, z ')\2 < Q(z)Q(z').

ii) Notons g la partie réelle de h qui est une forme bilinéaire réelle positive. Pour 
tous z, z' € E, on a Q(z +  z') =  Q(z) +  Q(z') +  2g(z, z'). Par l’inégalité de Schwarz 
on obtient Q(z +  z') < Q(z) +  Q(z') +  2y/Q(z)Q(z'), c ’est-à-dire

(VIII.4) V Q(z +  z') <  +  y/Q(z>)

ce qu’il fallait établir. □

2. Généralités sur les espaces de Hilbert
Soit E  un espace vectoriel muni d’une forme bilinéaire symétrique g dans le cas 

réel ou d’une forme hermitienne h dans le cas complexe. On. suppose que la forme 
quadratique Q associée (à g ou k' h) soit définie positive. Alors on peut munir E 
d’une norme || || en posant

(VIII. 5) INI =  V o ix ) .

Dorénavant la forme bilinéaire g (ou la forme hermitienne h) sera notée ( , ). 
L’espace E  muni de la norme associée à ( , ) sera appelé espace préhilbertien.

2.1. Définition. Un espace de H ilbert est un espace préhilbertien complet.

Soient (E , ( , )) un espace préhilbertien et x et y deux vecteurs de E. On 
dira que x et y sont orthogonaux si (x,y) =  0. Soit A une partie de E  ; on



§ 2. Généralités sur les espaces de Hilbert 113

appelle orthogonal de A l’ensemble A 1- =  {x  G E  : Vy G A : (x,y) =  0 }. C ’est un 
sous-espace vectoriel fermé de E.

2.2. Proposition. Sur un espace préhilbertien E on a l ’identité suivante (dite du 
parallélogramme)

(VIII.6) Vx,y  e E \\x +  y\\2 +  \\x-y\\2 =  2(\\x\\2 +  ||y||2).

Démonstration. On a ||x +  y\\2 =  (x +  y ,x +  y) =  \\x\\2 +  (x,y) +  (y ,x) +  \ \y\\2. 
De même ||x — y\\2 =  (x — y> x — y) =  \\x\\2 — (x,y) — (y>x) +  \\y\\2. En faisant la 
somme membre à membre on obtient l’égalité cherchée. □

Si x et y sont orthogonaux on a l’égalité suivante connue sous le nom de théorème 
de Pythagore : \\x +  y\\2 =  \\x\\2 +  \\y\\2.

Donnons quelques exemples d’espaces préhilbertiens et hilbertiens réels et com
plexes.

2.3. Exemples

i) L’espace Rn muni du produit scalaire (x,y) =  Y^k=\x kyk est un espace de
Hilbert réel. __

ii) L’espace Cn muni du produit hermitien (z, z') =  zkzk es  ̂ un esPace de 
Hilbert complexe.

iii) Soit X  un espace métrique compact muni d ’une mesure.de probabilité /i posi
tive sur les ouverts et notons Cr0(X, C) l’espace des fonctions complexes continues 
sur X . Soient f yg G C ° (X ,C) ; on pose

( f>9)=  l  f(x)g(x)dp(x).
Jx

Alors C°(A ’) C) muni de ce produit hermitien est un espace préhilbertien complexe.
iv) Soit /i) un espace mesuré. Alors l’espace L2(f2,/i) des classes (modulo 

l’égalité presque partout) de fonctions réelles de carré intégrable muni du produit 
scalaire (/,<?) =  J ^ f^ g ^ d fiÇ u )  est un espace de Hilbert réel.

Si Q, =  N et p est la mesure de comptage alors L2(fi,/i) n’est rien d’autre que 
l’espace i 2 des suites réelles de carré sommable qui est un espace de Hilbert quand
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on le munit du produit scalaire (x,y) =  Yj<k=ox kyk- C ’est l’espace de Hilbert de 
dimension infinie qui généralise de façon immédiate l’exemple i).

Soient E  un espace préhilbertien, A une partie de E  et x un vecteur de E. La 
distance de x à A est par définition inf \\x — y || quand y parcourt A. En général 
il n’y a aucune raison que cette distance soit réalisée par un élément de A ; mais 
si A est convexe complète on peut toujours trouver un tel élément. De façon plus 
précise on a le

2.4. Théorème. Soient A une partie convexe complète de E et x  G E. Il existe un 
vecteur xq G A tel que

i) d(xyA) =  w fyeA \\x-y\\ =  ||x-x0||.
ii) Vz G A on a

(VIII. 7) Tl(x -  xq, xo -  z) > 0,

où pour tout nombre complexe u, TZuo désigne sa partie réelle,
iii) Le vecteur xo est unique.

Démonstration, i) Posons 6 =  d(x,A) ; alors il existe une suite (yn) dans A telle 
que 11x—yn112 converge vers 62 ; c ’est-à-dire pour tout e > 0 on a ||x-2/n||2 < 62+ e 2 
pour n assez grand.

Appliquons l’identité du parallélogramme aux vecteurs x — yn et x — yp. On a 
||(x -  yn) -  (:x -  yp) II2 +  ||(® -  yn) +  (œ -  yP)||2 =  2(||æ -  yn||2 +  ||æ -  yP||2). 

Comme A est convexe ÿn^ÿp G A ; par suite

x — yn + y P > ô2

D’où pour n et p assez grands

\\yn - y p\\* =  2 (\ \ x -y n\f +  \\x-yp\\2 - 2 x — yn ~l~ yp < 4 e 2

La suite (yn) est donc de Cauchy dans la partie A qui est complète. Elle y converge 
donc vers un élément xo qui vérifiera nécessairement ||xo — x\\ =  6.

ii) Soient z e  A e  t À E [0,1]. Alors comme A est convexe le vecteur (1 —À)xo +  Â  
est dans A ; et puisque xo réalise la distance minimale entre x et A on a

11x -  [(1 -  A)x0 +  A*]||2 > ||x -  x0||2.

En écrivant x — [(1 — A)xo +  A z] sous la forme (x — xo) +  A(xo — z) et en calculant 
le carré de sa norme on obtient

\\x -  x0||2 +  2XJZ(x -  xo,xo -  z) -h A2||x -  x0||2 > ||x -  xo||2.

C’est-à-dire A(27J(x-— xo,xo — z) +  A||xo — z\\2) >  0. Une telle inégalité est vérifiée 
pour tout z e  A et tout A G [0,1] si, et seulement si TZ(x — xo, xo — z) > 0 . Ce qui 
démontre le point ii).

iii) Soit z E A différent de x q . Alors
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\\x -  z\\2 =  ||x -  xo||2 +  ||xo -  |̂|2 +  2K{x -  xo,xo  -  z).

Comme TZ(x — xo, xq — z) > O on obtient

||x -  z\\2 > \\x -  x0||2 +  ||x0 -  z\\2 > \\x -  x0||2.

Ce qui démontre l’unicité de x q . □

Supposons maintenant que A est un sous-espace vectoriel V complet de E. En 
appliquant l’inégalité (VIII. 7) à z =  0 et z =  2xq on obtient lZ(x — xq, xq) =  0. 
Puis b. {xo — z) Çl V  et (xo -I- z) E V, on obtient Vz € V H {x — xo,z) =  0. On a 
donc le

2.5. Théorème.. Soit V un sous-espace complet d’un espace préhilbertien (E, ( , )). 
Alors il existe une application p v  : E  — » V associant à tout point x  € E un point 
xo =  P v ( x )  réalisant la distance minimale de x à V  et caractérisé par

'iz &V TZ{x  — x q , z) =  0.

Il est facile de voir que l’application py ■ E — > V est linéaire (on applique la 
propriété caractéristique pour le prouver). En plus elle est continue, de norme 
IHp vIII = 1 si V est non réduit à {0} ; en effet pour tout x € E on a ||x||2 = 
||x — xo||2 +  ||xo||2- Donc ||jv(x)|| < ||x|| ; et comme py  vaut .l’identité sur V  on a 
IIIp v IH = 1. L’application Py est appelée projection orthogonale de E sur V.

Il est immédiat de voir que le noyau de la projection py est l’orthogonal VL de 
V. On a bien entendu E =  V © V1- puisque pour tout x e  E on & x =  xo +  x -  xo- 

Lorsque E est un espace de Hilbert, la condition de complétude de V est équiva
lente à la fermeture de V ; il suffit donc de supposer que V est fermé.

3. Dualité dans les espaces de Hilbert
Sur un espace préhilbertien E le produit scalaire (ou hermitien) permet de définir 

une classe particulière de formes linéaires continues en l’occurrence celles qui sont
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de la forme py : x G E  — ► (x, y) G K où y G E. En effet py est linéaire ; d’après 
l’inégalité de Cauchy-Schwarz on a |(x,y)| < ||x||.||i/||. Donc py est continue de 
norme < ||y|| ; si on prend ^ =  Tf̂ jT on obtient |(x,y)| =  ||j/||. Donc (py a même 
norme que y . Comme (x, y) =  0 pour tout x e  E, implique y =  0, p  est injective 
et par suite p : y e  E  — > p y G E f est une application anti-linéaire isométrique 
injective (anti-linéaire car p\y =  Xpy).

Lorsque E  est un espace de Hilbert, il n’y a pas d’autres formes linéaires continues 
sur E  que celles du type py avec y e  E  comme on va le démontrer dans le théorème 
qui suit.

3.1. Théorème. Soit E un espace de Hilbert. Alors p  : E  — ► E f est une bijection 
anti-linéaire isométrique.

Démonstration. Il n’y a que la surjectivité à établir ; le reste a déjà été fait. Soit u 
une forme linéaire continue sur E. Si u =  0 on a alors de manière évidente u =  po- 
Supposons u non nulle et notons H  son noyau qui est un hyperplan fermé (donc 
complet) de E  ; si a est un élément non nul orthogonal à H  on vérifie aisément 
que x G H  si, et seulement si, x G K eipa i.e. u et pa ont même noyau ; comme 
codimH  =  1, il existe a G K tel que u =  ap a) c ’est-à-dire u =  pâa i-e. u est 
l’image de y =  ôta par l’application p  : E  — > E ' . □

3.2. Proposition. Soit E un espace de Hilbert (réel ou complexe). Alors le dual 
topologique E' de E admet une structure canonique d’espace de Hilbert.

Démonstration. Soient x', y' G Ef ; par le théorème VIII. 3.1, il existe deux vecteurs 
x,y G E  tels que x' =  px et yf =  py. On pose {x\y') =  (y,x). De cette manière 
on définit sur E ' un produit scalaire (si E  est réel) ou un produit hermitien (si E  
est complexe) ; en effet (\x\yf) =  ((Xxy,y') =  (y,\x) =  \ (y,x) =  À (x',y/). On 
démontre de même que (x', Xy') =  A(x', y'). L’additivité est évidente. On a d’autre 
part (x'jx') =  (x,x). Ce qui montre que la forme (x\yf) — > (x ',2/ )  ainsi définie 
est à la fois hermitienne et définie positive. L’espace E ' muni du produit hermitien 
qu’on vient de définir est anti-isomorphe h E. □

3.3. Proposition. Tout espace de Hilbert E est réflexif.

Démonstration. Soient p : E  — > E' (resp. p1 : .E' — > E ") l’application qui à x 
associe la forme linéaire continue px (resp. à x' associe px>) telle qu’on vient de la 
définir et $  : E  — ► En l’application évaluation i.e. définie par $ x (yf) =
Soit x e  E  quelconque. Alors pour tout y' e  E' on a $ x (y') =  y'(x) =  (x,y) où y 
est tel que py =  y' (cf. théorème VIII. 3.1). D’autre part pf(fx(yf) =  (2/ ,  px) qui est 
égal par définition (voir démonstration de la propostion VIII. 3.2) à (x,y). Donc 
pour tout x G E  on a =  p' o p(x) qui montre bien que l’application canonique 
$  : E  — > E "  est un isomorphisme (c’est le composé de deux anti-isomorphismes). 
Par suite E  est réflexif. □

4. Sommes et bases hilbertiennes
Dans toute la suite (Æ, ( , )) sera un espace de Hilbert. Si (Vi)i^i est une 

famille de sous-espaces fermés orthogonaux deux à deux, Vq sera le sous-espace
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engendré algébriquement par tous les V*. L’adhérence V  de Vo est appelée somme 
hilbertienne des sous-espaces V{.

4.1. Théorème. Le sous-espace V est constitué des vecteurs de E de la forme
^2ieiXi °ù (®i)<€/ est une famille sommable avec Xi G Vi pour tout i G I. On a

2
d'autre part Y lie lXi =  £ i €/ I M I 2-
Démonstration. Notons T  l’ensemble des parties finies de I. Soit x G E  tel que 
x =  Y lie lXi avec Xi ^ Comme par définition x =  lim j6 r̂ J2ieJ Xi on voit tout 
de suite que x  G V.

Soit x  G V  et notons Xi =  P i ( x )  la projection orthogonale de x  sur Vi. On vérifie 
facilement que si J G J7 la projection orthogonale de x  sur Vj =  j V i  est égale à 
x j  =  J 2 i e j x i d’autre part que ||æ||2 =  ||xj||2 +  \ \x — x j ||2. On a x  =  Y\mjej r x j  
qui n’est rien d’autre que Yliel x î 5 ce Qui montre bien que (xi)i est bien une famille 
sommable définissant x. □

Soit £ =  (ei)igj un système de vecteurs dans E. On dira que £ est orthogonal 
si on a (e^ej) =  0 pour i ^  j ,  orthonormé (ou orthonormal) si pour tout i et 
tout j  dans I  on a {e^ej) =  6%. Un système orthonormé est toujours libre. En 
effet soient { e i , . . .  , en} une partie finie de £ et A i,. . .  , Àn des scalaires tels que 
Aiei +  . . .  +  Anen =  0 ; soit k G {1 , . . .  , n}. Alors 0 =  (e*, \\e\ +  . . .  +  Ànen) =  Xk 
ce qui montre que toute partie finie de £ est libre i.e. le système £ est libre.

Dans toute la suite £ =  (e*)^/ sera un système orthonormal de E. L’objet de ce 
qui suit est de voir dans quelles conditions ce système suffit, en un sens à préciser, 
à engendrer tout l’espace.

Soit (e i , . . .  ,en) une partie orthonormale de E  et notons M  le sous-espace 
(nécessairement fermé) de E  engendré par les vecteurs e i , . . .  , en.
4.2. Proposition. La projection orthogonale xo d'un vecteur x de E  sur le sous- 
espace M  est donnée par xo =  Ylk=i (x > efc)efc*
Démonstration. Comme xo G M, on'peut écrire xo =  Ylk=i D ’autre part on 
doit avoir pour tout k =  1 ,... , n : (x — xo, ek) =  0 i.e.

n
y^flfcefc,efc
k=i

=  0.

Ce qui donne ak =  (x,ek) pour tout k =  1 , . . .  ,n. La proposition est donc 
démontrée. □

De cette proposition on déduit que pour toute partie finie J de 7 on a

K*. 6i)I2 =  INI2 -  d(x, M )2
ÎÇ.J

où d{x) M ) désigne la distance de x à M. Ceci nous donne l’inégalité qui suit (dite 
inégalité de Besset)

(VIII.8) D < * . e<>l2 S W I 2-
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On rappelle que le nombre de termes non nuis dans la somme Yliei Kæ> e»)l2 est 
au plus dénombrable. En effet pour tout n e  N* l’ensemble

(VIII.9) / „  =  { « £ /  : K a ,e i)| > i|

est fini. Comme J+ =  {i  G I  : |(a;, e»)! ^  0} =  UnGN* 1+ est au plus dénombrable.
L’inégalité de Bessel nous permet de définir une application linéaire continue de 

norme < 1 de E  dans l’espace i 2(I) (des fonctions de carré intégrable sur l’espace 
mesurable {I^V{I)) muni de la mesure de comptage notée habituellement m) : à x 
on associe x G £2(I) donné par x(i) =  (x, e*).

4.3. Théorème.. L Application x  G E  — > x  G H2 (I) est surjective.

Démonstration. Soit u G 2̂( /) . Pour tout n G N* notons l j n la fonction indicatrice 
de la partie finie In : {i  G I  : u(i) > et posons xn =  J2iein ^ (0 ei- Alors 
xn =  u .lin. Pour i e  I  fixé la suite des scalaires xn(i) converge vers u(i) Le. xn 
converge simplement vers u. D ’autre part on a de manière évidente, pour tout 
n G N* et pour tout i G I  : |u(i) — xn(i)|2 < | (̂i)|2. On voit donc que la suite de 
fonctions |u — în l2, définies sur l’espace mesuré converge simplement
vers la fonction nulle et est dominée par la fonction intégrable \u\2. D ’après le 
théorème de Lebesgue la suite des intégrales

J \ u (i ) -x n(i)\2dm(i)

converge vers 0 Le. \ | u -  xn 112 -*  0 (où 11 112 désigne la norme dans £2 ( / )  ) ; la suite 
(xn) est donc de Cauchy dans £2(I) ; comme pour tout n, xn est une combinaison 
linéaire finie des e* (qui forment un système orthonormal), le carré de la norme de 
xn est égal à Yliein M OI2 et on a IIxn ~ xp\\ =  \\xn -  xp||2 ; ce qui montre que la 
suite (xn) est de Cauchy dans E  ; elle y converge donc vers un élément x  G E  ; par 
construction x vérifie

x{ï) =  (x,ei) =  lim (xn)ei) =  lim xn(i) =  u(i).
n—>+00 n—>+00

Le. x — u. □

Nous allons maintenant donner quelques critères permettant de décider de la 
maximalité du système orthonormal £ =  (e ;);e j.

4.4. Théorème. Les assertions suivantes sont équivalentes
i) £ est m axim al (i.e. n’est strictement contenu dans aucun autre système 

orthonormal),
ii) le sous-espace vectoriel Vq engendré algébriquement par les vecteurs e* est 

dense dans E }
iii) pour tout x  G E on a ||x||2 =  MOI2 (égalité de Parseval),
iv) pour tout x e  E  et tout y G E on a (x,y) =  Y^iei ^(0^(0-

On dira que £ est total ou que £ est une base hilbertienne de E si £ vérifie l’une 
des conditions équivalentes du théorème qu’on vient d’énoncer.
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Démonstration. Elle se fera comme suit i) = >  ii) = >  iii) = >  iv) ==> i).
i) = >  ii)
Supposons que Vo n’est pas dense ; son adhérence V  est strictement contenue 

dans E . Il existe alors un vecteur e non nul (de norme 1) de E  orthogonal à tous les 
ei ; le système £f =  £\J{e} est orhonormal et contient strictement £  ; ceci contredit 
la maximalité de £, donc V =  E  i.e. Vo est dense dans E.

ii) ==> iii)
Soit x £ E. Alors pour tout e > 0, il existe un nombre fini de vecteurs 

e*!-,.. .  ein et des scalaires A ^ ,. . .  Xin tels que \\x — z\\ < e avec 2  =  Ysk= 1 

Soit xo la projection orthogonale de x sur le sous-espace M  de dimension finie 
(donc fermé dans E) engendré par les vecteurs , . . .  , e*n ; alors xo est donné par 
Xo =  E k = i(x >eik) îk =  £ L i  x(ik)eik avec en plus ||x0||2 =  E L i  \x (ik)\2-

On a alors ,||x — xo|| < ||x — z\\ < e. Ce qui implique

(||x||-£)2 <||x„|i2 =  ^ | x (it)|:!.
k=1

Mais

k= 1 ÎG /

Ce qui donne finalement (||x|| — e)2 < |x(i)|2. Comme cette inégalité est vraie
pour tout e >  0 on a ||x||2 < J2iei |î(*)|2- De cette inégalité et de celle de Bessel 
on déduit alors IMI2 =  £ , 6 / 1* (i)|2. Ce qui démontre l’implication ii) = >  iii).

iii) = >  iv)
Notons ( , )2 le produit scalaire ou hermitien sur £2(I). Alors l’assertion iii) 

signifie que pour tout x e E  on a (x,x) =  (x ,x )2 . Soient x ,y  e E  et À G K. La 
condition iii) nous donne (x +  Xyy x  +  Xy) =  (x +  Ày, x +  Xy)2 . C ’est-à-dire

À(x, y) +  A (y, x) =  Â(x, ÿ)2 +  A(y, x )2.

Prenons A =  1 ; alors cette égalité devient 7Z(xyy) =  H (x }y)2- Si on prend cette 
fois-ci A =  i l’égalité devient l ( x , y )  =  T(x ,y )2- où pour tout nombre complexe a;, 
l u  désigne sa partie imaginaire. Les deux scalaires (x, y) et (x, y)2 ont même partie 
réelle et même partie imaginaire/ Ils sont donc égaux.

iv) = >  i)
Supposons l’assertion i) fausse i.e. que £ n’est pas maximal. Alors il existe 

un vecteur e e E de norme 1 orthogonal à tous les vecteurs du système £. Si on 
pose x — y — e l’assertion iv) nous dit que (x,y) =  0 alors que (x,y) =  ||e||2 =  1 ; 
contradiction, donc £ est maximal. □

Soient E  et F  deux espaces de Hilbert. Une application linéaire u : E  — > F  
est dite unitaire si, Vx, y G E, on a (u(x),u(y)) =  (x,y) autrement dit u préserve 
le produit scalaire des vecteurs. Une telle application est une isométrie puisque 
|Mx)||2 =  (u(x))u(x)) =  {xyx) =  ||x||2 ; c ’est donc une application continue. 
Lorsque u est bijective on dira que u est un isomorphisme d’espaces de Hilbert. 
Quand E  =  F  on dira que u est un automorphisme de l’espace de Hilbert E.
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L’assertion iv) du théorème VIII. 4.4. signifie que l’application x E E  — ► x E 
£2(I) est un isomorphisme d’espaces de Hilbert.

Lorsque I  =  N, l’espace de Hilbert E  est isomorphe à l’espace £2 des suites de 
carré sommable muni du produit hermitien habituel (x,y) =  SnGNxnÿn- On dira 
dans ce cas que E  est séparable. Il existe des espaces de Hilbert non séparables. 
Le lecteur peut vérifier, à titre d’exercice, que L2(R,m), où R est muni de la tribu 
V(R) et de la mesure de comptage m, en est un exemple.

Dans un espace de Hilbert non réduit à {0 } il existe toujours des systèmes or
thonormés. Il suffit de prendre un vecteur et de le normer ou n’importe quelle famille 
dénombrable libre et lui appliquer le procédé d’orthonormalisation de Schmidt. Le 
théorème qui suit affirme l’existence de bases hilbertiennes sur n’importe quel es
pace de Hilbert.

4.5. Théorème. Soit £o un système orthonormal de E. Alors il existe une base 
hilbertienne £ contenant £q.

Démonstration. Soit S l’ensemble (non vide) de tous les systèmes orthonormés 
de E  contenant £o ordonné par inclusion. Alors S contient une partie maximale 
totalement ordonnée So. La réunion £ =  (JS, où S parcourt So, est un système 
orthonormal maximal contenant £q. En effet, soient x yy deux éléments de £ ; alors 
il existe 5 i ,52 G So tels que x E Si et y E S2 . Mais comme So est totalement 
ordonnée on a Si C S2 ou 52 C Si ; supposons pour fixer les idées Si C 52. Alors 
x ,y  G 52, donc (xyy) =  0 si x ^  y et (xyy) =  1 si x =  y car S2 est orthonormal. 
Donc £ est orthonormal. La maximalité de £ se démontre de la manière habituelle 
déjà utilisée dans ce cours. □

Nous allons terminer ce chapitre par un exemple important de base hilbertienne 
sur l’espace de Hilbert des fonctions mesurables de carré intégrable sur le cercle 
unité de R2.

5. Un exemple de base hilbertienne

Il sera traité de façon sommaire. Pour plus de détails on peut consulter [CCM1], 
Le cercle, qu’on notera S1, peut être vu comme le sous-groupe multiplicatif des 
nombres complexes de module 1. Un élément z e  S1 peut être repéré par son angle 
6 (qui varie dans R) avec l’axe des réels. L’application p : 0 E R — ► e%Q est un 
homomorphisme surjectif du groupe additif R sur S1. Une fonction /  sur S1 est 
donc une fonction /  sur R qui vérifie f (6  +  2ir) =  f (6)  i e . /  est une fonction
périodique sur R de période 27r. Dans toute la suite on ne distinguera pas /  sur 
S1 de la fonction périodique /  sur R qu’elle définit et qui est nécessairement de la 
forme f  =  f  op.  Sur l’espace L2(SX) des fonctions complexes de carré intégrable 
sur S1 (qui sera donc par définition l’espace des fonctions périodiques de période 27r 
sur R dont la restriction à l’intervalle [0,27r] est de carré intégrable pour la mesure 
de Lebesgue) on a le produit hermitien

=  m W ) d m
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qui en fait un espace de Hilbert. Pour tout n G Z, la fonction eind est dans L2( S1) 
et il est facile de voir que le système £ =  (etnd)n^z est orthonormal. Nous allons in
diquer comment on peut montrer que £ est en fait une base hilbertienne de L2(S1). 
Pour cela nous aurons besoin de rappeler le théorème de Stone-Weierstrass ; il est 
d’une grande importance parce qu’il donne des conditions permettant d’approcher 
uniformément les fonctions continues sur un espace métrique compact par des 
éléments particuliers. Nous énoncerons ce théorème (le lecteur désirant avoir une 
démonstration peut consulter [CCM1] ou [Ru]).

Soient X  un espace métrique compact ayant au moins deux éléments et C ° (X , C) 
l’espace de Banach des fonctions complexes continues sur X  muni de la norme

WfWoo =  sup |/(rc)|.

Sur C°(X , C) on peut mettre une structure multiplicative en posant pour f , g  G 
C ° (X ,C) (f.g)(x) =  f (x)g(x)  ; on vérifie facilement que \\f.g\\oo < ||/||oo-||fl||oo. 
On dira que C°(X , C) est une algèbre de Banach. Une sous-algèbre de C °(X , C) est 
un sous-espace vectoriel A stable par multiplication Le. si / , g G A alors f.g  G A. 
On dira que A sépare les points de X  si, pour tous points distincts G X , il 
existe une fonction /  G A telle que f ( x )  ^  f ( y ).

5.1. Théorème de Stone-Weierstrass. Soit A une sous-algèbre de C° (X ,C)  séparant 
les points et telle que pour tout x G X , il existe J  G A vérifiant f ( x )  ^  0. Alors A 
est dense dans C °(X , C).

Ce théorème dit, par exemple, que l’ensemble des fonctions polynômes sur l’inter
valle compact [0,1] est dense dans C°([0,1],C).

5.2. Quelques remarques

i) Le cercle S1 est un espace métrique compact (la distance entre deux points 
est égale à la longueur du plus petit, arc qui les joint). On peut donc appliquer à 
une sous-algèbre A de C0(S1,C) (vérifiant les conditions qu’il faut) le théorème de 
Stone-Weierstrass.

ii) C°(S1,C) est un sous-espace vectoriel (non fermé) de L2(S1) pour la norme 
L2, || ||. On a d’autre part : ||/|| < ||/||oo pour toute fonction /  G C ^ S ^ C ). Donc 
si une partie de C°(S1, C) est dense pour la norme de la convergence uniforme, elle 
sera dense pour la norme || ||.

iii) Soit A le sous-espace vectoriel engendré algébriquement par les vecteurs eine> 
n G Z. Les éléments de A sont les polynômes trigonométriques

ni
‘ ^  aktlkd avec no, ni G Z.
k=no

Il est facile de voir que le produit de deux polynômes trigonométriques est encore 
un polynôme trigonométrique ; A est donc une sous-algèbre de C°(S1,C). On 
vérifie facilement aussi que les éléments de A séparent les points de S1. D ’après le 
théorème de Stone-Weierstrass : La sous-algèbre A est dense dans C ^ S ^ C ) pour 
la norme || ||oo donc dense pour la norme || || induite par L2(S1).
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La complétude du système £ =  (e'in6)nGz découle alors de manière évidente du 
théorème qui suit qu’on admettra et dont on peut trouver une démonstration dans 
[Ru] par exemple.

5.3. Théorème. L ’espace Cf0(S1,C) est dense dans L2(S1) pour la norme || ||. 

Toute fonction /  G L2(S1) se développe donc sous forme de série de Fourier

(VIII. 10) f {0) =  Y , c néin9
nez

où les nombres cn, appelés coefficients de Fourier de / ,  sont donnés par

(VIII.ll) Cn 27r e~in0d6.

Les coefficients cn ne changent pas si on perturbe la fonction /  sur un ensemble 
de mesure nulle. Ce qui explique le fait qu’en général la somme de la série de 
Fourier d’une fonction /  G L2(S1) ne converge pas simplement vers / .  Toutefois 
si, en 0, /  admet une imite à droite f(9  +  0) et une limite à gauche f(6  — 0) et 
satisfait la condition suivante qu’on appelle condition de Dini : il existe 6 > 0 tel 
que l’intégrale

r61 f(9+t)-m dt
J —6 I t

existe alors, au point 0, la série de Fourier de /  converge vers la demi-somme 
\{f {0  +  0) +  f (9  — 0)} (c f  [KF]). Par exemple si /  est continue sur ]9 — Æ, 9 +  S[ et 
admet en 9 une dérivée à gauche et une dérivée à droite, alors sa série de Fourier en 
9 converge vers /(0 ). Mais si on se donne 0, ôn peut toujours trouver un ensemble 
“très grand” de fonctions continues /  pour lesquelles la série de Fourier en 0 ne 
converge pas vers f(9) (cf. exercice X. 6.11).

Il existe des conditions suffisantes de convergence plus générales que celle qu’on 
vient de donner : le lecteur désirant plus de détails peut consulter par exemple [Da], 
[Ko], [WM] ou [Ka]. Toutefois, on peut au moins signaler un célèbre théorème dû 
à L. Carleson (cf. [Cs]) qui s’énonce ainsi : la série de Fourier de toute fonction 
f  G L2(S1) converge presque partout vers f .  Ceci répond négativement à une 
question posée par N. N. Lusin en 1915 : existe-t-il des fonctions f  G L2(S1) dont 
la série de Fourier diverge sur un ensemble de mesure strictement positive ?

5.4. Exemple

Nous allons donner le développement de Fourier d’une fonction explicite et 
l’utiliser pour calculer la somme de certaines séries numériques (tout ceci est bien 
familier aux étudiants de deuxième année de DEUG !).

Soit /  : R — ► R la fonction périodique de période définie sur [—7r,+ 7r[ 
par f(9) = 02. C’est une fonction continue sur R tout entier, dérivable pour 
9 7  ̂ (2k +  l)7r, k G Z et, en tout point (2k +  l)7r, admet une dérivée à droite
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égale à — 2-n et une dérivée à gauche égale à 2tt. Sa série de Fourier converge donc 
partout vers / .  Les coefficients de Fourier Cn (n e Z) de /  sont donnés par

cn =  ^ f  m e ~ in9de.

Comme /  est paire, le changement de 9 en —9 dans l’intégrale montre que cn =  c_n. 
Ce qui permet d’écrire

oo
f(e) =  ao +  ' £  an cos nO

71=1

avec ao =  co et an =  2cn. De façon explicite
1 /*7r 2

ao =  — /  92d9 et an =  — 92 cos n9d6 pour n > 1.
n J o n J 0

Le calcul donne alors

2t

/(*) = T + 4 B -1»’, cos n0

71=1
rr

Pour 0 =  0 et 6 =  n on obtient les valeurs respectives des séries numériques

y  ( - i ) n
^  n2
71=1

OO - O
E l  _  7 T

n2 6 ’
71=1

6. Exercices
6J. Soit (£ , || ||) un espace normé réel tel que pour tout x G E  et tout y G E  
on ait ||x +  y\\2 +  \\x — y\\2 =  2(||x|.|2 +  ||y||2) i-e. x et y vérifient l’identité du 
parallélogramme.

Montrer que la norme || || peut être associée à un produit scalaire ( , ).

6.2. Donner une démonstration facile de la forme analytique du théorème de Hahn- 
Banach dans le cas d’un espace de Hilbert.

6.3. Soient (E , d) un espace métrique et M  une partie de E , On dira que A C E  
est un e-réseau (avec e >  0) pour M  si, pour tout m G M , il existe a G A tel que 
d(a, m) < e. Si e' > e alors tout e-réseau est un e'-réseau. On dira que M  est 
totalement bornée si, pour tout e >  0, il existe un e-réseau fini pour M.

i) Montrer que dans E  toute partie totalement bornée est bornée au sens usuel.
ii) Montrer que toute partie bornée de l’espace euclidien Rn est totalement 

bornée.
On suppose que E  est l’espace de Hilbert usuel t 2 des suites réelles de carré 

sommable.
iii) Montrer que la sphère unité dans !/? n’est pas totalement bornée bien qu’elle 

soit bornée. (On admet que dans un espace métrique complet toute partie fermée 
totalement bornée est compacte).
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Dans £2 on note U le parallélipipède de Hilbert Le. 
(rci, £2 , . . .  , xni . ..  ) telles que

l’ensemble des suites de réels

l*l| ^ !» M  ^ \ ••• \xn\ < 2 ^ 1  •••

iv) Montrer que II est compact. (Pour e >  0, considérer n tel que 2n-i <  
| ensuite projeter x =  (xi ,X2 >- • • >) sur Ie sous-espace En engendré par les n 
premiers vecteurs de la base orthonormale canonique et évaluer la distance de x à 
sa projection.)

6.4. Soit p : [—1, +1] — ► R+ une fonction mesurable, bornée et strictement positive 
en dehors d’un ensemble de mesure nulle. On note Ep l’espace des classes de 
fonctions complexes mesurables de carré intégrable sur [—1,+1] pour la mesure 
p, =  p\ où À est la mesure de Lebesgue sur [—1, +1].

i) Montrer que si p' < p alors Ep C Ep>. Donner un exemple où cette inclusion 
est stricte.

On suppose p — 1 identiquement.
ii) Montrer que le sous-espace C°([—1, +1], C) des fonctions continues sur [—1, +1] 

n’est pas fermé dans E\.
6.5. Soit E un espace de Hilbert.

i) Montrer que si M  est un sous-espace fermé alors (M-1) =  M.
ii) Ceci reste-t-il encore vrai si M  n’est pas fermé ?

6.6. On note E l’espace des suites réelles (xk)k>i telles que Ylk x \ < + ° °  et (^fc)fc>i 
une suite dans ]0 ,1]. On définit un produit scalaire sur E en posant

+ o o

(x,y)  =  ^ A  kXkVk
fc=i

i) Montrer qu’en général E muni de ce produit scalaire n’est pas un espace de 
Hilbert (Le. n’est pas complet).

ii) On suppose Xk =  1 pour tout k. Soit M  =  { x  G E : Xk =  0} où n G N*.
Trouver un sous-espace N  de E tel que E =  M  © N.

6.7. Dans l’espace L2(] — 1, +1[) on considère le triangle A  dont les sommets sont 
les fonctions f ( x )  =  0, g(x) =  1 et h(x) =  x. Calculer les angles de A.

6.8. Soient (E , ( ,  )) un espace de Hilbert, V  un sous-espace de dimension 1 et V ± 
son orthogonal. Soit a e  V  non nul. Montrer que la distance d(x,V'-L) de tout 
x e  E k V 1- est donnée par d(x, V _L) =

6.9. On note E =  L2([0,1]) l’espace de Hilbert des classes de fonctions réelles de 
carré intégrable.

i) Montrer que V =  { /  G E : f (x)dx  =  0} est un hyperplan fermé de E. Quel
est son orthogonal ?

ii) Calculer la distance de la fonction f ( x )  =  x 2 au sous-espace V.

6.10. Quelle est dans t 2 la distance dn =  d (x ,Vn) de x =  (1,0,. . .  , 0 , . . . )  au
sous-espace vectoriel Vn =  {y  G t 2 : YJk=i Vk =  0} ? Calculer limn_*+00 dn.
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6.11. Soit X  un espace métrique. On appelle G s toute partie de X  qui est in
tersection dénombrable d’ouvèrts de X.  On aura besoin d’une autre version du 
théorème de Baire qui est la suivante : supposons X  complet et soit ( 0 n)nGN* une 
suite d’ouverts chacun dense dans X . Alors leur intersection HneN* est dense 
dans X .

Soient (X, || ||) un espace de Banach et une famille de formes linéaires
continues sur X . Pour tout x G X  et tout n e  N* on pose

f ( x )  =  sup\fi(x)\ et On =  {x  e  X  : f ( x )  > n}. 
iei

i) Montrer que pour tout n G N*, On est ouvert dans X.

Deux possibilités pour les ouverts On : l’un d’eux au moins n’est pas dense ou 
bien ils sont tous denses.

Premier cas : il existe N e  N* tel que On ne soit pas dense dans X.
ii) Montrer qu’il existe xo G X  et e > 0 tels que, pour tout u G X  avec \\u\\ < e

\f(x0 + u ) \ < N .

iii) En remarquant que u =  (xo +  u) — xo, montrer que s\xpieI |||/i||| <

Deuxième cas : pour tout n G N*, On est dense dans X.
iv) Montrer qu’il existe un <2$, qu’on notera O , dense dans X  et tel que pour 

tout a; G O on ait f ( x )  =  +oo.

On a donc établi le théorème suivant : soit une famille de formes linéaires
continues sur un espace de Banach X . Alors une au moins et une seulement des 
conditions qui suivent est satisfaite.

(1) Il existe M  > 0 tel que, pour tout i G I, |||/<||| < M,
(2) il existe un G s dense O tel que, pour tout x e  O, \f(x)\ =  +oo.

On suppose maintenant que X  est l’espace des fonctions complexes continues 
périodiques de période 2n sur R. On munit X  des normes suivantes

||x||oo =  sup |x(i)| et pour tout p > 1 \\x\\p = ( - -̂ f  \x(t)\pdt 
teR V271* J -tt

La norme || ||oo fait de X  un espace de Banach. Le complété de X  pour || ||p 
est l’espace ^ ^ (R , C) des classes d’équivalence (pour la relation d’égalité À-presque 
partout, A mesure de Lebesgue sur R) des fonctions complexes mesurables périodi
ques de période 2ir et dont la restriction à l’intervalle [—7r, + tt] est de puissance peme 
intégrable. Toute fonction x E X  est la limite pour la norme || H2 de la somme 
partielle (de la série de Fourier de x) :

Sn(x,0) =  T  [  x(t)Pn{9 -  t)dt n € N*
2<7r J — TT

où Pn(t) =  Ylk=-n e*kt- Soit 9 € E fixé. On pose f n{x) — Sn(x, 9) pour tout n € N* 
et tout x G X.



126 Ch. VIII. Espaces de Hilbert

v) Montrer que f n est une forme linéaire continue sur X  de norme |||/n||| 
inférieure ou égale à ||Pn||i-

vi) Etablir l’égalité Pn{t) =  S1"jn(^j^•
vii) Montrer que ||Pn||i tend vers l’infini quand n —> -fioo. (Ecrire la définition 

de 11Pn111 et minorer en utilisant l’inégalité |sint| <  |t| valable pour tout t € R.)

On fixe n G N*, on pose

\ -1  si Pn(9 — t) < 0

et on considère une suite (Xj) dans X  qui converge simplement vers g (dont on 
admet l’existence).

viii) Montrer que lim ^+oo \fn{xj)\ =  ||Pn||i. (Appliquer le théorème de la con
vergence dominée à la suite de fonctions continues =  Xj(t)Pn(Q — t) con
vergeant vers g(t)Pn(Q — t).)

ix) Montrer qu’il existe une partie O de X  qui est un Gs dense dans X  et telle 
que pour tout x G O on ait limn_>+00 |5n(a;,0)| =  +oo Le. la série de Fourier de 
la fonction x ne converge pats vers x au point 9.

6.12. Soit E  l’espace vectoriel des classes de fonctions mesurables sur R, à valeurs 
dans C, périodiques de période 2tt et dont la restriction à l’intervalle [0,27r] est 
de carré intégrable. On munit E  du produit scalaire (f>g) =  ^  Jq* f (x)g(x)dx  
et de la norme || || associée ; E  est un espace de Hilbert dont lequel le sous-
espace Eo constitué des éléments continus est dense pour || ||. On rappelle
que la famille en =  einxy n G Z est une base hilbertienne de E  et que pour tout 
élément /  G E  et tout n G Z, le nème coefficient de Fourier cn( f ) est donné par
Cn(f) =  à  S ?  f ( x ) e - inxdx.

i) Montrer que l’application cn : f  € E  i— > cn( / )  E C est une forme linéaire 
continue de norme 1.

ii) Montrer que cn( f  ) tend vers 0 quand |n| tend vers +oo.

On désigne par L°°(Z) l’espace vectoriel des familles bornées de nombres com
plexes x =  (xn)nez muni de la norme ||x||oo =  supn6Z \xn\ et par Ço le sous-espace 
de L°°(Z ) formé des éléments x =  (xn) tels que lim|n|_,oo xn =  0.

iii) Montrer que L°°(Z) est complet.
iv) Montrer que Co est fermé dans L°°(Z).
v) Montrer que l’application : f  E E  — > (cn( / ) ) nez € Co est continue.
vi) En utilisant la base hilbertienne (en)nez, montrer que ^  est injective.

Pour tout k E N*, soit f k(x) =  &iax =
vii) Montrer que limfc_,oo ||/fc|| =  +oo mais que limfc_oo || '̂(/fc)lloo =  1.
viii) En déduire que l’application î '  : E  — > Co n’est pas ouverte et donc 'I' n’est 

pas surjective.



CHAPITRE IX

Opérateurs bornés

Beaucoup de questions en sciences exactes ou appliquées amènent à des problèmes 
de résolution d’équations différentielles ou intégrales. Résoudre ces équations re
vient la plupart du temps à “inverser” des applications définies sur un espace fonc
tionnel adéquat. Lorsque ces équations sont linéaires, les applications associées sont 
bien sûr linéaires. On les appelle opérateurs. L’objet de ce chapitre est d ’étudier 
les opérateurs bornés. Nous définirons le spectre et décrirons ses propriétés ; nous 
ferons cela de façon plus détaillée pour les opérateurs compacts qui occuperont 
beaucoup de place. Cette étude sera faite sur des espaces normés quelconques ; 
certains théorèmes ne seront vrais, bien entendu, que sur les espaces de Banach ; 
nous préciserons cette hypothèse à chaque fois.

1. Définitions et premières propriétés
Soit (£ , || ||) un espace normé sur le corps K (qui sera toujours soit le corps des 

réels soit le corps des complexes).

1.1. Définition. On appelle opérateur borné ou simplement opérateur sur E  toute 
application linéaire continue T : E  — ► E.

On peut bien sûr définir un opérateur borné de E  dans F  (espace normé différent 
de E) comme étant une application linéaire continue E  — > F. Mais on se limitera 
au cas E =  F. Il est clair que l’ensemble L(E) des opérateurs sur E  est un espace 
vectoriel normé sur K ; la norme est définie par

iimii =  suP nr(®)ii.
Il*ll<i

En plus il est muni de la composition naturelle des applications qui en fait une 
algèbre et qui vérifie |||ST||| < |||5|||.|||T|||. Cette algèbre a une unité qui est 
l’opérateur identité I  de E.

Un élément T  G L(E) est dit inversible à gauche s’il existe un élément S G L(E ) 
tel que ST =  / ,  inversible à droite s’il existe S G L(E)  tel que TS =  / ,  inversible 
s’il est inversible à gauche et à droite et si les deux inverses coïncident. Dans ce cas 
l’inverse de T  sera noté T -1 . On note GL(E)  l’ensemble des éléments inversibles 
de E  ; c ’est un groupe pour la multiplication des opérateurs.

1.2. Théorème. Si E est complet, le groupe GL(E) est ouvert dans L(E).

Démonstration. Il s’agit de montrer que pour tout T  G GL(E ), il existe e >  0 tel 
que la boule £(T , e) de L(E) soit contenue dans GL(E).

i) Montrons d’abord que tout opérateur suffisamment voisin de I  est inversible. 
Si |||Tj|| < 1 on a, pour tout n G N, |||T,n||| < |||T|||n < 1 ; comme E  est complet, 
L(E) l’est aussi ; la série
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+oo
Y ^ T n =  I +  T +  T2 +  . ..
71=0

converge donc dans L(E)  ; elle a pour limite l’inverse de l’opérateur S — I  — T. 
ii) Soient T  G GL(E ) et X  G L(E ) tel que |||X — T||| < ïpîtrjjf- Alors

|||r-1X-/||| =  |||T-1(X-T)|||
<|||T-1|||.|||X-T|||

<|||r-1|

< 1
lr r - inr

D’après i) l’opérateur T lX  =  /  — ( /  — T xX )  est inversible ; par suite X  est 
inversible. L’ensemble GL(E)  est donc ouvert. □

Nous voyons que la complétude de l’espacé E  est essentielle. Elle le sera aussi 
pour d’autres propriétés ; par exemple on a le

1.3. Théorème. Supposons E complet et soit T un opérateur borné sur E. Alors
i) T est inversible à gauche 

implique
ii) il existe une constante réelle m > 0 telle que pour tout x G E

(IX.1) \\Tx\\ > m\\x\\

qui implique à son tour
iii) T est injectif.
Si en plus on a l ’hypothse :
(H) : Im(T) admet un supplémentaire topologique 

alors ces trois assertions sont équivalentes.

Démonstration. Elle se fera suivant le schéma i) = >  ii) = >  iii) de manière générale 
et iii)=4d) en plus si l’hypothèse (H) est satisfaite.

i) =j>ii)
Soit S inverse à gauche de T. Alors ST — I  Le. pour tout x  G E  on a x  =  (ST)x. 

Comme S est borné on aura ||x|| =  ||(ST)x|| < |||5|||.||Tx||. Il suffit de prendre 
alors m =

ii) =M ii)
Si T  vérifie llTxll > m||x|| pour m >  0 alors Tx  =  0 implique x =  0 Le. T  est 

injectif.
Supposons maintenant l ’hypothèse (H) remplie et démontrons iii)= »i). Si T  est 

injectif, T  est un isomorphisme (algébrique) continu de E  sur Im(T’). Comme Im(T) 
admet un supplémentaire topologique, il est fermé dans E  ; c ’est donc un espace 
de Banach. Il en résulte que T : E  — > Im(T) est un isomorphisme topologique. 
La restriction To de T  à Im(T) admet donc un inverse T0-1 . Soit P  la première 
projection qui est continue E  =  Im(T') © V  — > Im(T). Il est facile de voir alors 
que S =  Tq 1P  vérifie ST =  I. □
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1.4. Exemples

i) Nous commencerons par donner les plus simples : les opérateurs sur les espaces 
de dimension finie. Toute application linéaire T : E  =  Kn — ► Kn est un opérateur 
borné. Un tel opérateur est complètement déterminé par sa matrice A =  (a^)

f X l \relativement à une base fixée (e i , . . .  , en). Pour tout vecteur x =  I : I on a

Tx =
auxj + +  CL\nXn

ÜnlXi . . . “i" dnnXr,

ii) Soient E  un espace préhilbertien et V  un sous-espace complet. Alors la 
projection orthogonale P  : E  — > V  définit un opérateur sur E  de norme égale à 1.

iii) Soit E  =  C°([a, 6],C) l’espace des fonctions complexes continues sur [a, b] 
muni de la norme de la convergence uniforme ||/||oo =  supi e [a 6] |/(x)|. Pour toute 
fonction /  G E  on pose Tv (f ) (x )  =  (p(x)f(x) où <p G E  est une fonction fixée. 
Alors l’application Tv ainsi définie est un opérateur sur E. En effet la linéarité est 
immédiate. D’autre part on a

l|rv(/)||00 = ll^/lloo < IMIoo-ll/lloo-
Ce qui montre bien que X  ̂ est un opérateur borné sur E.

Posons maintenant T(f ) (x )  =  K (x ,y ) f (y )dy  où K  : [a, b] x [a, 6] — ► C est 
une fonction continue. Alors T  est linéaire et vérifie

iin/oiioo = sup
x€[a ,6] 

rb

f  K{x ,y ) f {y )dy  
J a

< f  sup \K(x,y)\ sup \f(y)\dy
Ja x,yG[a,6] 2/£[a,6] .

<(6-a)||iT|| oo lM  ||oo

Donc T  est un opérateur sur E.

Soit g un homéomorphisme de [a, 6] et posons Tg( f )  =  /  o g. Alors Tg : E  — > E  
est une application linéaire qui vérifie ||Ts(/)||oo =  ||/||oo i-e- Tg est un opérateur 
sur E.

iv) Sur l’espace t2 des suites réelles de carré sommable on considère l’application

T(x) =  (x i X2 Xz
T ’ T ’

Il est clair que T  est un opérateur sur £2 de norme 1.

1.5. Définition. Soit maintenant T un opérateur sur Vespace normé E. On appelle 
adjoint de T la transposée T' : E' — > Ef de T définie, pour tout x E E et tout 
y ' € E', par T*(y'){x) =  y'(Tx).

L’adjoint sera noté T*. C’est un opérateur borné sur E7 de même norme que T.
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2. Spectre d ’un opérateur
Soit T  une application linéaire d’un K-espace vectoriel E  dans lui-même. Si on 

fixe une base B =  (e i , . . .  , en) de E> alors la connaissance de T  se ramène à celle 
de sa matrice A relativement à B . Il est bien connu que, si on change la base, la 
matrice A change (bien que l’application T  reste la même) ; il est donc naturel de se 
demander s’il existe une base de E  dans laquelle cette matrice s’écrit de la façon la 
plus simple possible par exemple diagonale. Sur chacun des vecteurs de cette base, 
T  agit par une homothétie de rapport À € K. Un tel nombre À est appelé valeur 
propre de T. Ceci amène de manière naturelle à se poser le même problème pour 
un opérateur sur un espace normé de dimension.infinie ; mais dans cette situation 
la notion de “valeur propre” n’est pas suffisante et, en général, diffère totalement 
du cas de la dimension finie. C’est ce que nous nous proposons d’exposer de façon 
assez sommaire dans ce paragraphe ; la théorie spectrale {Le. l’étude du spectre) 
est assez riche pour une classe d’opérateurs que nous étudierons au paragraphe 3 
et de manière encore plus précise sur les espaces de Hilbert au chapitre X.

Soient E  un espace normé sur le corps K.

2.1. Définition. Soit T un opérateur sur E. On appelle valeur spectra le de 
Vopérateur T tout nombre complexe À tel que Vopérateur T —XI ne soit pas inversible 
dans L(E). On dira que À est valeur propre de T si T — XI n’est pas injectif.

Evidemment toute valeur propre est valeur spectrale. L’ensemble des valeurs 
spectrales de T  est appelé spectre de T  et sera noté a {T ) ; les valeurs propres en 
constituent une partie appelée spectre ponctuel de T  ; le complémentaire dans cr(T) 
du spectre ponctuel est appelé spectre continu. Tout nombre dans C — a{T) est 
appelé valeur régulière de T. Il est évident que À est valeur régulière de T  si, et 
seulement si, l’opérateur

(ix;2) R\ =  (T -  A /)-1 ,

appelé résolvante de T, existe et est borné. L’inclusion du spectre ponctuel dans 
cr(T) est en général stricte.

2.2. Théorème. Soit T un opérateur non nul sur E qu’on supposera complet. Alors 
le spectre cr(T) de T est un ensemble fermé de C contenu dans le disque fermé

Démonstration. Montrons que l’ensemble C — <j (T) des valeurs régulières de T  est 
ouvert. Soit A G C — cr(T) ; alors l’opérateur T — XI est inversible dans L(E)  ou en 
d’autres termes T — XI G GL(E).  Mais GL(E)  est ouvert ; il existe donc s >  0 tel 
que pour tout fi G D(0,e)  l’opérateur T — (A +  n)I  G GL(E).  L’ensemble a (T) est 
donc fermé.

Montrons que toute valeur à l’extérieur du disque D(0, |||T’|||) est régulière ; ce 
qui établira que a (T) C £>(0, |||T|||). Soit A G C tel que |A| > |||T|||. On a

T — XI =

Comme < 1 et que E  est complet la série
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(IX.3)
_ i A r

A ^  An
71=0

converge dans L(E ) et a pour limite Popérateur (T — À J) x. □

En fait on peut préciser le résultat de la manière suivante : soit T  un opérateur 
sur E. On appelle rayon spectral de T  le nombre réel positif

(IX.4) p ( T ) =  sup |À|.
A e a ( T )

Il est clair qu’on a p(T) < |||T||| et cette inégalité peut être stricte comme on va 
le voir sur un exemple. Le théorème qui suit et dont on trouvera une démonstration 
dans [Ru] (dans le cadre des algèbres de Banach qui généralisent L(E))  donne une 
formule de calcul du rayon spectral.

2.3. Théorème (formule du rayon spectral). Soit T un opérateur sur E complet. 
Alors la suite |||Tn|||n converge et

(IX.5) p ( T ) =  lim l i m i l * .
71—> + 0 0

Nous allons donner un théorème assez important sur le spectre et la résolvante 
comme fonction des valeurs régulières pour un opérateur borné sur un espace de 
Banach.

2.4. Théorème. Soient E un espace de Banach complexe non réduit à {0 } et T un 
opérateur sur E.

i) Pour tout x £ E et toute forme linéaire continue x1 sur E, Vapplication qui 
à À G C — cr(T) associe y>(\) =  (R\(x))x') G C (où R\ est la résolvante de T ) est 
une fonction holomorphe qui tend vers 0 quand |À| tend vers l ’infini.

ii) Le spectre a(T) de T est non vide.

Démonstration, i) Nous allons d’abord montrer que l’application

A G C -  a(T) i— ► R\ G L(E) 

est continue. Soient À G C — a(T) et h G C. On a

T -  (À +  h)I =  ((T  — XI) — hl)

=  (T — XI) (I -  h(T -  X I ) - 1)

Pour h suffisamment petit, l’opérateur T — (À +  h)I est inversible d’inverse 

Rx+h =  ((T  -  A/ ) ( /  -  h(T -  A /) " 1) -1 =  { I -  h R x ) -1 • Rx.
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On voit donc que lim /^o R\+h =  lim/l_>o ( /  -  hR\ ) _1 ■ R\ =  R\. Soient A et y, 
deux valeurs distinctes dans C -  a(T) mais y  suffisamment proche de A. Alors un 
calcul facile montre que

R x - R t i  =  ( f i -  A)R\ ■ Rfj,.

D’où

dR\ R\ — Rp——  =  lim —---------  —
aA X — y

=  - R i

Soient maintenant x  G E  et x' G E'. On a

dip _  nm y>Qt) ~ ¥>(A)
d\ fi — À

=  lim /
\ fl — À

=  - ( R l , x ' )

qui montre bien que <p est holomorphe sur C — <j (T). De (IX.3) on déduit que R\ 
tend vers 0 quand |A| tend l’infini ; par suite </?(A) tend vers 0 quand |A| tend vers 
l’infini.

ii) Supposons que le spectre est vide. Alors la fonction <p est holomorphe sur C 
tout entier. Comme elle tend vers 0 à l’infini, elle est constante égale à 0 d’après le 
théorème de Liouville (c/. [Ca]). Cela implique (R\(x),x') =  0 pour toute forme 
linéaire x1 G E 1 ; donc R\(x) =  0 d’après le théorème de Hahn-Banach. Ce qui 
n’est pas possible. □

Regardons un exemple d’utilisation de la formule du rayon spectral ; elle nous 
permettra aussi d’avoir, dans certaines situations particulières, le spectre de l’opéra
teur.

2.5. Exemple

Soient E  =  C70([0,1]) l’espace de Banach des fonctions complexes continues sur 
l’intervalle [0,1] muni de la norme || ||oo de la convergence uniforme et T  € L(E) 
défini par T ( f )  (x) =  / Qæ K  (x, y)f(y)dy  où K  est une fonction continue sur le triangle 
A de R2 de sommets (0,0), (1,0) et (1,1). On notera M  le maximum de la fonction 
l-ffl sur A. Soit /  € E. On a

\T (f)(x)\ =  I /  K(x ,y )f (y )dy  
\J 0

< f  sup \K(x,y)\ sup |/(y)|dy
J 0 æ,ye[0,l] y€[0,l]

< M x ï ï f l U
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De même
\T2(f)(x)\ =  \ f *  K (x ,y)T U)(y)dy\

< f  sup \K(x,y)\ sup \T(f)(y)\dy 
J 0 s,î/€[0,l] y 6 [0,1]

J o

De proche en proche on démontre que |Tn(/)(x)| < M n^||/||oo pour tout n > 0. 
Donc ||Tn(/)|| < ^l l /Hoo-  En prenant le sup pour ||/||oo < 1 on obtient |||Tn||| < 
4fr et doncni

i i i m i *  < ~ ~ r -
(n!)n

D’après la formule de Stirling qui donne l’estimation de n! pour n grand

n, =  Æ 0 " { l + o ( i ) }

(où e est la base du logarithme népérien et 0 (^) une quantité qui tend vers 0 quand
n —► +oo) (n!)" tend vers +oo. D ’où p(T) =  limn_ +00 |||Tn|||n =  0. On en déduit 
qu’il n’y a aucune valeur spectrale non nulle. Comme le spectre n’est jamais vide, 
il est forcément réduit à {0}. On peut aussi voir autrement que 0 est une valeur 
spectrale non propre : toute fonction h e  E  dans l’image de T  doit vérifier h(0) =  0 
donc T  ne peut pas être surjectif et par suite il n’est pas inversible ; on peut voir 
aussi qu’il est injectif. □

3. Opérateurs compacts
Dans tout ce paragraphe (E ) || ||) sera un espace normé sur le corps K (qui est 

toujours R ou C).

3.1. Définition. On dira qu’un opérateur T sur E est com pact, si l ’image T(B) de 
la boule unité B de E est relativement compacte.

Cela implique en fait que l’image par T  de toute partie bornée de E  est relative
ment compacte. De façon générale, une application linéaire T  : E  — > F  (E  et F  
étant des espaces normés) est dite compacte, si elle transforme toute partie bornée 
de E  en partie relativement compacte de F.

. D’après le théorème de Riesz l’opérateur identité I  n’est compact que si l’espace 
E  est de dimension finie.

Il est clair que si T G L(E) est compact, À T  est compact pour tout À G K. 
D’autre part si T  et S sont compacts, T +  5  est compact. En effet soient B  la boule 
unité (fermée) de E  et (zn), zn =  T(xn) +  S(xn) une suite dans T (B ) +  S(B ) ; 
alors de (T{xn)) on peut extraire une suite convergente (T(a4)) et de (x'n) on peut 
extraire une suite (xnk)k telle que la suite (S(xnk))k converge. Il est alors évident
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que (T(xnk) +  S(xnk)k est une sous-suite convergente de (zn) ; l’opérateur T +  S 
est donc compact.

Soient T  G L(E) compact et C  et D deux opérateurs bornés sur E  ; il est 
immédiat de voir que CTD  est un opérateur compact sur E.

On résume tout cela dans la proposition qui suit.

3.2. Proposition. L ’ensemble JC(E) des opérateurs compacts sur E est un idéal 
bilatère de l ’algèbre L (E ) des opérateurs bornés sur E.

De cette proposition on déduit en particulier que si dimE  =  +oo et T  G GL(E ) 
alors T -1 ne peut pas être compact ; en effet s’il l’était I  serait compact ; ce qui 
ne peut se produire que si dimi? < +oo.

On peut remarquer que si T  G IC(E) et si V est un sous-espace fermé de E  stable 
par T, alors la restriction de T  à V  est un opérateur compact. En effet la boule 
unité de V est la trace sur V  de la boule unité B de E  ; donc T(V  P| B)  est contenu 
dans V et est relativement compact dans V.

3.3. Proposition. Soient T  G IC(E) et T le prolongement canonique de T au complété 
Ê de E. Alors T  G K(Ê) et T(Ê)  C E.

Démonstration. Soient B la boule unité fermée de E  et B  celle de E. Alors B est 
l’adhérence de B dans E. D ’où T (B) =  T (B) ; comme T (B) est un compact de E , 
il est fermé dans E  (adhérences prises dans E) ; par suite T (B) C E et a, fortiori 
T (B) C E. Comme T (B) engendre T{E)  on a T(E)  C E . Ce qui démontre la 
proposition. □

3.4. Proposition. Supposons E séparable. Si T  G L(E) est compact alors son adjoint 
T * est un opérateur compact de E '.

Démonstration. Soient B et B' les boules unités fermées respectivement de E et E'. 
On sait que B' est un ensemble équicontinu de E ' =  L(Ey K), donc une suite (y ’n) 
dans B! converge vers y' G B7 uniformément sur tout compact de E  si, et seulement 
si, (y'n) converge faiblement (i.e. simplement) vers y'. Soit (y'n) une suite dans 
B'. Comme B ' est faiblement compacte on peut extraire de (y 'n) une sous-suite 
(y'nk)k qui converge simplement vers un élément y7 G B ' donc (y'nk)k converge vers 
y' uniformément sur tout compact de E  ; en particulier la suite (y'njk converge 
vers y ' uniformément sur le compact T (B). Cela signifie que (Ta;, y'nk) converge 
uniformément par rapport à x G B. Mais comme (Ta;,y^fc) =  {x^T*y'nk) la suite 
(T*y'nk)k converge uniformément sur B vers T*y' donc (T*y'nk)k converge en norme 
vers T* y' puisque dans un espace normé la convergence en norme est exactement 
la convergence uniforme sur la boule unité. □

3.5. Théorème. Supposons E complet. Alors l ’idéal IC(E) est fermé dans L(E) pour 
là topologie de la norme.

Démonstration. Soient (T/J une suite dans IC(E) convergeant vers T  G L(E) et 
xn une suite dans la boule unité de E. Comme T\ est compact de la suite (Tia;n) 
on peut extraire une sous-suite convergente T i ^ î ^ T i ^ ) , . . .  , T i ( x 4 ) v  Comme 
T2 est compact, de la suite ^ ( x ^ ) )  on peut extraire une sous-suite convergente 
T2 (a;i), ^ 2(^2) , . . .  , T2 (a;^),... En itérant ce processus on construit pour tout p G N*
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une suite x\,x^,. . .  , x £ , . . .  extraite de la suite x\ 1, 1, . . .  , x£ 1, . . .  telle que
la suite

Tp{x\),Tp{ x l ) , . . . , T p{x l ) , . . .

soit convergente. Soit x\, . . .  , . . .  la suite diagonale. Alors pour tout k G N*
la suite Tk(x\),Tk(x\)) . . .  ,Tk(x™),. ..  est convergente. Pour montrer que T  est 
compact il suffit de montrer que la suite (T(x™)) est convergente ; comme E  est 
complet il suffit en fait de montrer que cette suite est de Cauchy. Soit e > 0 ; alors 
(utilisant le fait que (Tk) converge vers T  et que pour tout k e  N* la suite (Tk(x%)) 
converge) il existe N e  N* tel que pour m, n, k > N  on ait

\ \T {xl)-T k{x l)\ \ < e-

\\Tk{xnn) - T k{x2 )\ \ < £-

\\Tk{ x 2 ) - T { x 2 ) \ \ < e-

Comme

IlT {xnn) -  T(x£)|| < ||T(x") -  Tk{xnn)|| +  ||Tk{xnn) -  Tk{xZ)\\ +  ||21k(*“ ) -  T(*«)||

on en déduit que pour m , n >  N  on a ||T(x” ) -  T(x™)|| < e. Ce qui montre bien 
que la suite (T (x")) est de Cauchy. □

3.6. Exemples d ’opérateurs compacts

i) Tout opérateur sur un espace normé de dimension finie est compact. De 
manière générale, si E  est un espace normé et T  un opérateur sur E  dont l’image 
est de dimension finie alors T  est compact. Un tel opérateur est dit de rang fini. 
L’ensemble TIJ-(E) des opérateurs de rang fini sur E  est un sous-espace vectoriel de 
IC(E) ; nous verrons dans le chapitre qui suit que si E  est de Hilbert alors 1ZE(E) 
est dense dans 1C{E).

ii) Soient E  l’espace des fonctions complexes continues sur [0,1] muni de la norme 
|| ||oo et K  : [0,1] x [0,1] — > C une fonction continue. Pour toute fonction /  dans 
E  on pose

(IX.6) T ( / ) ( s ) =  f 1 K(x,  y)f(y)dy.
J o

Qn dira que T  est un opérateur intégral de noyau K . La fonction K  joue le rôle 
d ’une matrice dont les indices sont x et y variant dans [0,1]. Montrons que T  est 
compact. Soit B  la boule unité fermée de E. L’ensemble T(B)  est équicontinu. En 
effet soit e >  0 ; comme K  est définie continue sur un ensemble compact, elle est 
uniformément continue. Il existe donc r] >  0 tel que pour tous x, x ', y G [0,1] on ait

\x -  x'\ < j] = ï  |K (x ,y )  -K (x ' , y )\  < e
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et par suite pour toute fonction /

(IX.7) \T(f)(x) -  T{f)(x')\ = ( K ( x , y ) ~  K(x' ,yŸj f(y )dy\<.

L’ensemble T (B ) est donc équicontinu car rj ne dépend pas de /  G B ; comme il est 
borné car l’opérateur T  est borné il est relativement compact d’après le théorème 
d’Ascoli. Donc T  est compact.

iii) Soit E  l’espace.des fonctions continues sur l’intervalle [0, a] (avec a > 0) muni 
de la norme

ll/llp = 0 f l/(l)rdx) ’ -

Pour p  =  oo on retrouve l’espace de l’exemple ii). Pour distinguer les différents 
espaces normés (£7, || ||p) on les notera Ep (c’est l’espace E  muni de la norme 
|| ||p). Soit f  e  E. L’inégalité de Hôlder appliquée aux fonctions /  et 1 donne 
pour p  G [l,+oo[

(IX-8) ||/||i<a1” ||/||I,.

D’autre part un calcul immédiat nous fournit l’inégalité

(IX.9) H/llp < op H/lloo-

Il résulte de (IX.8) et (IX.9) que, pour tout p >  1, la topologie de Ep est plus fine 
que celle de Ei et moins fine que celle de Eoo.

Considérons l’opérateur T sur E défini par la relation (IX.6). Soit M  le maximum 
de la fonction K  ; alors on vérifie facilement que, pour toute fonction /  G Ey 
||T(/)||oo < Mll/Hi. Donc l’application linéaire T  : E\ — > Eoo est continue et par 
suite pour tout p G [l,+oo], T est un opérateur borné sur Ep. On montre aussi 
une inégalité analogue à celle donnée par (IX.7) pour la norme || ||i i .e .  pour tout 
e  >  0 il existe rj >  0 tel que pour tous x, x', y G [0,1] et toute fonction f  e  E on ait

(IX. 10) IT (f ) (x )  -  T(f)(x')\ =  l ^ 1 (.K (x ,y ) -  K {x \ y ) ) f { y )d y < £

Ceci montre que l’image par T  de la boule unité B\ de E\ est équicontinue ; d’autre 
part, comme l’application linéaire T  : E\ — > E ^  est continue, T(B\) est borné 
dans Eoo. D ’après le théorème d’Ascoli, T{B\) est relativement compact dans I?ocn 
donc dans tout Ep. En conclusion T  opérant sur n’importe lequel des espaces 
normés Ep est compact. □
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4. Spectre d ’un opérateur compact
Soit (J5, || ||) un espace normé. Nous allons commencer par établir quelques 

résultats préliminaires permettant dans un premier temps de donner un théorème 
de décompostion pour les opérateurs qui sont du type “J — compact” et dans un 
deuxième temps la structure du spectre d’un opérateur compact. Fixons un nombre 
6 dans l’intervalle ]0,1[. On notera dans toute la suite B la boule unité fermée de 
l’espace E.

4.1. Lemme. Soient V. et W  deux sous-espaces fermés de E tels que V soit stricte
ment contenu dans W  et T e  L (E ) vérifiant T(W)  C V. Posons S =  I  — T. Alors 
il existe x G W  f| B tel que d(Sx, S(V )) > 6.

Démonstration, i) Comme V et W  sont fermés, V  est un sous-espace fermé de 
W. L’espace quotient W/V est donc normé ; soit X  un vecteur de W/V tel que 
<5 < \\X\\ < 1. Comme

M  =  inf INIxGX

dans la classe X  on peut trouver un vecteur x G W  f| B  tel que d(x , V ) > 6.
ii) Par hypothèse on a T ( W ) C V  ; donc pour tout y e V  le vecteur y + T x —Ty  G 

V (x étant le vecteur donné par i)). Donc

\\Sx-Sy\\ =  \\x-(y +  T x - T y ) \ \ > 6

pour tout y G V. Par suite d{Sx, S(V )) >6 .  □

4.2. Proposition. Soit T est un opérateur compact sur E et posons S =  I  —T. Alors 
toute suite croissante (resp. décroissante) Vn de sous-espaces vectoriels fermés de 
E telle que S(Vn) C Vn-\ (resp. S(Vn) C Ki+i) est stationnaire.

Démonstration. Supposons la suite (Vn) non stationnaire ; quitte à en extraire une 
sous-suite on peut la supposer strictement croissante. D’après le lemme IX. 4.1 
appliqué à l’opérateur T =  I  — S dans chaque sous-espace Vn on peut trouver 
un vecteur xn tel que ||æn|| < 1 et d(T(xn),T(Vrn_i))  > 6 .  On a donc une suite 
(xn) dans B  qui vérifie d(T(xn) ,T (xn- 1 )) > 6 donc d(T(xn) )T(xv)) > 6 pour tous 
p, q G N* ; la suite (T(xn)) ne saurait donc être relativement compacte. Ce qui 
contredit la compacité de l’opérateur T.

Une démonstration analogue établirait l’assertion pour (Vn) décroissante. □

Ceci va nous permettre de démontrer le théorème qui suit. Rappelions qu’on 
appelle conoyau d’une application linéaire S : E  — ► F  l’espace vectoriel quotient 
F/lmS. La dimension de cet espace est par définition la codimension de Im5.

4.3. Théorème Soient T  G K(E) et S =  I  - T .  Alors
i) Ker5 est de dimension finie ;
ii) Vapplication S : E/KerS — ► ImS induite par S sur E/KerS est un isomor

phisme topologique ;
iii) le sous-espace Im5 est fermé de codimension finie.



138 Ch. IX. Opérateurs bornés

Démonstration, i) Si x  (EKerS on a Tx  =  x ; donc la restriction de T  à Kei'51 est 
égale à l’identité qui sera donc un opérateur compact sur KerS ; par suite Ker S est 
de dimension finie.

ii) L’espace Ker5 est de dimension finie ; il admet donc un supplémentaire
topologique (fermé) V (cf. exercice VI. 5.6). La restriction de S à V  est un iso
morphisme (algébrique) continu de V  sur Im5. Montrons que 5 -1 : ImS — > V  est 
continu. Supposons le contraire ; alors il va exister une suite (xn) de vecteurs tous 
non nuis dans V  telle que ||S(æn)|| < 1 et lim||a:n|| =  +oo. Pour tout n, posons 
zn =  ii^ij. Alors zn vérifie \\zn\\ =  1 et S(zn) —> 0. Puisque l’opérateur T  est com
pact on peut extraire de (zn) une sous-suite (znk)k telle que la suite {T{znk))k con
verge vers un vecteur z. Comme d’autre part S =  I  — T  on a znu, — T(znk) +  S(znk) 
et (znk)k converge aussi vers z (puisque S(znk) —> 0). Ceci montre que z =  Tz et 
par suite Sz =  0, c ’est-à-dire z G KerS. Mais comme zUk G V  et que V  est fermé, 
z G V. Donc z appartient à Ker5f| V  qui est égal à {0 } puisque Ker S et V  sont 
supplémentaires l’un de l’autre ; le vecteur z est donc nul, ce qui contredit le fait que 
sa norme ||z|| soit égale à 1 (car z =  lim zUk avec ||znJ| =  1). Donc S : V  — > ImS 
est un isomorphisme topologique. Mais comme V  est topologiquement isomor
phe à E/KeiS l’opérateur E/KerS — > ImS induit par S est un isomorphisme 
topologique. ____

iii) Montrons que ImS =  ImS'. Pour cela soit y G ImS' ; alors il existe une 
suite (xn) dans E  telle que y =  limn._»+00 Sxn. La suite (Sxn) est donc bornée ; 
comme l’opérateur S -1 : ImS — > V est continu la suite (xn) est bornée. Comme 
T  est compact de Txn on peut extraire une sous-suite T(xnk) convergeant vers 
un vecteur z. La suite xUk =  S{xnk) +  T(xnk) converge donc vers y +  z. D’où 
y =  lim^-^+oo S{xnk) =  S (y +  z), c’est-à-dire y G ImS ; ce qui montre bien que 
ImS est fermé.

Supposons ImS de codimension infinie. Alors on peut trouver une suite stricte
ment croissante de sous-espaces fermés Vn avec Vo =  ImS. Cette suite va vérifier 
nécessairement pour tout n G N* : S(yn) C S(E) =  ImS =  Vo C Vn-\ . Or 
ceci ne peut pas être possible puisque cette suite doit être stationnaire d’après la 
proposition IX. 4.2. □

De ce théorème et sous les mêmes hypothèses on obtient le

4.4. Corollaire. Si S est injectif\ il est un isomorphisme topologique de E  sur son 
image.

Le théorème que nous allons énoncer et démontrer précise la nature des valeurs 
spectrales et la structure ensembliste et topologique du spectre d’un opérateur 
compact.

4.5. Théorème. Soit T un opérateur compact sur E. Alors
i) toute valeur spectrale non nulle de T est une valeur propre et la dimension du 

sous-espace propre associé à À est finie i.e. À est de multiplicité finie ;
ii) le spectre a(T) de T est un ensemble compact dénombrable ayant au plus 0 

comme point dyaccumulation.

Démonstration, i) Soit À un nombre complexe non nul qui n’est pas une valeur 
propre de T. Alors l’opérateur T — XI est injectif. Comme
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T -  \I = - \  I - - T

d’après le ix) de l’exercice IX. 5.3, l’opérateur T —XI est un isomorphisme topologi
que de E  sur lui-même ; donc À n’est pas valeur spectrale de T Le. toute valeur 
spectrale non nulle de T  est une valeur propre de T. Le sous-espace propre Va 
associé à À est le noyau de T  — XI qui est de dimension finie d’après le point i) du 
théorème IX. 4.3.

ii) Pour démontrer ce point il suffit d ’établir que pour tout nombre réel <5 > 0 
il n’existe qu’un nombre fini de valeurs propres (distinctes ou non) en dehors du 
disque £>(0,6). Soient 6 > 0, (An) une suite de valeurs propres telles que |Àn| > 6  et 
(xn) la suite des vecteurs propres associés respectivement à ces valeurs propres et 
qu’on supposera linéairement indépendants. Pour tout n, notons En le sous-espace 
de dimension finie (donc fermé) engendré par les vecteurs x i , . . .  , xn. La suite (En) 
est donc strictement croissante. Alors d’après le point i) de la démonstration du 
lemme IX. 4.1. il existe des vecteurs y i , . . .  , yn, • • • tels que

(IX.Il) yn G En) \\yn\\ < 1 et d(yn) En—i) >

- Comme |Àn| > 6 la suite est bornée ; donc de la suite ( t  ( â ) )  on Peut 

extraire une sous-suite ( t  telle que

(DC.12) K & ) )  converge.

- D’autre part yn € En peut s’écrire yn =  y,\X\ +  . . .  nnx n. Ce qui donne

r  ( £ ) - ! > £
%k "b Mn^n*

En posant

Zn Xk

qui est un vecteur de En- 1 , on obtient T y^ J  = yn +  zn. Soient n ,m  G N tels que 
n > m ; alors le vecteur ym +  zm — zn est dans En- O n  aura alors

— Il Un "b Zn (ym "b ^m)||

=  ||yn {Vm “b Zm — Zn )||

^ d(yn, Æ̂n—i)

> i
“  2
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c ’est-à-dire

(IX. 13)

Les deux affirmations que traduisent (IX. 12) et (IX. 13) nè sont compatibles que si 
la suite des vecteurs linéairement indépendants xn est finie. Ce qui démontre que 
le nombre de valeurs propres À telles que |À| > 6 est fini.

L’ensemble a (T) — {0 } est donc dénombrable et discret dans C. Si dimE  =  +oo 
l’opérateur T  étant compact ne peut pas, bien sûr, être inversible ; donc 0 est dans 
le spectre cr(T). □

De la proposition IX. 3.3. on peut tirer une conséquence importante. Soit E  le 
complété de E. Pour tout À G C on a Ker(T — XI) C Ker(T — XI) ; d’autre part 
si pour À ÿé 0 on a Tx — Xx =  0 avec x G E  alors x =  jT x  G E . Donc pour tout 
À G C* on a Ker(T -  XI) C Ker(T -  XI). On en déduit que a (T) =  a (T). Pour 
étudier le spectre d’un opérateur compact T  sur un espace non complet E , on peut 
donc le faire pour le prolongement canonique T de T au complété E.

Nous allons terminer ce paragraphe par un calcul explicite du spectre d’un 
opérateur compact en dimension infinie.

4.6. Exemple
Soit E  l’espace de Banach des fonctions réelles continues périodiques de période 

1 sur R muni de la norme || ||oo- Pour toute fonction /  G E  on pose

T ( / ) ( z ) = /  K(x ,y )f (y )dy  
J o

où K  est la fonction continue définie sur le carré [0,1] x [0,1] par 

K {x ,y )  =  {
x (l — y) si 0 <  x < y <  1 
y( 1 — x) s i 0 < y < x < l

On vérifie facilement que pour toute f  E E  on a T ( / ) ( 0) =  T ( / ) ( l )  =  0 ; la 
fonction T ( f )  définie a priori sur [0,1] se prolonge donc par périodicité en une 
fonction continue périodique de période 1 sur E tout entier. On obtient donc un 
opérateur T  sur E. D’après le point ii) de IX. 3.6, T  est compact,

i) Pour toute fonction /  G E, T ( f )  est de classe C2. En effet

T { f ) ( x ) =  [  y(l  -  x) f (y)dy +  f  x( l  -  y ) f ( y )dV 
J 0 Jx

=  ( l - x )  J yf(y)dy +  x J (1 - y ) f ( v ) dV-

En dérivant T ( f )  on obtient

T(f ) ' (x )  =  - J *  yf(y)dy +  j \  1 -  y)f(y)dy.
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On dérive encore une fois : T ( f ) " ( x ) — ~ x f ( x ) (1 x ) f ( x ) — f ( x )> c est-à-dire

(IX. 14) T { f f  =  - /•

Comme /  est continue cela montre que T ( f )  est de classe C 2. On se donne main
tenant g une fonction de classe C 2 dans E  ; alors un calcul simple mais un peu long 
donne

T(g") =  +  (1 "  x )d(°) +  ^ (1 ) .

On voit donc que T(g") =  - g  si, et seulement si, g vérifie p(0) =  g( 1) =  0. (Comme 
g est périodique de période 1, la seule condition g(0) = 0  suffit.) Posons

V  =  {g E E : g de classe C 2 et g(0)=0} .

Comme T ( / ) // =  - /  alors T ( / )  =  0 implique f  =  0 i.e. T  est injectif. Donc 
l’application T : E  — ► V est un isomorphisme (algébrique). Le nombre 0 n’est 
donc pas valeur propre de T  mais une valeur spectrale (et c ’est la seule bien sûr qui 
ne soit pas valeur propre).

ii) Cherchons les valeurs propres non milles À de T. L’équation T ( f )  =  Xf  doit 
donc avoir une solution f  E E  non nulle vérifiant /(O) =  0 (puisque /  =  T(^)). 
D ’après (IX. 14) une telle fonction doit être de classe C 2 et satisfaire l’équation 
différentielle du second ordre à coefficients constants

(IX. 15) Xf" =  - f .

Inversement, si f  E V  est non nulle de classe C 2 et vérifie (IX.15), on a

T ( / )  =  T (—Xf") =  - X  T ( f " )  =  - X ( - f )  =  Xf

i.e. f  est un vecteur propre associé à A. Déterminer les valeurs propres non milles 
de T  revient donc à résoudre l’équation différentielle (IX. 15). Pour A < 0, les 
solutions ne sont pas périodiques. Supposons donc A > 0 et posons u>2 =  j  ; alors 
les solutions vont être a priori de la forme

f ( x )  =  Asin(ujx) +  B cos(ux)

où A et B  sont des constantes réelles. Comme /  doit être périodique de période 1 
et doit vérifier /(O) =  / ( l )  =  0, u  doit être un multiple entier de 27r et B  doit être 
nulle. D ’où u  = 2n7r, avec n E Z*. Les valeurs propres non milles seront donc de 
la forme An =  avec n E N*. Chaque valeur propre An est associée au vecteur 
propre en =  sin(2n7rx).

5. Exercices
5.1. Soient E =  L2([0,1]) l’espace des classes (suivant l’égalité presque partout 
pour la mesure de Lebesgue) de fonctions réelles de carré intégrable sur l’intervalle 
[0,1] et (p : [0,1] — > [0,1] un homéomorphisme.
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i) Donner une condition suffisante sur ip pour que l’application Tv qui à une 
fonction /  sur [0,1] associe la fonction Tv (f )  =  /  o ip définisse un opérateur borné 
sur E.

ii) Donner l’expression explicite d’un homéomorphisme y? qui ne définit pas un 
opérateur borné du type Tv .

5.2. On note E  l’espace des fonctions réelles continues périodiques de période 2ir 
sur E muni de la norme de la convergence uniforme.

i) Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres correspondants de l’opérateur 
T(f ) (x )  =  f ( —x).

ii) Montrer que l’opérateur

S ( f ) ( x ) =  [  cos(æ +  y)f(y)dy
J — TT

est de rang fini et calculer ses valeurs propres et vecteurs propres associés.

5.3. Soit S un opérateur sur un espace normé E. Pour tout A; € N*, on pose 
Nk =  KerSk et Rk =  lmSk où Sk est le khme itéré de S.

i) Montrer que (Nk) est une suite croissante et que s’il existe k tel que Nk =  Nk+i 
alors Nk =  Nk+n pour tout n G N.

ii) Montrer que la suite (Rk) est décroissante et que s’il existe k tel que Rk =  
Rk+ 1 alors Rk =  Rk+n pour tout n G N.

Supposons S =  I  — T  avec T  compact.
iii) Montrer que les suites (Nk) et (Rk) sont stationnaires à partir de certains 

rangs qu’on notera respectivement p et q.
iv) Montrer que Np fl Rp =  {0}.
v) Montrer que Nq +  Rq =  E.
vi) Montrer que Nq C Np , que Rg C Rp et que p =  q.
On pose N  =  Np et R =  Rp.
vii) Montrer que la restriction de S k R est un automorphisme topologique.
viii) Montrer que N  est le plus grand sous-espace sur lequel S est nilpotent et 

que R est le plus grand sous-espace stable par S sur lequel S est un automorphisme 
topologique.

ix) En déduire que, si S est injectif, alors S est un isomorphisme topologique de 
E  sur lui-même.

5.4. Soient i 2 l’espace des suites complexes de carré sommable muni de la norme

- £ i1 = 1

1
2

et T : £ 2 — > P  défini par T(x) =  (0 ,x i ,x2, ■ ■ ■ , x n, . . . )  pour tout x  G i2. Montrer 
que T  est borné et calculer son spectre.

5.5. Soit E =  C °([0 ,1]) l’espace des fonctions complexes continues muni de la 
norme de la convergence uniforme.

i) Calculer le spectre de l’opérateur T(f ) (x )  =  x f ( x )  et montrer qu’il ne contient 
aucune valeur propre.
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ii) Montrer que l’opérateur

S(f) (x)  =  [  (x2 +  x)f (y)dy  
J 0

est de rang fini ; calculer son spectre et préciser la nature des valeurs spectrales.

5.6. On rappelle que le cercle S1 peut être identifié à Pensemble des nombres 
complexes de module 1. Tout point z € S1 s’écrit 2: =  e2mx où x G R. L’espace 
L2(S1) sera par définition l’espace de Hilbert des fonctions complexes mesurables 
sur R, périodiques de période 1 et dont la restriction à [0,1] est de carré intégrable. 
Le produit scalaire étant défini par

(.f > 9 ) = [  f {x)g{x)dx.
Jo

L’ensemble {e 2l,7rnx;n  G Z } est une base hilbertienne de L2(S1) Le. toute fonction 
/  G L2(S1) se développe dans cette base en série de Fourier

+00

f ( x )  =  £ / ne2i™*
—  CO

où les f n sont des nombres complexes tels que la série Y l-œ  \fn\2 converge.
On admet l’assertion suivante : si a est un nombre réel non rationnel alors 

Vensemble { e2™na}nez est dense dans le cercle S1 toujours vu comme précédemment. 
Soit a  G R, 0 < a  < 1 et notons Ra : S1 — > S1 la rotation d’angle 2ira.
i) Donner l’expression analytique de Ra en fonction de 2; G S1.
ii) Soit À =  pe2™e un nombre complexe. Résoudre dans L2(S1) l’équation 

(d’inconnue / ) ,  /  o R a  — \ f =  g (où g  G L2(S1) est donnée) dans les deux cas 
qui suivent :

a) P ^  1 ;
b) p =  1 et a  rationnel.
(Dévolopper /  et g en série de Fourier et raisonner au niveau des coefficients.) 
Pour toute fonction /  G L2(S1) on pose Ta(f )  =  f  o Ra.
iii) Montrer que Ta est un automorphisme unitaire de L2(S1) Le. un automor

phisme qui vérifie en plus (Ta( f ) ,Ta(g)) =  ( / , g) pour f  et g quelconques dans 
L2(SX).

iv) On suppose a  G [0, l[flQ. Montrer que le spectre a(Ta) de Ta ne contient 
que des valeurs propres ; les expliciter ainsi que les sous-espaces propres associés.

v) On suppose a  G [0,1[HQC (où Qc est l’ensemble des réels irrationnels). Mon
trer que cr(Ta) se confond avec l’ensemble des nombres complexes de module 1.

5.7. Soit Vk =  C )  l’espace des fonctions complexes de classe Ck sur R,
périodiques de période 2n muni du produit scalaire

(/>#)= ^  j 0 f ( x ^ ( x ).dx-

On rappelle que Vk n’est pas complet et que son complété est l’espace E  des classes 
(pour l’égalité presque partout au sens de la mesure de Lebesgue) de fonctions
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27r-périodiques mesurables dont la restriction à [0,2ir\ est de carré intégrable. Soit 
A : V2 — > Vo l’application linéaire qui à /  associe A /  =  ^ .

i) On se donne g £ Vo. Quelle condition doit satisfaire la fonction g pour que 
l’équation différentielle A /  =  g admette une solution (dans V2 bien sûr) ? Résoudre 
cette équation.

ii) Montrer que AÇV2) est fermé de codimension 1 dans Vo ayant le sous-espace 
£ des fonctions constantes comme orthogonal.

iii) Soit P  la projection orthogonale de Vo sur £. Montrer que l’application A est 
inversible à gauche modulo P  Le. il existe une application T  : Vo — > V2 linéaire et 
telle que TA  =  I  — P.

iv) Montrer que l’application T  : Vo — > Vo est un opérateur compact. Calculer 
son spectre.

5.8. On note À la mesure de Lebesgue sur l’intervalle fermé borné [a, b] (avec a < b). 
Le mot intégrable sera toujours pris au sens de À. Soit K  : [a, b] x [a, 6] — > C une 
fonction continue. Pour toute fonction complexe h bornée sur un espace métrique 
X , ||/i||oo sera le nombre supxeX \h(x)\. On pose M  =  HüTHoo.

Etant donnée une fonction intégrable g : [a, b] — > C, on cherche à construire 
une solution intégrable /  : [a, b] — > C de équation :

(E) / ( * )  -  fJ a
K(x,y)f (y)dX(y)  =  g(x).

appelée équation intégrale de noyau K .

Pour toute fonction intégrable h : [a, b] — > C on note Th la fonction définie sur 
[a, b] par

K(x,y)h(y)d\(y).

Pour tout n G N, Tnh sera par définition h si n =  0 et Tnh =  T(Tn lh) si n > 1.
i) Montrer que pour toute fonction intégrable [a, b] — > C, (Th)(x) est une 

quantité bien définie représentant une fonction continue de x G [a, 6].
ii) On note E  l’espace des fonctions continues [a, b] — > C muni de la norme 

|| ||oo. Montrer que T  est un opérateur borné sur E.
iii) Montrer que pour tout n on a

J|r"«ll~ < IMIi (M "(6 -a)"-')

où ||<7||i est la norme L1 de g Le. ||ÿ||i =  |<7(x)|dA(a;).
On suppose la condition suivante vérifiée : M  <
iv) Montrer que la suite ( /n), définie par f n =  g +  Tg +  . . . +  Tn~1g (dite série 

de Neumann), converge uniformément vers une fonction intégrable / .
v) Montrer que la fonction /  =  g +  T g +  T 2 g +  . . .  +  Tng +  . . .  ainsi construite 

est une solution de l’équation (E).
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vi) On ne fait plus l’hypothèse M  <  mais on suppose que K  est un noyau 
de Volterra i.e. K (x ,y )  =  0 pour a <  x < y <b .  Montrer que pour tout n € N* et 
tout x e  [a, b] on a :

|rM*)l < IMIiM („_!)!
et en déduire que la suite ( /„ ) ,  définie par f n =  g +  Tg +  . . .  +  Tn~1g, converge 
uniformément vers une fonction intégrable /  solution de l’équation (E).

vii) Maintenant on suppose que K  est de la forme K ( x , y ) =  a(x)/3(y) avec 
a, j3 : [a, 6] — > C continues et vérifiant la condition : a(x)f3(x)dX(x) =  0.
Construire explicitement la solution /  =  Yl^=o T n9 de l’équation (E).



CHAPITRE X
Opérateurs sur les espaces de Hilbert

Ce chapitre est consacré à l’étude des opérateurs bornés sur les espaces de Hilbert. 
Le fait que de tels espaces supportent un produit scalaire et la connaissance ex
plicite des formes linéaires continues permettent de préciser beaucoup de notions 
(par exemple celle d’adjoint) et d’établir l’existence d’un ordre sur l’ensemble des 
opérateurs hermitiens. En particulier, sur un espace de Hilbert, tout opérateur 
compact peut être approché (pour la topologie de la norme) par un opérateur de 
rang fini. En plus le spectre d’un opérateur hermitien compact possède des pro
priétés remarquables similaires à celles des matrices hermitiennes opérant sur un 
espace de dimension finie.

Dans toute la suite (E, ( , )) sera un espace de Hilbert (réel ou complexe).

1. Adjoint et opérateurs hermitiens
Soit T  un opérateur sur E . Comme toute forme linéaire continue y7 sur E  est 

définie par un élément y G E i.e. y'(x) =  (x,y) pour tout x  G E, l’adjoint T* de T  
définit un opérateur sur E  qu’on appellera encore Vadjoint et qu’on notera toujours 
T* caractérisé par l’égalité

(x.i) (r®,y) = (® ,r»)

pour tous x ,y  e E. L’application T  e L(E ) \— ► T* e L (E )  est une involution 
antilinéaire i.e. elle vérifie

(T +  sy = T * + S *

(AT)* =  AT*
(T *)*_T

En plus on a (TS)* — S*T*. L’opérateur I  vérifie I* =  I. Si T  € L(E)  alors T  est 
inversible à gauche si, et seulement si, T* est inversible à droite, inversible si, et 
seulement si, T* l’est et on a (T*)-1 =  (T -1 )*.

On dira que l’opérateur T  est hermitien (si E  est complexe) ou auto-adjoint (si 
E  est réel) s’il est égal à son adjoint ou pour tous x ,y  £ E  on a

(X.2) (Tx,y) =  (x )Ty).

Que l’espace E  soit réel ou complexe on parlera simplement d’opérateur hermitien.

1.1. Exemples d ’opérateurs hermitiens

i) Soit T  un opérateur quelconque sur E  ; alors les opérateurs
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\(T +  T*), (T — T*) et T*T

sont hermitiens.
ii) Si T  est hermitien et S G L(E ) quelconque alors S* T S est hermitien.
iii) Si T  et S sont deux opérateurs hermitiens qui commutent, leur produit TS 

est hermitien.
iv) Soit V  un sous-espace fermé de E  et considérons l’opérateur de projection 

orthogonale P : E  — > V. Alors P  est hermitien. En effet, on a, pour tous x, y £ E

(Pxy y) =  (Px, Py +  y -  Py).

Comme (P x ,y  — Py) =  0, on a (Px,y) =  (Px,Py).  Pour la même raison on 
a (P x,P y) =  (x — x +  P x,P y) =  (x, Py) ; d’où (Px,y) =  (x ,Py) i.e. P  est 
hermitien.

v) Bien entendu, toute matrice complexe hermitienne d’ordre n définit un opéra
teur hermitien sur Cn.

vi) Soit (fi, *4, /x) un espace mesuré et notons E  l’espace de Hilbert des classes de 
fonctions mesurables complexes de carré intégrable sur fi muni du produit scalaire

( f ,9) =  [  f(x)g{x)dn{x).
J Q

Soit (p mesurable ^-essentiellement bornée sur fi. Pour /  G E, on pose

TM ) ( X) =  ¥>(*)/(*)•
Alors Tp est un opérateur borné sur E. On vérifie facilement que l’adjoint de T<p 
est T* =Tjp ; donc si (p est réelle, est hermitien.

Un opérateur hermitien est inversible dès qu’il est inversible à droite ou à gauche. 
Comme dans un espace de Hilbert un sous-espace fermé admet toujours un supplé
mentaire topologique (son orthogonal), on peut donner un énoncé plus précis du 
théorème IX. 1.3, qui se démontre exactement de la même façon.

1.2. Théorème. Soit T  G L(E) hermitien. Alors les trois assertions suivantes sont 
équivalentes

i) T est inversible ;
ii) il existe un réel m > 0 tel que, pour tout x G E, on ait \\Tx\\ >  m||x|| ;
iii) T est injectif et Im(T) est un sous-espace fermé.

On a aussi la proposition suivante.

1.3. Proposition. Soit T un opérateur sur E. Alors

(Im T )-1 =  KerT* et (KerT) 1  =  (ImT*).

Démonstration. Si y € E  est orthogonal à l’image de T  on a (Tx, y) =  0 pour tout 
x e  E. Mais (Tx,y) =  (x,T*y) par définition de l’adjoint ; donc (x,T*y} =  0 et 
ceci pour tout x G E  ; par suite T* y =  0 i.e. y e  Ker T*. Réciproquement, soit
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y G KerT* ; de la même manière on démontre que y G (ImT)-1. Pour la deuxième 
égalité on a

Im(T*) =  (lm(T*)J")"L =  (K er(r))x .

Ce qui démontre la proposition. □

On peut remarquer que si l’opérateur T  est hermitien on a

(X.3) E =  Ker T ® Im T.

Soit T  G L(E). Alors on peut définir une forme sesquilinéaire sur E  en posant 
f { x )V) — (Tx,y)  pour tous x }y E E. On vérifie facilement que T  est hermitien si, 
et seulement si, cette forme sesquilinéaire /  est hermitienne ou encore si (Tx, x) est 
réel pour tout x E E.

1.4. Proposition. Soit T un opérateur hermitien non nul (pour T nul Vénoncé est 
trivial) sur E. Alors sa norme |||T||| est donnée par

|||r|||= sup \{Tx,x)\ =  sup |(Tx,x)| 
ll*ll<i ||*||=i

Le. |||T'||| est égale à la norme de la forme quadratique $  associée à la forme 
hermitienne f ( x ,y )  =  (T x ,y ) définie par T.

Démonstration, i) Montrons d’abord que |||T||| =  |||/|||. On a

111/111= sup \(Tx,y)\
INI,||y||<i

< • sup ||Tx||
IMI<i

< iim n .

Pour y =  ijÿlïï (avec Tx  ^  0) on constate que l’égalité est atteinte. Ce qui montre
Que IIITHI =  Ill/IH.

ii) La norme de $  est donnée par

111*111 =  sup
x^O

l(rs,s)|
IMI2

=  sup |(Tx,x)| 
IMI<i

< sup \{Tx>y)\. 
Il*ll<i.ll»ll<i

D’ou IPHI < Ill/IH =  |||T|||. Soient x ,y  G E  tels que ||x|| < 1 et ||y|| < 1. Calcu
lons la valeur absolue de la partie réelle du nombre complexe (T x , y) en utilisant la 
forme quadratique 4*. On a
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\K{Tx,y)\
1

4
{$ (z  +  y) -  $ (x  -  y)}

< J{|$(® +  v)l +  l* (* -v )| }  

<ïiii*iii{ii*+»iij +n*-»iia}-
Le dernier terme est égal (d’après l’identité du parallélogramme) à

jlPIII { M 2 + lls/ll2} •

Ce qui donne |R(r*,i,)| < 1|||$||| {||i||2 +  ||y||2} < |||4>|||.
On peut remarquer que pour tous x> y G E  le nombre complexe (T x ,e l0y ) est 

réel si 6 =  Arg (Txy y) et a même module que (Tx,y).  On peut donc supposer 
que (Tx,y)  est réel. On aura donc d ’après ce qui précède \(Tx,y)\ < |||$||| pour 
tous x ,y  G E  de norme inférieure ou égale à 1. Par suite |||/||| < 111*111 ; donc
nmii =  ip n i. □

1.5. Corollaire. Pour tout opérateur hermitien T  G L(E ) et tout n G N, on a

(x.4) i i im i  =  i im ir

Démonstration, i) Démontrons d’abord que, pour tout opérateur T € L(E)  (qu’il 
soit hermitien ou non), on a |||TT||| =  |||T'|||2. En effet pour tout x € E  on a 
(T*Tx,x) =  (T x ,T x ) =  ||Tx||2. D ’où en prenant le sup pour ||x|| < 1, |||T*T||| =
iim ii2.

ii) Cette égalité appliquée à T  hermitien donne |||T2||| =  |||T|||2. Par suite pour
tout m € N, 11 |T2m 111 =  11 |T| 112 . Soient n € N quelconque et p > n  tel que p =  2m 
pour un certain entier m. Alors

i r r  =  1112*111

=  |||Tn+ p̂_n |̂||

< |||ï” |||.|||TO>-")|||

'< l l i r * | | | . | | | r | | |C - " » .

Ce qui donne |||T|||n < |||Tn|||. Comme de manière générale |||Tn||| < |||T|||", on 
a l’égalité 11\Tn \ \ | =  11 |T| | |n pour tout n G N. □

Remarquons que si un sous-espace vectoriel V de E  est stable par un opérateur 
T  alors son adhérence V  est encore stable par T.

1.6. Proposition. Soient V un sous-espace vectoriel fermé de E  et T  G L{E) 
hermitien. Alors

i) si V est stable par T, son orthogonal V e s t  aussi stable par T ;
ii) pour que V soit stable par T il faut, et il suffit, que T commute avec l ’opérateur 

de projection orthogonale P  : E  — > V.
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Démonstration, i) Supposons V  stable par T  et soient x G V 1- et y G V. Alors

(Tx,y) =  (x,Ty) =  0.

Donc V -1  est aussi stable par T.
ii) Supposons V  stable par T  et soit x e  E. Alors Px  G V 9 donc T Px  G V  ; par 

suite PTPx  =  TPx  car P  coincide avec l’identité sur V . On a donc PT  P  =  TP. 
Prenons les adjoints des deux membres de cette égalité. On obtient P T P  =  PT  
puisque T et P  sont hermitiens. D’où T P  =  PT.  Réciproquement supposons 
TP =  PT  et soit x E V. On a Px =  x ; donc PTx  =  TPx  =  Tx. Comme 
PTx  G V  on en déduit que Tx  G V i.e. V  est stable par T. □

Nous terminons ce paragraphe par l’importante propriété de densité de l’espace 
1ZF(E) des opérateurs de rang fini (i.e. dont l’image est de dimension finie) sur E  
dans l’espace K(E)  des opérateurs compacts.

1.7. Proposition. L ’espace 7ZP(E) est dense dans JC(E) pour la topologie de la 
norme.

Démonstration. Soient T G K (E )9 e > 0 et B  la boule unité de E. Comme T (B) 
est une partie relativement compacte on peut la recouvrir par un nombre fini de 
boules B (y i9e )9. . .  , B(ykye) de rayon e. Soit F  le sous-espace de dimension finie 
(inférieure ou égale à k) engendré par y\9. ..  , 2/fc. Alors F  est complet et on peut 
donc considérer la projection orthogonale P  : E  — > F. L’opérateur S =  PT  est de 
rang fini. Soit x G B  ; alors il existe ko tel que Tx  G B(yk0,e). Donc \ \Sx—Tx\\ < e. 
Ce qui donne |||T — S\\\ < e et montre que 7ZP(E) =  K(E).  □

2. Opérateurs positifs
L’existence de l’ordre sur le corps des réels R permet de munir l’ensemble des 

opérateurs hermitiens sur un espace de Hilbert d’un ordre partiel.

2.1. Définition. On dira qu’un opérateur hermitien T sur E est positif et on note 
T >  0 si pour tout x G E } (Tx,x)  > 0 ou si la forme quadratique $  définie par T  
est positive ; strictement positif si (Tx,x) >  0 pour tout x non nul.

Il est clair que la somme de deux opérateurs positifs (resp. strictement positifs) 
est un opérateur positif (resp. strictement positif) et que le produit d ’ün opérateur 
positif par un réel positif est un opérateur positif.

Bien sûr la notion de positivité n’a de sens que pour les opérateurs hermitiens ; 
“opérateur positif’ signifie donc implicitement “opérateur hermitien positif’ . Les 
exemples d’opérateurs hermitiens positifs sont nombreux ; donnons en quelques-uns.

2.2. Exemples

i) L’opérateur identité I  sur E  est strictement positif puisque pour tout x E E 
non nul on a (xyx) =  \\x\\2 >  0 .

ii) Pour tout opérateur T G L(E) non nul l’opérateur T*T est positif ; en effet 
si x G E  on a (T*Tx,x) =  (Tx,Tx) =  \\Tx\\2 >  0.

iii) Soient V  un sous-espace vectoriel fermé de E  et P  : E  — > V  l’opérateur de 
projection orthogonale sur V. Alors P  est positif car
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{Px,x)  =  (Px ,Px)  =  ||Pa;||2 > 0 .

iv) Reprenons l’exemple vi) de X. 1 .1 . Soit (fi, A, fi) un espace mesuré et notons 
E  l’espace de Hilbert des fonctions mesurables complexes de carré intégrable sur fi 
muni du produit scalaire

(/,p ) =  [  f(x)g(x)dp(x).
Ju

Pour toute fonction réelle <p mesurable /^-essentiellement bornée sur fi on pose

TM )(X) =  <P(x ) f ( x )-

Alors Ty, est un opérateur hermitien sur E . Si (p est positive, X  ̂ est positif ; si 
en plus (p est strictement positive en dehors d’un ensemble de mesure nulle, T  est 
strictement positif.

Soit T  G L(E ) positif. Comme la forme hermitienne associée à T  est positive 
elle vérifie l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour tous x ,y  G E :

(X.5) \(Tx,y)\2 < (Tx,x)(Ty,y).

De cette inégalité on déduit, en prenant la borne supérieure du second membre 
pour ||y|| < 1 et en faisant y =  ïjÇfjy (en supposant Tx ±  0) au premier

(X.6 ) ||rx|p<|H||(T*,z>.
De cette relation on obtient l’implication suivante (T x , x) =  0 = >  Tx =  0 et donc 
si (Tx, x) =  0 pour tout x € E  alors T  =  0. Il est clair que si T  et —T  sont 
positifs l’opérateur T  est identiquement nul. Ceci nous permet de définir la relation 
suivante. Soient T et S deux opérateurs hermitiens ; alors

T < S -*=> S - T  > 0 .

On vérifie facilement que < est une relation d’ordre partiel sur l’espace H(E)  des 
opérateurs hermitiens sur E  invariante par translation i.e. pour tous T, S, U 6  

H ( E ) , T < S = > T  +  U < S  +  U.
Soit T  G H(E).  Alors, comme T  est borné, les deux nombres réels suivants 

existent

(X.7) a =  inf (Tx,x)  et fi =  sup (Tx, x).
IMI=1 ||x||=i

Ils sont appelés respectivement borne inférieure et borne supérieure de T. On a 
bien entendu
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(X.8 ) |||r||| =max(H,|/?|).

2.3. Proposition. Soit T un opérateur positif sur E. Alors les deux assertions 
suivantes sont équivalentes

i) T est inversible ;
ii) sa borne inférieure a est strictement positive.

Démonstration. ii)=M ). On suppose ii) vraie i.e. a > 0 ; cela signifie en particulier 
que T  est strictement positif. On a

a — inf (Tx, x) =  inf
11*11=1 *7̂ 0

(Tx, x)

1 R F '
D’où pour tout x  G E  , (Tx, x) > a||x||2. Comme T  est positif, la forme hermitienne 
f ( x ,y )  =  (Tx,y)  est positive ; en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient 
||Tx||.||x|| > (T x ,x } >  a||x||2 c ’est-à-dire ||Tx|| > a||x|| pour tout x e  E. Donc T  
est inversible d’après le théorème X. 1 .2 .

i)= * ii)
Supposons T  inversible d’inverse S. Alors pour tout x  G E  on a STx  =  x. 

Donc ||x|| =  ||STx|| < |||S|||.||Tx|| ou encore ||x||2 < |||5|||2 .||Ta;||2. Par l’inégalité 
(X.6 ) nous avons ||x||2 <  |||iS,|||2 .|||T|||(T,x , x). Ce qui est encore équivalent à 
(Tx,x) >  |||)g|||21 ||iT||| l|x||2. Ce qui montre que a >  |||5|||21|||T||| > 0. Ceci termine 
la démonstration. □

3. Spectre d’un opérateur hermitien compact
Le théorème de décomposition spectrale pour un opérateur hermitien compact 

est certainement l’un des résultats les plus profonds de la théorie des opérateurs 
bornés sur les espaces de Hilbert. La démonstration que nous en donnerons permet 
de construire en même temps les vecteurs propres associés aux valeurs propres non 
nulles.

3.1. Propostion. Soit T  un opérateur hermitien non nul sur E. Alors
i) T a toutes ses valeurs propres réelles ;
ii) si en plus T est compact, il admet une valeur propre A telle que. |À| =  |||T|||.

Démonstration, i) Soit À G C une valeur propre de T  associée à un vecteur propre 
x. Alors X(x,x) =  (Tx,x)  =  (x ,T x ) =  X(x,x). En simplifiant par (x,x)  qui est 
non nul on obtient À =  À ; ce qui montre que la valeur propre A est réelle.

ii) Par la proposition X. 1.4. on a |||T||| =  sup||x ||= 1  |(Tx,x)|. Il existe donc
une suite (xn) de vecteurs de norme égale à 1 telle que |(Txn,x n)| nZl±>00 |||T|||. 
Quitte à extraire de (xn) une sous-suite on peut en fait supposer qu’elle est telle 
que ((Txn,x n)) converge vers un nombre réel A avec |A| =  |||r|||. Comme T  est 
compact on peut aussi supposer que la suite (Txn) converge vers un vecteur z E E. 
D’où

||Txn Axn|| — (Txn X xn,T xn XXjjfj

^ | T z n ||2 -  2A(Txn,x n) +  A2 ||xn||2.
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En utilisant le fait que |A| =  |||T’||| on obtient

||Txn -  Axn ||2 <  2 (|||T|||2 -  \(Txn,x n) ) .

Ce qui montre que, lorsque n —> +oo, le vecteur Txn — \xn —> 0 et par suite xn —* f  
qu’on notera x. On aura donc Tx =  limn_>+oo Txn =  Xx. Ceci montre que À est 
une valeur propre de l’opérateur T  associée au vecteur propre non nul x puisque 
||x|| =  1 car x — limn _*+00 xn avec ||æn|| =  1 . □

Soit T  un opérateur hermitien compact sur E . On notera Vo son noyau. On sait 
(cf. théorème IX. 4.5.) que tous les éléments non nuis du spectre cr(T) sont des 
valeurs propres. Pour tout À G <r(T) — {0 } notons V\ le sous-espace propre associé 
à À qui est de dimension finie.

3.2. Théorème Soit T un opérateur hermitien compact sur E. Alors
i) les sous-espaces V\ sont deux à deux orthogonaux ;

ii) on a ( © ag<t(T )-{o} =  ^o-
iii) L ’espace E est somme directe orthogonale de Vo et de tous les sous-espaces

V\ i.e. E =  Vq ®  ( ® a g <t( T ) - { o> •

Démonstration, i) Soient À et \i deux valeurs propres distinctes et z et y deux 
vecteurs propres (non nuis bien sûr) associés respectivement à À et /i. On a A(æ, y) =  
(Tx,y) =  (X)Ty) =  /z(x,y). Ce qui donne forcément (x,y) =  0 i.e. x et y sont 
orthogonaux ; par suite les sous-espaces V\ et V  ̂ sont orthogonaux.

ii) Posons E\ =  E  et T\ =  T. D ’après la proposition X. 3.1, il existe Ai G <j (T\) 
tel que |Ai| =  |||Ti|||. Soit e\ un vecteur propre de norme 1  associé à Ai. Notons 
i ?2 le sous-espace de E  orthogonal à e\ ; E  ̂ est fermé, donc complet. Comme T\ 
est hermitien E2 est stable par Ti et la restriction T2 de T\ à ce sous-espace est un 
opérateur hermitien compact. La proposition X. 3.1, appliquée à T2 opérant sur 
152 , montre l’existence d’une valeur.propre A2 associée à un vecteur propre e2 de 
norme 1 et telle que |A2 I =  |||Î2 |||. On a forcément |A2 I < |Ai|.

En répétant le processus on obtient une suite d’opérateurs hermitiens compacts 
(Tn)> n > 1 (avec Ti =  T) opérant respectivement sur des sous-espaces En (E\ =  E) 
fermés tels que En C J5n_ 1 et Tn =  Tn_ i|E et une suite de valeurs propres (An), 
n >  1 associées respectivement à une suite (en) de vecteurs propres tels |An| < 
|An_i| et En est l’orthogonal de Ke^. Montrons que la suite (An) tend vers 
0. Supposons le contraire i.e. il existe un réel <5 > 0 tel que pour tout n G N on ait 
|An| > 6. Alors comme les vecteurs en forment un système orthonormal on a

\\Ten Tem|| — ||Anen A77lem|| > é\PÎ.

Ceci contredit le fait que la suite (Ten) est relativement compacte puisque l’opérateur 
T  est compact.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer l’assertion ii). Le sous-espace 
orthogonal à tous les vecteurs en est A = flneN* Soit x G A  ; alors pour 
tout n G N, on a ||Tx|| < |An|.||æ||. Comme limn _ +00 An =  0 on a Tx  =  0 i.e. 
x  G Vq. Réciproquement, supposons Tx =  0 ; alors pour tout n G N*, on a
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Xn(x, en) =  (x ,Ten) =  (T x ,en) =  0. Donc x est orthogonal à tous les en. Cela 
veut dire

(  ©  V») = V 0.
\ X e a ( T ) - { 0 }  )

iii) Le sous-espace Vo est orthogonal à tous les vecteurs en ; il est donc orthogonal 
(et c’est exactement l’orthogonal) au sous-espace vectoriel fermé engendré par ces 
mêmes vecteurs. Comme pour tout sous-espace fermé X  de E on a, E =  X  ® X L, 
on obtient E =  Vq © ® ag<t(T )-{o} Le théorème est donc démontré. □

3.3. Corollaire. Soient (Hy ( , )) un espace préhilbertien et S : H  — ► H un 
opérateur hermitien compact Notons (E , ( , )) le complété de H  et T le prolonge
ment de S à E  qui est un opérateur hermitien compact Soit (An)nĜ * la suite des 
valeurs propres non nulles de T et (en)n6 N* une suite orthonormale de vecteurs pro
pres (Xn est associée à en)  formant une base hilbertienne de Vorthogonal du noyau 
N de T. Alors pour tout n e  N*, en e  H et pour tout x e  E  on a

oo oo
Tx  =  ^ ( T æ, en)en =  An(x,en)en

71=1 71=0

où la série converge pour la norme 11 11 associée à ( , ). En particulier, si x e  H  
on a

oo oo
Sx — (SX) en}en ^  ̂Xn(̂ x̂

71 =  1 71=1

Démonstration. Le fait que en G H  découle de Ten =  Xnen et du fait que T  prend 
ses valeurs dans H (cf. IX. 3.3). D’après le théorème X. 3.2, tout vecteur x e  E  
s’écrit sous la forme x =  xq +  S ^ L i(a;) en)en où xo est la projection orthogonale de 
x sur N  et la série converge pour la norme || ||. Le reste découle immédiatement 
du théorème X. 3.2. □

Le théorème qui suit donne certaines conditions pour améliorer le type de con
vergence de la série (Sx > en)en-

3.4. Théorème. Soient (H , ( , )) un espace préhilbertien et S : H  — ► H un 
opérateur hermitien. Soit || ||' une autre norme telle que || || < || ||'. Si S est 
compact en tant qu’opérateur de (i7, || ||) dans (H, || ||'), pour tout x E H, la
série Y ^=i (Sx ien)en (donnée par le corollaire précédent) converge vers Sx pour 
la norme || ||'.

Démonstration. Comme S : (H ) || ||) — > (#>|| ID est compact et l’application 
identité (H) || ||') — > (H ) || ||) continue, S : (H> || ||) — ► (JT, || ||) est compact. 
Soit x e  H. Par le corollaire X. 3.3 on a Sx =  J2™=i(Sx i en)en- Pour tout n > 1, 
posons xn =  Y!k=i(x > ek)ek- La suite (xn) converge, dans le complété de i î ,  vers 
x — xq et est donc bornée pour la norme || ||. On a
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Sxn S I ^ ( x , e fc)efc
\k=l

^ ( x , e fc)5 (efc)
fc=i

n

^ ( x , e fc)A kek 
k = 1

n

k= 1 
n

^ ( x , S ,(efc))efc
fc=i

(par linéarité de 5)

(efc est vecteur propre de 5) 

(par linéarité de ( , ))

(e*; est vecteur propre de S)

n

= Y ,(s x ,  £k)ek (car S est hermitien).
k=î

Supposons que la suite (S(xn)) ne converge pas vers Sx pour la norme || ||'. Il 
existe alors e > 0 et une sous-suite (S(xUi))t de (S(xn)) telle que, pour tout 
||5x — S(xne)||' > e. Comme S : (iï, || ||) — > (-̂ >11 ID est compact et (xn)
bornée pour la norme || ||, S(xne) admet une sous-suite S(xn£/) convergeant pour 
la norme || ||' vers un vecteur z e  H, donc aussi pour la norme || ||. De façon 
évidente z ^  Sx ; ce qui est absurde puisque S(xn) converge vers Sx pour || ||. □

4. Exemple d ’utilisation du spectre
Beaucoup de problèmes de Physique amènent à des équations intégrales du type

f ( s ) =  f  K(s, t ) f ( t )d t  +  g(s)
J a

où K  est une fonction réelle continue symétrique sur [a, 6] x [a, 6] , g une fonction 
réelle de carré intégrable sur [a, 6] toutes les deux données et /  une fonction réelle 
de carré intégrable que l’on cherche à déterminer. Ce type d ’équations s’écrit de 
manière générale sous la forme

(*) Tx — Xx =  y

où x ,y  sont des vecteurs d’un espace de Hilbert E  et T  un opérateur hermitien 
compact sur E. La connaissance du spectre de T  permet de donner explicitement 
les solutions de l’équation (*).

Notons (An)n€N* la suite des valeurs propres non nulles de T  données par le 
théorème X. 3.2. On prendra Ao =  0, on notera Vo le noyau de T  et Vn le sous- 
espace propre associé à An. Pour 'tout vecteur z E E, soient zq sa projection 
orthogonale sur Vo et zn celle sur Vn. Alors on a un développement unique
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z =  z o +  ^ 2  Zn avec ||z||2 =  ||20 ||2 +  IM |2-
n6N * n€N *

En développant x et y sous cette forme et en remplaçant formellement dans l’équation 
(*) on obtient XlneN* (An -  X)xn -  Ax0 =  yo +  yn qui nous donne le système
suivant équivalent à l’équation (*)

(S)
—Xxo = yo 

* {Xn ~ X)xn = yn
k ZnëN* IM|2 < + °°

La dernière condition exprime l’appartenance de la solution à l’espace E.

1 er cas : À =  0 .
Une condition nécessaire pour que le système ait une solution est yo =  0. 

Supposons-la remplie. Le système se réduit alors à (pour n > 1 )

/«v ( Xnxn — yn

K } l  E „ 6 N -  ll^nll2 <  + 0 0

Si la solution x existe, elle est nécessairement donnée par xn =  ^  et xo est ar
bitraire. Le vecteur défini ainsi est une vraie solution si, et seulement si, la série 
suivante ^ n6N converge. L’espace des solutions est paramétré par Vo-

2ème cas : il existe A; G N tel que À =  Â .
Pour que (S) ait une solution, il est nécessaire d’avoir yk =  0 \ supposons que 

ceci est vrai et prenons x k quelconque. On a alors pour n ^ k

Xq =  —yo
X

et xn Vn

Xn ““ X
Comme l’ensemble {Àn;n G N*} est discret on a <5 =  infn f̂c |An — À| > 0. Donc 

< 5“ 1 ||yn|| pour n ^  k. Par conséquent ]Tn^fc \\xn\\2 < + ° °  et la solutionAn-A
générale est x =  — ̂  \V-\  Paramétrée par Vfc.

3ème cas : A $ a(T).
Cette fois-ci il n’y a aucune obstruction. Pour tout y G E  il y a une solution 

unique x e  E  donnée par x =  — ̂ + Z ) neN a^ -a • -̂ e raisonnement est pratiquement 
le même que celui qui précède. □

5. Exercices
5.1. Soient (Ey ( , )) un espace de Hilbert et T  : E  — > E  une application
linéaire telle qu’il existe une autre application linéaire S : E  — > E  vérifiant, pour 
tous x ,y  G E : (Tx,y) =  (x, Sy).

Montrer que T  est un opérateur borné sur E. (Montrer que l’application (x, y) G 
E  x E  — ► (Tx, y) G K est séparément continue et appliquer le théorème de Banach- 
Steinhaus.)
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5.2. Soit E  un espace de Hilbert séparable. On rappelle qu’une partie M  de E  est
dite faiblement bornée si, pour tout l’ensemble ( ( /,  x ) ) f e M  est borné dans
C ; elle est dite faiblement compacte si de toute suite ( /n)n>î dans M, on peut 
extraire une sous-suite (f nk)k faiblement convergente dans M  (i.e. il existe /  G M  
tel que Vx G E  la suite ((fnk,x))k converge vers ( / , x)). On a la propriété : toute 
partie faiblement bornée est faiblement relativement compacte.

Soient (en)n>i une base hilbertienne dans E  et (Àn)n>i une suite de réels tendant 
vers 0. Pour tout x e  E on pose T(x) =  YlnLi en)en.

Montrer que T  est ün opérateur auto-adjoint compact sur E.

5.3. Soient E  un espace de Hilbert séparable, (e i )^ *  une base hilbertienne et T  
un opérateur borné sur E.

i) Montrer que le nombre (fini ou infini) Y1Zî l l^ ill2 ne dépend pas de la base 
choisie (e*). On dira que T  est de Hilbert-Schmidt si Y lili l l^ ill2 < +oo.

ii) En déduire que l’adjoint d’un opérateur de Hilbert-Schmidt est aussi de 
Hilbert-Schmidt.

Soit HS(E)  l’ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur E.
iii) Montrer que HS(E)  est un espace vectoriel.

iv) Montrer que |||Tj||o =_ ll^e*ll2̂  est une norme préhilbertienne sur

HS(E).
v) Montrer que l’on a |||T||| < |j|Tj||o où ||| ||| est la norme habituelle de

l’opérateur T.
vi) Montrer que 'HS(E) est un espace de Hilbert.
vii) Montrer que HS(E)  est un idéal bilatère de l’algèbre L(E)  des opérateurs 

bornés sur E.
viii) Montrer que HS(E)  contient les opérateurs de rang fini sur E  et qu’ils y 

sont denses pour la norme ||| |||q.
ix) En déduire que tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact.

5.4. Soient E  l’espace des fonctions continues à valeurs complexes sur [0,1] muni 
du produit scalaire (f ,g)  =  f(x)g(x)dx,  K  : [0,1] x [0,1] — > C une fonction 
continue à valeurs complexes vérifiant K(x ,y )  =  K ( y )x) et T  l’opérateur compact 
sur E  défini par T(f ) (x )  =  f*  K  (x, y)f(y)dy.

i) Montrer que l’opérateur T  est hermitien.
ii) Montrer que la suite (An) des valeurs propres de T  (chacune comptée avec 

son ordre de multiplicité) vérifie J2n -  fo ( fo \K(x >y)\2dyÿ dx.
iii) En déduire que T  se prolonge en un opérateur de Hilbert-Schmidt sur le 

complété E  de E.

5.5. Pour tout corps K on note K[X] l’algèbre des polynômes à une indéterminée et 
à coefficients dans K. Pour tout P  € C[X), P  est le polynôme dont les coefficients 
sont les conjugués respectifs de ceux de P. Si E  est un espace de Hilbert complexe 
L(E)  sera l’algèbre de Banach des opérateurs bornés sur E. Pour tout T  G L(E) 
on désignera par T* l’adjoint de T.

Soit T  G L(E). Pour tout P  G C[X] s’écrivant P (X )  =  ao +  a\X +  • • • +  anX n 
on pose P(T) =  aol +  a\T +  cldots +  anTn.
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i) Montrer que l’application • C[-X] — ► L(E) définie par $ t (P) =  P  (T) est 
un homomorphisme d’algèbres.

ii) Montrer qu’on a : (P(T))* =  P(T*).
Supposons que T  est hermitien et notons a et P respectivement sa borne inférieure 

et sa borne supérieure.
iii) Donner une condition suffisante sur P  pour que l’opérateur P  (T) soit hermi

tien.
iv) On admet que le produit de deux opérateurs positifs permutables est positif 

(c/. exercice X. 5.6). Montrer que si P  G R[X] est positif sur l’intervalle [a,/?], alors 
P (T) est positif. En déduire que si P, Q G R[X] sont tels que, pour tout x  G [a,/3], 
P(x) < Q(x),  alors P(T) < Q ( T )  et que |||P(T)|'|| < s u p * ^ ^  |P(*)|.

v) Montrer que se prolonge en un homomorphisme continu de l’algèbre (de 
Banach) des fonctions continues sur l’intervalle [a,/?] (avec la norme || ||oo de la 
convergence uniforme) dans l’algèbre L{E).

vi) En déduire que si T  est positif, il existe un opérateur hermitien positif D  sur 
E  tel que D 2 =  T  (on dit que l’opérateur D  est une racine carrée de T).

vii) En déduire aussi que si a  > 0, l’opérateur T  est inversible.

5.6. Dans tout l’exercice (P, ( , )) sera un espace de Hilbert complexe de norme 
|| ||, L(E)  l’algèbre de Banach des opérateurs bornés sur P.muni de la norme
habituelle ||| ||| ; l’élément unité sera noté I. On notera H(E)  la sous-algèbre (sur 
E) de L(E)  formée des opérateurs hermitiens. On rappelle que H{E)  est muni de 
l’ordre T < S (on dira que T  est plus petit que S ou que S est plus grand que T) si, 
et seulement si, l’opérateur S -  T  est positif. On dira qu’une suite (Tn) dans L(E) 
converge vers T  G L(P) pour la :

-  topologie forte si limn_*+oo irn-T||| =  0 ;
-  topologie de la convergence intermédiaire si, pour tout x £ E, la suite (Tnx) 

converge vers Tx  pour la norme de E. On admet (et on peut le vérifier facilement) 
que, pour cette topologie, la multiplication (T, S) € L(E) x L(E)  — ► TS  € L(E) 
est séparément continue.

Soient T et S sont deux opérateurs positifs permutables. L’objet de cet exercice 
est de montrer que le produit TS  est aussi positif. On peut évidemment supposer, 
sans perte de généralité, que la borne supérieure de S est égale à 1 .

i) Soient T  un opérateur positif et U € H(E)  permutable à T. On pose S =  U2. 
Montrer que TS  est positif.

On définit une suite (Sn) dans H(E)  en posant : Sq =  S et, pour tout n € N,
Sn+i = S n -  S2n.

ii) Montrer que pour tout n G N on a 0 < Sn < /.  (Faire une récurrence 
sur n et utiliser l’inégalité, valable pour tout opérateur positif V  et tout x G E,
||V^||2 < |||F ||K ^ ,*> .)

iii) Montrer que (Sn) tend vers 0 pour la topologie de la convergence intermédiaire.
(Remarquer que, pour tout n G N, S =  Sq H-----+  S2 +  5n+j.)

iv) Montrer que, pour la topologie de la convergence intermédiaire, les suites 
(0 n) avec 0 n =  E L o  ■Sfc (T 0 n) tendent respectivement vers S et TS.

v) En déduire que TS  est positif.



CHAPITRE XI
Applications aux équations différentielles

Ce chapitre a pour but de donner une idée de la façon dont on peut appliquer 
des méthodes d’analyse fonctionnelle à la résolution d’équations différentielles. La 
section 1  est consacrée aux définitions principales et au théorème d’existence établi 
en usant du théorème du point fixe (cf. théorème 0. 2.2). Dans la section 2 
on aborde sommairement les équations différentielles linéaires. Dans la section 3 
on étudie, à titre d’exemple, le problème de Sturm-Liouville auquel on applique 
les méthodes spectrales développées dans les chapitres antérieurs. Le lecteur qui 
désire avoir plus de détails et de précision sur les équations différentielles pourrait 
consulter les références données à cet effet en bibliographie, par exemple [COM2].

Soit J un intervalle de R et 'ip * J -— > E une fonction où E est un espace normé 
de dimension finie. Si J est ouvert, la dérivabilité de ip se définit de la manière 
habituelle. Si J est l’intervalle compact [a,6], ^ : J — ► R est de classe Cr, si elle 
est Cr sur l’intervalle ouvert ]a, b[ et si pour tout £ E {0 ,1 ,. . .  , r } elle admet une 
dérivée ême, a) à droite en a et une dérivée £hme) ipg*\b) à gauche en b. Une 
telle fonction est toujours la restriction à J d’une fonction ip de classe Cr sur R 
tout entier. Si r E N, il suffit de prendre

V>(0

E L o

E E o

(t -  a)e

(t -  b f

si t e  J 

si t < a 

si t > b

De la même manière une fonction ^ :]a, b] — ► R (respectivement 'ip : [a, b[— > R) 
est de classe Cr, si elle est la restriction d’une fonction ip de classe Cr sur ]a, +oo[ 
(respectivement sur ] — oo, b]). Cette convention sera étendue au cas r =  +oo.

Ces précisions étant faites, dans les paragraphes 1 et 2 et sauf mention expresse 
du contraire, l’intervalle J sera quelconque. Les fonctions considérées seront sup
posées à valeurs réelles. Le cas complexe s’en déduit immédiatement.

1. Généralités sur les équations différentielles
Soient p E N* et £2 un ouvert de R x Ep + 1 où E est l’espace euclidien Rn. Un 

point de J sera repéré par sa coordonnée t et un point x E E par ses coordonnées
(x i , . . .  , X n ) .

1.1. Définition. On appelle équation différentielle ordinaire d’ordre p sur fl une
équation du type

(XI.1) F ( t , x , x ' , . . .  ,x ^ )  = 0
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où F  : Cl — > E est une application continue.

Une solution de cette équation est une fonction p fois dérivable (p : J — ► E (où 
J est un intervalle de R) telle que pour tout t G J on ait

,<pip)(t)) =  0 .

Le paramètre t repésente en général le temps ; cela vient du fait que beaucoup 
d’équations différentielles viennent de problèmes de la physique dans lesquels la 
fonction ip décrit les variations d’une certaine grandeur en fonction du temps t.

On suppose que l’équation (XI. 1) peut être mise sous la forme résolue suivante

dPx
~dtP

=  f ( t , x , x ' , . . .  , x (p x))

où /  est une fonction continue. Si on pose y — x1 on ramène cette équation d’ordre 
p à l’équation d’ordre p — 1 sous forme résolue

=  9(t ,y,y' ,--  - , y {p 2))-

L’itération de ce processus ramène donc toute équation d’ordre p à une équation 
d’ordre 1. Nous supposerons désormais p =  1  i.e. nous étudierons l’équation 
différentielle

où /  : Cl — ► E avec Cl ouvert de E x E.

1.2. Exemples

i) Prenons /  identiquement nulle. Alors l’équation différentielle est définie sur 
R x E et toute fonction constante x : R — ► E en est une solution. Toutefois si on 
impose à x de prendre une valeur particulière xq à l’instant £o> la solution devient 
unique.

ii) Soit /  : R x R — > R la fonction continue définie par f ( t , x )  =  3 x 3 . Alors 
la fonction identiquement nulle (p =  0 est solution ; de même, pour tout À G R, 
<p\(t) =  (t — À) 3 est une solution qui s’annule pour t — A. Ainsi, sur cet exemple, 
même si on impose la condition ip(\) =  0 , la solution n’est pas unique : (p =  0 et 
ipx sont deux solutions s’annulant en À !

Pour avoir une solution unique, il faut donc imposer <p(to) =  xo qu’on appelle 
condition initiale, ensuite une autre hypothèse sur la fonction / .

1.3. Définition. On appelle p rob lèm e de Cauchy, toute équation différentielle 
ordinaire x ' =  f ( t , x )  avec une condition initiale x(to) =  xo où (to,xo) G Cl.

Ceci signifie qu’on impose au graphe de la solution de passer par le point (£o> ^o)- 
La solution du problème de Cauchy est donnée par le théorème qui suit qu’on peut 
attribuer au moins à A. Cauchy, S. Kowaleska et E. Picard. Pour tout (to,xo) G Cl 
et tous a >  0 et rj >  0, on notera B =  B(xo}r)) la boule ouverte de centre xo et de 
rayon p et Ja l’intervalle ouvert ]to — a, to +  a[.
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1.4. Théorème d ’existence. Soient (to,xo) € fl, e > 0 et p > 0 tels que l ’adhérence 
de ÇIq =  B x J£ soit contenue dans fi. Supposons /  : fi — > E lipschitzienne sur fio 
de constante C. Posons

M  = sup \f(t, x)| et a =  inf (e,
(t,x)e Ho ' M.

Alors le problème de Cauchy x 7 =  f ( t ,x ) ,  x(to) =  xq admet une solution p sur 
Vintervalle fermé Ja — [to — a, to +  ol\ unique i.e. toute autre solution définie sur 
Ja est égale à p.

Démonstration. Soit X  l’ensemble C°(Ja)B ) des fonctions continues Ja — > B 
muni de la distance

%>,V0  =  sup \tp{t)
tÇJa

C’est un espace métrique complet. Soit p  G X.  Pour tout t G Ja , posons

f(s,cp(s))ds +  x0.

On a |L(<p)(t) — xq| =  / /  /(s !^ (s ))^ s  < M a  < p. Donc L(ip) G X  et on a une
application bien définie L : ip G X  — > L(<p) G X.

Pour tout m G N, soit Lm la meme itérée de L i.e. L°ip =  et Lm<p =  L(Lm~1(p). 
Nous allons montrer qu’il existe «  G]0,1[ tel que

(XI. 2)

pour m assez grand i. e. Lm est une application contractante de X  dans lui-même. 
Montrons d’abord que pour tout m G N, tout t G Ja et toutes fonctions G X  
on a

(XI.3) -  £ ” W)(()I <  ° m|‘

Pour m =  0, cette inégalité se réduit à \<p(t) -  i/j(t)\ < 6(<p,ip) qui est vraie par 
définition même de la distance 6. Supposons (XI.3) vraie pour k < m — 1 et 
montrons qu’elle le reste pour k =  m. On a
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I£ ” (*>)(<) -  L mm t )I =  \L(Lm-'('p))U) -  L (L m-'(i>))(t)\

l«/t0

J to

< C  f  \Lm~1(p)(t) -  Lm~lm t)\ds  
Jt0

- c \ f

t / o r m — 1 {to - s ) '

<

t0 (m  “  ! ) !
Cm\t -  to\m < n
------m!------

1

-6 {p ,/ip)ds

Ce qui nous donne 6(Lm(<p),Lm(ip)) < Ô((p,ip). On choisit m suffisamment
grand de telle sorte que c ”̂ m <  1 et on prend k égal à . On vient donc de 
montrer que pour ce m l’application Lm : X  — ► X  est contractante. D’après le 
théorème O. 2.2 il existe un unique élément <p € X  telle que L(tp) =  tp i.e. <p vérifie 
l’équation

t
f(s,<p(s))ds.

L’égalité (XI.4) montre que ip est dérivable et vérifie l’équation différentielle x' =  
f ( t , x ) ainsi que la condition initiale < (̂io) =  xo le . p  est solution du problème de 
Cauchy. □

La proposition qui suit donne des solutions globales dans le cas où l’ouvert D est 
de la forme [a, 6] x E. Sa démonstration est similaire à celle du théorème XI. 1.4.

1.5. Proposition. Supposons /  : [a, f>] x E — > E lipschitzienne. Alors pour tout 
(to,Xo) € [a, 6] x E, il existe une unique fonction dérivable <p : [a, b] — > E telle que 
<p'{t) =  f{t,<p{t)) et <p(t0) =  x0.

Autant, sous certaines conditions, on sait montrer l’existence et l’unicité de la 
solution au problème de Cauchy autant on ne sait pas toujours la donner explicite
ment. A l’heure actuelle, il n’existe aucune méthode permettant d’intégrer de façon 
générale les équations différentielles. Dans beaucoup de cas (loin d ’être la totalité), 
on sait résoudre avec une méthode particulière, bien propre à la situation, et toutes 
ces méthodes peuvent différer totalement les unes des autres.

✓
2. Equations linéaires

Elles constituent une classe importante d’équations différentielles. Dans beau
coup de situations on sait en donner des solutions explicites.

On appelle système différentiel linéaire de n équations à n inconnues un système 
du type

(XI.4) p(t) = x 0 +
Jti
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n

(XI.5) x'j(t) = bj(t) + ^ 2  ajX i(t) j  =  1, • • • ,n
i= 1

où Oj et bj sont des fonctions continues sur un intervalle J. Si 6* =  0 pour tout i on 
dira que le système est homogène : sinon on dira qu’il est non homogène (ou avec 
second membre). Si on pose

( “ i m ( Xi (t) ^
A(t) = X{t )  = ‘ ; et B(t) =

< { t ) } /

on peut écrire le système sous la forme matricielle suivante

X'(t) =  A(t)X(t)  +  B(t) où X'(t) =

2.1. Théorème. Pour tout ( î q , X q )  G J x  E , le problème de Cauchy linéaire

X \t) =  A(t)X{t) +  B(t) avec X ( t0) =  X o
admet une solution : t G J — > (<^i (£ ),... >(pn(t)) G E  unique i.e. toute autre 
solution définie sur J est égale à

Démonstration. La démonstration de ce théorème se base sur un procédé d’approxi
mations successives similaire à celui utilisé dans celle du théorème XI. 1.4. On 
définit la suite de fonctions continues (pn : J — > R par

( <Po{t) — X 0

\ <Pn(t) =  X 0 +  f l  {^(s)(¥>n-l(s)) +  B(s )}ds

Soit [a, b] un intervalle compact de J. Nous allons montrer que la suite (pn converge 
uniformément sur [a, b] vers une fonction continue </?, solution du problème. Pour 
tout s G [a,b] on note |||j4 (s )||| la norme de l’application linéaire A(s) : E — > E. 
On pose

r K =  sups€[a)6] |||j4(8)||| 
l  c  = sups€(a>6] Iv>i(s) -  <̂ o(s)|

Pour tout t € [o, b] on a

\<P2(t) -  V » i ( É ) |  = [  M s)(v>i(s) -  tp0(s))ds
Jto

< /  I^OOfaiOO -¥>0 (s))M «
Jto
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En itérant ce processus on établit, pour tout n € N*, l’inégalité suivante, valable 
pour tout t € [a, 6]

Thl

D’où

. . . .  (K(b-a))nC
sup ¥>n+i(t) -  <pn(t)I <  ------- -- --------•

te [o,6] n!

Comme la série de terme général converge (sa limite est C eK(-b~â ), la
suite de fonctions <pn =  <Po +  (<Pi — ¥>o) +  • • • +  (<£n — V n-1 ) converge uniformément 
sur [a, b] vers une fonction continue. A priori cette fonction dépend de l’intervalle 
[a, b] ; mais comme J est union d’intervalles compacts, la suite (</?n) converge uni
formément sur tout compact de J vers une fonction continue p> : [a, b] — ► E. De 
façon évidente (p vérifie

{A(s)<p(s) +  B(s)}ds.

Cette relation montre que ip est de classe G 1 et est solution du système différentiel 
X'(t ) =  A(t)X(t)  +  B(t) avec la condition initiale <p(to) =  X q.

Reste à établir l’unicité de cp. Soit : J — ► E une autre solution du problème 
de Cauchy X'(t)  =  A(t)X(t) +  B(t ) avec 'ipitçf) =  Xo. Alors un calcul élémentaire 
permet de montrer que, pour tout n G N et tout intervalle compact [a, b] C J, on a 
l’inégalité

ip(t) — Xo +  f
Jti

i / / \ / v. (n(b — a))nasup IIp(t) -  < ------- - --------
te[a,b] n !

où a  est le maximum de la fonction |̂ (t) — sur [a,b]. Comme la suite
numérique — a tend vers 0 , la suite de fonctions (pn converge uniformément 
vers 'ip et ceci sur tout intervalle compact [a, b] C J. Donc <ip =  ip •; ce qui établit 
l’unicité de la solution (p. □

Les solutions (<pi(t) , . . .  , <pn(t)) sont globales Le. sont définies sur tout l’intervalle 
J. Nous allons donner quelques-unes de leurs propriétés principales.

2.2. Proposition. L ’ensemble S des solutions du système différentiel homogène 
X \ t) =  A(t)X(t) associé à (XI.5) est un espace vectoriel de dimension finie égale 
à n.

Démonstration. Le fait que S soit un espace vectoriel se vérifie facilement. Soit 
$  =  (<̂ 1}.. .  } <̂n) g S s’annulant pour un £q G J. Comme 0 est aussi une solution 
s’annulant en to, par unicité on a $  =  0. Soit to € J et notons e : S — > Rn 
l’application linéaire définie par e($) =  $(to). D’après ce qui précède e est injective. 
La surjectivité est assurée par le théorème XI. 2.1 : pour tout Xo G Rn, il existe 
une solution $  telle que $(to) =  X q Le. on a e($) =  X q. □
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2.3. Corollaire. L ’ensemble des solutions du système linéaire (non homogène) 
X'( t ) =  A(t)X(t)  +  B(t) est un sous-espace affine de dimension n de l ’espace 
vectoriel C l (J, R) des fonctions de classe C 1 sur J.

L’espace vectoriel S paramètre l’ensemble des solutions du système (XI.5) : elles 
sont toutes obtenues en rajoutant les éléments de S à une solution particulière de 
(XI. 5).

2.4. Equation linéaire d’ordre n

C’est une équation de la forme

dn t  dn ~  ̂t  Ht
(XI.6 ) —  =  +  • • • +  a » - i  W f  +  an(t)x +  b(t)

où a*, i =  1 , . . .  , n et b sont des fonctions ontinues sur J. Si on pose

2/1 =  V2 =  x ' ) . . .  yn =  x (n_1)

Elle se transforme en le système différentiel linéaire

(XI.7) Y'(t) =  A{t)Y(t)  +  B(t)

où

0 1 0 °  \
0i 0 1 0

A(t) = 01 0 0 0

0' 0 0 1

\an(t) O'n—i(t) ®n—2 (t) ai(t) J

°  ^
Y(t) = et B(t) = .

\ 2/n (f) /
Q

\b(t)J
.

Les deux équations (XI.6 ) et (XI.7) sont équivalentes : toute solution <p : J — > R 
de (XI.6 ) donne la solution ((p(t),<p'(t),. . .  ,<p̂ n~^(t))  de (XI.7) ; inversement si 
(</?i(t),. . .  , ipn(t)) est une solution de (XI.7), <Pi(t) est clairement une solution de 
(XI.6 ).

On voit alors que l’ensemble des solutions de l’équation linéaire d’ordre n sur un 
intervalle J est un sous-espace affine (vectoriel si b =  0) de dimension n de l’espace 
vectoriel Cn(J, R) des fonction J — > R de classe C n.

3. Problème de Sturm-Liouville
Soient J un intervalle de R et p, q, p : J — > R des fonctions continues avec 

p, p > 0 et p de classe C 1. On appelle équation de Sturm-Liouville toute équation 
différentielle du second ordre de la forme
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(XI.8 ) {pu')' +  (Ap - q ) u  =  0

où À est un paramètre réel. Pour des raisons de simplicité, nous allons restreindre 
l’étude à un intervalle fermé borné J =  [a, b] (avec a < b) bien que la théorie ne 
se limite nullement à ce cadre. On imposera aux solutions u de l’équation (XI.8 ) 
de vérifier des conditions aux limites dites conditions auto-adjointes. Voici trois 
exemples :

(XI.9)
' u(a) =  u(b) =  0 (i)

< u'(a) =  u'(b) =  0 (ii)
u(a) =  u(b) et uf(a) =  u'{b) si p(a) =  p(b) (iii)

Ce qu’on appellera dorénavant conditions auto-adjointes, c ’est l’un des blocs de 
conditions aux limites (XI.9) : le (i), le (ii) ou le (iii).

3.1. Définition. On appelle problème de Sturm-Liouville, la donnée de V équation 
(XI.8 ) et Vune des conditions auto-adjointes (XI.9) (i), (XI.9) (ii) ou (XI.9) (iii). 
Une valeur A G R pour laquelle il existe une solution u non triviale est appelée 
valeur propre du problème. On dira alors que u est une fonction propre
associée à la valeur propre A.

Nous travaillerons sur l’espace vectoriel E =  C°([a,b]) des fonctions continues 
u : [a, b] — > R. C’est un espace Banach pour la norme

IMIoo =  sup |u(æ)|.
x€[a,b]

On peut aussi le munir du produit scalaire (u,v) =  u(x)v(x)p(x)dx qui en fait 
un espace préhilbertien ; la norme associée sera notée || ||.

3.2. Proposition. Soient \\ et À2 deux valeurs propres du problème de Sturm- 
Liouville associées respectivement aux fonctions propres u\ et U2- Alors u\ et U2 
sont orthogonales.

Démonstration. Nous avons

f (pui)' +  (Alp -  q)ui =  0 
1 (PU2Ï +  (A2P -  Q)uu =  0

En multipliant la première relation par U2 > la deuxième par u\ et en soustrayant 
membre à membre, on obtient p [ i ^ i  — ^1^2 ] + P 7 [u2^i — u\u^ =  (Ai — À2)puiU2 

i.e.

\p(u2u[ -  u i u ^  =  (Ai -  A2)puiu2. 

On intègre les deux membres sur [a, b]
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( A i  —  A 2) ui(x)u2(x)p(x)dx =  \p(x)(u2{x)u'1(x) -  tii(a;)î/2 (x))]‘ .

D’où (Ai -  A2) f^ui (x )u2(x)p(x)dx =  0 tenant compte des conditions (XI.9 ). □

Notons F  le sous-espace vectoriel de E  constitué des fonctions de classe C2 ; il 
n’est pas fermé (pour aucune des normes || || et || Hc*,). Considérons le problème 
de Sturm-Liouville

(p{x)u')' +  (Ap +  q)u =  0

avec l’une des conditions (XI.9). On suppose p, p >  0 et p de classe C 1. En posant 
p'{x) =  r(x) et p(x) =  1 , l’équation devient

pu" +  ru' +  qu =  Au.

(On a remplacé —A par A.) Soit D : F  — > E  l’application définie par

(XI. 1 0 ) Du =  pu" +  r u '+  qu.

Elle est linéaire mais non continue pour la norme || ||oo (par exemple sur [0,1] si 
g =  0 e tp  =  p =  l, la suite un(x) =  converge uniformément vers 0 alors que 
(Dun) n’est même pas bornée). C’est un opérateur non borné et on ne peut pas lui 
appliquer directement les techniques développées dans les chapitres IX et X.

3.3. Remarques

i) Pour tout v £ E, l’équation Du =  v a une solution (c/. théorème XI. 2 .1 ).
ii) Si V  est un supplémentaire du noyau IV de D  dans F, alors la restriction de 

D  à V  est un isomorphisme sur E.
iii) Les conditions auto-adjointes imposent à D  d ’être formellement auto-adjoint 

pour le produit scalaire ( , ) i.e. pour tous u,v Ç. F  on a {Du, v) =  {u ,Dv ) ; la 
vérification est un peu longue mais étant facile, elle est laissée au lecteur.

Soit maintemant V  l’un des sous-espaces Vi =  {u €. F  : u(a) =  u(b) =  0}, 
V2 =  {u € F  : u'(a) =  u'(b) =  0} ou V3 =  {u e  F  : u(a) =  u(b) et u'(a) — u'(b)} si 
p vérifie la condition p(a) =  p(b). C ’est un sous-espace fermé de F  de codimension 
2 ayant N  comme supplémentaire (topologique).

3.4. Lemme. Soit p >  sup(ç(x)) +  1 etm  =  inf p{x ) . Notons I  l ’opérateur identité. 
Alors

i) pour toute fonction u € V  on a {pu — Du,u ) >  m||u'| | 2 +  ||u||2 ;
ii) l’opérateur D — p i :V  — > E est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration, i) Soit u £ V  ; on a
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nb nb
((r]I — D)u, u) =  — I (pu')'udx +  / ( ? ?  — q)u2dx

J a J a
nb nb

— [—pu'v\ba +  /  p(u')2dx +  (v — q)u2dx 
J a J a

> mllu'H2 +  IM I2

le terme [—pu'u]^ étant nul à cause des conditions auto-adjointes imposées à u.
ii) D’après i), u =  0 si (jjl — D)u =  0. Donc l’application linéaire D  — rjl est 

injective. Comme l’équation différentielle Du — r)u =  w admet toujours une solution 
dans V f l’application linéaire D — rjl : F  — > E  est surjective. D ’autre part, on 
sait (cf. XI. 2.4) que le sous-espace Nv =  {u G C 2 : Du =  rju} est de dimension 
2 . Comme V est de codimension 2 et V fl Nv =  { 0 }, pour toute fonction w G -B, 
il existe u e  V telle que Du — rju =  w i.e. l’application D — rjl : V — > E  est 
surjective. Ce qui termine la démonstration. □

D’après le lemme XI. 3.4. l’application linéaire D — rjl :V  — > E  est inversible. 
Soit S : E  — » V  son inverse.

3.5. Lemme. On suppose les conditions du lemme XI. 3.4. remplies. Alors 
Uapplication linéaire S : (B, || ||) — > (B, || ||oo) est un opérateur compact.

Démonstration. Soit (wn) une suite dans la boule unité de (B, || ||) et (un) la suite 
dans V  telle que un =  Swn i.e. wn =  Dun — rjun. On va montrer que (un) admet 
une sous-suite convergente ; pour cela il suffit de montrer, en vertu du théorème 
d’Ascoli, que la suite (un) est équicontinue et bornée pour la norme || ||oo- 

Par le point i) du lemme XI. 3.4 et l’inégalité de Cauchy-Schwarz on a

H K H 2 +  I K I |2 < \{(D -  rjl)un,un)\

<  IK II • IKII-

Par suite ||«n||2 < ||wn|| • ||̂n||> donc ||u„|| < 1 puisque ||wn|| < 1. De même on 
montre que ||<|| < ^ .

Soient x ,y  E [a, 6] ; on a

I f y|un(x) - u n(y)| =  /  u'n(t)dt 
\J X

< f  \u'n(t)\dt 
J X

< \ jJ  K(*)l2* ^ J  dt

< IK II •
Cela donne finalement l’inégalité

Iun{x) -  un(y)I < —=\/\x — y\
y/m

(XI. 1 1 )
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qui montre bien que la suite (un) est équicontinue. Reste à montrer qu’elle est 
bornée pour la norme || ||oo.

Soit xn un point de [a, 6] en lequel la fonction \un\ atteint son minimum ô. On a

IKII a.

D’où

S <
y/b — a

De cette inégalité et de (XI. 11) on tire l’inégalité qui suit, valable pour tout 
x G [a, b]

\un(x)\ < \un(xn)\ +  \un(x) -  Un(xn)\

-  ™7r= =  +  ~ ay/b — a m

qui montre clairement que la suite (un) est bornée pour || ||oo- □

Soient wi,W2 G E  et n i ,u<i G V  tels que Du\ — rjui =  w\ et Du<i — rjU2 =  W2 ou 
r encore u\ =  Sw\ et U2 =  Sv)2- On a alors

(Swuw2) =  (u u D u 2 -  rjU2)
=  (Dui - r )u i ,u 2)

=  (^1,5^2)

L’opérateur S est donc symétrique (i.e. vérifie (Swi,W2) =  (wi)Sw2)) sur l’espace 
préhilbertien (E , ( , )). Il se prolonge au complété E  en un opérateur compact 
hermitien S. Son spectre est donc une partie {0, ^n,n G N*} de R  dénombrable 
compacte ayant 0 comme seul point d’accumuation. Pour tout n G f , / i n est une 
valeur propre de S ; notons en un vecteur propre unitaire associé à \xn.

3.6. Théorème. On se donne des fonctions continues p,q : J — ► R avec p >  0 de 
classe C 1 et on considère le problème de Sturm-Liouville suivant : une équation 
différentielle (;pu') ' +  (À +  q)u =  0 et Lune des conditions auto-adjointes (XI.9). 
Alors

i) les valeurs propres du problème forment une suite (An), n G N* de nombres 
réels tendant vers + 0 0  ;

ii) pour tout n , en est une fonction propre, c ’est-à-dire solution de l’équation 
(pu')' +  (An +  q)u =  0 et (en) est une base orthonormale de E ;

iii) toute fonction u G V se développe en la série u =  Y ^ = i (u>en)en uni
formément convergente sur l ’intervalle [a, b\.

Démonstration, i) Les valeurs propres An du problème de Sturm-Liouville sont les 
opposées respectives de celles (qu’on notera A^) de l’opérateur D. Soit n G N* ; on
a Sen = fjLnen- D’où D en — (rj -h en. Donc Â  = 77 + est la valeur propre
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de D  associée au vecteur propre en. L’inégalité i) du lemme XI. 3.4 montre que 
fin < 0 et donc Àn =  — =  — (rj +  tend vers +oo.

ii) Le fait que en soit une fonction propre est déjà établi au point i). Pour 
montrer que (en), n G N* est une base orthonormale de E  il suffit d’appliquer le 
corollaire X. 3.3 et observer la densité de V dans E  et le fait que V =  S(E)  (puisque 
S : E  — ► V est un isomorphisme).

iii) Le développement de u G V  en série
oo

^   ̂ ^n)^n
n = l

et sa convergence uniforme sur [a, 6] (donc pour la norme || ||oo qui est plus fine 
que || ||) découle du fait que u est dans l’image de S et du théorème X. 3.4. □

Le théorème XI. 3.6. transforme le problème de Sturm-Liouville en un problème 
de théorie spectrale. Cette démarche est bien entendu intéressante quand on sait 
calculer effectivement le spectre, ce qui est souvent un problème hautement non 
trivial. On arrive toutefois à le faire sur beaucoup d’exemples quand on dispose de 
bonnes hypothèses (c/. exercice XI. 4.3).

4. Exercices
4.1. Soient (£ , || ||) un espace de Banach et A G L(E)  (L(E ) est l’espace vectoriel 
des opérateurs bornés sur E  muni de la norme habituelle ||| |||). On définit An sur 
tout vecteur x G E  par A°(x) =  x et An(x) =  A(An~1(x)) si n > 1.

i) Montrer que la série TJ converge vers un élément de L(E)  qu’on note
eA et qu’on appelle exponentielle de A.

ii) Montrer que, si A et B  commutent, on a eA+B =  eAeB. En déduire que pour 
tout A G L(E ), l’opérateur eA est inversible ; calculer son inverse.
4.2. Soit A une matrice carrée réelle d’ordre n. On cherche à résoudre le système 
différentiel

X'(t) =  A - X ( t )  +  B(t)

où B : J — ► Rn est une fonction continue sur l’intervalle J.
i) On se donne (£o,-Xo) G J x Rn. Construire la suite (<pn) utilisée dans la 

démonstration du théorème XI. 2.1 et donner la solution ip : J — > Rn du système 
différentiel linéaire associé avec la condition initiale (p(to) =  X q.

ii) En écrivant la fonction ip sous la forme (p(t) =  etA{C(t)) où C  : J — ► Rn est 
une fonction de classe C 1, trouver une solution particulière du système différentiel

X'(t) =  A - X { t )  +  B{t).

Cette façon de chercher une solution particulière du système non homogène s’appelle 
méthode de la variation de la constante (C  qui était a priori une constante devient 
une fonction de t G J).

iii) On prend n =  1 ; ainsi A est réduite à un réel a et B{t) est simplement 
une fonction continue b : J — ► R. Trouver toutes les solutions de l’équation 
différentielle x'(t) =  ax(t) +  b(t).
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4.3. Donner les valeurs propres et les vecteurs propres associés du problème de 
Sturm-Liouville sur l’intervalle [0 , n]

u" +  Xu =  0 avec n(0) =  u(n) =  0, À G R.

4.4. Une corde est attachée à ses deux extrémités qu’on peut considérer comme 
celles d’un segment [a, b) de la droite réelle. A l’instant to =  0 , on suppose que cette 
corde est le graphe (relativement à un repère orthonormé) d’une fonction continue 
/  sur [a, b] et à valeurs réelles. Soumise à des forces s’exerçant verticalement, elle 
subit des vibrations régies par l’équation différentielle (avec des conditions initiales

{ y(a, t) =  y(6 , t) =  0 si t > 0 

|^(x,0 ) =  0 si a < x <  b

' y(x, 0 ) =  f ( x ) si a < x <  b

où p : [a, b] — > R+ est une fonction continue représentant au point d’abscisse x la 
densité massique linéaire de la corde et T  (qu’on suppose constante) est la tension 
de la corde. L’équation (1 ) est appelée équation de la corde vibrante ou équation des 
ondes à une dimension. On va chercher une solution de la forme y (x, t) =  u(x)v(t).

i) Montrer que les fonctions u : [a, 6] — ► R et v : R+ — > R sont solutions 
respectives des deux problèmes de Sturm-Liouville

et des conditions aux limites)

(2) u"(x) +  A p(x)u(x) =  0  avec u(a) =  u(b) =  0 

et

(3) v"(t) +  XTv(t) =  0 avec t /(0 ) =  0.

Soient 0 <  Ào < Ai <  . . .  <  An < . . .  les valeurs propres du problème (2) et 
Uo, ■ ■ ■ ,un, . . .  des vecteurs propres associés (formant un système orthonormal).

ii) Montrer que les fonctions yn(x,t) =  un(x) cos (\/AnTt) sont solutions de 
l’équation (1 ) et vérifient les deux premières conditions initiales.

iii) On suppose o =  0 , b =  n, p constante égale à 1  et /  de classe C°° et que 
pour tout l  € N, la dérivée t eme à gauche (n) est égale à la dérivée £eme à droite 
y f ( 0 ) .  On pose an =  f ( x )un(2x)dx et pour p € N

p ____
Sp(x, t) =  ^ 2  an«n(2x) COS ^2a/A nTtj  .

n—0

Montrer que la suite de fonctions (Sp) converge uniformément avec toutes ses 
dérivées vers une fonction y(x>t) de classe C 00, solution de l’équation de la corde 
vibrante vérifiant toutes les conditions imposées.



APPENDICE
Axiom e du choix et lemme de Zorn

Ces compléments contiennent quelques définitions et énoncés sur l’axiome du choix 
et le lemme de Zorn que nous avons utilisés dans certaines démonstrations. Pour 
plus de détails le lecteùr peut consulter [CCM1 ].

1. Axiome du choix
Soient I  un ensemble et (Ei)e j une famille d’ensembles tous non vides indexée 

par I. Si I  est dénombrable, on peut l’ordonner comme suit {io, ii, 22, Z3 , . . . }  
et même supposer qu’il est “égal” à N si on ne s’intéresse à I  que du point de vue 
ensembliste. Il est alors toujours possible de choisir un et un seul élément Xi dans 
chacun des Ei. Pour cela il suffit de choisir xo, ensuite x\, X2 ... Quand I  n’est 
plus dénombrable, on ne peut plus procéder de cette façon ; on fait alors appel à 
l’axiome du choix.

1.1. Enoncé de l’axiome. Le produit cartésien riiez Ei est non vide. Ceci signifie 
qu’il contient au moins un élément (x^)^/ avec Xi € Ei.

1.2. Enoncé équivalent. Dans chaque ensemble Ei, on peut choisir un et un seul 
élément Xi.

Cet axiome sert à montrer l’existence de beaucoup d’objets en Mathématiques, 
par exemple l’existence d’un ensemble non mesurable pour la tribu borélienne de 
la droite réelle R.

2. Lemme de Zorn
Soit E  un ensemble. Une relation binaire sur E  est la donnée d’une partie TZ 

du produit cartésien E  x E. Si A est une partie de E  alors TZ induit une relation 
binaire 7Za sur A ; elle est définie en prenant l’intersection de 1Z avec A x  A.

2.1. Définition. On dira que 1Z est :
(1) réflexive, si, pour tout x G E, x 1Z x ;
(2) symétrique, si x l Z y  = >  y 1Z x ;
(3) transitive, si x lZ  y et y 1Z z impliquent x 7Z z ;
(4) antisymétrique si x lZ  y et y 1Z x impliquent x =  y.

2.2. Définition. On dira que 1Z est une
( ! ’)  relation d ’équivalence, si elle est réflexive, symétrique et transitive ;
(2’)  relation d ’ordre, si elle est réflexive, antisymétrique et transitive.
Quand 1Z est une relation d’ordre sur E  on la notera en général < et on dira que 

(E y< ) est un ensemble ordonné. Quand deux éléments x et y sont “liés” par une 
relation d’ordre <, on dit qu’ils sont comparables Le. on a : soit x < y, soit y < x. 
On dira que < est un ordre total sur E  si pour tous x, y G E  on a : x < y ou y < x. 
On dira qu’une partie A de E  est totalement ordonnée si la relation d’ordre induite 
sur A est un ordre total.
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Soit (E , < ) un ensemble ordonné et A une partie de E. On dira que

(1 ) c E E  est un majorant de A si a < c pour tout a E A ;
(2) b E E  est une borne supérieure de A si a < b pour tout a E A et si b < c 

pour tout c majorant de A ; autrement dit b est le plus petit des majorants de A.

2.3. Remarque. Si A admet une borne supérieure b £ E, alors A est majorée. La 
réciproque est fausse. En effet soit E — RÜLU{l,|,| , . . .  , ^ , . ..  } la partie de R 
munie de l’ordre induit. Alors A — R I est majorée mais n’a pas de borne supérieure 
(la définition exige que cette borne soit dans E , ce qui n’est pas le cas pour cet 
exemple).

2.4. Définition. Soit (E , <) un ensemble ordonné.
(1) On dira que m E E est un élément maximal de E> s ’il n’existe pas d’élément 

a £ E, a ^ m  tel que m < a.
(2) On dira que E est inductif si toute partie totalement ordonnée de E possède 

une borne supérieure.

L’intérêt de tels ensembles est donné par le

2.5. Lemme de Zorn. Tout ensemble ordonné inductif possède un élément maximal.
Comme on l’a vu à plusieurs reprises ce lemme est d’une importance capitale (il 

a servi par exemple dans les démonstrations du théorème de Hahn-Banach aussi 
bien pour la forme analytique que géométrique et pour l’existence des bases hilber
tiennes).

2.6. Exemples

1 ) -  Le corps R des réels est totalement ordonné par < : si on prend deux réels 
x et y alors on a x < y ou bien y < x.

2 ) -  Considérons sur Rn la relation binaire : ( x i , . . .  , xn) < (yi, — ,yn) si, et 
seulement si, Xi < y* pour tout i =  1 , . . .  ,n. Il est facile de voir que < est une 
relation d’ordre (qui n’est pas total si n > 2) sur Rn.

Supposons n =  2 . Alors toutes les sections Ex =  { (x,y) E R2 : x =  constante} 
et {(x,y) E R2 : y =  constante} sont des parties totalement ordonnées de (R2, <).

3) -  L’ordre lexicographique sur Rn est défini delà façon suivante : ( x i , . . .  , xn) < 
(y i , . . .  ,yn) si x\ < y\ sinon x2 < 2/2 sinon etc. C ’est un ordre total. C’est l’ordre 
suivant lequel sont rangés les mots dans un dictionnaire.

4) -  On sait que tout idéal de l’anneau Z est de la forme aZ avec a G Z. Soit 
Z l’ensemble de tous les idéaux de Z muni de la relation d’ordre (non total) I  < V 
si, et seulement si, I c i ' .  Ceci est encore équivalent à dire : si /  =  aZ et V =  a,rL 
alors I  < V si, et seulement si, a est un multiple de a'. Il est alors facile de voir 
que tout idéal maximal est de la forme aZ avec a premier.

Sur cet exemple on voit en particulier qu’il peut exister plusieurs éléments maxi
maux sur un ensemble ordonné.
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Calcul de volumes

On rappelle que la boule Bn(i?) (pour n > 1) et la sphère Sn(R) (pour n >  0) de 
rayon R > 0 sont respectivement les parties de Rn et Rn + 1  définies par

Le volume d’une partie X  qu’on notera Vol(X) sera la mesure de cette partie ; 
par exemple

-  pour n =  0, S°(R) est réduite à l’ensemble { —Æ, + ü }  ; on conviendra que la 
mesure qu’elle supporte sera 8 - r  +  6 + r  et donc : Vol(S°(i?)) =  2 ;

-  pour n =  1, B1 (R) est le segment [—12, +12] dont le volume n’est rien d’autre 
que sa longueur au sens habituel Vol(B1 (i2)) =  2 R ; S1 (R) est le cercle de rayon R 
dont le volume est le périmètre qui est égal à 2nR ;

-  pour n =  2, B2 (12) est le disque de rayon 12, son volume est égal à son aire 
habituelle qui est irR2 ; S2 (R) est la sphère de rayon R ) elle a pour volume son aire 
habituelle 4nR2.

Nous allons donner des formules valables pour tout n > 1 et permettant de 
calculer les volumes respectifs de Bn(i2) et S71 (R)-

1. Volume des boules
La boule Bn(i?) est une partie de Rn et son volume n’est rien d’autre que 

l’intégrale de la fonction indicatrice lnn(R)- Les calculs ne seront pas immédiats ; 
il faut les mener par récurrence.

On sait que pour n =  1 on a Vol(B1 (i2)) =  2R. Nous allons traiter le

Nous le ferons en utilisant le théorème de Fubini. On fixe x G [—Æ, +Æ] et on note 
Bx la section de B2 (Æ) suivant x qui n’est rien d’autre que l’intervalle [—bx,+bx\

et

1.1. Cas n =  2

Il s’agit de calculer l’intégrale

/  dxdy.
Je2 (R)

où bx =  y/R2 — x 2.
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+R

Fig. 6

On a alors

Vol(B2(Æ)) = J  (^J dyjdx

r-\-R /  n-\-bx \

= L  [ U  dy) i x
p+R  ___________

=  / 2y/ R2 — x 2dx. 
J - R

Pour calculer cette dernière intégrale, on fera un changement de variable en posant 
x =  RsinQ. On obtient

+R
Vol(B2 (R)) =  [  2 V R 2 ~ x 2dx

J - R

2R2 cos2 0dô

% r i
=  / R2 (cos(20) +  1) d6

= R  

=7T R2.

sin 20
+  0

1.2. Cas n =  3
Le point courant (£i ,£ 2 >£3) de R 3 sera désigné par ( z , y )  où x =  x\ et y =  

(x2 ,X3) via l’identification l 3 = R x  R 2. Pour x G [ -R,  + i2], Bx sera toujours la
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section de B3 (iî) suivant x. La partie Bx de R2 est un disque de rayon VR2 — x2 
dont l’aire est égale à ir (R 2 — x2) .
On a comme précédemment

Vol(B3 (fl)) =  J * *  ( Ĵb dy ĵ dx

/ +R
7T (R 2 — x 2) dx 

-R

=7T \li2X
3 l + fl 

- R

- r * -
La même démarche donne pour n =  4

V ol(l4 (Æ)) =  ^rRA.
Z

On remarque que les calculs font apparaître des expressions du type

(1) Vol(B2fc(Æ)) =  ^ -R 2k
Kl

et

(2) Vol(B2fe+1 (iï)) =  1 , 3 , 5 „ . , . (afe +  1 ) f ia>+1

On va montrer que ces formules donnent effectivement le volume de la boule de 
rayon R de Rn. On a déjà vu que c’était vrai pour n =  1,2,3 et 4. Nous allons 
supposer que si on a la formule

7Tfc
Vol(Bn(iî)) =  — R2k 

pour n =  2 fc, alors on a la formule

ofc+l_fc
=  !  . 3 .5  . . . . . p f c +  ! ) « * *

pour n =  2k +  1 . Le cas où on suppose d’abord la formule vraie pour n =  2k +  1 
se traite de la même manière.

On veut donc calculer le volume de la boule M2k+1(R) connaissant celui de 
B2fc(fî). Pour simplifier les notations on posera x =  xi  et y =  (x2, ■ ■ ■ , £2fc+i) 
pour un point courant x =  ( x j , .. .  , X2k+i) de R2fc+1 =  R x R2fc ; Bx sera toujours 
la section de M2k+1(R) suivant x € [—R, +iî] (qui est une boule de rayon y/R2 — x2 
dans R2fc et dy — dx2 ■.. la mesure de Lebesgue sur R2fe vu comme le sous-
espace de R2fe+1 défini par l’équation x\ =  0. On a
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Vol(B2fc+1 (.R)) =  J +R (^J dy'j dx

f + R  7rfc /  ,-----------\ 2fc
“ Z *  e. ( V R  - x  )  i x

—k r+R

= ¥  / _ „  '  x2) ^

En posant x =  RsinO> on obtient

V o l(l2fc+1 (iî)) =  ^ R2k+1 f +2 (cos 0)2k+1 doc 
kl J *

Ce qui donne après calcul de (cos 9)2k+1dx :

voi(B2fc+,(/î)) ( 1  23  45  6; ; ; (2^ )1)

2fe+17rfc

1 • 3 • 5 •... • (2* +  1)
R 2k+1

qui montre bien que la formule (2) donne le volume de la boule E2k+1(R).

1.3. Application : volume d’un ellipsoïde

Soit £n l’ellipsoïde de Rn défini l’équation cartésienne

□

£" = |(x1)...,xn)€Rn: ^ ; f  <lj
où ûî, i =  1 , . . .  ,n sont des nombres réels strictement positifs. Son volume est 
donné par l’intégrale

Vol(£n) =  [  dx\. . .dxn.
Jsn

Pour la calculer nous allons procéder à un changement de variable, et ramener 
le problème à une boule de Rn. Soit $  le difféomorphisme de Rn défini par 

,un) =  (x i , . . .  ,xn) avec Xi =  ü{Ui pour i =  1 , . . .  ,n. Il transforme 
la unité unité Bn en l’ellipsoïde £n. Son déterminant jacobien est égal à A($ )  =  
ai •... • an. La formule de changement de variable nous donne

■Vol(£n) =  [  d x i . . . d x n
J £n

=  /  A ( $ ) d x i . . .  dxn 
Jnn

=  v o i ( in).

En tenant compte des calculs faits antérieurement on obtient
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Vol(£n) =
( a i - . . . g n )7rfc

k\
( a i - . . . - g n ) 2 f c + 1 7rfc

l-35-...(2fc+l)

pour n =  2k 

pour n =  2k +  1

2. Volume des sphères
Nous allons commencer par définir la mesure canonique sur la sphère Sn(Æ). La 

construction de cette mesure se fera à l’aide de coordonnées bien adaptées qu’on 
appelle habituellement les coordonnées sphériques.

2.1. La mesure canonique sur la sphère

On note fl l’ouvert de Rn + 1  donné par

Cl =  { ( r>0)lr > 0 .  “  < 0 1 , • • • A —i < et 0  < $n < 2n j .

où 0 =  (#i , . . .  , 0n- 1 ). On considère l’application Cl Rn + 1  qui h (r,01 , . . .  ,0n) 
associe le point ( x i , . . .  ,xn+i) de Rn + 1  donné par

x\ =  r cos 0\ •... • cos0n- i  cos 0n 
X2 =  r cos0i •... • cos0n_i sin0„  
xz =  r cos 0i •... • cos 0n-2 sin 0„ _ i

xn =  r cos 0\ sin 02 

xn+1 =  r sin

Il est facile de vérifier que cette application est de classe C°° (analytique mêmé), 
injective et que l’image $(fl) est un ouvert E  de Rn + 1  dont le complémentaire a 
une mesure de Lebesgue nulle (pour s’en assurer le lecteur pourrait faire un dessin 
dans le cas de la sphère S2(R) de R3). L’application $  a pour déterminant jacobien 
(calcul facile mais indigeste)

A ($ )  =  rn cosn _ 1 0i • cosn - 2  02 ■ ■  cos0n-\.

Si h : E  — ► R est une fonction intégrable, le théorème de changement de variable 
nous donne

f  h(x)d\ =  f  ( /  o $)drd0x .. .  d0n.
J e  J n

On fixe R >  0 ; la mesure

da =  Rn cosn - 1 0\ • cosn _ 2  02 - . . .  • cos0n-\d0\.. .  d0n

est appelée Y élément d’aire sur S n(R). A titre d’exercice, le lecteur peut mon
trer que cette mesure est invariante par toute isométrie linéaire de Rn + 1  i.e. une 
application linéaire (p : Rn + 1  — > Rn + 1  qui vérifie
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(<p(x),ip(y)) =  (x,y)

pour tous x ,y  G Kn+1 où (x ,y ) =  xiyi +  . . .  +  xn+\yn+\. 

2.2 Le volume de Sn(R)

Il est donné par l’intégrale

Vol(Sn(iî)) =  [  da
JSn(R)

qui est égale à

r + ï  1 /*+î r2ir
Rn J  cosn 1 QidOi • . . .  • j  cos9n-idQn- i  • j  d9n.

En utilisant les formules

et
i :

s:
cos2k xdx —

1 • 3 • 5 •... • (2k -  1) 7T 
2 • 4 • 6 •... • (2k) 2

cos2fe+1 xdx =
2 • 4 • 6 •... • (2k)

1 • 3 • 5 •... • (2k +  1) ’ 

que le lecteur pourrait établir facilement, on obtient

<)k+\„k
(3) V o l(S -(* ))  =  , , 3 , , (2fc_ 1}^ -

et

(4) Vol(S2fc+1(Æ))
27Tfc+1 2fc+1

i r - R ■

Ce qui termine les calculs. □



Compléments 2

Intégrale de Riemann

Nous allons rappeler la définition de l’intégrale de Riemann sur un intervalle fermé 
borné de R et donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction 
soit intégrable au sens de Riemann ainsi que le lien avec l’intégrale de Lebesgue.

La mesurabilité d’une fonction réelle /  définie sur un intervalle [a, b] C R sera 
entendue au sens de la tribu borélienne induite sur [a, b].

1. Définition de l’ intégrale de Riemann
Dans toute la suite [a, b] sera un intervalle de R. On appelle subdivision de [a, b] 

toute suite finie S =  { xq, . . .  , xn} telle que

a =  xo <x\  < . . .  < xn- i  < xn =  6.

Pour tout i — 1 ,.. .  )n on pose Ô{ =  Xi — Xi-\. On appelle diamètre de 5, le 
nombre réel strictement positif

S (S) =  sup 6i.
i=

On note S l’ensemble de toutes les subdivisions de [a,b]. Soient /  : [a,6] — > R 
une fonction bornée (i.e. telle que il existe C >  0 vérifiant supa<x<6 |/(x)| < C) et 
5  G S. On pose

n

(1) I { f ) {S ,z u .-.. ,zn) =  Y ^ f(zi)6 i
i= 1

où Zi est un élément quelconque de l’intervalle ]xi-i,Xi[. La quantité (1) est appelée 
somme de Riemann de / .  Comme on le voit bien elle dépend évidemment du choix 
du couple (5,2$) où 5  G S et zs =  (2 1 , . . .  ,zn) g]xo, x i [x . . .  x]æn_i,æ n[. Soit S 
l’ensemble des couples (5,2s).

1.1. Définition. On dira que f  est intégrable au sens de Riemann (ou Riemann- 
intégrable)  si la famille / ( / ) ( 5 ,  zs ) (paramétrée par (5, zs) G S) a une limite dans 
R quand le diamètre de S tend vers 0. Cette limite est alors appelée intégrale de 
Riemann de f  sur Vintervalle [a, 6], on la note

[  f(x)dx.

Rappelons quelques propriétés des fonctions Riemann-intégrables sur [a, b] ; nous 
les résumons dans la proposition qui suit.
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1.2. Proposition. Soient f  et g deux fonctions Riemann-intégrables sur [a, b] et 
a  £ R. Alors

i) f  +  g est Riemann-intégrable et f a ( /  +  g)(x)dx =  f a f(x )d x  +  f a g(x)dx,
ii) a f  est Riemann-intégrable et a f(x )d x  =  a Ja f{x )d x

Le. l ’ensemble des fonctions Riemann-intégrables sur [a, b\ est un espace vectoriel 
réel sur lequel l ’intégrale est une forme linéaire.

2. Lien avec l’ intégrale de Lebesgue
Soit S G S. On définit deux fonctions associées à /  de la façon suivante : pour 

tout i £ {1 , . . .  , n } soient

rrti =  inf f ( x )  et — sup f (x )
x Ç ] x i - i y X i [  x G ] x i - i y X i [

et posons

n n

/+ (* ) =  et f~ (x ) =
i= 1 i= 1

Alors f f  et sont deux fonctions étagées mesurables. On pose

n n

/ ( / f )  =  et / ( / f )  =
i= 1 i=  1

Les quantités / ( / £ )  et / ( /+ )  sont appelées respectivement somme inférieure de 
Darboux et somme supérieure de Darboux de /  relativement à la subdivision S de 
[a, 6]. On a évidemment

(2) I ( f * ) < I ( f ) ( S ,z s ) < / ( / | )

pour tout 2 s avec S fixée. Posons

/ _ ( / )  =  supI ( f î )  et /+ ( / )  =  in f / ( / f ) .
S 5

On démontre alors, à partir de l’inégalité (2), le

2.1. Théorème. La fonction f  est Riemann-intégrable sur l’intervalle [a, b} si, et 
seulement si, / - ( / )  =  /+ ( / ) .

Ce théorème donne une autre définition de l’intégrale de Riemann. Celle-ci 
permet de caractériser les fonctions qui sont Riemann-intégrables et de donner le 
lien avec l’intégrale de Lebesgue. Comme d’habitude À sera la mesure de Lebesgue 
sur [a, b] et pour toute fonction mesurable /  : [a, b] — > R intégrable ou dont 
l’intégrale vaut +oo ou — oo on notera

[  f(x)d\(x)
J[a,b]
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son intégrale de Lebesgue pour la distinguer de son intégrale de Riemann

quand elle existe.
Soit /  : [a, b] -  

pose
R une fonction bornée. Pour tout e >  0 et tout x G [a, 6] on

et

f+ (x ) =  su p {/(z ) pour z € [a,6]fl]x — e, x +  e[}

f i ( x )  =  in f{/(z ) pour 2  G [a, 6]n]æ — e, x +  e[}.

Pour x  fixé /+  décroit et / _  croit quand e décroit. On a d’autre part pour tout 
e >  0 et tout x  G [a, b] :

f t ( x )  <  f ( x )  <

On définit maintenant deux fonctions /+  et / _  sur [a, 6] par

f+ (x )  =  inf f l ( x )  et f - ( x )  =  sup f i ( x ) .
£—>0

Les fonctions /+  et / _  sont appelées respectivement la fonction inférieure de 
Baire et la fonction supérieure de Baire associées à / .

2.2, Proposition. La fonction f  est continue en x E [a, b] si, et seulement si,
f+ (x ) =  /-(* )•

La démonstration est assez facile et est laissée au lecteur. □

2.3. Proposition. Les fonctions /+  et / _  sont mesurables.

Démonstration. Nous la ferons pour /_  ; elle est la même pour /+ . Soit (Sk)keN* 
une suite de subdivisions {x§, x\, . . .  , x kk}  de l’intervalle [a, b] telles que

lim
k—>+00

max (a;̂ , 1 — x^)
0<i<nk- V  1+1 1 '

=  0.

Posons (pour tout A: G N* et tout * =  0 ,. . .  , nfc — 1) :

et

m!l =  inf m

(3)
nk — 1

hk =  mk l ]sfia
2=0

f + l [

La fonction hk est étagée mesurable. Pour montrer que / _  est mesurable, il 
suffit de montrer que hk tend vers / _  en tout point du complémentaire dans [a, b]
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du sous-ensemble N  =  Ufc.nJ^nJ <lui est dénombrable (donc de mesure nulle). 
Soit x € [a, b] -  N  ; alors il existe un ik G {0 ,1 ,. . .  , nk — 1} tel que x  €]®&, a£+ i [. 
Soit e >  0 tel que ]x — e, x +  e [c ]x kk, %ik+i [• a

hk(x) m

< f i ( x )

< /-(*)

c’est-à-dire que pour tout k G N*, hk(x) < f - { x ) .  Soit a un réel tel que a < f - ( x ) .  
Alors comme f —(x) =  sup£ il existe s > 0 tel que fL {x ) >  a. D’autre part il
existe ko entier tel que

k > k0 =*■ x e  [X&, 4 fc+i] c )x ~ £ ,x  +  e[

car

Donc

lim ( max (xk+1 -  x k) ) =  0.
k— > + o o  —  1 J

mk =  hk(x)
=  inf f ( z )

>  i n f  -f(z)z€]x—£}x+e[

=  £ ( * )

On a donc établi que pour tout réel a vérifiant a < f - ( x ), il existe un entier k , 
k > k0 tel que hk(x) >  a. Ceci montre bien que hk{x) —> f - ( x )  puisque pour tout 
ky hk(x ) <  f - ( x ) .  □

La proposition qu’on vient d’établir va nous permettre de démontrer un théorème 
important caractérisant une fonction Riemann-intégrable sur un intervalle [a, b] et 
le lien avec l’intégrale de Lebesgue.

2.4. Théorème. Soit f  : [a, 6] — > R une fonction bornée. Alors f  est Riemann- 
intégrable siy et seulement si, elle est presque partout continue.

Démonstration. La suite hk tend presque partout vers /_ .  D ’autre part pour tout k , 
1**1 < ll/IU  < +oo où H/lloo =  supa.€[a|t] \f(x) \ puisque /  est bornée. La constante 
Il/Hoo est Lebesgue-intégrable puisque [a, b] est de mesure finie. Le théorème de la 
convergence dominée montre alors

/ hk(x)d\(x) k̂ °  f  f-(x )d \ (x ).
J[a,b) J [a,b}

Mais
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n nfc- 1

/  hk(x)dX(x) =  ^ 2  mi ( xi+1 ~  x ï)  =  I ( f ~ )
•'laM i=o

où / ( /£ * )  est la somme inférieure de Darboux relativement à la Sk qui est la 
subdivision { xq, . . .  , x kk}. On a donc

/ ( / £ “ ) fĉ ° °  [  f-(x )d \ (x ).
J [a,b]

De façon similaire on montre que I ( f+ k) J" f + (x)dX(x). On obtient donc

(4) / ( / £  ) -  / ( / £  )Sk\ k—>+oo [  (f+ (x ) -  f - ( x ))dX{x).
J[a,b)

Comme /  Riemann-intégrable équivaut à limfc_> +oo(I(f+°) — I ( f - k)) =  0, /  est 
Riemann-intégrable si, et seulement si,

/
•/Mi

(f+ (x ) -  f - ( x )) dX(x) =  0

qui est encore équivalent à /+  =  /_  presque partout puisque / + —/_  est une fonction 
positive. Cela signifie (d’après la proposition 2.2.) que /  est Riemann-intégrable 
si, et seulement si, /  est continue presque partout. □

De ce théorème on peut tirer le

2.5. Corollaire. Soit f  : [a, b] — *
elle est Lebesgue-intégrable et

> R bornée. Alors, si f  est Riemann-intégrable, 

[  f(x )d x  =  f  f(x)d\(x).
«J  cl «/ [o ,6 ]

La réciproque de ce corollaire est en général fausse comme nous allons le voir sur 
l’exemple qui suit.

2.6. Exemple

Soit /  : [0,1] — > R la fonction définie par

si x  G [0,1] fl Q 
sinon

Alors il est facile de voir que les sommes de Darboux de /  relativement à n’importe 
quelle subdivision S de [0,1] sont données par / ( / ? )  =  0 et / ( / f  ) =  1. Par suite 
/  n’est pas Riemann-intégrable. Mais comme /  est mesurable étagée sur [0,1] qui 
est de mesure finie, elle est Lebesgue-intégrable. □



S O L U T IO N S  D ES  E X E R C IC E S

Chapitre préliminaire

Exercice 0. 3.1
i) L’application d - .V x V  — > R+ n’est rien d ’autre que la distance euclidienne 

dans le plan.
Montrons que d! est une distance sur V. La symétrie d'(M ,N ) =  d'(N ,M ) 

est immédiate ainsi que d'(M, M ) =  0. Soient M ,N  G V  distints. Alors l’un 
d’eux au moins est différent de O (par exemple M ) ; comme d est une distance 
on a d (M ,0 ) >  0 et donc d '(M ,0 ) >  0 ce qui prouve la propriété de séparation. 
Montrons l’inégalité du triangle. Soient M, N  et P  G V  ; on a

d'(M, N) =  d(M, O) +  d(N, O)
< d(M, O) +  d(P , O) +  d(P, O) +  d(N, O)

=  d'(M ,P) +  d'(P,N).

ii) Soit (Mk)k>i une suite de Cauchy dans (P, d1). Alors pour tout e >  0, il 
existe Ne G N tel que k,£ > Ne = >  d'(Mk,Me) <  e. Ce qui implique que (Mk) 
stationne à partir d’un certain rang ou que d(M k,0) < e pour k > Ne ; dans le 
premier cas la convergence est évidente et dans le second, la suite (Mk) converge 
vers le point O pour d. Comme d!(Mk, O) =  d(Mk, O), (Mk) converge vers O pour 
d1. L’espace métrique (V,d') est donc complet.

iii) De manière évidente la suite (Mk) avec Mk =  (1, ^), k >  1 converge pour d 
vers le point Mo =  (1,0). Mais pour d 'cette suite n’est même pas de Cauchy ; en 
effet pour tous k, l G N* on a

d'(Mk, Me) =  d(Mk, O) +  d(Me, O)

=  ^Jl + ¥  +  \ l 1 + h
>  2.

On peut donc dire que les distances d et d1 ne sont pas équivalentes. □

Exercice 0. 3.2
Les propriétés de symétrie et de séparation pour d\ découlent trivialement du 

fait que d est une distance. Pour montrer que d\ vérifie l’inégalité du triangle nous 
allons d ’abord montrer que si a, b et c sont trois nombres réels positifs tels que 
a < b  +  c alors on a

a „ b c-------  “C -------  -|- -------.
l + < 2  1 -\- b 1 ~f- c
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Pour fixer les idées on va supposer que c < b (qui n’est nullement une restriction). 
On a a +  ab <  (6 +  c) +  a(b +  c) i.e. a (l +  6) < (1 +  a)(6 +  c). En divisant les deux 
membres de cette inégalité par le nombre strictement positif (1 +  a )(l +  b) et en 
tenant compte du fait que c < b on obtient

a ^ b +  c ^ b c
1 H-a  1 +  6 1 +  6 1 +  c

Soient x ,y  et z trois éléments de X . En appliquant l’inégalité qu’on vient d’établir 
aux trois nombres réels popsitifs a =  d(x,7/), b =  d(x,z) et c — d(z,y), on obtient

di(x ,y) < d i(x }z) +  di(z,x).

Le fait que d2 soit une distance est trivial à établir.

Montrons que les distances d\ et d2 sont uniformément équivalentes à d. Pour 
cela il suffit d ’établir la bicontinuité uniforme des applications identités

i : (X, d) — ► (X, di) et j :  (X, d) — ► (X, d2).

i) Comme, pour tous x ,y  G X , di(x,y) <  d(x,y), i est lipshitzienne et donc 
uniformément continue. Démontrons la continuité uniforme de l’application i~l : 
(X, d\) — ► (X, d). Il faut donc montrer que, pour tout e >  0, il existe rj >  0 tel que 
pour tous x>y G X  on ait di(x,y) <  77 ==> d(x,y) < e. Si on se donne un nombre 
e > 0 on peut vérifier aisément qu’il suffit de prendre 77 =

ii) On a toujours d2(a;, y) < d(x, y) pour tous x, y G X  ; donc j  est uniformément
continue. Démontrons que j~ x est uniformément continue. Soit e >  0 et prenons 77 
tel que 77 < in f{l,e }. Il est alors clair que d2(x ,y) <  77 ==>> d(x,y) <  e . Donc j  est 
uniformément bicontinue. □

Exercice 0. 3.3
i) Soit An un ouvert de X n. Alors tt~1 (An) =  X\ x . . .  x X n_i x A n x X n+i x . . .  

qui est un ouvert de X  pour T. Pour tout n G N*, la projection 7rn : X  — ► X n est 
continue.

Soient A un ouvert de X , xn G 7rn(A) et x G X  tel que 7rn(x) =  xn. Comme A 
est ouvert, pour chaque n G N*, il existe un ouvert An de X n tel que xn G An et 
A D rin>i An- Par conséquent 7rn(A) D An. L’ensemble 7rn(A) est donc ouvert car 
voisinage de chacun de ses points. Ce qui montre que 7rn est ouverte.

ii) Soit S une topologie sur X  pour laquelle les projections 7Tn sont continues. Il
est clair que S contient toutes les parties Yiien* ^  =  Xi sauf au plus pour un
indice n G N* pour lequel fîn =  An ouvert de X n ; et donc toutes leurs intersections 
finies qui sont les parties de la forme YlieN* ^  avec

ft i =
An. pour i =  n,-, j  =  1 ,...  , k 
Xi sinon

(Anj ouvert de X n.) ainsi que les réunions (quelconques) de parties de ce type. 
Donc S contient T.

iü) Soient x G X  et e > 0. Alors B(x, e) =  {(yn) € X  : £ d n(xn,yn) <  e }  .
Comme la série ^  est convergente (de somme 1) il existe N e  N* tel que
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OO

£
n =N +l

Soit T] = e -  J2^Ln +i z* >  0- Alors la partie

N

P [ B(xn,rj) x  J J  X n
n= 1 n>N

est contenue dans B (x,e). En effet, soit y G X  tel que dn(xn,yn) < t] pour 
n =  1 ,... , N. Alors

N i 00 1
d(xfy) =  ^ ' — dn(a!n>2/n) "H ^ ' —  dn(xn,yn)

71=1

AT
n = 7 V + l

1 ^  1

^  ̂x v on ^  ̂ 2 n
n = l  n = N + l

< T] +  £ “  T]
< e.

iv) Il découle de iii) que pour tout point x E X , tout voisinage de x  pour d est 
un voisinage de x pour T. Donc T  est plus fine que la topologie Td définie par d. 
Mais comme pour tout n G N*, dn < 2nd, Td rend continues toutes les projections 
7rn ; donc Td est plus fine que T. Par suite T  =  7 .̂

v) Si f  : Y  — > X  est continue, 7rn o /  : Y  — ► X n est continue pour tout 
n G N*. Inversement supposons que pour tout n G N*, 7rn o /  soit continue. Soit 
S la topologie la plus fine sur X  rendant continue /  : ses ouverts sont les imagés 
par /  des ouverts de Y . Cette topologie rend en particulier continues toutes les 
projections nn car si An est un ouvert de X n, f ~ l (n~l (An)) =  (7rn o / ) -1 (An) 
est ouvert (7rn o /  est continue). La topologie S est donc plus fine que T. Comme 
/  : Y  — > (X ,S ) est continue, il en résulte que /  : Y  — ► (X, T) l’est aussi.

vi) Supposons X n complet pour tout n G N*. Soient (xfc)fc>i une suite de Cauchy 
dans (X ,d). Pour tout e > 0, il existe N  G N* tel que

w i
k J > N  = ^ Y , ^ l d̂ Xn'Xn ) < e-

71=1 ^

Ce qui implique que, pour tout n G N*, dn(xk, x en) < 2ne i.e. si on fixe n € N*, 
la suite (æ£)fc>i est de Cauchy dans X n. Comme X n est complet, (æ£) converge 
(quand k —y +oo) vers un élément xn € X n. Soit s le plus gand entier tel que 
2ae <  1 et posons C  =  2a ; alors

(k > N) =>■ Vn G N*, dn(x£, xn) <  Ce.

Les limites xn définissent un élément x =  (xn)n de X . Montrons que (xk) converge 
vers x  dans X . On a, pour k > N
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00 i
d(xk,x ) =  ^ 2 — dn(x* ,x n)

n=l Z

°° 1< Ce ÿ  = Ce.t—* 2nn=l
L’espace métrique (X, d) est donc complet. □

Exercice 0. 3.4
La fonction f ( x )  =  x*  est clairement continue. Comme [0,1] est compact, 

elle est uniformément continue. Elle sera lipschitzienne s’il existe un nombre réel 
k >  0 tel que, pour tous x, y G [0,1], on ait |/(x) -  f(y)\ < k\x -  y\. Ceci im
plique en particulier que la quantité est bornée (par k) sur l’ensemble
{(*> y) € [0,1] x [0,1] : x ±  y}. Or

| / ( * ) - / ( 0 )| _  |/(x)|
\x ~ o| W

x  G]0,1]

ne l’est pas dès que n >  2. Donc /  ne peut pas être lipschitzienne. □ .

Chapitre I

Exercice I. 6.1
Soit x G (UneN ^ n )C' Alors x  ^ UneN An, donc pour tout n G N, x  G et par 

suite x  G flneN An- Inversement si x G f|neN A£, ü n’appartient à aucun des An 
donc n’appartient pas à leur réunion et par suite x  G (U neN An)C- D ’où

( u anl = n j4«-
\ n e N  /  n e N

C e t t e  f o r m u l e  n o u s  d o n n e  f l n e N  A n  =  (U n e N  An) ° e t  d o n c

( fl = U An-
\ tiGN /  nGN

□
Exercice 1.6.2

i) On a C C b(C) ; donc a(C) C a(b(C)). D ’autre part, comme a(C) est une tribu 
elle est aussi une algèbre de Boole et donc a(C) D b(C) et par suite a(C) D a(b(C)). 
On a donc montré que cr(C) =  a(b(C)).

ii) Il est évident qu’une tribu est une classe monotone. Inversement supposons 
que l’algèbre de Boole A  soit une classe monotone. Soit (An)nen une suite d’éléme
nts de A  et posons Bn =  IJk<nAk- Alors la suite (Bn) est croissante et vérifie 
{Je^ B n =  UnGN An- Comme Â est une classe monotone, Un<=N̂ ™ es  ̂ un élément
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d e  A. F i n a l e m e n t  c o m m e  A  e s t  f e r m é e  p a r  p a s s a g e  a u  c o m p l é m e n t a i r e  e t  q u ’ e l le  

c o n t i e n t  f i  e t  0 , e l le  e s t  u n e  t r i b u .  □

Exercice 1.6.3
O n  a  0 = ] o i ,  a i [ x  . . .  x ] a n , an[ o ù  a i , . . .  , an s o n t  d e s  r é e ls  q u e l c o n q u e s  e t  Rn e s t  

le  p r o d u i t  c a r t é s i e n  d e  n e x e m p l a i r e s  d e  P in t e r v a le e  ] — o o , + o o [  ; d o n c  0 , R n  G S. 
D a n s  R l ’ i n t e r s e c t i o n  d e  d e u x  in t e r v a l l e s  e s t  e n c o r e  u n  in t e r v a l l e  ; s o i e n t  I\ x . . .  x  In 
e t  J i  x . . .  x  Jn d e u x  é l é m e n t s  d e  S ; a l o r s  le u r  i n t e r s e c t i o n  e s t  I\ f l  J\ x  . . .  x  In f l  Jn ; 

c ’ e s t  d o n c  e n c o r e  u n  é l é m e n t  d e  S. S o i t  I  u n  in t e r v a l l e  d e  R ; a l o r s  le  c o m p l é m e n t a i r e  

d e  I  e s t  a u  p lu s  l a  r é u n io n  d e  d e u x  in t e r v a l l e s  ; o n  a  a lo r s

( i l  x  . . .  X  / n )  =  |^J J\ X  . . . X  Jn

o ù  l a  r é u n io n  p o r t e  s u r  t o u s  le s  p r o d u i t s  c a r t é s i e n s  J\ x  . . .  x  Jn a v e c  Jk =  h  o n  / £  

e t  l ’ u n  a u  m o i n s  d e s  f a c t e u r s  d u  p r o d u i t  e s t  d u  t y p e  I£ . O n  v o i t  a l o r s  f a c i l e m e n t  q u e  

(h x  . . .  x  In)c e s t  e n c o r e  u n  é l é m e n t  d e  S. L a  f a m i l l e  S e s t  d o n c  u n e  s e m i - a l g è b r e  

d e  B o o l e .  □

Exercice 1.6.4
i )  F i x o n s  i G I  e t  s o i t  Bi G Ai ; a l o r s  iï^l(Ai) e s t  d e  l a  f o r m e  n  Bj o ù  t o u s  le s  

Bj s o n t  é g a u x  r e s p e c t i v e m e n t  à  Clj s a u f  Bi q u i  e s t  é g a l  à  Ai ; 7 r ~l (Ai) G S e t  d o n c  

7Ti e s t  m e s u r a b le .

i i )  S o i t  B u n e  t r i b u  s u r  f i  p o u r  l a q u e l l e  le s  p r o j e c t i o n s  71** s o n t  m e s u r a b le s .  I l  

e s t  c l a i r  q u e  B c o n t i e n t  t o u t e s  le s  p a r t i e s  Yljei Bj o ù  Bj =  Clj s a u f  a u  p lu s  p o u r  

u n  i n d i c e  i  G /  p o u r  l e q u e l  Bi = Ai é l é m e n t  d e  Ai e t  d o n c  le u r s  c o m p l é m e n t a i r e s  

q u i  s o n t  e n c o r e  d e s  p a r t i e s  d e  c e t t e  f o r m e ,  a in s i  q u e  le s  r é u n io n s  d é n o m b r a b l e s  d e  

p a r t i e s  d e  c e  t y p e .  D o n c  B c o n t i e n t  A.
iii) Si /  : E  — ► Cl est mesurable, 7Ti o /  : E  — > Cli est mesurable pour tou i G I.

Inversement supposons que pour tout i G / ,  71** o /  soit mesurable. Soit C la plus 
grande tribu sur fî rendant mesurable /  : ses éléments sont les images par /  des 
éléments de B. Cette tribu rend en particulier mesurables toutes les projections 
7Xi car, si Ai est un élément de Au f ~ l (7r” 1(Ai)) =  (7r* o / ) _1(Ai) est un élément 
de B (7Ti o /  est mesurable). La tribu C contient donc A  et par suite l’identité 
(fî,C) — ► (fi, A) est mesurable. Comme /  : (E, B) — ► (fi,C) est mesurable, il en 
résulte que /  : (F?, B) — > (fi, *4) l’est aussi. □

Exercice I. 6.5
i )  L a  t r i b u  B ®  B e s t  a u s s i  la  t r i b u  b o r é l i e n n e  d e  E  x  E m u n i  d e  la  t o p o l o g i e  

p r o d u i t  ( q u i  e s t  a s s o c i é e  à  u n e  m é t r i q u e ) .  D a n s  u n  t e l  e s p a c e  la  d i a g o n a l e  e s t  

t o u j o u r s  f e r m é e ,  d o n c  u n  é l é m e n t  de B ®  B.
i i )  S o i t  h : f i  — ► E x E  l ’ a p p l i c a t i o n  d é f in i e  p a r  h(u>) = (f(u)yg(u>)) ; h e s t

c l a i r e m e n t  m e s u r a b l e  e t  l ’ e n s e m b le  { a ;  G f i  : f(u) =  g(u>)} n ’ e s t  r i e n  d ’ a u t r e  q u e  

h~1(A )  ; c ’ e s t  d o n c  u n  é l é m e n t  d e  A . □

Exercice 1.6.6
S u r  R =  R U  { — 0 0 ,  + 0 0 }  o n  c o n s i d è r e  la  t r i b u  B^ = Bu U  Bq o ù

Bq =  {B  U  { — 0 0 } ,  B  U  { + 0 0 } ,  B  U { — 0 0 , + 0 0 }  : B  G Ær } .
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Alors on peut étendre facilement l’assertion ii) du théorème I. 5.3 à une suite 
de fonctions sur fl à valeurs dans IR. On démontrerait alors que lim sup(/„) et 
lim in f(/n) sont mesurables. L’ensemble E  des lj £ ü  tels que ( /n(u>)) converge dans 
R n’est alors rien d’autre que (lim sup(/n) =  lim in f(/„)} D {| limsup(/n)| < + 0 0 } 
qui est donc un élément de A. □

Chapitre II * il

Exercice II. 5.1
i) Soient (An) une famille dénombrable de parties de fl, deux à deux disjointes 

et posons A  =  (Jn>o An-
1er cas : A est finie. On a : A =  Ani U . . .  U Ank. Par suite |A| =  J2j=i IAnj |- 

Si Ik — {n i, ••• , nk}, le cardinal de A est égal à celui de (Jn€/ fc An et donc

m(A) =  ^ 2  m (An) =  ^ 2  m (An)-
nelk n>0

2ème cas : A est infinie. Alors il existe au moins no tel que Ano soit infinie ou
il existe une sous-famille infinie de (An) de parties de fl toutes non vides. Dans les 
deux situations on a + 0 0  =  m(A) =  J2n>o m (An), i-e- m est a-additive. D’autre 
part elle est égale à 1 sur les singletons ; par suite non constante avec la valeur + 0 0 . 
C ’est donc une mesure.

ii) Supposons fl dénombrable. On peut l’écrire : fl =  Ura> i(a;« }- Comme
m ({(jn}) =  1, m est cr-finie. Inversement si m  est a-finie, il existe une suite (An)n>i 
dans 'P(fl) telle que fl =  U n>iAn m (An) =  an € R. Alors An est finie ; par 
suite fl est dénombrable car réunion dénombrable de parties finies. □

Exercice II. 5.2
i) Pour tout ensemble E, on note \E\ son cardinal. On a toujours |A O -B|) < 

inf(|A|, |B|) donc m (A  O { l , . . .  ,n } )  <  |A|. Si donc A  est finie \̂A\ — > 0 quand 
n tend vers + 0 0  ; par suite fi(A) =  0.

ii) Dire que fi est finiment additive, c ’est dire que pour toute famille finie (An) 
dans A  avec Ai C\Aj =  $ pour i ^  j ,  on a fi(Ai U . . .  U An) =  ^ " =1 fi(Ai). Soient 
{A i)i-it.,.}k une telle famille, A =  Ui=i Ai posons Bi =  Ai fl { l , . . .  ,n }  Alors 
A fl { l , . . .  , n }=  (Ji=1 Bi et les Bi sont deux à deux disjoints. D’où

k
| A n { l , . . . ,n }|  =  £ | fîi|

i=1

c’est-à-dire fi(A) =  Yli=i m(^ î)- Ce qui montre que fj, est finiment additive.
iii) Pour tout n € N soit An =  {n } . Alors An fl Ap =  0 pour n p et

N =  (Jn>o An- D’après la question i) on a n(An) =  0 mais m(N fl {1 , . . .  ,n } )  =  n 
et donc n(An) =  1. La <r-additivité n’est donc pas satisfaite. □

Exercice II. 5.3
L’ensemble E f  est fini. En effet, s’il ne l’était pas il contiendrait une partie 

infinie dénombrable A  =  {wi,u>2 , •••,}• Si Ak =  {u>i,. . .  ,u>k} on a
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M 4 t) =  Ê r t t o »  >  ;
1 ™3 =  1

Comme (Ak) tend en croissant vers A, (/i(Ak)) tend en croissant vers /i(A). Par 
suite ^(A) =  + ° °  et donc ^(E^) =  +oo puisque A C E f. Mais ceci est impossible 
car E ? C f2* et /x(fîi) < +oo. La partie E f  est donc finie.

Pour finir il suffit de remarquer que E =  {Ji n E^ i.e. E  est réunion dénombrable 
de parties finies, donc il est dénombrable. □

Exercice IL 5.4
Pour montrer que fi est une mesure, il suffit de montrer que fi est non constante 

avec la valeur +oo, qu’elle est additive et que si (Bk) est une suite dans A  qui tend 
en croissant vers B ) alors fi(Bk) tend en croissant vers fi(B).

i) On a /i(0) =  lim/in(0) =  0 ; donc n est non constante avec la valeur +oo.
ii) Soient B yC e  A  tels que B fl C =  0. Alors

n(B  U C) =  lim/in(B  U C)
=  lim (fJLn(B) +  fJLn(C))
=  lim fin(B) +  lim \in (C )
=fj,(B) +

Ceci démontre que est additive.
iii) Soit (Bk) une suite dans A  qui tend en croissant vers B . Pour tout n et tout k 

on a fJ>n(Bk) < fjLn(Bk+1 ) ; en passant à la limite sur n, on obtient n(Bk) < n(Bk+i) 
i.e. la suite (fi(Bk))keN est croissante. Pour montrer qu’elle tend vers fJ>(B) on 
distinguera deux cas : n{B) < +oo et //(-B) =  +oo.

1er cas : /i(B) <  +oo
Supposons que (ii(Bk)) ne tend pas vers fi(B) i.e. il existe e >  0 et une sous- 

suite (Bi) de (Bk) tels que |/J>(Bt) — /jl(B)\ > e pour tout t. Alors pour tout n on 
a

\n(Bt) -  fJin(Be)I +  IfJm(Bi) -  Hn(B)\ +  IfJm(B) -  fl(B )I >  e 

car

\l*(Bt) -  n(B)\ > e.

L’un au moins des trois termes du premier membre doit être supérieur ou égal à |. 
Ce n’est ni le premier ni le troisième en raison de la convergence de \in vers /i. Ce 
serait forcément le second ; mais ceci ne saurait se produire pour tout n, puisque 
Un est une mesure et doit donc vérifier la propriété de convergence monotone.

2ème cas : fa(B) =  +oo
Montrons que fi(Bk) tend en croissant vers +oo. Supposons le contraire i.e. la 

suite n(Bk) est bornée par a > 0. On a fi(Bk) < ol pour tout k. Comme, pour 
tout n, iin(Bk) < n(Bk), on aura finalement, pour tout couple (n, A;), nn(Bk) < oc 
et donc ii(B) < a  ; ce qui est une contradiction.
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On a finalement montré que l’application fj, : A  — > R+ est une mesure sur
(SI, A). □
Exercice II. 5.5

Comme Ck tend en croissant vers H  quand k tend vers +oo, la suite (A(Ck)) 
tend en croissant vers A (H).  Mais A (Ck) =  (2k)n~1 x 0 =  0 donc A (H)  =  0 et par 
suite la mesure de Lebesgue d ’un hyperplan de R" ou toute partie contenue dans 
un hyperplan est nulle. □

Exercice II. 5.6
Posons n =  et vn =  En=o an^n- .Alors vn est une suite de mesures

qui tend en croissant vers l’application n : A  — > R+ ; d’après l’exercice II. 5.4, fi est 
une mesure. D’autre part on a clairement fi(Sî) - X ^ ^ a n/Lin(0 ) =  a« =  1 
donc fi est une probabilité sur A. □

Exercice II. 5.7
Pour tout AT € N et tout A  G A  on pose p n (A) =  J2n=o an^-A{^n) ; alors un 

n’est rien d’autre que le barycentre des mesures de Dirac éWl, . . .  , 6WN affectées 
des coefficients a i , . .. , ün qui est donc une mesure. La suite un est croissante ; 
d’après l’exercice II. 5.4, sa limite fj, est une mesure. Enfin n(SÏ) =  °nMn(^) =

an est donc < +oo et qui montre bien que (i est finie. Inversement soit n 
une mesure finie sur A. Posons an =  p({uin}). Alors la série an converge (sa 
somme est et on a clairement pour tout A € A, fJ-(A) =  ûnl.4 (<*>«)• □

Chapitre III * ii)

Exercice III. 6.1
Î) 0n  a ijo,+oo[/"dA =  J]01+oo[n1[n.2n]dA =  £A([n,2n]) =  1. Donc, pour tout 

n G N*, la fonction f n est intégrable.
ii) Pour tout n € N*, on a : sup|/n| =  ^ — > 0. La suite ( /n) converge donc 

uniformément vers 0 mais la suite des intégrales respectives ne converge pas vers 
l’intégrale de 0 (qui est bien sûr 0). □

Exercice III. 6.2
Pour tout n G N*, la fonction f n est intégrable d’intégrale

f n(x)dX(x) =  n ( “ “ “ ) =  1-

Soit x € [0,1]. Si x  =  0 on a / n(x) =  0 pour tout n G N* ; si x ^  0 il existe N e  N* 
tel que < x, donc f n(x ) =  0 pour tout n >  N. Dans tous les cas ( /n) converge 
simplement vers 0. Et évidemment la suite ( /  f n) ne converge pas vers 0. □

Exercice III. 6.3
Les égalités f n +  f  =  sup( /„ ,  / )  +  in f(/„, / )  et \ f n - f \ =  sup( /„ ,  / )  -  in f(/„ , / )  

sont évidentes ; leur vérification est laissée au lecteur. Elles nous donnent

| /n - /| = / « + / - 2 i n f ( /n, /) .
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Posons gn =  in f ( / „ , / )  ; alors (gn) converge presque partout vers /  et pour tout 
n G N on a gn <  /• Comme /  est intégrable le théorème de Lebesgue nous dit que 
la suite ( fQ gn) tend vers Jn f .  On a alors

[  |/n ~ f\dn = [  fndu + [  fdfj, - 2  [  gndfj,. 
J Çï J Çï J Çï J.Çï

D’où limn_ +oo Jn | fn ~ f\dn =  0. □
Exercice III. 6.4

Soit fî = ]0 ,1] muni de la mesure de Lebesgue À qui est finie. Soit /  : fl — > IR la 
fonction f ( x ) =  j  ; pour tout n G N*, on pose

fn(x)
f (x )  si i  <  x <  1 
i  si 0 < x <  i

Il est clair que ( /n) est une suite de fonctions positives convergeant simplement vers 
/ .  D ’autre part f n est intégrable d’intégrale f Q f n(x)d\(x) =  1 +  lnn qui tend vers 
+ 0 0  qui est la valeur de f Q f(x)d\(x). Mais f Q \fn — f\d\ =  + 0 0  pour tout n G N* 
et par conséquent (f n) ne converge pas vers /  pour la norme || ||i. □

Exercice III. 6.5
Supposons d’abord /  positive. Pour tout e > 0, il existe une fonction étagée 

positive tp =  Y^k= 1 ak̂ -Ak (avec > 0) intégrable et telle que (p <  /  et f Q f —f n <P ^ 
€. On pose A =  UOfc>0 Ak ; il est facile de voir que =  Y2ak>o <  + 0 0  et 
/n  V  =  Sa V- Comme f Qf  = f A f  + JAc f ,  de l’inégalité f A(f  -  <p) + j A. f  < e on 
déduit / „  /  -  f A f  = f Ae f  < e.

Si /  n’est pas positive on peut l’écrire f  =  / + — / “  avec / + et f~  positives. 
D ’après ce qui précède, pour tout s >  0, il existe A+ , A~ G A  de mesure finie tels 
que

X /+- L /+s§ et /„r - t r 4

Posons A = A+ U A~ ; on peut voir facilement qu’on a aussi

J r - f r * ?

D’où

1/ /  / H / V - n -  / (/+- n |
\Jci J A  I \JSi J A  I

H(/n/+- / / +) - ( X r - / . r )
< ( / / + -  /  f +) + ( /  r  -  /  r  )

\Jn J a  J \Jn J a  J
<£.

Ce qu’il fallait démontrer. □
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Exercice III. 6.6
i) Soit A =  {u  G Ü : f (u )  >  1}. Alors |/|p =  l A\f\p +  U A f ?  < U\f\p +  1. 

Comme sur A  on a f  >  1 on a 1a |/|p <  I.4 I/I9 pour p < q et par suite |/|p < 
lyi|/|9 +  1 qui donne f n |/|p < f a |/|9 +  p(ü). Si /  est dans Cq, elle est dans Cp 
i.e. Cq C £p.

ii) Pour tout n G N* soit / „  la fonction l[<*n>i ] /  où (an) est une suite décroissante 
dans ]0 ,1] tendant vers 0. Alors / „  est intégrable et tend en croissant vers / .  On a

J fn =  1 -  Zy/ân tend vers J f  =  1.

Donc /  est intégrable. Un calcul immédiat montre par contre que le carré de /  ne 
l’est pas.

iii) Il est clair que g n’est pas intégrable. Montrons toutefois que son carré l’est. 
On a

J  \g(x)\2dX(x) lim / -4-dx71—>+00 ^] 1 >n] X2

1r r p

lim —n —>-foo L i
1.

iv) On n’a pas en général CP C Cq pour p < q et, si la mesure de fi n’est pas 
finie, on n’a pas l’inclusion Cq C Cp. □

Exercice III. 6.7
i) Soient E _ et E+ les parties de R définies comme suit

E _ — {f  G R : p ( { f  <  f})  — 0} et E+ =  {s  G R : m( { /  >  s}) — 0}*

Soient a G E -  et b G E+ ; alors comme p ( { f  <  a }) =  0 on ne peut avoir b < a ; 
donc a < b i.e. tout élément de E -  est inférieur à n’importe quel élément de E+. 
Ce qui donne m (f) <  M (f) .

ii) Comme g est intégrable et /  essentiellement bornée, la fonction fg  est intégra
ble. En plus on a presque partout la double inégalité m (f)g  < fg  <  M (f)g , qui 
donne bien la première formule de la moyenne

m (f) f  gd p <  f  fgdp < M (f )  f  gdp.
J Cl J Çl J Çl

Elle généralise celle connue pour l’intégrale de Riemann des fonctions continues sur 
un intervalle compact de R. □

Exercice III. 6.8
i) Soient t G R et Ât =  t +  i4 ; alors l^n 4 t(^) =  1a (x +  t ) l A{x )- Comme 

At n A  C A  on a < 1.4 et donc

f l A(x +  t ) l A(x)d\(x) < f  l A(x)dA(a:) =  A(A) < -l-oo
JR JR
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i.e. la fonction x \— > 7 (x,£) est intégrable pour tout t G R .
ii) Pour x fixé, la fonction £ G R  1— > y>e(x +  t)l>i(x) est continue et pour t fixé, 

x — ► <pe(x+ t)lA (x )  est intégrable car \(pe(x+t)lA (x)\  < |7 (x,i)| qui est intégrable 
d’après i).

Soient t G R  et (tn) une suite de réels convergeant vers t. Posons, pour tout 
n G N, <Pe(x) =  <p£(x +  tn)lA(x) ; alors

a) Vp™(x )\ — I-a(æ) pour tout x G R  ;
b) (x) converge vers </?e(x, t), pour x fixé, car est continue en t. Le théorème 

de convergence dominée implique alors que l’intégrale de tp™ (x) converge vers celle 
de (pe (x +  ï )1a (x) i't- h£(t) est continue en t.

iii) Calculons

\h(t) -  he(t)| = / 'y(x,t)d\(x) -  / ^e(æ + t)lA(a;)dA(a;)
i l  J ]R

< f  \lf(x9t) - (p e(x + t ) lA(x)\d\(x)
J R

< [  \1a (x + t) -  (pe(x+  t)\d\(x)
JR

< £.

Donc supt6K |h(t) — h£{t)\ < e. Ce qui implique que he tend uniformément vers h 
quand e tend vers 0. Par suite h est continue, car limite uniforme de fonctions 
continues.

iv) On a h( 0) =  fR 1a (x)1a (x)cI\(x) =  À (A). Comme h est continue et X(A) >  0, 
il existe 6 > 0 tel que, pour tout £ g] — <5, +5[, h(t) >  0.

v) Pour t G] — <5, +<5[, l’intégrale fR lA (x  +  t)lA(x)dÀ(x) est strictement positive ; 
la fonction intégrée est donc strictement positive en au moins un point (qui dépend 
de t) qu’on notera x*. Ce point est tel que 1 a (x +  t) > 0  et 1 a (x ) > 0 i.e. x t G A 
et x t t G A.

vi) D’après ce qui précède pour tout t G] — <5, +<5[, x t G A et x t + 1 G A ) donc 
t =  x t +  t — x t € A — A =  E \ autrement dit ] — 5, +S[C E. Ce qui montre que E 
est un voisinage de 0.

Comme on l’a remarqué dans l’énoncé du problème, ce résultat reste vrai même 
si A (A) =  + 0 0 .

vii) Supposons que F  contient un rationnel non nul r. Cela signifie que r =  x — y 
avec x G B e t î / G B ; x e t i /  sont donc équivalents (et différents) ; ceci contredit le 
fait que B  contient un et un seul élément de chaque classe d’équivalence. L’ensemble 
F  ne peut donc être un voisinage de 0.

viii) Soient r et r' des éléments distincts de Q tels que (r +  B) H (r' +  B) ^  0. 
Alors il existe x ,y  G B  tels que r +  x =  rf +  y ; d’où x — y =  r' — r. Ce qui implique 
que x ^  y et x équivalent à y. Contradiction puisque B  contient au plus un élément 
de chaque classe d’équivalence ; par suite (r +  B) fl (r' +  B) =  0. Tout élément 
z G R est dans une classe d’équivalence et une seule i.e. il existe un et un seul 
élément x G S  tel que z — x =  r G Q c’est-à-dire z E r +  B. Donc R =  UreQ(r +

ix) Comme B e  B  (c’est l’hypothèse qu’on a faite), (r +  B) G B  car l’application 
x 1— > x +  r étant continue est mesurable ; d’où, d’après viii),
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+oo =  A(R) =  ^  A(r> +  B).
r£Q

Il existe donc r € Q tel que A(r +  B) >  0. Comme A est invariante par translation 
on a A(r +  B) =  A(I?) ; ce qui montre que A (B) > 0.

x) D’après vi), F  =  B — B  est un voisinage de 0 ; mais cela contredit vii). 
L’ensemble B  n’est donc pas mesurable au sens de Lebesgue. □

Chapitre IV

Exercice IV. 6.1
i) Pour tout n € N*, on a de façon évidente : n in  <  f-  Ce qui donne 

J ^ n l^ d n  < f a fdp  i.e. n(N ) < £ fn fd/t.
ii) L’inégalité qu’on vient d’établir est vraie pour tout n E N* ; on en déduit que 

N  est de mesure nulle i  e. f  est presque partout finie.
iii) Supposons /x(M) =  0 ; alors pour tout n, on a JM (pndfjb =  0 ; d ’où I  =  0 et 

donc a fortiori I  < +oo.
Soit a un nombre réel stritement positif. On a lim lM̂ Pn La propriété

de Beppo-Levi entraine alors

lim /  lM<Pn > /  a lM > afi(M) 
n-+ ° °  Jn Jn

qui donne /x(M) < Cette inégalité étant vraie pour tout a >  0, il en résulte 
/i(M ) = 0 . □

Exercice IV. 6.2
La fonction /  n’est pas intégrable car sa valeur absolue |/| ne l’est pas. Soit 

üji G N ; alors est nulle sauf en deux points U2 et u/ 2  où elle prend la valeur 
—1 et +1 ; elle est donc intégrable d’intégrale nulle. Le même raisonnement vaut 
pour pour U2 G N. Le théorème de Fubini n’est donc pas applicable. □

Exercice IV. 6.3
i) La fonction /  est injective car, si x ^  x' alors x < x f ou x' < x. Et donc f ( x )  <

f(x ')  ou f (x )  < f(x ') .  Dans les deux cas f ( x )  ^  Soit y G K+. Comme
limx_>+0o =  + 0 0 , il existe a E R+ tel que 4>{a) >  y . L’image de l’intervalle [0, a] 
est exactement l’intervalle [0, (f>(a)] (car est strictement croissante). Le théorème 
des valeurs intermédiaires assure alors l’existence de x E R+ tel que y =  (/>(x). La 
fonction </> est bijective ; elle admet donc une fonction inverse 4>~l =  ÿ  strictement 
croissante.

ii) Il suffit de montrer que, si b ^  </>(a), alors on a une inégalité stricte

ab <  $(a) +  ^(&).

Nous ne donnerons pas de démonstration ; nous invitons le lecteur à bien examiner 
les dessins de la Fig. 7 et faire lui-même les calculs ( “un dessin dit toujours plus 
que mille mots” ).
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Fig. 7

iii) Si <(>(x) =  xp~l avec p > 1, alors il est clair que 0 est positive sur K+, 
strictement croissante et vérifie 0 (0 ) =  0 et lim ^+oo 4>{x) =  +oo. En outre ip(x) =  
x q~l où q est tel que  ̂  ̂ =  1. Par suite $ (x ) =  ^  et V (x) =  ^ . L’inégalité de
Young donne alors ab <  ^ . □

Exercice IV. 6.4
i) Pour tout p >  1 on a \<p\p < Comme p(Cl) =  1, la constante II^H^ est

intégrable et donc \<p\p l’est i.e. ip € Lp.
ii) L’inégalité de Hôlder appliquée aux fonctions /  =  |<̂>|* et g =  1 et aux nom-

t_

bres conjugués p =  f  et q =  j  donne Jn \(p\tdp < f a dp) ’  ||l||g c’est-à-dire
IMIt < |M|‘ qui montre bien que la fonction N : p € [l,+oo[i— ► ||(p||p est crois
sante au sens large.

iii) Soit (pn)neN* une suite convergeant vers po et posons =  \<p\Pn pour tout 
n € N. Alors la suite (0n) converge simplement vers tpo et est dominée par la 
fonction intégrable ||</?||£0 où k =  supn pn (qui existe car la suite (pn) est convergente 
donc bornée). Le théorème de Lebesgue appliqué à la suite (0 „) nous dit que

tend vers

c’est-à-dire N(p) tend vers N(po) ; ce qui montre que N  est continue. □

Chapitre V

Exercice V. 5.1
Montrons d’abord que pour tout n € N*, pn est une norme sur H. La seule 

propriété non immédiate est la séparation. Soit /  e  H  telle que pn( f )  =  0 ; 
/  est donc nulle identiquement sur le disque K n et donc partout puisqu’elle est 
analytique.

La suite croissante de normes (pn)neN définit une topologie sur H qui est la 
même que celle associée à la distance invariante par translation
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oo
d(f,g) =

n=0

1 Pn(f -  g) 
2n i +  Pn(f-g) '

P o u r  m o n t r e r  q u e  m u n i  d e  c e t t e  s u i t e  d e  n o r m e s ,  e s t  u n  e s p a c e  d e  F r é c h e t  i l  

s u f f i t  d e  m o n t r e r  q u ’ i l  e s t  c o m p l e t  p o u r  c e t t e  d i s t a n c e .  S o i t  (fk)keN u n e  s u i t e  d e  

C a u c h y  d a n s  H. P o u r  t o u t  n  G N *  e t  t o u t  k e N n o t o n s  la  r e s t r i c t i o n  d e  fk à  

K n. L a  s u i t e  ( /£)k e s t  d e  C a u c h y  d a n s  l ’ e s p a c e  d e  B a n a c h  C °(K n, C )  d e s  f o n c t i o n s  

c o m p l e x e s  c o n t i n u e s  s u r  K n m u n i  d e  l a  n o r m e  pn. E l l e  y  c o n v e r g e  d o n c  v e r s  u n  

é l é m e n t  f n t e l  q u e  p o u r  t o u t  n  G N *  l a  r e s t r i c t i o n  d e  / n+1 à  K n s o i t  é g a l e  à  f n. 
I l  e x i s t e  d o n c  u n e  f o n c t i o n  c o n t i n u e  /  : C  — > C  d o n t  l a  r e s t r i c t i o n  à  K n s o i t  

p r é c i s é m e n t . / 71. L a  s u i t e  (fk) c o n v e r g e  d o n c  u n i f o r m é m e n t  s u r  t o u t  c o m p a c t  K n 
v e r s  / .  M o n t r o n s  q u e  /  e s t  h o l o m o r p h e .  P o u r  c e l a  n o u s  a l l o n s  u s e r  d u  t h é o r è m e  

d e  M o r e r a  q u e  n o u s  a l l o n s  r a p p e l e r .

Soit O un ouvert de C .  On appelle chemin fermé dans O toute application 
continue 7  : [0 , 1 ] — > O telle que 7 (0 ) =  7 (1 ). Si f  : O — > C  est une fonction 
continue l intégrale de f  le long de 7  sera, par définition, le nombre complexe (dont 
Vexistence s ’établit de manière similaire à celle de l ’intégrale de Riemann d’une 
fonction continue sur un intervalle compact de R) :

f(z)d z  =  l im  ^ / ( C j ) ( 7 ( * j )  -  7 & - i ) )

J = 1
où 0 =  to < t\ <  . . .  < tn =  1 est une subdivision quelconque de [0 , 1  ], 6 =  
sup{|£j — t j - 1 |} et Çj un élément arbitraire de [ t j - i } tj\. Si f  est holomorphe alors 
pour tout chemin fermé 7  on a f(z)d z  =  0  (cf. [C a ] ) .

T h é o r è m e  d e  M o r e r a  : Si pour tout chemin fermé 7  de O, J' f(z)d z  =  0 alors 
f  est holomorphe sur O.

R e t o u r  à  l ’ e x e r c i c e . S o i t  7  u n  c h e m i n  f e r m é  d a n s  C .  A l o r s  i l  e x i s t e  n  G N * 

t e l  q u e  l ’ im a g e  d e  7  s o i t  d a n s  l ’ in t é r i e u r  d u  d i s q u e  K n. C o m m e  fk e s t  h o l o m o r 

p h e ,  le  t h é o r è m e  d e  M o r e r a  n o u s  d i t  q u e  J^fk(z)dz =  0 . E t  c o m m e  (fk) c o n v e r g e  

u n i f o r m é m e n t  s u r  K n v e r s  / ,  fk c o n v e r g e  u n i f o r m é m e n t  v e r s  /  s u r  7 .  D o n c

[  f(z)d z  =  l im  [  fk(z)dz =  0
J1 fc -> + oo  y 7

q u i  m o n t r e  b i e n  q u e  f  e s t  h o l o m o r p h e  s u r  C  d ’ a p r è s  le  t h é o r è m e  d e  M o r e r a .  

L ’ e s p a c e  H e s t  d o n c  c o m p l e t  e t  p a r  s u i t e  d e  F r é c h e t .  □

Exercice V. 5.2
i )  S i  l ’ u n  d e s  d e u x  n o m b r e s  a o u  b e s t  n u l  l ’ i n é g a l i t é  e s t  t r i v i a l e m e n t  v é r i f i é e .  

S u p p o s o n s  d o n c  ab >  0 . O n  a

lo g (a î> )  =  l o g a  +  l o g f t

=  -  l o g  ap +  -  l o g  bq 
p q

<  l o g
oP bq\
7 + 7) '
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car la fonction log est concave. En prenant l’exponentielle de chacun des deux
membres on obtient ab < +  —•.— p q

ii) L’inégalité cherchée est vérifiée de manière évidente si l’une des fonctions /  ou 
g est nulle /x-pp. Supposons donc que f  et g sont toutes les deux non milles /x-pp. 
En appliquant l’inégalité qui précède (en chaque point) aux fonctions positives

a = 1/1 et b —

on obtient £]_
\\f\\p\\9\\q

1

— pH/ÏT ilfirr* ^  en intégrant ês deux membres 

\\f\\P\\9\ûLl f9 l - p
f a l W . l  /nlffl9 1 , 1  , 

V M  P Q '
D’où ||/5 ||i < ||/Hp|M|9.

iii) Pour p =  1 , l’inégalité est immédiate. Supposons p >  1 . Alors q =  .
Comme /, g G Lp, f  + g G LP et donc (/  +  g)p~l G Lq. On a

f  \f +  9\P =  [  l /  +  5 M /  +  P r 1 < /  \ f\ -\ f +  9\p~1 +  f. \g\-\f +  9\p~1- 
Jti Ju Jn Jq

Et d’après l’inégalité de Hôlder

Ja \f +  9\p <  (  j f  l /lp)  ” ( j f  1/  +  5l(P_1)9)  '

+ (/„“ ')*
c’est-à-dire ||/+  s||£ < \\f\\P -\\f +  g\\$ +  \\g\\p-\\f +  9\Û qui donne ||/ +  s IIp * <
II/IIp +  IIp IIp- Mais comme p - \ = p  -  =  1 on a ||/ +  s||p < ||/||p +  ||s||p
qui est l’inégalité cherchée.

iv) L’application || ||p qui à /  G Lv associe ||/||P G R+ vérifie donc l’inégalité du 
triangle. Les propriétés de séparation et d ’homogénéité sont immédiates à établir. 
Ceci montre donc que || ||p est une norme sur l’espace vectoriel Lp.

v) Comme ( /„ )  est une suite de Cauchy, pour tout A: G N il existe un entier Nk 
tel que n,p > Nk =*> ||/n - / p||p < Ainsi, si on définit la suite d’entiers (nk)keN 
telle que pour tout k G N, nk > Nk, la suite (f nk)k vérifie

Ilfnk+i ~  fnk\\p ^  2k‘

vi) Les fonctions f k étant mesurables, les hk le seront aussi et par suite h est 
mesurable. Comme d’autre part hk tend vers h en croissant, la propriété de Beppo- 
Levi implique que
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D’autre part pour tout i  € N* on a

k
I I Ip — I l/ni | |p +  I |/ni+i — fni 11p

<=1

£ l l /« , l l ,  +  E ÿ
i—1

— ll/n J lp  +  1

< +oo.

Donc h G Lp puisque les normes \\hk\\p sont majorées indépendamment de k.
vii) Comme h G I f ,  elle est //-pp finie. La série (?zn), dont le terme général 

est donné par u\ =  f ni et Uk =  / nfc+1 — f nk pour k >  2 , a pour somme partielle
— fnk • Or on sait que cette série converge absolument /x-pp ; donc la suite 

(fnk)k>i converge //-pp vers une fonction mesurable / .
viii) On a

l/rifcl — /ni + ^2  (fmrii+i
i= 1 

k
^ l /n j + ni+i

i=l

" frii )

/n i) | <  h.

Comme h G Lp le théorème de Lebesgue nous dit que /  G Lp et (f nk ) tend vers /  
dans Lp quand k —> +oo. Pour n > rik  on a

Il fn f\\p<\\fn fnk ||p +  \\fnk f\\p

-  2^ +  II/»* ”  /IIp

qui montre bien que ( /n) tend vers /  dans Lp. Nous avons donc montré que 
(Lp, || ||) est un espace de Banach. □

Exercice V. 5.3
i) Montrons d’abord que C°° est un espace vectoriel. Il est clair que si /  est 

mesurable et //-essentiellement bornée par a, alors pour tout À G R, A / est //- 
essentiellement bornée par |À|a. Ce qui montre l’homogénéité de || ||oo sur C°°. 

Soient f ,g  G C°°. Alors pour tout fc G N* on a

l/l < ll/l|oo +  £ et |sl < IMI00 + jj: n -  p p -

Et donc |/+p| <  H/Hoo +  IMloo +  f  > inégalité vraie presque partout i.e. il existe une 
partie Nk C fi de mesure nulle en dehors de laquelle cette inégalité est vraie. Elle 
sera donc vraie, pour tout k, en dehors de la réunion des Nk qui est un ensemble 
de mesure nulle ; on en déduit

\f + 9\ <  ll/Hoo +  IMloo M-PP
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Et donc ||/ +  0 ||oo < ll/Hoo +  Iblloo- Ce qui montre que /  +  g £ C°° et établit en 
même temps l’inégalité de convexité.

Sur £°°, || Hoo n’est pas une norme. En effet si ||/||oo =  0 alors pour tout 
k £ N*, |/| < 1 /j-pp. En raisonnant comme en i) on montre que /  =  0  /t-pp. Mais 
dans L°° =  C°°/Af, la classe de /  est nulle ; donc || ||oo est une norme sur L°°.

ii) Soit (afc) une suite de réels qui tend en décroissant vers ||/||oo- Alors il existe 
une partie Nk C Cl de mesure nulle en dehors de laquelle on a |/| < atk ; la réunion 
N  des Nk est de mesure nulle et pour tout u> £ E =  Q — N  on a |/(w)| <  ||/||oo- 

Ce qui montre que sup^gE |/(w)| < ||/||oo- Soit /? =  sup^g^ \f(u>)\ ; on vérifie 
facilement que |/| < (3 /z-pp qui montre que ||/||oo < suPu>e.E l / (w)l et termine la 
démonstration.

iii) En utilisant ii) on montre facilement qu’il existe un ensemble de mesure nulle 
E  C fî tel que pour tout (m, n) on ait

Ilfn /m||oo =  SUP \fn{w) —
Ü -E

La restriction de la suite ( /n) à fi — E  est donc de Cauchy pour la norme de la 
convergence uniforme sur l’espace B(fl — E, E) des fonctions bornées ü  — E  — > E.

iv) Comme B(Cl — E, E) est complet, la suite ( /n) converge vers une fonction /  
bornée sur fi — E. On pose alors

_  ( f (u )  si lu e ü - E  
“ lO  si u e E

La fonction /  ainsi construite est mesurable, /^-essentiellement bornée et est la 
limite dans L°° de la suite ( /n). Autrement dit, l’espace normé L°° est un espace 
de Banach. □

Exercice V. 5.4
Il est clair que Co est un espace vectoriel et que || ||oo est une norme sur Cq. 

Montrons qu’il est complet. Soit (X k), X k =  (xk)n une suite de Cauchy dans Cq. 
Alors pour tout e >  0, il existe N £ N* tel que k, t  > N = ï  supn > 1  |x£ — x}n < e. 
Donc pour n fixé, (xk)k> 1 est une suite de Cauchy dans C ; elle converge donc ; 
notons xn sa limite. Alors la suite (X k) converge dans Co vers X  =  (xn)n>i. En 
effet, en passant à la limite sur l  dans l’inégalité supn > 1  \xk — x̂ \ < e, on obtient, 
pour k > N, supn > 1  \xk — xn\ < e. Cette inégalité montre que X n est bornée et 
qu’elle converge vers X  pour la norme || ||oo- Reste à montrer que X  £ Cq. Pour 
tout e > 0 il existe N' £ N* tel que k > N  = >  supn > 1  \x̂  — xn\ <  D’où, 
pour tout n £ N*, \xn\ < \x!̂ \ +  Comme, d’autre part, limn-.+oo x k =  0 pour n 
suffisamment grand on aura \x̂ \ <  §• Ce qui donne \xn\ < e qui montre bien que 
lim(x„) =  0 i.e. X  £ Co- □

Chapitre VI * Il

Exercice VI. 5.1
Il est clair que la restriction Tç de la topologie 7c à U est plus fine que la 

restriction Tj- de la topologie T? h, U. Montrons que Tç c  7j~. Comme U
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est équicontinue, elle est bornée pour la norme ||| ||| de £ C(E ,F )  ; posons a =  
suPueudlMH}- Soient K  un compact de E, e > 0 et posons rj =  Alors K
peut être recouvert par un nombre fini de boules {B(ai,T])}i=1 n où les a* sont 
des éléments de K . Pour établir Tç C Tp il suffit alors de montrer que l’ensemble

V (u ,K ,e ) =  iu  € U : sup ||u(y) -ü(y)|| < e 
V v£K

contient l’intersection de U avec la partie PlILi Soient x  € B(a,i,rj) et
v e U n  (n"=i ̂ (u> ( ai}>v))- Alors

IK ® )  -  v(x)|| <  ||ti(æ) -  rt(a<)|| +  ||u(oi) -  v(oi)|| +  ||v(aj) -  v(æ)||
< Hlullly + y + lllvlll7?
< (1 +  2a)r] =  s.

Donc v C U fl V(u, K , e). Ce qui démontre ce qu’on cherche. □

Exercice VI. 5.2
i) De manière évidente, E  contient la réunion des An. Soit x € E. Alors

a =  sup ||u(æ)|| < +oo
uÇîlA

car la famille U est simplement bornée. Si n G N* est tel que n >  a  il est clair que 
x G An. Ce qui établit l’égalité E =  \Jn An. Les An sont clairement fermés et leur 
réunion est d’intérieur non vide (égale à E). D’après le théorème de Baire l’un des 
An a un intérieur non vide et donc tous puisque, pour tout n G N*, An =  nA\ ; en 
particulier A\ est d ’intérieur non vide.

ii) Soient x ,y  G A\ et t G [0,1] ; alors pour tout u e U  on a

Ilu(tx +  ( 1  -  t)y )|| =  ||tu(x) +  ( 1  -  t)u(y)|| < t +  ( 1  -  t) =  1

i.e. Ai est convexe. D’autre part si x G int(i4i) alors —x G int(>li) Le. int(Ai) est 
en plus symétrique, donc contient \x +  \ x) =  0. Il existe alors p >  0 tel que la 
boule i?(0, p) soit contenue dans A\. Pour tout x e  E  non nul, p-pjy G B {0, p) C A\. 
On a donc

supllMII =  sup \ sup |Kx)||i < - .  
u e u  u e u  [||x||<i J P

Ce qui montre que la famille U est bornée dans l’espace normé Cc(E ,F ) i.e. elle 
est fortement bornée. □

Exercice VI. 5.3
Comme, pour tout x e  E, l’application partielle </>(x, •) est continue, la suite 

</>(•, yn) qui est dans Cc(E yG) converge simplement vers 0. D’après le théorème de 
Banach-Steinhaus, cette suite converge uniformément sur tout compact de E  vers 
0, en particulier sur le compact {x n : n G N} U {0 } i.e. supfc </>(xfc,yn) tend vers 0.
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Ce qui implique que la suite (<f>(xn,yn)) tend vers 0 . Donc 4> est continue en tant 
qu’application bilinéaire de E  x F  dans G. □

Exercice VI. 5.4
i) Soit s >  0 ; alors il existe <p G JC(R) telle que ||/ — <p\\p <  |. On a

I M /)  -  M /)I Ip <  I M / )  -  r,(y>)||p +  |\rx (tp) - TairfWp +  \K(<P) ~  Ta(f)\\p.

Mais

IM /) -  Tx(<p) ||p = j  | f(x  - y ) -  <p{x -  y)\pdyj  = ||/ -  y\\p < | .

De même

IM/) -  MvOIIp =  |  jf l/(« -  y )  -  <?(û -  y)\pd y ^  =  11/ -  <p \\p <  |.

D’autre part on a

I W vO  “  rx(̂ )||p =  | J  | tp(a - y ) -  <p(x -  y)|pdy|

^ ^ l k « ( v ) - ‘r*(¥,)lloo

où 6 =  A (K ) p avec K  support de <p. Comme ip est uniformément continue (car 
continue à support compact), il existe 77 > 0 tel que

£
\x -  a| < y =► ||Ta(ip) -  Tx^Hoo < — .

On a donc finalement : pour tout e >  0 , il existe rj >  0 tel que

\x -  a\ < T] ==» I M / )  -  M/)||P < e

qui montre bien la continuité uniforme de l’application a € K. i— > ra( / )  G Lp.
ii) Soient /  G Lp et g G Lq. D’après ii), pour tout x  G R, la fonction rx( / )  est 

dans Lp ; donc, d’après l’inégalité de Hôlder (c/. exercice V. 5.2), la fonction rx (f)g  
est dans L 1 et on a

\f*g(x)\ =  f  rx (f)(y)g(y)dy  
\Jr

< IM /) I Ip -IMI, = II/IIp -IMI.-
Donc f  * g est partout définie ; comme le dernier terme ne dépend pas de x, cette 
fonction est bornée. Reste à montrer que f  * g est uniformément continue. Soient 
a et b deux réels. On a
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1/ * ff(a) - f *  g(b)| =  f  (ra( /) (x )  -  Tb(f)(x ))g (x )d x
«/K

< I M / ) - r 6(/)||p -|H|(?.

On sait alors d’après ii) que, pour tout € > 0 , il existe r) >  0 tel que 

\ a - b \ < r )= ï  ||r0( / )  -  Tb(f)\\p < e•

Donc \a — b\ < rj = >  ||<7||g£- Ce qui montre la continuité uniforme de /  * g.
iii) Soient f  et g dans /C(R) et x £ supp( / )  +  supp(p). Alors pour tout y G 

supp(g), x — y £ supp(/) ; par suite f ( x  — y) =  0 et donc /  * g(x) =  0 i.e. 
supp(/ * g) C supp(/) +  supp(p).

De ce qui précède on voit que si f  et g sont à support compacts, supp(/)+supp(g) 
est aussi compact ; donc /  * g est à support compact. □

Exercice VI. 5.5
Pour tout nombre complexe z =  a +  i/3, la partie réelle de iz est égale à —/? ; 

d’où 2  =  7Zz — ilZ(iz). Comme lZ (if(x)) =  lZf(ix) =  u(ix) en posant 2  =  f (x )  on 
obtient pour tout x G E  : f (x )  =  u(x) — iu(ix). Ce qui prouve l’identité.

Comme pour tout x G £ , \u(x)\ < \f(x)\ on a |||n||| < |||/|||. D ’autre part, pour 
tout x G JS, il existe 6 G R tel que \f(x)\ =  etef(x ) .  Comme /(e^x) est réel on a

1/ 0*01 =  f { e i8x ) =  u(ei9x).

Mais
/(."*) = «(.«!)< HMH ■||«i'*ll = lll«IIMH|.

Ceci implique |||/||l <  ll|u|ll- Donc |||u||l =  lll/IH- 1=1

Exercice VI. 5.6
i) L’évaluation (<5"+1, (p) n’ a de sens que si <p est dérivable jusqu’à l’ordre n +  1 

en a. Or il existe des fonctions <p G V n(R) qui ne sont pas (n +  l)-fois dérivables en 
a. La distribution <5” + 1  ne peut donc pas s’étendre à l’espace V n(R) i.e. ne peut 
pas être d’ordre n.

ii) D ’abord, pour tout (p G D(R), la somme (J2^=o <5„n, <p) =  ^ n\ an) est
finie ; donc la somme des 6%n définit bien une forme linéaire sur V(R). Montrons 
qu’elle est continue. Soit (ipk) une suite dans D(R) tendant vers 0 . Cela signifie 
qu’il existe un compact fixe K  de R tel que

- supp(v?fc) C K  pour tout k ;
- pour tout r G N, la dérivée d’ordre r de ipk tend vers 0 uniformément quand k 

tend vers l’infini.
Comme la suite (an) tend vers l’infini, il existe N  G N tel que pour n > N, 

an ^ K. La somme J2n=o (Pkl\ an) converge donc vers 0 quand k —> +oo. □
Exercice VI. 5.7

i) L’espace Vi (resp. V\) est le noyau de l’application p\ o 0 - 1  (resp. P2 o 0 -1 ) 
où pi (resp. p2) est la première projection p\ : (xi,X 2) >— ► x\ (resp. est la 
deuxième projection p2 : ( i i ,  X2) 1— > X2) et 0  l’isomorphisme topologique qui à 
( i l , X2) G V\ x V2 associe 1 1  + 1 2  € E. Donc V2 et V\ sont fermés.
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i i )  S o i t  ( t > i , . . .  , vn) u n e  b a s e  d e  V\. P o u r  t o u t  i — 1, . . .  , n l ’ a p p l i c a t i o n  fi q u i  

à X £ = i XiVi G V\ a s s o c i e  Ai G K , e s t  u n e  f o r m e  l in é a i r e  c o n t i n u e  s u r  V\. D ’ a p r è s  

le  t h é o r è m e  d e  H a h n - B a n a c h  e l l e  s e  p r o l o n g e  e n  u n e  f o r m e  l in é a i r e  c o n t i n u e  s u r  

E ; p a r  s u i t e  l ’ i d e n t i t é  d e  V\, q u i  e s t  d é f in i e  p a r  le s  fi, s e  p r o l o n g e  e n  l ’ a p p l i c a t i o n  

l in é a i r e  c o n t i n u e  $  : E — > V\ d é f in i e  p a r  $ ( 2 )  =  Z l I L i

i i i )  P o s o n s  V 2 =  K e r  $ .  A l o r s  V2 e s t  u n  s o u s - e s p a c e  f e r m é  d e  E  e t  l ’ a p p l i c a t i o n

l in é a i r e  0  : ( 2 1 ,2 :2 )  G V\ x  V 2 — ► 2 1  +  x 2 G E  e s t  c o n t i n u e ,  b i j e c t i v e  e t  a d m e t  

p o u r  in v e r s e  0 _ 1( 2 )  =  ( $ ( 2 ) , 2  — $ ( 2 ) ) .  C e  q u i  d é m o n t r e  q u e  V 2 e s t  b i e n  u n  

s u p p l é m e n t a i r e  t o p o l o g i q u e  d e  V\. □

Exercice VI. 5.8
i )  C o m m e  (E, || ||oo) e s t  c o m p l e t  i l  s u f f i t  d e  m o n t r e r  q u e  M  e s t  f e r m é  d a n s

( E , || H oo ). S o i t  ( fn )  u n e  s u i t e  d a n s  M  q u i  c o n v e r g e  v e r s  /  G E  p o u r  l a  n o r m e  

|| ||oo. C o m m e  || ||2 <  || ||oo, (fn) c o n v e r g e  v e r s  /  p o u r  || ||2 ; m a i s  M  e s t  f e r m é  

( c a r  c o m p l e t )  d a n s  (E, || ||2 ) ,  d o n c  /  G M .  P a r  s u i t e  ( M ,  || ||oo) e s t  c o m p l e t .

i i )  L e s  e s p a c e s  ( M ,  || |joo) e t  ( M ,  || ||2 )  s o n t  c o m p l e t s  e t  l ’ a p p l i c a t i o n  i d e n t i t é

( M ,  || ||oo) — > ( M ,  || ||2 ) e s t  c o n t i n u e  ; l e s  n o r m e s  || ||oo e t  || ||2 s o n t  d o n c

é q u iv a l e n t e s  s u r  M  d ’ a p r è s  le  t h é o r è m e  d e  B a n a c h - S c h a u d e r .

i i i )  I l  e s t  c l a i r  q u e  s i  la  s u i t e  ( / n )  c o n v e r g e  v e r s  0 p o u r  l a  n o r m e  || ||oo> p o u r  

t o u t  2  G [0 , 1] la  s u i t e  d e s  n o m b r e s  c o m p e x e s  fn(2 )  c o n v e r g e  v e r s  0 . P o u r  2  f i x é ,  la  

f o r m e  l in é a i r e  /  G M \— > / ( 2 )  G C  e s t  d o n c  c o n t i n u e .

i v )  S o i t  2  G [0 , 1] ; n o t o n s  (px l a  f o r m e  l in é a i r e  c o n t i n u e  s u r  M  q u i  à  /  a s s o c i e  

f  ( 2 ) .  C o m m e  la  s u i t e  ( / n ) e s t  b o r n é e  ( e l l e  e s t  d a n s  Boo d o n c  d a n s  u n e  p a r t i e  

b o r n é e  d e  S 2 p u i s q u e  le s  n o r m e s  || ||2 e t  || ||oo s o n t  é q u iv a l e n t e s  s u r  M )  o n  p e u t  

e n  e x t r a i r e  u n e  s o u s - s u i t e  (fnk)k c o n v e r g e a n t  f a i b l e m e n t  v e r s  u n e  f o n c t i o n  f  e M. 
E n  p a r t i c u l i e r  p o u r  t o u t  2 ,  fnk(%) =  ^ x ( / n fc) c o n v e r g e  v e r s  / ( 2 )  =  cpx(f )  i-e. l a  

s u i t e  (fnk)k c o n v e r g e  s i m p le m e n t  v e r s  / .
v )  P o s o n s  hnk =  |fnk -  / 12 . A l o r s  ( hnk) c o n v e r g e  s i m p l e m e n t  v e r s  0 ; p o u r  

t o u t  2  G [0 , 1] o n  a  hUk(x) <  4 p u i s q u e  l a  s u i t e  (fnk)k a v e c  s a  l i m i t e  s i m p l e  f  
s o n t  d a n s  B^.  C o m m e  la  f o n c t i o n  c o n s t a n t e  é g a l e  à  4 e s t  in t é g r a b l e  s u r  [0 , 1], le

t h é o r è m e  d e  L e b e s g u e  n o u s  d i t  q u e  l a  s u i t e  ^ hnk(x)dxj c o n v e r g e  v e r s  0 Le. la

s u i t e  (| | /n fc — / I I 2 )  c o n v e r g e  v e r s  0 o u  e n c o r e  q u e  /  e s t  l a  l i m i t e  d e  ( fn k ) p o u r  la  

n o r m e  || ||2 .
v i )  L a  b o u l e  e s t  c o n t e n u e  d a n s  u n e  b o u l e  h o m o t h é t i q u e  d e  i ? 2 . D a n s  la  

q u e s t i o n  v )  o n  a  e x a c t e m e n t  m o n t r é  q u e  Boo e s t  c o m p a c t e  p o u r  || ||2 ; d o n c  e l le  

e s t  a u s s i  c o m p a c t e  p o u r  || ||oo.

v i i )  L a  b o u l e  u n i t é  B00 d e  ( M ,  || ||oo) e s t  c o m p a c t e  ; d ’ a p r è s  le  t h é o r è m e  d e

R i e s z ,  M  e s t  d e  d i m e n s i o n  f in ie .  □

Chapitre VII * 1

Exercice VII. 4.1
- Supposons A: =  -1. Comme Ker/i cK er/ ,  f i  et /  induisent des formes linéaires 

sur le quotient E/Kerf. Comme ce quotient est un espace vectoriel de dimension
1  toutes ses formes linéaires sont proportionnelles ; il existe donc un scalaire Ai tel 
que /  =  A1 / 1 .
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- Supposons / i , . . .  ,/fc linéairement indépendantes et que Passertion est vraie 
pour p < k — 1 . On peut trouver des vecteurs e i , . . .  , tels que fi(e j)  =  <5|. En 
effet, pour tout i G {1 , . . .  , A;}, la forme fi est non nulle sur l’espace

^  =  p K e r / i

car sinon l’hypothèse de récurrence impliquerait que /* est une combinaison linéaire 
de f i , . . .  , f i - 1 , fi.f i , . . .  , /jt, ce que nous avons exclu. On peut donc trouver e* G Ei 
tel que fi{ti) =  1 et bien sûr fj(e i)  =  0 pour j  G {1 , . . .  , i -  1, i +  1,. . .  , k}.

Tout x  G E  peut s’écrire sous la forme x — X)£=i fi(x)ei +  z. En évaluant la 
forme fi sur x, on obtient

fi(x ) =  f i ( f i (x )e i  +  ...•+ fk (x)ek) +  fi(z) =  f t (x) +  fi{z )

qui implique fi(z ) =  0 pour tout i =  1, . . .  ,k i.e. z G P|i=iKer/i. Par suite 
z GKer/ .  Donc f ( x )  =  ^ =i f{e i)fi{x ) . En posant Ai =  /(e^) pour i =  1 ,. . .  ,k, 
on obtient /  =  £ i= i  \ fi -

- Si les formes / i , . . .  , fk ne sont pas linéairement indépendantes on prend une 
base (fil t . . .  , f i s) du sous-espace vectoriel du dual de E  engendré par / i , . . .  ,fk- 
Alors

Donc il existe . , Aia tels que /  =  A + . .  . Aikf ik. D’où /  =  X^=i ^»/i avec

Ai = {^ij  

0

si i =  ij 
sinon.

□
Exercice VIL 4.2

i) Soit a e  R. Alors / _ 1 ([a,+oo[) =  ( / -1 Q - o o , a [ ) ) c où pour tout A C E, 
Ae désigne son complémentaire. On voit alors que / “ 1 ([a, +oo[) est fermé si, et 
seulement si, / _1(] — oo, a[) est ouvert. Ce qui démontre l’équivalence cherchée. Le 
raisonnement est le même pour la semi-continuité inférieure.

ii) Il est clair que si /  est continue, elle est semi-continue supérieurement et 
inférieurement. Démontrons la réciproque. Il suffit de montrer que pour tout 
intervalle ouvert I  de R, / _1(^) est ouvert. Mais I  ne peut être que de trois types

] - o o , / ? [ ,  ,]a,/?[ ou ]a,+oo[.

Pour le premier on utilise la semi-continuité supérieure, pour le troisième la semi- 
continuité inférieure et pour le deuxième on utilise les deux et le fait que

/ - 1  (]«,/?[) =  / -1 (] -oo ,/? [n ]a ,+ oo [)

=  / -1 (] - o o , / 3 [ ) n / _ 1 (]a, +oo[).
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iii) Nous allons faire le raisonnement pour l’enveloppe inférieure /  ; le cas de 
l’enveloppe supérieure se fait exactement de la même manière. Soit a G K . On a

i e i

En effet l’inclusion Uie/ /M d  ~ oo, a [) C  / _1(] — oo, a[) est évidente. Soit x G 

/ -1 (] — oo, a[). Comme / ( x )  =  infie/  fi(x ) et / ( x )  < a, il existe i E I  tel que 
/ ( x )  <  fi(x ) <  a, c ’est-à-dire x € f ^ 1(] — oo, a[). Ce qui démontre l’égalité 
annoncée. Comme /j_1(] — oo,o:[) est ouvert pour tout i G I, / -1 (] — oo, a[) sera 
aussi ouvert ; ce qui établit la semi-continuité supérieure de / .

□
Exercice VII. 4.3

i) On a toujours |e (̂x)| < ||x||2 ; donc |||ê||| < 1 . Comme |e (̂en)| =  1 on a
IIKIII =  1 et donc \\\ne'n\\\ =  n.

ii) Soit x =  Aie» G E. Alors (x, ne'n) — Yh= i nA»(ei,e^) 0. Ce qui
montre que la suite (ne^) tend faiblement vers 0 , donc elle est faiblement bornée.

iii) On remarque que la suite (ne'n) est faiblement bornée mais non bornée. Dans
un espace normé non complet il n’y a donc pas, en général, équivalence entre les 
propriétés “faiblement borné” et “borné” . □

Exercice VIL 4.4
Pour montrer que v! : F 1 — > E' est continue, il suffit de montrer qu’elle est 

bornée sur la boule unité de F '. On a pour tout x e  E et toute / '  G F '

l (x,« / ( / ,)>l =  \(u(x),f}\ < lll/'lll • IIMII • \\x\\.

Donc I I K C n i l l  < H M H  • l l l / ' l l l  et par suite supM|/ ,|||< 1 |||u'(/')||| < | | M I I -  Ce qui 
montre la continuité de v! et donne en même la majoration |||îz,||| <  |||tt|||.

Comme u n’est pas nulle, il existe x G E  tel que u(x) ^  0. Posons yo =  
qui est un vecteur de F  de norme 1. D ’après le théorème de Hahn-Banach, il 
existe un élément / '  G F 1 tel que |||/,||| =  1 et { y o , f )  =  1. Ce qui implique 
(w(x),/ ')  =  ||n(x)||. On aura donc

H *) Il = («(*)>/')
=  < * y ( / ' )>
<  i i m c o i i i  • 1 1 * 1 1
<  I I M I I I -  l l l / ' l l l  - I N I  =  I I K I I I  -INI.

i.e. H M H  < I I M I I I -  Cn a donc bien l’égalité | | M | | |  =  H M H -  Cl

Exercice VII. 4.5
i) Soit S la topologie engendrée par les familles uJl {Ti). Il est clair que S rend 

continues toutes les applications u» ; donc T  C S. Comme T  doit contenir tous les 
éléments de la forme où {/» est un ouvert de Xi, elle contient évidemment
S ; donc T  =  S.
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ii) Si /  : E  — ► (X , T) est continue, alors pour tout i G I  , l’application u* o /  : 
E  — ► Xi est continue. Supposons que pour tout i G I, Ui o f  est continue. Soit 
S la topologie la plus fine sur X  rendant /  continue. Alors S rend continues les u* 
car si Ui est un ouvert de Xi, / - 1  («+ (£ /*)) =  (ui o f ) ~ l (Ui) est ouvert dans E  ; 
donc u~x{Ui) est ouvert (pour S) dans X  par définition de S ; donc T  C S. Par 
suite l’application /  : E (X, S) (X, T) est continue. □

Exercice VII. 4.6
i) Soient x' et y1 dans A -1-, A e  K et a G A. Alors (x '+ y ', a) =  (x ', a) +  {y1, a) =  0 

et (a, \x') =  A (o, x') =  0. Ce qui montre que A 1 est un sous-espace vectoriel de E 1.
Soit (x'n) une suite dans A L convergeant (pour la topologie de la norme) vers 

x' G E'. Alors cette suite converge vers x ' pour la topologie faible ; donc

(o, x') =  lim (a, x'n) =  0
71— > + 0 0

par suite A1- est fermé dans E '.
ii) L’application f  associe à toute forme linéaire continue sur E  sa restriction à

V. Elle est surjective ; en effet si vf est une forme linéaire continue sur V , v' se 
prolonge, d ’après le théorème de Hahn-Banach, en une forme linéaire continue x1 sur 
E telle que |||®,||| =  |||î/|||. Soit v! une forme linéaire sur E/V  telle que n^v!) =  0. 
Cela signifie que pour tout x € E, u'(7r(x)) =  0 ; comme n est surjective v! est 
nulle sur l’espace E/V  tout entier. Ce qui montre que 7r' est injective.

Montrons que Ker f  =  Im 7r'. Soit y7 G E' telle que y' =  Tr'(uf) avec v! G 
(E/V)'. Alors pour tout v G V  on a

. (v,y') =  {v y {v ! ) )  =  (tt(v ) , u ')  =.<0 , ta/) =  0

c’est-à-dire que la restriction de y' à V  est nulle ; autrement dit f ( y f) =  0. Soit 
maintenant y' G Ker / .  Alors la restriction de y' à V  est nulle, donc y' définit 
par passage au quotient, une forme linéaire continue v! telle que j f =  y' o n  Le. 
f  =  7r'(v.f). Ce qui montre bien que Ker f  =  Im 7r'.

iii) De manière évidente le dual (E/V)1 de E/V est l’espace des formes linéaires 
continues sur E  qui sont milles sur V  et il est isométrique à V L. Comme la suite

0 — ► v 1- E 1 - C  V' — ► 0

(où les flèches n' et f  sont des “isométries” ) est exacte, le.dual V' de V  est donc 
isométrique à E f jV L.

iv) Comme V est fermé dans E  réflexif, il s’identifie à son biorthogonal (V ± )± .
D’autre part, d’après ce qui précède, V' s’identifie à E f/V± ; par suite V "  s’identifie 
à (E'/V -1) lequel s’identifie à (V'-1)-1- ; ce qui montre que V  est réflexif. De la même 
manière (E/V)" s’identifie à E " q u i  n’est rien d ’autre que E/V  puisque E  
est réflexif' par hypothèse et V  l’est par ce qu’on vient de voir. Donc E/V est 
réflexif. □

Exercice VIL 4.7
Soit ip G /C(R) ; alors la somme SnezVK71) es  ̂ car support de <p ne 

contient qu’un nombre fini d’entiers relatifs. La linéarité est triviale.
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Pour tout p € N* soit <pp la fonction définie par

(pp(x) =  <

r 0 si X G] -  0 0 ,0] U [p +  1, +oo[
1
p si a; G [1 , p[

n XP si x G]0 , 1 [

k J(-*+p+i) si x  g [p,p +  1 [.

Alors tpp € /C(R) et ||<pP ||oo =  £ -*• 0  mais ((pp,T ) =  £ £ = 1  <p(n) =  I  x p =  1 . La 
forme linéaire T  n’est donc pas continue sur K {R). P □

Exercice VIL 4.8
i) Soient S : 0 =  to < t\ <  t2 < • • • < tn - 1  < tn =  1 une subdivision de [0 11 et 

e >  0. Pour toùt i e  {1 , . . .  n} et tout k G N*, on a ’

-  <p(ti-1)| < I<p(u) ~ <Pk(U)\ +  \<pk(ti) -  <Pk(t i -1)| + |<Pfc(ti_1) _

Pour k assez grand : sup0<t<! \<p{t) -  <Pk(t)\ <  D’où
T l T l j i

Z 1^) -  ̂ -01  ̂Z  M**) “ MU)\ + Z  \MU) -  y,fc(4i_1)i
i= 1 i = l  1 = 1

n

+ Z  ~
2 = 1

< n-^- +  C +  n —
2 n 2  n

C  H- £•

Comme ceci est vrai pour tout e > 0 , on obtient Vs(<p) < C i e. ^ est  ̂variation 
bornée.

ii) Soient e > 0 e t S : 0  =  É o < t i < t 2 < . . . <  in- i  <  tn =  1 la subdivision 
donnée par U =  i: avec n G N*. On a :

\Wk,<f) -  In(f,<P)I < Z  !/*&) ~ /(ti)| • I?&)  -  <p(ti_i)|.
2=1

Comme pour k asssez grand, on a supt6[0il) \fk(t) _  f(t)\ <  e, l’inégalité devient

n

|^n(/fci </?) “  /n ( / j  ^)| ^  £ ““ V>(*i-l)|.
2=1

On fait tendre n vers l’infini et on obtient

n

2=1

< eV (* 0

[  f k{x)d<p(x)- [  f(x)dip(x) 
J 0  7 0



210 Solutions des exercices

qui montre bien que /„  f k(x)d<p(x) tend vers £  f(x)dcp(x) quand k —> +oo. □  
Exercice VII. 4.9

i) Soit (/fc) une suite de fonctions dans S convergeant vers /  € B au sens de la 
norme || ||. Montrons que f e £ .  Soient x0 € [0 , 1 ] et e >  0 . On a

\f(x) -  f ( x 0)\ <  | f ( x )  -  f k(x )| +  | f k(x) -  f k(x0)| +  \fk(x0) -  f ( x 0)|. 

Il existe ko (indépendant de x  G [0,1 ]) tel que :

k > ko
' \ f ( x ) - f k(x)\ <  §

et
l \f(xo) -  f k(x0)\ <  § 

D’autre part, comme /  est continue, il existe r? > 0 tel que

\x X0| < Tj =>• |/(x) — / (X0)| <
O

Donc pour |x -  x0| <  r, on a| /(x ) -  / ( æo)| < £ i e . /  est continue ; ce qui montre 
bien que £ est fermé dans B .

ii) La fonction ut ne prend que les valeurs 0 ou 1  ; elle est donc bornée Le. pour 
tout i 6  [0 , 1 ], «* € B.

iii) Soit 0 =  to <  t\ <  <  . . .  <  tn_ x < tn =  1  une subdivision de l’intervalle
[0,1]. Posons

1 si <p{U) > <p(ti^i)
— 1 sinon.

On a

É  M * )  -  v>fe-i)l =  -  <p (U- i ) }
i=0 i=0

n

=  -  .fW j }
i=0

\2=0 
Or

(Uu

Posons
— LJ

£i = l
Alors /+  U I -  =  [0 , 1 ] et

f 1  si < x < t i  
\ 0 sinon

et /_ =  (J [U-iM
e» = - l
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n

c w  =  X w W i
i= 1

1

- 1

si x 6  1+ 
si x  G I -

D’où ~  ¥>(t»-i)l < 111-̂ 111 • IICII < lll- l̂ll qui montre bien que <p est à
variation bornée.

iv) Soit ,n }. On a

uti{ x ) - u ti_ i(as)
1 si U -i < x < t i  
0 sinon

Donc f n{x) =  f(ti)  sur f,[ et f n( 1 ) =  / (  1 ). La fonction f n est donc une 
fonction en escalier.

v) Soit s >  0. Comme /  : [0,1 ] — ► E est uniformément continue (car continue 
sur un compact), il existe rj >  0 tel que |/(x) — f(x')\ < e pour |x — x'\ < rj. Soit 
n G N* tel que £ < rj et posons U =  % pour i =  0 ,1 ,... ,n. Alors, pour tout 
x €

\f{x) -  f n{x)\ =  \f{x) -  f(ti)\.

Comme \U — U-\\ — £ < r] on a, pour tout x G [U-i,ti[, \f(x) — f n(x)\ < e et donc, 
pour tout x G |/(x) — fn (x )| < e i.e. (f n) converge vers /  uniformément
(c’est-à-dire pour la norme || ||).

vi) On a

n

1=1
n

=  £  /(**) ( F M - F ^ u . r ) )
i= 1 
n

i= 1

vii) D ’après ce qui précède F (fn) =  In( f , <p). Comme /  est continue et <p est à 
variation bornée, In(f,(p) converge vers f*  f(x)dip(x) et donc

lim F (fn) =  f  f(x)d<p(x).
n — > + o °  J 0

viii) Comme ( /n) converge vers /  pour la norme || || et que la restriction de F  
h £ est F  on a, pour toute fonction /  G £

F (f )  =  [  f ( x )d<p(x)
J 0
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i.e. la forme linéaire continue F  sur £ est représentée par une l’intégrale de Stieltjes 
par rapport à la fonction à variation bornée (p. □

Chapitre VIII

Exercice VIII. 6.1
Dans cet exercice, il s’agit de trouver une application bilinéaire symétrique g sur 

E  telle que pour tout x G E  on ait ||æ||2 =  g{x)x). Si une telle application existe, 
elle sera forcément définie positive. Pour tous x,y G E  posons

t ( ? , v )  =  j(ll* + » lM |z -# l|2)-

Il est clair que g ainsi définie est symétrique et qu’elle vérifie g{x, x) =  ||x||2 pour 
tout x e  E. Reste à établir la bilinéarité de g ; par symétrie, il suffit de le faire par 
rapport à la première variable. Posons pour tous x, x' et y dans E

f(x, x', y) =  4(g(x + x', y) -  g(x, y) -  g(x', y)).

Dire que g est additive par rapport à x, c ’est dire que /  est identiquement nulle. 
C’est ce que nous allons démontrer. On a par définition de g

/ (x ,  x', y) =||x +  x' +  y\\2 -\\x +  x' -  y\\2 -  \\x +  y\\2 
+ \\x -  y\\2 -  \\x' +  y\\2 +  \\x' -  y\\2

D’après l’identité du parallélogramme on a

\\x +  X1 +  y\\2 =  2(||x + y\\2 +  llx'll2) -||x +  y -  x'||2

et

\\x +  x '-y\ \ 2 =  2 ( 11® -  y\\2 +  \\x'\\2) - \ \ x - y -  x'||2.

L’égalité (*) devient alors

f ( x ,x ' ,y )  =  -\\x +  y - x l\\2 +  \ \x-y-x '\\2 +  \\x +  y\\2
( )

-l l* -y ||2 + ll*, -y||a-ll», + »ll2.

La somme membre à membre des égalités (*) et (**) donne

2 / (x ,  x',y ) =  (||x' +  y +  x\\2 +  ||x' +  y -  x||2)

-  (Il®' -  V +  x\\2 +  ||x# - y -  x||2)
+  2 (||x' -  y\\2 -  ||x, +j/||2) .

L’égalité du parallélogramme, appliquée au premier et au deuxième termes du 
deuxième membre, donne finalement



Solutions - Chapitre VIII 213

2 / (x ,x ',y )  = 2 (||x ' +  2/||2 +  ||x ||2)

- 2 ( I I * '  -  y\? +  I N I 2 )  +2 ( I I * '  -  v \\2 -  I I * '  +  y l l 2 )
=o.

Démontrons l’homogénéité (toujours par rapport à la première variable). Soient 
x ,y  G E. On a

g(2x, y) =  g{x, y) +  g(x, y) =  2 g(x, y).

En répétant cette opération on obtient pour tout n G N, g (n x,y ) =  ng(x,y). 
Comme g (—x, y) — —g(x, y) (immédiat par définition de g) on a pour tout n G Z, 
g(nx,y) =  ng(x,y). En écrivant x — n .(^) pour n > 1 et en appliquant ce qui 
précède on trouve g(x ,y ) =  ng(^ ,y) et donc g (^ x ,y ) =  £ g (x ,y ). Par suite pour 
tout rationnel | on a

9 \qx ,y )  =

Fixons y G E. Alors les applications ry : x  G E \— > \\x + y|| G R+ et T -y : x  G 
E  — > \ \x — y\\ G R | sont continues, donc l’application g(-,y) : x  G E \—  ̂g{x>y) ^ 
R  est aussi continue. Soit A G R  ; alors À est limite d’une suite de rationnels rn. 
On aura

g(\x,y) =  g((limrn)x yy) =  lim g(rnx ,y )  =  ( lim rn)g (x ,y ) =  Ag(x,y).
n—>+oo n—>+oo

Ceci termine la démonstration de la linéarité de g par rapport à x. □

Exercice VIII. 6.2
Soient E  un espace de Hilbert, V  un sous-espace fermé de E  et /  : V  — ► K une 

forme linéaire continue. Comme V  est complet, il est de Hilbert ; il existe donc 
y G V  tel que, pour tout x GB, f (x )  =  (x,y) avec |||/||| =  ||y||. Il est clair que la 
forme linéaire continue /  sur E  définie pour tout x E E  par f ( x )  =  (x>y) prolonge 
/  et bien sûr a même norme. □

Exercice VIII. 6.3
Soit M  une partie totalement bornée de E. Alors, pour tout e >  0 , M  admet 

un e:-réseau fini, en particulier elle admet un 1-réseau fini A. Pour tout x G M, il 
existe donc a G A tel que m G B (a , 1) (boule de rayon 1 centrée en a). D’où

M c  | J  5 ( o , l ) .
a e A

Comme A est fini, M  est nécessairement bornée.
ii) Remarquons d’abord que si N  C M  et si M  est totalement bornée, il en 

est de même de N. Pour montrer que dans Rn toute partie bornée est totalement 
bornée il suffit donc de le faire pour M  =  I r X . . .  x I r  (n fois) où I r  est l’intervalle
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[—i£, +Æ] avec R  >  0. Soit e > 0 ; on divise M  en hypercubes dont l’arête a une 
mesure a <  Les sommets de ce cube donnent alors un e-réseau fini pour M.

iii) Il suffit de démontrer que la sphère infinie S°° de contient une partie M
non totalement bornée. Prenons pour M  une partie infinie {m^}, k G N* telle que 
6 =  inffc  ̂||rrik — me|| > 0 (par exemple pour k G N*, =  (0 ,... , 0 ,1 ,0 ,... ) =
kème vecteur de la base canonique). Soit e <  f .  Comme les boules B(mjç>e) sont 
deux à deux disjointes, tout e-réseau A pour M  est nécessairement infini puisque 
toute boule B(mk , e) doit contenir au moins un élément de A. La partie M  ne peut 
donc être totalement bornée ; par suite S°° ne l’est pas non plus.

iv) On a admis que dans un espace métrique complet toute partie fermée totale
ment bornée est compacte (c/. [KF]). Il suffit donc de montrer que II est totalement 
borné. Soit e > 0. Comme la suite (^r) tend vers 0, il existe N  G N tel que

n >  N
1  € 

2n~l K  2 ‘

Soient V  le sous-espace de dimension finie de i 2 engendré par les N  premiers 
vecteurs de la base canonique et P  : E  — > V  la projection orthogonale. Alors 
pour tout x =  (aq,. . .  , xn, . . .  ) G II on a

\ \ x-p x\\
£

< 2

Comme V  est de dimension finie et que II est borné, P(II) est totalement borné. Il 
admet donc un |-réseau fini A. Soit x G II ; alors il existe a G M  tel que

\\Px-a\\<£- .

Ce qui donne \\x — a|| < \\x — Px\ \ +  \ \Px — a|| < | +  f  =  e Le. A est un e-réseau 
fini pour II. Le parallélipipède de Hilbert II est donc un ensemble compact. □

Exercice VIII. 6.4
i) L’inclusion Ep C Ep> est évidente. Nous allons construire une fonction p < 1 

telle que E\ soit strictement inclus dans Ep. Pour tout t G [—1, +1] posons

p(t) =
e
0

si t ^  0 

sinon.

Alors il est facile de voir que la fonction p : [—1,+1] — ainsi définie est 
mesurable (elle est même de classe C00), strictement inférieure à 1 et strictement 
positive sur un ensemble de mesure totale. Soit /  : [—1, +1] — > C définie par

si t ^  0 

sinon

Alors la fonction p(t)\f(t)\2 =  Ê-^ -  est définie continue sur [—1 , + 1 ], donc intégrable 
et par suite f  G Ep. Mais il est clair que /  ^ E\ ; ce qui montre que l’inclusion 
E\ C  Ep est stricte.
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ii) Soit (<Pn)neN* la suite de fonctions dans C'°([—1 , + 1 ],C) définies par

<Pn(t) =  < 1

nt

si £ G [—1 , —^] 
s i t e  [£ ,l]

Cette suite de fonctions converge (pour la norme L2 bien sûr) vers la fonction 
mesurable de carré intégrable

si t <  0 

si t >  0 .

Mais tp n’est pas continue et sa classe dans L2([— 1 , +1],C) ne contient aucune 
fonction continue ; donc C°([—1 , + 1 ],C) n’est pas fermé dans L2 ([—1 , + 1 ],C). □

Exercice VIII. 6.5
i) D’abord si y G -B, la forme linéaire f y : x G E  i— ► (x }y) G K est continue ; 

donc son noyau est fermé. Par suite

M l =  {x  G E  : Vy G M, (x, y) =  0} =  p| Ker/y
y€ M

est fermé. Il résulte immédiatement de cette remarque et de la propriété de la 
relation d’orthogonalité que (M *1 )-1 =  M.

ii) Le résultat n’est évidemment pas vrai puisque la fermeture de M  est nécessaire 
pour être l’orthogonal d’une partie. □

Exercice VIII. 6.6
i) Comme la suite A =  (A*.) est bornée (par 1 ), la série YlkLi ^k%kyk est con

vergente pour tous x =  (xk) et (y*.) dans E  et définit une forme bilinéaire sur 
E. D’autre part, comme tous les réels Afc sont strictement positifs, cette forme 
bilinéaire est définie positive ; c ’est donc un produit scalaire sur E . Mais E  muni 
de ce produit scalaire (dont on notera || ||a la norme asociée pour la distinguer de 
la norme habituelle obtenue par A& =  1 pour tout k) n’est pas complet en général. 
En effet, supposons que la suite (Afc) soit choisie de telle sorte que la série YlkLi ^k 
converge. Considérons la suite (x.n)nGN* dans E  définie par

^ = = ( ^ ^ , 0 , . . . )  
n fois

Soient m, n G N* avec m >  n par exemple (qui n’est nullement une restriction). 
Alors \\xn — x m\\\ =  Yïk=n+\^k qui montre que (xn) est une suite de Cauchy 
(car la série définie par la suite des Xk est convergente). Mais on voit bien que la 
suite (xn) ne converge pas dans E  pour la norme || ||a - Donc (E, || ||a ) n’est pas 
complet.

ii) Soit e le vecteur de E  donné par e =  (1 ,... ,1 ,0 , . . . ) .  Alors M  n’est rien
k fois

d’autre que l’orthogonal du sous-espace N  engendré par e. Donc
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E =  M ® N  =  M ®\Ke.

□
Exercice VIII. 6.7

Les trois points f , g e t h  dans L2Q - 1 , + 1 [, R) sont les sommets d’un triangle A. 
Soient a, /3 et 7  ses angles respectifs. Calculons l’angle 7  par exemple ; cet angle 
est formé par les vecteurs u =  f -  h e t v  =  g — h. Son cosinus est donc donné par

On a (u,v) =  x (x  -  1  )dx et ||u||2 =  J** x 2dx et ||v||2 =  1 -  x )2dx. Un
calcul immédiat donne (u,v) =  §, ||u||2 =  § et ||u||2 =  |. D ’où cos7  =  |. Donc 
7  =  f .  Le lecteur pourra remarquer que, comme la fonction u(x) =  - x  est impaire, 
elle est orthogonale à w(x) =  g - f  et donc a =  f  ; par suite /? =  f . Ce qui termine 
le calcul des angles. □

Exercice VIII. 6.8
Soit x E E  ; alors la distance de x  à y-*- n’est rien d’autre que la norme de la 

projection orthogonale P x =  Xa (À € K) sur V. On peut écrire x  sous la forme 
x =  Xa +  u où u est orthogonal à V  (donc à a). On aura alors

(x, a) =  (A a +  u, a)

=  A||o|f

et donc d(x, V -*-) =  |A| • ||a|| =  □

Exercice VIII. 6.9
i) L’espace V  n’est rien d ’autre que le noyau de la forme linéaire continue

/  G E •— ♦ (/, 1) € R.

C’est donc un hyperplan fermé de E.
ii) D’après l’exercice qui précède la distance de f ( x )  =  x 2 à V  n’est- rien d’autre

que le nombre réel d(f, V ) =  =  fç x 2dx =  |. □

Exercice VIII. 6.10
Le sous-espace Vn est le noyau de la forme linéaire continue

x  G i 2 1— * {x , a) e  K.

où a est le vecteur de i 2 dont les n premières composantes sont égales à 1  et les 
autres nulles. D’après ce qui précède, on a (puisque a est orthogonal à Vn)

A KX’ a)l _  J _d n -d (x ,V n) -  ||a||

De façon claire limn _ ,+00 dn =  0. □
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Exercice VIII. 6.11
i) Soit i G /  ; comme fi est continue, la fonction |/j| : x G X  — ► <E R+ 

est aussi continue et donc semi-continue inférieurement. Par suite la fonction

x  G X  i— ► sup|/i(x)|
i€l

est semi-continue inférieurement. L’ensemble On est donc ouvert.

Premier cas : il existe N  G N* tel que On ne soit pas dense dans X .

ii) Dans ce cas, il existe un vecteur xq G X  — On et e >  0 tels que la boule 
fermée B (xo,e) soit entièrement contenue dans X  — On  ; autrement dit on a, pour 
tout u £ X  avec | |u| | < e

|/(x0 +  «)| < N.

iii) On a fi(u) =  fi ((x o + u) — xq) =  fi (x o +  u) — fi (x o). D’où, pour tout i Ç. I  
et tout u G X  tel que | |u| | < e

\fi(u)\ <  |f i (x 0 +  u)| +  |/i(x0)| < 2 N-

On obtient alors

sup \fi(u)\=e sup \fi(u)\<2N.
IMI<s IMI<i

et donc supi6 / |||/i||| <
Deuxième cas : pour tout n G N*, On est dense dans X .

iv) On pose alors

Q =  f )  On
ngN*

qui est Gs partout dense dans X  en vertu du théorème de Baire. Si x  G O on a 
alors, pour tout n G N*, f (x )  > n i.e. f (x )  =  + 0 0 .

Conclusion : on a donc établi le résultat suivant : soit une famille de
formes linéaires continues sur un' espace de Banach X . Alors une au moins, et une 
seulement, des conditions qui suivent est satisfaite.

(1 ) Il existe M  >  0 tel que |||/i||| < M  pour tout i e  I,
(2 ) il existe un G g dense O tel que, pour tout x e  O, |/(x)| =  + 0 0 .

On sait que toute fonction x € X  est la limite pour la norme || H2 de la somme 
partielle (de la série de Fourier de x) :

(1) Sn(x ,e ) =  ^ f  x{t)Pn{6 -  t)dt n G N*

OÙ
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(2) Pn{t) =  £  eikt.
k = —n

Soit 6 G R fixé. On pose, pour tout n € N* et tout x G X

(3) f n(x) =  Sn(x,d).

v) Le fait que f n soit une forme linéaire sur X  est évident. Montrons qu’elle est 
continue et estimons sa norme. On a

|/n(æ)| =  |S„M )|

= l^r /  x^)pn{̂  -  

<  J \x(t)Pn(0 -  f)| dt

< I W I o o { ^  £ \ Pn W -t)\ à t}

^  | | P fl I 11 • IMIoo
qui montre bien que f n est continue de norme < ||-Pn||i-

vi) En multipliant les deux membres de (2) par el% puis par e~li  on obtient

eii p n( t )=  ^ 2  eft(fc+*) et e~ ^ P n( t )=  ^
k = —n k = —n

En faisant alors la différence membre à membre on obtient

(e^Pnit) -  e-^PnitŸ) = e ^ + s) -  e-«("+i) 

c’est-à-dire 2isin (|) Pn(t) =  2isin (n +  |) t qui donne bien la formule cherchée

(4) Pn(t) =
sin(n +  \)t 

sin(|)

vii) On a

dt

dt
7
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Mais

dt 2 r .  . ,dt 2 [
-  =  - \  \sm t\- +  -  /  
t 7T Jq t Tî J n

2 7 1-1 /•(k+i)*’

(n+l/2)W ^
| sin i| —-

717T ^

2 ^  PV
- V  /
^ fc=i

n - l  ,(fc+l),r

' - ■ U
9 n~l -t /*̂ /c-r-A;/«

> — y ^ - ------- — /  |sinf|dt
^ +  1)7r A »

i .<&|sini| — 

(fc+iK

>1 n _ 1 -i

> 4 rTT 2 A-—/
n — >+oo

* 2 è ï  ( * + ! )
+oo

qui montre bien que ||Pn||i tend vers +oo quand n tend vers +oo.
viii) Remarquons d’abord que g(t) est le “signe” de Pn(@ — t) ; on obtient donc 

|Pn(6 —1 )| =  g(t)Pn(0 — t) et par suite

\\Pn\\l =  ^ f \ t ) P n ( 0 - t ) d t .

La suite Xj peut être choisie telle que 11 11 oo < 1 pour tout j .  On aura alors

\<Pj(t)\ =  IXj(t)Pn(0 -  t)| < |Pn{6 -  t)|.

Comme \<pj\ converge simplement vers \Pn(9 — t)\ =  g(t)Pn{9 — t), on a

lim f n( x j ) =  lim A - [  Xj(t)Pn(6 -  t)dt 
3~>+oo j-M-oo 2n J_„

= h f _

=  h f j Pn{6~ t)ldt

=  '\\Pn\\v

Donc limn _ +00 111/„111 =  limn ^ +00 | |P„ 111 =  +oo.
ix) D ’après ce qui précède et la conclusion qui suit la question iv), il existe une 

partie O  de X  qui est un G$ dense dans X  et telle que, pour tout x Ç. O, on ait

lim |5 n(x ,0 )| =  +oo.n—>+00 i

Ceci signifie que, si on se donne 9 G R, alors il existe au moins une fonction 
x G X  (en fait un G s de fonctions x, dense dans X )  dont la série de Fourier ne 
converge pas vers x  au point 9. □
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Exercice VIII. 6 .1 2

Remarque : Soit /  G E  et notons 1 la fonction identiquement égale à 1 et qui 
appartient, bien sûr, à E. Alors d’après l’inégalité de Hôlder, la fonction /  • 1  =  /

est intégrable sur [0,27r] et on a \f(x)\dx < 2n \f(x)\2dx^2 qui donne

l’inégalité N (f)  =  ^  \f(x)\dx < ||/||.
i) La linéarité de l’application cn : f  G E  i— ► cn( f ) G C est immédiate. La 

continuité découle de l’inégalité de Cauchy-Schwarz |cn(/)| =  |(/, e~inx) <  ||/|| qui 
montre bien que la norme |||cn||| < 1. Un calcul immédiat montre que cette norme 
est atteinte pour f { x )  =  1 . Donc |||cn||| =  1 .

ii) Comme /  est de carré intégrable, le carré de sa norme ||/ ||2 est égal, d’après 
l’égalité de Parseval, à la somme de la série convergente

£ m a i 2-

Donc cn( / )  tend vers 0 quand |n| tend vers +oo.
iii) Soit (X k)k>i (X k =  (xk)ne%) une suite de Cauchy dans L°°(Z). Alors pour 

tout e >  0, il existe N  e  N* tel que k,£ > N  = >  supneZ \xk -  x„\ < e. Donc pour 
n fixé, {xk)k>i est une suite de Cauchy dans C ; elle converge donc ; notons xn 
sa limite. Alors la suite X k converge dans L°°(Z) vers X  =  (xn)n€z- En effet en 
passant à la limite pour £ tendant vers l’infini dans l’inégalité supneZ \xk — xen\ < e 
on obtient k > N  = >  supneZ \xk — xn\ < e qui implique que (xn)n est bornée et 
que la suite X n converge vers X  pour la norme || | |oo-

iv) Soit (X k)k>i une suite dans Co convergeant vers X  € L°°(Z). Pour tout 
e >  0 il existe N e  N* tel que k > N = >  supneZ \xk — xn\ <  §. D ’où pour 
tout n G N*, \xn\ < \x̂ \ +  §. Comme, d ’autre part, lim|n | _ + 0 0 x k =  0 pour |n| 
suffisamment grand on aura \xk\ <  §. Ce qui donne \xn\ < e, qui montre bien que 
limin^oo xn =  0 i.e. X  e  C0.

v) L’application ^  : /  G E  i— > (cn(/))nez £ Co est clairement bien définie et 
linéaire. Sa continuité résulte des relations qui suivent (déjà établies) :

ll^(/)||co=SUP|cn(/)|<iV(/)<||/||.
nez

vi) L’égalité de Parseval donne ||/||2 =  Ylnei lcn(/)|2' Donc si ^ ( f )  =  0, tous 
les cn(f )  sont nuis ; par suite f  — 0. Donc ^  est injective.

vii) On a, pour tout k e  N*,

En appliquant l’inégalité sinu < |u|, valable pour tout u G IR, au dernier terme on 
obtient finalement N (fk) >  ^ j ’J2fe+1)7r S1” a! dx  ̂ Comme l’intégrale / 0+°° 
diverge la suite de terme général
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1 /•(2fc+* 1)ir I sinxl 
— / -------- -dx
n Jo x

tend vers +oo quand k -*  +oo et donc N (fk) +oo. Ceci implique ||/fc|| —»• +oo 
en vertu de l’inégalité démontrée dans la remarque.

D’autre part on a cn(f )  =  {  J “  |W| ^ * D’où | | ® (/* )| | oo  =  supn€Z |cn(/)| =  1
1,1 si |n| < A:

pour tout k 6  N*.
viii) D’après vii) l’inverse de l’application bijective ’3/ : E  — > 'ÿ(E) envoie la 

suite bornée (# ( /* ))  (pour la norme || ||oo dans Co) sur la suite non bornée (/*>) 
dans E  ; elle n’est donc pas continue et par suite '3/ : E  — > Co n’est pas ouverte.

ix) Les espaces E  et Co sont complets et l’application 'I' étant continue non 
ouverte, ne peut pas être surjective d ’après le théorème de Banach-Schauder. □

Chapitre IX

Exercice IX. 5.1
i) Si <p est un difféomorphisme de classe C 1 de [0 , 1 ] (le . <p est bijective dérivable

et à dérivée continue ainsi que son inverse y?-1 ) alors Tv définit un opérateur borné 
sur E. En effet soit /  une fonction mesurable sur [0,1] ; alors

/J[ 0
1/  o ip(x)\2 d\(x) / |/(x)|2 • | (^ -1)'(x)|dA(x)

Comme p  est un difféomorphisme de classe C 1, (<p 1)/ est bornée sur [0 , 1 ]. Par 
suite

|/ o p(x)\2d\(x) < \f(x)\2d\(x)

i.e.

ii/»*>n<yii(»>-,)'ii~-imi.
Ceci montre que T<p est bien défini et est borné sur E.

ii) Il y a des homéomorphismes ip de classe C 1 (l’inverse n’est pas forcément de 
classe C 1) de [0,1 ] pour lesquels il existe f  E E  telle que f  oip fi E. Par exemple 
si on prend (p(x) =  x 2 et f (x )  =  avec \ <  a <  Il est clair que /  G E  mais 
/  o ip(x) =  n’est pas dans E . □

Exercice IX, 5.2
i) Toute fonction /  G E s’écrit de manière unique comme somme des fonctions

M x )  =  / M + / ( - * )  et } _ {x) =  f f i L M .

La fonction / + est paire et / _  est impaire. Ceci donne une décomposition de 
l’espace E  en somme directe E =  P  ® I  où P  est le sous-espace de E  des fonctions
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paires et I  celui des fonctions impaires. L’opérateur T  a donc deux valeurs propres 
1  et — 1  de sous-espaces propres respectifs P  et I.

ii) D ’abord S ne peut pas être injectif, puisque son image est de dimension finie, 
donc 0 est une valeur propre. Le sous espace propre associé est l’orthogonal de 
A  =  {cos a;, sin a:} dans E  pour le produit scalaire ( / ,  g) =  J* f(x )g (x)dx.

Soient A une valeur propre non nulle de S et /  G E  un vecteur propre associé 
à A. On a S (f)  =  A/  ; par suite /  est dans l’image de S, donc est de la forme 
f ( x )  =  a cos a: +  6 sinx avec a et b réels non tous nuis. Calculons S (f) . On a

S (f)(x ) —cos x  /  (cos y)(a  cos y +  bsmy)dy 
J — TT

— sin x /  (sin y)(a  cos y H- 6 siny)dy 
J — TT

/TT pTT

cos2 ydy — b sin x  /  sin2 ydy
•TT J  — TT

+  (b cos x — a sin x) /  cos y sin ydy
J — TT

/TT j*TT

cos2 ydy — b sin x I ( 1  — cos2 y)dy

•TT J — TT
/ 1T çir

cos2 ydy — b sin x I dy
-TT J - T T

= 7r(o cos x — b sin x). 
On doit avoir d’autre part

S (f)(x ) =  A f ( x )  =  A(acosx +  èsinx) =  7r(acosi — ftsinx) 

qui donne le système

( Xa =ira  
\ Xb =  -7 rb

L’examen de ce système donne deux solutions A =  7r ou A =  —ir.. Le sous-espace 
propre associé à 7r est engendré par la fonction cos a; et celui associé à - 7r est 
engendré par la fonction sin a:. Le spectre de S est donc constitué de trois valeurs 
propres : 7r, —7r et 0 . ^

Exercice 5*3
i) Soit x e  Nk ; alors Sk(x) =  0, donc Sk+1(x) =  S(Sk(x)) =  0 et par suite 

x G iVfc+i i.e. Nk C Nk+ i■
Supposons qu’il existe A: G N tel que Nk =  Nk+i ; nous voulons alors établir que 

pour tout n G N, Nk =  Nk+w Soit x G TVfc+n+i ; alors S (S (x )) ~  ®
Sn(x) G Nk+i- Mais Nk+i =  Nk ; donc Sn(x ) G Nk et par suite x  G Nk+n- Ceci 
montre que Nk+n =  Nk + n + 1 ! on a donc montré que pour tout n G N, Nk =  Nk+„
dès que Nk =  ^fc+i- . D , ., . .

ii) La démarche sera du même type que pour le i). Soit x G Kk + 1 ; alors il existe
y G E  tel que x  =  Sk+1(y) qui peut ausi s’écrire x  =  Sk(S(y)) ; donc x  G Rk- La 
suite (Rk) est donc décroissante.
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Supposons qu’il existe k G N tel que Rk =  Rk+i et montrons qu’alors, pour tout 
n € N, Æfc =  iîfc+n- Le résultât est vrai pour n =  0,1 ; supposons le vrai pour n. 
Soit x e R k ]  alors x G Rk+n (hypothèse de récurrence) i.e. x =  S n(îj) P °^  ™  
certain y e B .  Mais Sk(y) est un élément de Rk =  Rk+i 5 donc S (y ) S> 1 )
et par suite x =  S "(S fc(y)) =  Sn(Sk+1(z)) =  Sk+n+l(z) i.e. x G Rk+n+i- Ce qui 
donne Rk =  Rk+n pour tout n e  N.

iii) Pour tout & G N on a S(Nk+1) C Nk ; en effet soit x =  S{y) avec y G Nk+v  
Alors Sk(x) =  Sk(S(y)) =  Sk+1(y) =  0. D’après la proposition IX. 4.2,  ̂la suite 
(ATfc)fcgpj est alors stationnaire. Comme pour tout k G N*, Rk est fermé, d’apres e 
théorème IX. 4 .3 , le même raisonnement vaut pour la suite (Rk)keN- Çn note p et 
q les plus petits entiers à partir desquels les suites (Nk) et (Rk) stationnent ; ce 
sont aussi les plus petits entiers k et 1 tels que Nk + 1 =  Nk et Re+i =  Re-

iv) Soit x e N pr\Rp. Alors Sp(x) =  0 et x =  Sp(y) pour un certain y e  E. D’ou 
S2p(y) =  Sp(x) =  0 ; donc y G N2p ; mais N2p =  Np, donc Sp(y) =  0 et par suite 
x =  0. On a finalement montré que Np C\Rp =  {0 }.

v) Soit x e E ; alors Sq(x) G Rq. Mais Sq(Rg) =  R2q =  Rg et donc Sq(x)  ̂G 
Sg(Rq) i.e. Sq(x) =  Sq(y) pour un certain y G Rq. Donc x — y G Nq, c ’est-à-dire 
x =  z +  y avec z =  x — y G Nq et y e Rq. Ce qui établit l’egalite E  =  Nq +  Rq.

vi) Si q <  p, Nq C Np car la suite (Nk) est croissante ; si q > p, Nq =  Np car 
(Nk) stationne à partir de p. Dans tous les cas on a Nq C Np. De même si q < p, 
Rq =  Rp car (Rk) stationne à partir de q. Si q > p , Rq C Rp car la suite (Rk) est 
décroissante.

Nous avons

' Nq c N p 
Rq C Rp 
Np nRp =  { 0} 

k Nq +  Rq — E

Ceci implique que Np =  Nq et Rp =  Rq ; donc p =  q.
vii) Comme la suite (Nk) est croissante, Ni =  KerS C Np =  N. D ’où KerS'fliî =  

{0 } ; donc la restriction S\r de S k R est injective. C ’est donc une bijection continue 
de R sur lui-même. C ’est en fait un isomorphisme topologique d ’après le corollaire 
IX. 4.4.

viii) Soit F  un sous-espace de E  stable par S et sur lequel S est nilpotent i.e. il 
existe A: G N* tel que (S\F)k =  0. Alors forcément F  C Nk, donc F C N. Donc N  
est le plus grand sous-espace stable par S sur lequel S est nilpotent.

De même soit B  un sous-espace stable par S sur lequel S est un automorphisme 
topologique. Alors S(B) =  B  et par suite Sk(B) =  B  pour tout k >  1 . Donc 
B C Rk pour tout k >  1 i.e. B c  f\k Rk qui montre que R  est le plus grand 
sous-espace stable par S sur lequel S est un automorphisme topologique.

ix) Si S est injectif, tous les Nk sont réduits à {0 } et donc N  =  {0 }. D’où E  =  R  
i.e. S est surjectif. D’après viii) S est un automorphisme topologique de E. □

Exercice IX. 5.4
L’opérateur T  : £2 — > £2 est une isométrie ; sa norme est égale à 1 et donc son 

spectre a(T) sera inclus dans le disque unité fermé de D (0 ,1 ). Montrons qu’en fait



224 Solutions des exercices

cr(T) =  D (0,1). Soit A 6  .0 (0 ,1 ). Il est facile de voir que T — XI est un opérateur 
injectif ; il n’y aura donc pas de valeur propre. D’autre part T  n’est pas surjectif, 
donc 0 G cr(T). Supposons A non nul et montrons que T -  XI ne peut pas être 
surjectif. Soit y G I2. Alors l’équation T(x) — Ax =  y est équivalente au système

( -X x i  =  yi
l  xn ~  Ax„+i =  yn+i pour n > 1  

dont la résolution donne

Soit y le vecteur de l 2 donné par y\ =  1  et yn =  0  pour n > 2 .  Alors dans ce cas 
pour n > 2 o n a i n =  - j r  dont le module reste constant égal à 1 si |A| — 1  et tend 
vers +oo si |A| < 1.

Donc pour tout A G D (0,1), il existe y e .E  tel que l’équation T(x) -  Xx =  y 
n’ait pas de solution dans l’espace Le spectre est donc égal au disque fermé 
0 (0 , 1). □

Exercice IX. 5.5
i) L’opérateur T  est de norme 1. En effet on a

r ( / ) l l o o  =  SUp |x/(x)|
x€[0,l]

< SUp |/(x)| =  H/lloo.
x€[0,l]

Donc |||T||| < 1. Si on prend f (x )  =  1 alors llTX/jH,*, =  ||/||oo =  1- Le spectre 
cr(T) est donc contenu dans le disque 0 (0 ,1 ). Nous allons montrer qu’il se confond 
avec l’intervalle [0,1 ] et qu’il ne contient aucune valeur propre. Soit A un élément 
de D {0,1) ; alors T — XI est toujours injectif. En effet, soit /  G E  telle que 
T (f)  — A / =  0 ; ceci signifie que pour tout x G [0,1], (x — A )/(x ) =  0. Donc /  est 
nulle sur l’ouvert [0,1] — {A} qui est dense dans [0 , 1 ]. Comme elle est continue, 
elle est identiquement nulle ; ce qui établit l’injectivité de T — XI, Le spectre ne 
contient donc aucune valeur propre.

- Supposons A G D ( 0 ,1)—[0,1]. Alors, pour toute 5  G E, l’équation T ( f )—Xf =  g 
a une solution dans E  qui est la fonction / (x )  =  Donc T — XI est inversible 
pour ces valeurs de A.

- Si A G [0, + 1 ], alors l’image de l’opérateur T — XI est l’ensemble des fonctions 
g € E  telles que g{X) =  0. L’opérateur T — XI n’est donc pas surjectif. D’où 
a(T) =  [0,l].

. ii) Pour toute fonction f  e  E  on a S (f)(x )  =  (x 2 +  x) f 0 f(y)dy. L’image de 
T  est donc un sous-espace vectoriel de E  de dimension 1 engendré par la fonction 
fo(x) =  x 2 +  x, il est donc de rang fini et n’est pas injectif ; par suite 0 en est 
une valeur propre, le sous-espace propre associé étant confondu avec le noyau de la 
forme linéaire continue f  e  E \— > f(y)dy  G C. Il est facile de voir que l’autre
partie du spectre est constituée de la valeur propre | ayant pour sous-espace propre 
le sous-espace de dimension 1 engendré par / q. □
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Exercice IX. 5 .6

i) L’expression analytique de Ra est évidente. Pour 2  e  S1 on a Ra(z) =  e2ilTaz 
ou encore, si on écrit 2 =  e2tnx avec x e  R, Ra(z) =  e2in(x+a),

ii) On développe /  et g en séries de Fourier

+  OO + O O

f (x )  =  ' £ f ne2i™x, g(x) =  .
—  OO — OO

L’équation devient alors

+00 -f-00

J 2 (e2ivna -  A) fne2i™x =  J 2 g ne2i™x .
—00 —OO

Comme le développement en série de Fourier d’une fonction est unique, cette égalité 
nous donne le système

(S) (e2™n a -  A ) / „  =  gn pour n e  Z.

a) Supposons p ^  1 .
Dans ce cas la quantité e2l7mQ — A est non nulle pour tout n e  Z. D’où

fn =  n- 9n------, n e  Z.J n g 2 i 7 T ncx. _  ^  *

Reste à montrer que la fonction /  ainsi définie par ses coefficients de Fourier est 
dans L2 (S1). On a |e2” rn"  -  A| > |1 — p\ pour tout n e  Z. Ce qui donne l’inégalité

a i)  |/n|- ï î ^ i  n e Z -

Comme g € ^ ( S 1), /  sera aussi dans L2 (S1). 

b) Supposons p — 1  et a  rationnel.
On peut écrire a =  2  avec p € N, q e N* et p et q premiers entre-eüx et 0 <  p < q.

Dans ce cas {e2l,rn« : n € Z} est égal à {e2tir« : k =  0 ,1 , . . . ,  q — 1 }, ensemble des 
racines qemes de l’unité.

- Si A =  e~*~ avec k e (0 , 1 , . . .  , q — 1 } alors le système (S) n’a de solution que 
si gn — 0 pour n congru à k modulo q.

- Supposons que A n’est pas racine qhme de l’unité ; alors le système (S) admet 
pour solution

fn  -
9n

glinna. _  ̂’ Tl G Z .

Soit 6 =  infn€{0,i.... 9_i} \e2i™ a — A| >  0. Alors
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Comme g G L ^ S 1), /  sera aussi dans Z/2 (S1).
Les inégalités (Ij) et (I2) montrent que quel que soit le cas a) ou b) lorsque 

l’équation /  o Ra — \f =  g a une solution (qui est unique), l’application qui à g 
associe /  est un opérateur borné sur Z/ 2 (S1).

iii) L’application Ta : Z,2 (S1) — > Z,2 (S1) est un isomorphisme d ’espaces vecto
riels d ’inverse T_Q (facile à voir). D ’autre part si f ,g  G L2 (S1) on a

(Ta(f),Ta(g)) = [  f (x  + a)g(x + a)dx 
J 0

= f  f(x)g(x)dx 
J 0

=  (f ,g )

qui montre bien que Ta est un autorphisme unitaire de L2 (S1).
iv) Supposons a G [0, l[f)Q. Alors o: = |  avec p G Z et q G N* et on a

RI = Ra o . . . o Ra = id&i.
'------------ v------------ '

q fois

Par suite T£ =  idL2(§i> ; donc les valeurs propres À G C de Ta vérifient Xq =  1. 
Elles sont données par

Xk =  e « k =  0 , 1 , . . .  , q -  1 .

Si a  =  0 , Ta =  id et il n’y a qu’une seule valeur propre Ào =  1 de sous-espace 
propre L2 (S1) tout entier. Supposons a  ^  0 . Il est facile de voir que le sous-espace 
propre associé à Àfc =  e~T~ est le sous-espace fermé de L2 (S1) engendré par la 
famille libre { e 2iir{k+sq)} aeZ

Le spectre a(Ta) se réduit aux seules valeurs propres

{
2i7T

l ,e  « ,
2iir(q — 1) 'j

e « >.

En effet on a vu à la question ii) b) que si

j . . .  j e ? >

alors l’opérateur Ta — AI est inversible. Ce qui répond à la question.
v) Supposons a  G [0, l[flQc et cherchons d ’abord les valeurs propres de Ta, Cela 

revient à déterminer les nombres A G C pour lesquels il existe /  G L2 (SX) non nulle 
telle que

(g2i7rna _  =  Q pour tOUt Tl G Z.

On voit alors que tout nombre An =  e2î7rna est valeur propre de Ta de sous-espace 
propre En =  Ce2l7rni. Comme l’ensemble {e 2ivna} n€z est dense dans S1 (on l’a 
admis) et que le spectre cr(Ta) est fermé, on a forcément S1 =  cr(Ta). Donc pour 
tout nombre complexe A tel |A| ^  1, l’opérateur Ta — XI est inversible. Ceci découle 
immédiatement de la question ii) a). □
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Exercice IX. 5.7
i) On résout d’abord l’équation (1 ) : ^  =  g. Comme / Q2,r ^ d x  =  0 (h est 

périodique de période 2ir), g doit satisfaire

(C) /  g{x)dx =  0 .
J o

Supposons (C) vérifiée. Alors h(x) =  f*  g(t)dt +  K, où K  est une constante com
plexe, est dans V\ et résout l’équation (1 ). Pour trouver /  € V2 , solution de 
l’équation ^  =  g, on résout l’équation (2) : ^  =  h(x). Une condtion nécessaire 
et suffisante, pour qu’il y ait solution est que h vérifie la condition (C), ce qui est 
possible si on choisit K  =  — (Jq g(t)dt) dx. Donc une condition nécessaire

.2 f
et suffisante pour que =  g admette une solution est que g vérifie (C) et dans 
ce cas

/(*) = lo  \ I o 9it)dt ~ i  C  { l o 9{u)dUJ  de)  dS

est la solution de l’équation en question.
ii) Les sous-espaces Vg3 =  {g  € Vo : (g, 1) =  0} et V® =  {g  G V2 : (g, 1) =  0} sont

des hyperplans fermés respectivement de Vo et V2 ayant chacun £ comme orthogonal 
dans son espace. En plus A  : V 0̂ — ► est un isomorphisme.

iii) Soit Q =  I  — P. Comme A : Vÿ — ► Vg° est un isomorphisme, il admet un 
inverse 7o. On pose T =  ToQ ; on obtient ainsi un opérateur T : Vo — > V2 . Il est 
facile de voir que T  vérifie TA  =  I  — P.

iv) Pour g € V q , la fonction A{g) =  g{u)du est un élément de Vj et l’application 
A : Vq — > Vi C Vo ainsi définie est un opérateur compact (en tant qu’opérateur à 
valeurs dans Vq). En effet si x, x' G [0, 27t] (avec x < x') on a

|A(5 )(xO - ^ ) ( x)| = /  g(u)du 
J X

du

< M W W - A

Ceci montre que l’image par A  de la boule unité de Vq est équicontinue et est bornée 
pour la norme || ||oo ; elle est donc relativement compacte d’après le théorème 
d’Ascoli, donc relativement compacte pour la topologie de la norme || || puisque 
moins fine que celle associée à || ||oo. Comme L : g — > ^  f 0* g (6)dd est de rang 
1 , il est compact. D’autre part, il est facile de voir que pour tout g G Vq on a

Tg =  A{A{Q g) -  L(Qg)}.

Ainsi T est compact car A et L sont compacts et Q borné.
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Pour tout n G Z, notons e„ la fonction emx. Alors pour tout n e Z, en e 14 
pour tout k € N, et la famille (en)n est une base hilbertienne de E. Comme

T(en) =  { °  ,
“ S*

pour n =  0 

-^ren pour n ^ O

le spectre cr(T) est l’ensemble {0 } U { — : n e  N*} et est constitué seulement de 
valeurs propres. □
Exercice IX. 5.8

i) On a

f K (x,y)h (y)d\(y) < [  \K(x,y)h(y)\dX{y) < M  f  \h(y)\dX(y). 
J a J a

Comme h est intégrable la quantité Th{x) existe bien. Montrons que la fonc
tion ainsi obtenue x G [a, b] i— > Th(x) G C est continue. Soit (xn) une suite 
tendant vers x et posons <pn(y) — K (x n,y)h(y). Alors pour tout n, la fonc
tion y € [a, 6] i— > <Pn{y) est intégrable et converge simplement vers la fonction 
y G [a, 6] i— ► K (x ,y )h (y ) (découle de la continuité de K ). En plus, pour tout n, 
\(pn\ est dominée par la fonction intégrable M\h\. D ’après le théorème de Lebesgue,
la suite  ̂ Vn{y)dX{yŸj =  (Th(xn)) converge vers K(x,y)h(y)dX(y) =  Th(x), 
ce qui établit la continuité de Th.

ii) Il est clair que T  : E  — ► E  est linéaire et qu’on a ||77i||oo <  (b — o)M||/i||oo 
i.e. T  est un opérateur borné sur (E, || ||oo).

iü) 0n  a l(Tff)(*)l =  \ fa K (x,y)g(y)dX(y) <  f*\K(x,y)g(y)\dX(y) <  M\\g\\i.
En prenant le sup pour x  G [a, b] on obtient HT̂ Hoo < M||<7||i . L’inégalité est donc 
vérifiée. De même

|(T2 <7)(a;)| =  [ ' K (x,y)(Tg)(y)dX(y) 
J a

< M  Ç\\Tg\\00dX(y)

<  M i b - a ^ T g W o o  

< M 2( b - a )  IMK.

Pour n quelconque, l’inégalité HT^Hoo < ||g||i (M n(6 - a ) n_1) s’obtient par le 
même raisonnement.

iv) Posons p =  M(b — a) ; alors p <  1 et la série

oo oo

E M'Mn(b - °)n_1 =  E MilM P n ~ l
n—1 n = l

converge. Donc la suite ( /n), avec f n =  g+ T g+ . . .+ T n~1g, converge uniformément 
vers une fonction /  somme de g et d’une fonction continue bornée par ; /
est donc intégrable.
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v) On a T /  =  T(g +  Tg + .. .+ T ng + . . . )  =  Tg +  T 2g + .. . +  Tn+1g + . . . .  D’où 
/  — T f  =  g i.e. f  est solution de (E).

vi) On péut établir l’inégalité \Tng(x)\ <  ||g||iMn^~  exactement de la
même manière que dans l’exemple IX. 2.5. Nous ne referons pas ces calculs. Comme 
la série de terme général M n converge ver M eM(x~a\ la suite ( /n) converge
uniformément vers une fonction, somme de g et d’une fonction continue bornée, 
donc /  est intégrable. Comme dans v), /  vérifie clairement l’équation (E).

vii) Cette fois-ci K (x ) y) =  Oi(x)(3(y) avec a et (3 continues et vérifiant la relation 
la a (x )0(y)dy =  0. On a Tg(x) =  f*  a(x)p(y)g{y)dy =  a(x) f*  0(y)g(y)dy. En 
posant C =  P(y)g(y)dy ôn obtient Tg(x) =  Qa(x) ; calculons

nb rb
T 2g(x) =  /  a(x)P(y)(Tg)(y)dy =  oc(x) /  P(y)Ca(y)dy =  0. 

J a J a
Par suite pour n > 2 , Tng =  0. La solution /  de l’équation intégrale ( 1 ) est donc 
égale à g +  a  /*  0(y)g(y)dy. □

Chapitre X

Exercice X. 5.1
Soit y e  E et notons Ty : E  — ► E l’application linéaire continue qui à x  associe 

Ty{x) =  (T x ,y ). Alors Ty est continue ; en effet

ll̂ y(a:)ll = \(Tx,y)\ =  |(x,5y>| < ||5y|| • ||x||.
De même, pour tous x ,y  € E, on a \{Tx,y)| < ||Ta:|| • ||y||. Les deux inégalités 
qu’on vient d ’établir montrent que l’application bilinéaire f  : E  x E  — > K, qui 
à (x ,y ) associe {T x,y), est séparément continue, donc continue (d’après l’exercice
VI. 5.3). D’où

limil =  sup ||Tx||
IMI<i

< sup \(Tx,y)\
ll*ll<i.llwll<i

= sup \ f (x ,y) \

qui montre bien que T  est borné. □

Exercice X. 5.2
La suite (Xk) tend vers 0 ; elle est donc bornée ; soit a =  sup|Àjt|. On a 

clairement \\Tx\\ <  a||x|| qui montre que T  est bien défini et est borné. Le fait 
qu’il soit auto-adjoint est immédiat. Pour montrer que T  est compact, il suffit de 
montrer que pour toute suite (xn) telle que, pour tout n, ||æn|| < 1 , la suite T (xn) 
admet une sous-suite convergente.
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Comme T  est borné, la suite (T (xn)) est bornée, donc faiblement bornée et par 
suite elle admet une sous-suite (T(a4)) faiblement convergente Le. il existe y G E  
tel que pour tout u G E  on ait limn^ +00(T(x/n) )u) =  (y ,u ).

Nous allons montrer que la suite (T(a4)) converge fortement dans E  ; pour cela 
il suffit de montrer qu’elle est de Cauchy.

Soient e > 0 et k et £ des entiers naturels. On a
oo

IlT{x'k ~4)\\2 = J2  Anl( 4  -  xe^n)\2.
7 1 = 1

Comme la suite (Àn):tend vers 0 , il existe No 6  N tel que n > No =4> |An| < e. 
D’où

E iw -*aoi2 = E w2iw-x;,e„)i2
n=No n=No

oo
< e 2 E  1(4 -x 'e ,e n)\2

71—No

<  e 2H 4  “ 4 I I 2 -
D’autre part comme (T(x^)) est faiblement convergente, il existe Ni e  N tel que

k ,ê >  Ni = >  \{T(xk -  x'(), en ) | 2 <  —  pour tout n € { 1 , . . .  ,N 0 -  1}. 

On a donc pour > iVi

No oo

||r(a4)-T(®J)||2 = £  1(7(4)- )̂, C„)l2+ E lAn|2|(4-4,en>|2
7 1 = 1  7 1 = N o +  1

“  ^°~NÔ ~~ 4II2

<  C 2e2

où C  est une constante positive. On a donc ||T (xk) — T (x 'g)|| < Ce qui montre bien 
que (T (x 'n)) est une suite de Cauchy. Donc T  est compact. □
Exercice X. 5.3

i) Soient (ei)ie *̂ et (/j)jeN* deux bases hilbertiennes de E. On a
OO OO OO

£ | | re i ||2 =  £ E K ^ « . / i ) l 2
2=1 2=1 j = 1

OO OO

= EEi<e-r /i>i2
j = l 2=1

OO

= E iit ‘ ^ i2-
i - 1
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En particulier si les bases (e») et (f j)  sont les mêmes on a

D’où

E i m 2
2 =  1

E i i T *e*n2-
2=1

^ | | T e i ||2 =  f;||T*ei
2 =  1 2=1

oo

=  E n r * v Jii2
3- 1
oo

= E iir ^n2-
i=i

ii) De ce qui précède on voit que T  est de Hilbert-Schmidt si, et seulement si, 
T* l’est.

iii) Soient T  et S deux opérateurs de Hilbert-Schmidt et une base hilber
tienne de E. On a

||(T +  •S ')ei||2 — ( T e »  +  S&i, Te% +  Seî)
=  \\Tei\\2 +  H S e i l l2 +  (TeuSei) +  {SeuTei)
<\\Tei\\2 +  \\Sei\\2 +  2\\Tei\\-\\Sei\\

<(||rei||-H|S'ei ||)2

<2(||Tei ||2 +  ||5ei||2) .
En sommant à gauche et à droite sur i G N* on obtient

oo oo

X ) l i ç r  +  S)ei ||2 <  2 ^ (| | T e i ||2 +  I|5e i||2) <  +oo.
2=1 2=1

Donc T +  S G HS(E). On a clairement, pour tout A € K et tout T  g HS(E), 
A T  G HS(E). Par suite 'H.S(E) est un K-espace vectoriel.

iv) Le nombre |||T|||o est l’évaluation en T  de la forme quadratique associée à la 
forme hermitienne définie positive sur HS{E)

OO

(T, S) 0 =  E < r e ^ } .
2=1

Donc III |||o est une norme préhilbertienne sur HS(E).
v) Soient T  G H S(E )) x G E  et (e*) une base hilbertienne de E. Alors

Tx  = T  (  ^  G i ) e i  

\ 2=  1 

OO

^  CijTei,
2=1
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D’où

(
OO \  2 /  OO \  2

E k*.«*>i2 ) • ( E i i ^ i i 2 ) = i w M i m i i o -

Par suite

i i m i i = s up ! M < n i r |||0,
x̂ O ||æ||

vi) Montrons que l’espace (H S(E ), ||| |||o) est complet. Soit (Tn)neN une suite 
de Cauchy dans (7Y<S(£?),||| J||o). Comme ||| ||| < ||| |||o, (Tn) est une suite de 
Cauchy dans (E, ||| |||) ; elle converge donc vers un élément T  G L(E).

Soit e >  0 ; il existe N  G N tel que n > m > N  ==> |||Tn -  r m |||0 < £ le .

OO

£| | (T n - T m)(ei)||2 < e 2.
1=1

Pour tout r G N* on a £ [ = 1  IK^n —Tm)(ej)||2 < e2. On fixe n et on prend la limite 
sur m ; on obtient

£| | (T n - r ) ( e i)||2 < £ 2.
i=  1

On prend ensuite la limite sur r et cela donne £ ° î x IK^n — T)(ei)||2 <  e2. Cette 
inégalité montre que

(*) Tn — T  G HS(E), donc T  est de Hilbert-Schmidt ;
(**) |||Tn -  T |||0 <  £ le .  la suite (Tn) converge vers T  pour la norme ||| {[|0- 

L’espace normé (H S(E), ||| |||o) est donc de Hilbert.
vii) Soient A G L(E), T  un opérateur de Hilbert-Schmidt et une base

hilbertienne de E. On a pour tout i G f ,  ||ÆT(ei)|| < |||A||| • ||T,(ei)||. Ce qui 
donne ||Ar( e i )||2 <  |||A|||2 • ||T( e i )||2 <  +oo. Donc AT  G HS{E).

Comme T  G H S(E ), T* G HS{E) d ’après la question i). Donc (TA)* =  A*T* G 
H S(E ) d’après ce qui précède et par suite TA  G HS(E) ; HS(E) est donc un idéal 
bilatère de L(E).

viii) Soit K  un opérateur de rang fini et notons F  son image qui est un sous- 
espace de dimension finie (disons n) de E. On a clairement K  =  P K  où P  est 
la projection orthogonale sur F. Pour montrer que K  est de Hilbert-Schmidt, il 
suffit de montrer, en vertu de ce qui précède (puisque K  est borné), que P  est de 
Hilbert-Schmidt. Choisissons une base hilbertienne (e*)^ * de E  telle que les n 
premiers vecteurs e i , . . .  , en forment une base orthonormale de F . Alors

o o  n

E n p (e<)ii2 =  E i M i 2 = ’*
i= 1 i= l

i.e. P  G HS(E).
Soient T  G HS(E), une base hilbertienne de E  et e > 0. Alors il existe

AT G N tel que £ £ + 1  ||T( e i )||2 < e2. Soit K e G L(E) défini par
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K ,(ei)
T ( e i )  si i G { 1 , . . .  , N }  

0 si i > N  +  1

Il est clair que K e est de rang fini et que |||T — K s\\\q =  YIn + i ll^(ei)ll2 < £2- Ce 
qui montre que l’espace ) des opérateurs de rang fini sur E  est dense dans
(HS(E), III Jllo).

ix) D’après ce qui précède et le fait que ||| ||| < ||| |||o tout opérateur T  de 
Hilbert-Schmidt est limite en norme ||| ||| d’une suite d’opérateurs de rang fini. 
Donc T  G TZJ: {E) =  JC(E) d’après la proposition X. 1.7 ; IC(E) étant l’espace des 
opérateurs compacts sur E . □

Exercice X. 5.4
i) Soient / ,  g G E. on a

(T f,g ) =  Q f  K (x ,y )f(y )d y Sj  g(x)dx 

K (x ,y)f(y )g (x)d yd x

=  lo K (y ' xïg(x}dx^ dy

=  (/> T g)

qui montre bien que T  est hermitien.
ii) Soit E  le complété de E  qui n’est rien d ’autre que L2 ([0,1], C). L’opérateur T  

se prolonge de manière canonique à E  en un opérateur compact T  sur E. D’après 
la remarque qui suit la démonstration du théorème IX. 4.5., T  a les mêmes valeurs 
propres non nulles que T. Soit (e,)j>i une base hilbertienne propre de (KerT)1- 
associée à T. Pour toute fonction f  e  E  on a l’inégalité JZSi l(/>ei) | 2 ^ ll/ll2- 
Cette inégalité appliquée à la fonction continue K (x , ■) : y i— > K (x ,y )  (qui est 
dans E ) donne

00 I /-i

si L K (x,y)ei(y)dy
i=0

< \K(x,y)\2dy

=  I I ^ , 0 II2-

Or / q1 K (x,y)ei(y)dy =  (!Tei){x) =  Aje^x). Ce qui donne

f ; i W x ) | 2 < f 1 \K(x,y)\2dy < \\K\\C 
i=o Jo

< +CO.

Ceci montre que le premier membre est une série qui converge uniformément par 
rapport à x. Après intégration de ce premier membre et du deuxième membre on 
obtient
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E A? ( /  \ei(x)\2dx̂ J < \K(x,y)\2dxdy

et en tenant compte de ||ei|| =  1

oo ri
V A f < /  /  \K(x,y)\2dxdy.
feo Jo Jo

iii) Complétons (ei)i> 1 en une base hilbertienne (ej)j> 1 de E  =  KerT©(KerT)J". 
Alors on a

oo oo oo oo

E iî ii2 = E nfe*n2 = E im 2 = EA2 < +°°-
j =1 z=0 i=0 i=  1

L’opérateur T  est donc de Hilbert-Schmidt sur E. □

Exercice X. 5.5
i) Cette question est triviale ; elle se réduit à une simple vérification des égalités

(P + Q)(T) =P(T) + Q(T)
(A P) (T) =A P  (T)

(P.Q)(T) =P (T )Q (T )

V A  G K  et V P , Q g  K[X],
ii) Soit P (X ) =  ao +  a\X +  .. .  +  anX n un polynôme de C[X]. On a

P(T) — clqI  + aiT + . ..  + CLriPn 

Comme (AT)* =  AT* et (T71)* =  (T*)n on a

(P  (T))* = â 0 +  Si T* +  . ..  +  ân(T*)n =  P(T*).

iii) Si T  =  T* une condition suffisante pour que P (T) soit hermitien est afc =  âfc 
pour k =  0 ,1, . . .  , n i.e. P  G R[X].

iv) Soit P  G R[X ]. D ’après la question iii), P(T) est hermitien. Supposons P 
positif sur [a, /?] et soient a i , . ..  , a r, A i , .. .  , An, /?i, . . .  , /3S les racines réelles de P 
telles que

- pour tout i =  1 , . . .  , r, a* < a,
- pour tout j  =  1 , . . .  , s, /3j > /?,

les Afc sont distinctes et vérifient Afc G]a,/?[ pour tout k =  1 ,. . .  , n.
Soient H- \ /^ ïi;i, u\ — y/^lvi, . . .  , uq +  \f^ïvq, uq — /̂—lvq les racines complexes 
de P. Comme P  est positif sur [a,/3], la multiplicité de chaque Afc est forcément 
paire ; notons-la 2m^.

Remarquons d’abord que
- tous les opérateurs T — a j , f y l  — T  sont positifs, commutent entre-eux et 

commutent avec les opérateurs T  -  Afc J et ((T -  t^ / ) 2 +  v j l ) ;
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- pour tout k =  1,. ..  , n, l’opérateur (T —Afc/)2mfc est positif car pour tout x G E  
on a ((T -  ÀfcJ)2mfcz, x) =  ((T -  AkI )mkx, (T -  AkI )mkx) > 0.

- pour tout i  =  1 , . . .  , ç, l’opérateur ((T  — ^ / ) 2 +  î;|/)  est positif car somme de 
deux opérateurs positifs.

Le polynôme P  s’écrit

P(X)  = c f[ ( X  ^ ai) m  - X ) f [ ( X -  \kf m« n  ((X -  utf  + vf)
t = i  j = i fc=i e=i

avec c un réel positif. D’où

P(T) =  c f [ ( T -  aiI) n  W  ~ T ) f [ ( T -  Afc7)2m* f [  {(T  -  ueI ) 2 +  v jl )  •
i= 1 j - l  fc=l 1=1

Comme chacun des facteurs suivants

{ T - a a ) ,  ( P j l -  T), ( T - A fc/ ) 2m\  { { T - u e l f  +  v jl )

est un opérateur positif et que tous ces facteurs commutent entre eux, l’opérateur 
P(T) est positif (cf. exercice X. 5.6).

On a Q — P  >  0 sur [a, P) ; donc Q(T) — P(T) est un opérateur positif i.e. 
P(T) <  Q(T).

Soit P  € [X] et posons a =  supx€[aj3] |P(æ)|. On a bien sûr —a < P (x) < +a  
pour tout x € [a,P]. Donc —a l < P(T) < + a l  et par suite |||P(T)||| < a.

y) Soit B  l’algèbre des fonctions continues sur [a, P] munie de la norme de la 
convergence uniforme || ||oo. Elle contient l’algèbre V  des fonctions polynômes 
qui y est dense d ’après le théorème de Stone-Weirstrass. D’après la question iv) 
le morphisme d’algèbres : P  — » L(P) vérifie |||$t (P)||| <  ||P||oo- Il est donc
continu ; par suite il se prolonge en un morphisme : B  — » L(E) d ’algèbres, 
continu.

vi) Si T  est positif, sa borne inférieure a  est positive. Dans ce cas l’image par 
de la fonction continue p : x 6  [a, P] ■— > \fx € R est un opérateur positif D  qui

vérifie D 2 =  $ t (p )$ t (p) =  $ t (p2) =  ®t {%) =  T.
vii) Si a >  0, la fonction q : x £ [a, P] i— > x G R est inversible dans l’algèbre B  

et son inverse ip(x) =  A vérifie

$ T(1 ) =  ^T(q.ip) =  $ r (g)$T(^) =  TT' =  T'T =  I  

i.e. T  est inversible et a pour inverse l’image par de la fonction ip. □

Exercice X. 5.6
i) Soit x G E. On a (T S x ,x ) =  (TU2x ,x ) =  {U TU x,x) =  (T {U x),(U x)) >  0 

car T  est positif. Donc TS  est positif.
ii) Supposons 0 < Sn <  1. Soit x G E  ; on a
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(Sn+\x, x ) =  (Snx, x) -  (S2 x, x)

=  ( SnX,X)  -  H ^ n X ll2

Comme Sn est positif et de norme < 1 , on a ||Snx ||2 <  |||.S'n|||(<S'Tla :,:r) < (Snx ,x ). 
Donc Sn+i est positif. D ’autre part

|||S«+1||| = |||SB(/ -S B)|||
<\\\Sn\\\-\\\I-Sn\\\
<  111 Sn 111 car Sn < I
<  1 -

Ce qui termine la démonstration.
iii) On remarque que Ylk=o =  5  ~  5n+i- Pour x  G E  on a

k= 0

<11(5 — S'n+i)(x)|| • ||x|| (inégalité de Cauchy-Schwarz).
< |||5 -  S'n+ilH • |,|x||2 (car S -  S’n+i est borné)

< 2 ||*||2.

La série J2nLo ||5n(x )||2 converge donc ; par suite, son terme général tend vers 0 i.e. 
Sn(x) tend vers 0 pour la norme de E. Ce qui établit la convergence intermédiaire 
de la suite (Sn) vers 0 .

iv) On a || X)k=o Sk(x ) ~  50*011 =  ||5„+i(x)|| ; d’après ce qui précède, ||S,n+i(x)|| 
tend vers 0 . Donc la suite (©n), avec 0 „  =  X̂ fe=o S%, tend vers S au sens de la con
vergence intermédiaire. Comme la multiplication (T , S) G L(E) x L(E) i— ► T S G 
L(E) est séparément continue pour la topologie de la covergence intermédiaire, 
('T@n) tend vers TS.

v) On a

(T S (x),x) =  ( T  ( j i m TO£ s 2(* ) j  , s

=  nlimTOè < ^ W . - >
k=0

n

=  lim ^ ( r 5 fc(x),5fe(x))
n—>+oo •k= 0

> o-

Ce qui montre que TS  est positif. □
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Chapitre XI

Exercice XI. 4.1
Soient A G L(E ) et p G N ; on pose Sp =  ^ n = o  ^r- On a

\\\Sp\\\ =

_P An

71=0
ni

=  CIIWII.
71=0 71=0 n!

Comme L{E) est complet (car E  l’est) la série TïT converge vers un élément
eA de L(E).

ii) Soient A, B  G L(E). Alors les trois séries suivantes

~  A - ° °  TDTl

Y  —A  n! et E (A +  B )n
ni

71=0 71=0 71=0

convergent respectivement vers eA, eB et eA+B. Soit p G N ; on a

A A  AkBn~k

n

E ni
k\(n -  k)l

AkB

Si A et B  commutent on a Ylk=o k\(n-k)\AkBn k =  iA +  B T  (formule du binôme 
de Newton). On a donc

BnE^r -E (A  +  B )T
, „ n! I A  n!
Vn=0 /  7i=0

En faisant tendre p vers l’infini on obtient eAeB =  eA+B. Ce qui est la relation 
cherchée. Comme A  commute à —A, on a I  =  e° =  eA+(~A  ̂ =  eAe~A ; donc eA 
est inversible d’inverse e~A. □

Exercice XI. 4.2
i) On construit la suite de fonctions ipn de la façon suivante : <p0 (t) =  X q et pour 

n > 1. ‘finit) =  X 0 +  fïo A(<pn_i(s))ds. Comme A est à coefficients constants on a 
en fait <p„(f) =  X 0 +  A ( / / o <pn_i(s)ds). Pour n =  1, <fii(t) =  A 0 +  A  ( / t‘ X 0dŝ j =  
X q +  (t — to)A(-Xo). De façon générale le calcul montre que

*>»(*) =  (X o)- 
\k=0 * /

Faisant tendre n vers l’infini, on obtient à la limite <p(f) =  e^“ t°)-4 ( x 0).
ii) La solution qu’on vient de construire s’écrit <p(f) =  etA (C ) où C  est le vecteur 

e~t(,A{Xo). Supposons que C  est une fonction de t G J. Alors
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<p'(t) =  etA(C'(t)) +  A {e tA{C (t ) ) .

Comme A  (etA(C(t)) =  A(p(t), en reportant dans X '(t) =  A X (t) +  B(t), on obtient 
A<p(t) +  etA(C'(t)) =  A<p(t) +  B(t) qui donne finalement C’ (t) =  e~tA(B(t)) et par 
suite C(t) =  J e~ tA(B(t)) où f  e~tA(B(t)) est le vecteur dont les coordonnées sont 
des primitives des coordonnées du vecteur e~tA(B(t)). En définitive la solution du 
système non homogène est

»,(()= eM ( | e -M(S(t))).

iii) Une application immédiate de ce qui précède au cas n =  1 donne comme 
solution de l’équation différentielle x'(t) =  ax(t) +  6 (t), la fonction cp(t) =  eat/y(t) 
où 7  est une primitive de la fonction e~atb(t).

Exercice XI. 4.3
Supposons À < 0 et posons u> =  Alors u(t) =  ae*1 +  6e_a;t (a et b sont

des constantes réelles) est solution de l’équation mais les conditions aux limites 
imposent à a et b d’être nulles. Donc la seule solution est u =  0.

Supposons À > 0 et posons u =  \/Â. La résolution habituelle donne les solutions 
u{t) =  acos(cüt) +  bsm(ujt) de l’équation (avec a et b des constantes réelles). La 
première condition u(0 ) =  0 impose à a d’être nulle et la seconde u(n) =  0 impose 
à u d’être un entier relatif n. Les valeurs propres sont donc An =  n2 avec n G N, 
chacune associée à la fonction propre un(t) =  sin(nt). □

Exercice XI. 4.4
i) En remplaçant y(æ, t) par u(x)v(t) dans l’équation (1 ) on obtient

u"(x)v(t) =  ^ - u { x ) v " { t )  ;

cette égalité donne, en divisant ses deux membres (on suppose bien sûr que cela est 
possible) par le produit u(x)v(t)p(x)

u"(x) __ v"{t)
p(x)u(x) Tv(t)'

Ce qui implique que les deux membres sont égaux à une même constante —À G R. 
On arrive donc aux deux équations linéaires du second ordre

J u"{x) +  Xp(x)u(x) =  0 
l  v"(t) +  ATv(t) =  0 .

Les conditions initiales et aux limites auxquelles est soumise y(x, t) =  u{x)v{t) 
imposent à u et v de vérifier les conditions u(a) =  u(b) =  0 et u'(0) =  0. Les 
fonctions u et v sont donc solutions des deux problèmes de Sturm-Liouville

(2) u"(x )  +  \p(x)u(x) =  0 avec u(à) =  u(b) =  0
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et

(3) vn(t) +  XTv(t) =  0 avec t/(0) =  0.

ii) Le fait que yn(x,t) =  u(x) cos (y/XnTt) vérifie les deux premières conditions 
du problème (1) est immédiat. D ’autre part on a

qui montre bien que yn est solution de l’équation ( 1 ).
iii) Avec les hypothèses sur p, a et b le problème (2 ) devient uN(x) +  Xu(x) =  

0 avec ^(0) =  u(ir) =  0. D’après l’exercice XI. 4.3 les valeurs propres sont 
Àn =  n2, chacune associée à la fonction propre un(x ) =  sin(n:r). Pour continuer, 
on aura besoin de l’assertion suivante sur les séries de Fourier dont on laissera la 
démonstration au bon soin du lecteur (mais qui pourrait aussi consulter [Go] p. 
274) :

Soit f  : R — ► R une fonction périodique de période r  dont la restriction à un 
intervalle de longueur r  est de carré intégrable. Notons

sa série de Fourier. Alors f  est de classe C°° si, et seulement si, pour tout r G N, 
les séries numériques n2r(ln et n2r n̂ convergent.

La fonction /  est de classe C°° sur [0 , 7r] et telle que, pour tout £ e  N, les

Unix) =  sin(nx), an n’est rien d’autre que le coefficient de Fourier “6n” ; la fonction 
/  étant C°°, pour tout r G N, la série Y ^ = on2ran converge. Un calcul simple

dérivées 0 ) et fge\ir) coincident ; elle se prolonge donc en une fonction C°° 
impaire (qu’on continuera à noter / )  sur tout R, périodique de période 7r. Comme

montre alors que pour tout entier naturel r, la suite (indexée par p G N) de fonctions
converge uniformément sur [0 , 7r] x  R+ ; donc

pour tout r G N, toute dérivée (x > 0  d’ordre r de la suite de fonctions

n—0

converge uniformément vers t). La fonction y(x ,t) est donc C°°. Elle
vérifie en plus
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d2y
dx2 (x > *) =  ^ 2  ( ^  a"  sin (2nx) cos ( 2n V f t j  J

00
=  ^  —4n2an sin (2nx) cos 2̂ nV T tj

n= 0

=  ^ a n sin(2 nx) ( — cos (^nV T tj'j

1  °°
=  — ^  c*n sin(2 nx) ^(—4n2T) cos ( 2n V T tj^

n = 0

_  , 
r<9t2 ' ’ '

i.e. y (x ,t) est solution de l’équation (1 ). (Les dérivations sous le signe somme sont 
légitimes en raison de la convergence uniforme de toutes les dérivées de Sp(x , t) vers 
celles de y (x Jt).) Les conditions initiales et aux limites se vérifient aisément. Les 
premières 2/(0 , t) =  y{if,t) =  0 sont immédiates. De même que §^(æ, 0) =  0. La 
dernière y (x , 0) =  f ( x )  n’est rien d’autre que le développement de Fourier de /  en 
tant que fonction R — ► R, C°° et périodique de période n. □
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Additivité
-  d’une mesure, 19
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Algèbre
-  de Boole, 10
-  normée, 127
-  de Banach, 157 

Application
-  n-linéaire, 82
-  contractante, 6
-  mesurable, 13
-  continue, 1
-  uniformément continue, 4
-  linéaire continue, 81 

Axiome
-  du choix, 172
-  (lemme de Zorn), 173

Base
-  orthogonale, 118
-  orthonormale, 118
-  hilbertienne, 118 
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-  inférieure d’un opérateur, 151
-  supérieure d’un opérateur, 151 

Borné
-  ensemble borné, 100
-  faiblement borné, 100

Coefficient de Fourier, 122 
Compact

-  espace métrique, 4
-  espace topologique, 2
-  opérateur compact, 133 

Complet (espace métrique), 5 
Complété d’un espace métrique, 5 
Condition de Dini, 122 
Convergence

-  d’une suite, 4
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-  forte, 86
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-  en norme, 85
-  uniforme, 3
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Enveloppe convexe, 87 
Equation différentielle,
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-  linéaire d’ordre n, 162
-  théorème d’existence, 160
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-  localement convexe, 69
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-  de Hilbert, 112
-  topologique, 1
-  métrique, 3
-  mesurable, 12
-  mesuré, 19
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Fonction

-  bornée, 2
-  continue, 1
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-  intégrable, 40
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-  à variation bornée, 108
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La collection Mathématiques 2€! cycle se propose de mettre à la disposition des 
étudiants de licence et de maîtrise de mathématiques des ouvrages couvrant 
l'essentiel des programmes actuels des universités françaises. Certains de ces 
ouvrages pourront être utiles aussi aux étudiants qui préparent le CAPES ou 
l'agrégation, ainsi qu 'aux élèves des grandes écoles. 
Nous avons voulu rendre ces livres accessibles à tous : les sujets traités sont 
présentés de manière simple et progressive, tout en respectant scrupuleuse
ment la rigueur mathématique. Chaque volume comporte un exposé du cours 
avec des démonstrations détaillées de tous les résultats essentiels et de nom
breux exercices. Les auteurs de ces ouvrages ont tous une grande expérience 
de l'enseigne1)1ent des mathématiques au niveau supérieur. 

L'analyse fonctionnelle, qui a connu un développement spectaculaire 
depuis le début du siècle, est devenue un outil indispensable en 
mathématiques. 
Outre son objet premier, qui est l' étude des espaces fonctionnels et 
de leurs opérateurs , ses applications sont diverses dans beaucoup de 
branches : équations aux dérivées partielles, analyse complexe, ana
lyse globale, théorie des représentations . .. 
Le but de ce livre, destiné aux étudiants de Licence et de Maîtrise de 
Mathématiques, est d'en exposer les éléments de base : mesure et 
intégration et espaces fonctionnels associés, théorème de l' applica
tion ouverte, théorème de Hahn-Banach sous ses versions analytique 
et géométrique, dualité dans les espaces normés, espace de Hilbert, 
opérateurs bornés et théorie spectrale illustrée par des applications 
au problème de Sturm-Liouville. 
D'autres thèmes, proposés sous forme d'exercices et de problèmes 
corrigés, en complètent le contenu. 
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